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(G, ) sei eine endliche primitive Permutationsgruppe. Unter einem
Subkonstituenten verstehen wir einen transitiven Konstituenten GZ® vom
Grad d > 1 des Punktstabilisators G, fiir « € £2. Dabei ist 4 ein Orbital von
(G, 2), d.h. eine G-Bahn auf £2 und A{a) = {8 | («, B) € 4} die zugehorige
G,-Bahn, ; A(x), = d heiBe der zu 4 gehérige Subgrad von (G, Q).
A" ={(a, B) | (B, ) €4} bezeichne das zu 4 gespiegelte (gepaarte) Orbital.
A4 heilt symmetrisch (selbstgepaart), falls 4 = A’ ist, andernfalls heilt 4
unsymmetrisch. Die Subkonstituenten G4 and G4® heiBen gepaarte
Subkonstituenten.

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daB | G, { durch eine Funktion
von d beschrinkt ist wenn G2 2-primitiv ist. Das Hauptergebnis ist

THEOREM A. Wenn (G, Q) primitiv ist und G4 ein 2-primitiver Sub-
konstituent vom Grad d > 1, so ist
| Gy | < max{di(d — 1)!9, d(d — 1)° (4 — 2)* (*log(d — 1))*}.
Theorem A wird in 4.3 bewiesen. In 4.2. werden Bedingungen fiir eine

bessere Abschitzung angegeben. Der schwierige Tell von Theorem A ist
enthalten in

TueOREM B. Sei (G, Q) primitiv und G2 2-primitiv vom Grad d > 1
derart, dap fiir B € A(x) die Fittinggruppe F(G4*®) == 1 ist, so ist

|G, < d(d — 1) (d — 2 (tlog(d — D)}

Theorem B wird in 4.2 abschlieBend bewiesen. Die Vorarbeiten zu seinem
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Beweis umfassen die Abschnitte 2 und 3. Eine Folgerung aus den Ergeb-
nissen, die zu Theorem B fithren, ist

Traeorem C. Wenn (G, ) primitiv mit Subgrad de{d, 5} ist, so ist
1G] <dd—1)7(d —2)

Theorem C wird in Abschnitt 5 bewiesen.

Nach Gardiner [1, 2] sind die Ergebnisse dieser Arbeit fiir den Fall eines
symmetrischen Orbitals 4 = A" schon bekannt. Es zeigt sich, daB einige

rgebnisse iiber die gepaarten Subkonstituenten G2) und G2 in [5]
ausreichen, um fiir ein nicht notwendig symmetrisches Otbital 4 eine
Theorie der s-Bogen analog zu Sims [9] zu entwickeln. Der Beweis von B
lauft weitgehend parallel zu den entsprechenden Sitzen von Gardiner [1]
und Sims [9].

Die Begzeichnungen orientieren sich an [4, 5, 11]. Eine ausfiihrliche Liste
der nicht allgemein begriuhlichen Begriffe und Bezeichnungen findet sich
in [5].

Alle in dieser Arbeit auftretenden Mengen und Gruppen werden als
endlich angenommen, ausgenommen N und Z, die natiirlichen bzw. ganzen
rationalen Zahlen. Eine Gruppe X heiBt p-glinstig (fir eine Primzahl p)
genau dann, wenn Cr(0,(X)) < O,(X) gilt (“strongly p-constrained” in
[5])- Zur Vereinfachung bezeichnet x~ das Inverse eines Elements x einer
Gruppe X. Fiir jede binire Relation P in einer Menge X bezeichne P’ die
zu P gespiegelte Relation und P(€) := {7 | (§, %) € P} fiir jedes £ 2.

Das Ende eines Beweises wird mit |} markiert.

1. VorBeREITENDE HILFSSATZE

Leniva 1.1, Eine Gruppe G wirke transitiv auf einer Menge Q und P C L2
sei eine G-invariante Halbdquivalenzrelation (d.h. P sei reflexiv und transitiv).
Dann ist P eine Aquivalenzrelation.

Beaeis.  Es bleibt noch zu zeigen, dafl P symmetrisch ist. Sei («, 8) e P.
Wegen der Transitivitit von P gilt dann P(8) C P(x). Weil G transitiv auf @
wirkt, ist of = B fiir ein g€ G, daher auch P(a) = P{B) wegen der G-Inva-
rians von P. Wegen | 2| < co ergibt sich daraus P{«) == P(8). « € P(«) = P(f)
hat dann (3, «) € P zufolge. ]

Levivia 1.2, Sei g =" >3 eine Potenz der Primzahl p und N :=
PSL(2, q) << G << PTL(2, q). Falls q =3 ist] sei G = PGL(2,3). PI'L(2, q)
und damit auch G wirken in der natiirlichen Weise 2-primitiv auf der projektiven
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Geraden Il =11, := GF(g)\V {0}, Es s acll und H <G, mit
| Gy: H = p" fiir einv = 0.

BEHATPTUNG.

(a) Entweder ist H transitiv auf II —{a} und N, < H oder H ist
intransitiv auf I1 — {o} und es gibt genau ein B € IT — {a} mit N,y < H < G5

(b) Injedem Fall wirkt
H irreduzibel auf O,(G,) mit Kern O,(H).

(c) Wenn Oy(H)=1 oder O,(H) = 1 ist, so wirkt H intransitiv auf
I — {a}.

Beweis. Falls ¢ =3 oder r =0 ist, so ist nichts zu zeigen. Sei also
g >=4. Wegen | N;: NH = p*mits < r gilt entweder N, << H (und H wirkt
transitiv auf IT — {a}) oder N, N H = N,; fiir genau ein fell — {a} (im
zweiten Fall wirkt H intransitiv auf IT — {a}). Gelte nun N,N H = N,;.
Dann ist K := N,H eine primitive auflésbare Gruppe und H = K, fiir
ein yell — {a} nach [4, II, 3.8]. Dann gilt aber N, < G5, . Wire nun
B +# 1y, so folgte N ,=1, da N, semiregulir auf IT — {x, B} wirkt, ein
Widerspruch. Also ist § =y und H <L Gp.

H witkt in jedem Fall irreduzibel auf dem auf IT — {a} reguliren und
zentralisatorgleichen Normalteiler O,(G,). Daher ist O,(H) der Kern dieser
Wirkung.

Es ist des weiteren klar, daB3 O (H) = 1 oder O, (H) 5= 1 stets die Intran-
sitivitit von H auf I — {a} zufolge hat. [

ProrosiTiON 1.3. Sei G < S? eine 2-primitive Permutationsgruppe, o € 2
und F(G,) # 1.
"Dann gilt genau eine der Aussagen:

(1) 'Q|=2>8 und G ist dhnlich zu G mit Ge{A(29), I'(2")},
2 — 1 ist eine Mersennesche Primzahl und f ist eine ungerade Primzakl.

(2) |Q,=gq+1 fir die Potenz q=p’ einer Primzahl p und G ist
dhnlich zu G mit PSL(2, q) < G << PI'L(2, q) in der natiirlichen Wirkung auf
die projektive Gerade I1,., .

Beweis. Wegen F(G,) == 1 ist n:=} 2} > 3. Da G 2-primitiv ist, muBl
F(G,) ein auf £ — {a} regulirer elementar abelscher p-Normalteiler sein.
Nach Hering-Kantor—Seitz [3, Theorem 1.1] gibt es einen Normalteiler
M< G derart, da M < G < Aut (M) angenommen werden kann. Da
F(G,) elementar abelsch ist, sind die in [3] genannten Fille 312~ Sx(g),
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M=~ PSU(3,¢9) und M vom Ree-Typ ausgeschlossen. Also bleiben
Mo PSL(2, q) fiir eine Primzahlpotenz g = p* und M eine scharf 2-tran-
sitive Gruppe als einzige Moglichkeit. Wegen Aut(PSL(2, ¢)) == PI'L(2, q)
ist im ersten Fall G #hnlich zu einer Gruppe G mit PSL(2,q) < G K
PrL(2, q) in der natiirlichen Wirkung auf I, . Wir betrachten nun den
Fall, daB3 M eine scharf 2-transitive Gruppe ist. Da M, regulir auf 2 — {o}
wirkt, gilt M, = F(G,). Da M eine Frobeniusgruppe ist, ergibt sich, daf3
M, eine zyklische Gruppe von Primzahlordnung # ist. Nach dem Satz von
Frobenius besitzt M und damit auch G einen reguliren Normalteiler N,
welcher elementar abelsch von Primzahlpotenzordnung p* ist. pf — 1 =+
hat zufolge, daB f eine Primzahl ist und entweder » €{2, 3} und p* =13, 4}
oder 7 > 3 und p = 2 und 2f >> 8 ist. In jedem Falle ist nach [4, II, 3.12] G
zu einer Untergruppe von I'(p”) dhnlich. Im Falle » <3 liegt wegen
I'3) = $* >~ PGL(2,2) und I'(4)== S*22 PGL(2,3) der Fali (2) der
Behauptung vor. Falls r > 3 ist, so liegt nach [4, IT, 3.13] der Fall (1) der
Bahauptung vor. []

Bemerkung. {3, Corollary 10.1] ist offensichtlich inkorrekt und kann
durch die unter schicheren Voraussetzungen formulierte Proposition 1.3
ersetzt werden.

Lesvs 1.4, Sei P eine p-Gruppe zu einer Primzahl p und G wirke auf P
als Gruppe von Automorphismen. P, sei eine echie G-invariante Untergruppe
von P. Dann gibt es einen echten G-invarianten Normalteiler P, von P, welcher
Py umfafit. Wenn | P: Py | hichstens gleich der kleinsten Ordnung eines G-Kom-
positionsfaktors von P ist, so ist P, = Py <] P.

Beweis. Es gibt einen echten Normalteiler Q von P mit P; < Q. Dann ist
Py 1= Nyec @Y = P, ein Normalteiler von P mit der geforderten Eigenschaft.
Der Rest ist klar. [

2. s~-BOGEN BEI 2-TRANSITIVEN SUBKONSTITUENTEN

In diesem Abschnitt entwickeln wir nach dem Vorbild von Sims [9] eine
Theorie der s-Bégen, die dem vorliegenden Problem angepaf3t ist. Um einer
kiirzeren Darstellung willen verzichten wir auf groBtmégliche Allgemeinheit
und setzen im ganzen Abschnitt voraus, daB (G, £2) eine primitive Permuta-
tionsgruppe, ; 2| = n, 4 ein Orbital von (G, ©2) der Linge | 4(a)] =d =3
und der Subkonstituent G4 J-transitiv ist. AuBerdem setzen wir voraus,
daB die gepaarten Bahnen 4(x) und 4’(x) isomorphe G -Riume sind. Ein
G ,-Isomorphismus =, von 4(o) auf 4'(«) ist dann eindeutig bestimmt, denn
es gilt G,z = Ggr, fiir jedes B € A(o).
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‘-VEREINBARUNG. Wenn keine Unklarheiten entstehen, so schreiben wir
B’ = B« (fiir 8 € A(«)) und ebenso ' = y™=" (fiir y € 4'(«)). Es ist also stets
Gp=GpyundG, =G, .

DeriNtrioN 2.1, Sei 2 <CseN und 4 = (x5, oy 5o, o) €25 A heille
ein s-Bogen (im Graphen (£, 4)) genau dann, wenn (x,_,,o)ed fiir
¢ =1,..., s und a:“i 7 oy fiir £ = 1,0, 5 — 1 gilt.

-1

Bemerkung. Die Definition steht im Einklang mit der in der Graphen-

theorie iiblichen Definition bei ungerichteten Graphen. Denn im Fall
4 = 4" ist 7, notwendig die Identitit auf 4{«).

s-Bog bezeichne die Menge aller s-Bbgen. Es ist klar, dal G vermoge

(ot 5 0t yuery 00} 1= (g%, 04%.0e, o?) auf s-Bog in natiirlicher Weise treu wirkt.

Lemma 2.2, | s-Bog ! =nd(d — 1)*L.

Derixitiox 2.3. (a) G heile s-bogentransitiv genau dann, wenn G
transitiv auf s-Bog wirkt.
(b) Da nach 2.2 die Folge (| s-Bog |),ep divergiert und G2 2-tran-
sitiv und A(a) =2 4'(e) ist, existiert (G) := max{s | G s-bogentransitiv}.
5(G) heiBe der Bogengrad von G (beziiglich (£, 4)).

Nach dem Vorbild von Sims [9] fithren wir nun in s-Bog verschiedene

Relationen ein, die die Zusammenhangsverhdltnisse im Graphen (2, 4)
beschreiben.

DerintTioN 2.4, Seien X = (og, & oo, ) und ¥ = (B, By ,.e, Bs)

s-Bogen.

(a) X heifle Vorginger von Y (im Zeichen X < Y) genau dann, wenn
oy = By fiir i ==1,..., s gilt.

(b) X heife Nachfolger von ¥ (i.Z. X > Y) genau dann, wenn
Y < X. Esistalso <’ =>.

(c) ~ bezeichne die reflexive und transitive Hiille von <. Wir sagen
Y ist zuginglich von X genau dann, wenn X ~ Y.

N.B. Es gilt X ~ Y genau dann, weon X = Y oder es eine endliche
Folge X = X,, Xy ,.. Xy =Y gibt mit X, , < X; furi=1,.,¢

Lemva 2.5, < und > sind G-invariante Relaiionen in s-Bog und ~ ist
eine G-invariante Halbdquivalenzrelation in s-Bog. Wenn G s-bogentransitiv ist,
so ist ~ eine G-invariante Aquivalenzrelation.
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Bewers. Die ersten beiden Behauptungen sind klar. Die dritte Behauptung
folgt auvs Lemma 1.1. [

Levma 2.6, Jeder s-Bogen X hat benau d — 1 Vorgéinger und Nachfolger.

Beweis. | < (X),=d — 1 ergibt sich aus der Definition der s-Bogen.
Weiter ist offenbar | s-Bog | | < (X)| = | <} = > | =Yresnog | > (¥); <
| $-Bog | (d — 1), wobei die Gleichheit nur gilt, wenn fir alle Y e
s-Bog | > (¥)| = d — 1 ist. Somit ergibt sich auch | > (X), =d —1.

L

TreEOREM 2.7. Wenn G s-bogeniransitiv ist, so ist jeder s-Bogen Y von
jedem s-Bogen X zugdnglich.

Wir fithren den Beweis von 2.7 in einer Reihe von Hilfssitzen. Fiir den
Rest des Abschnitts seien die Voraussetzungen von 2.7 gegeben.

Levvia 2.8, Seien X == (og .., 0,) und Y = (B, ,..., B} s-Bogen und fiir
7,7€40,...,5s — 1} gelte o; = B und o = Pyoy . Damn st X ~ Y.

Beweis. Da G s-bogentransitiv ist, ist nach 2.5 die Relation ~ eine G-inva-
riante Aquivalenzrelation. Insbesondere ist > U < C ~. Somit kénnen wir,
indem wir Vorginger von X und Nachfolger von ¥ nehmen, i =5 — 1 und
j =0 amnnehmen. Dann gilt aber X = (o5 ,..., &) < {0g yoeey %, Bo) <
(o2 yeees g, 8oy By) << o < (g s %, Bayeees Bs) = ¥ und X ~ Y folgt, 1

Levmva 2.9, Seien X = (g, 000) und Y = (8y,..., 8} s-Bogen und
fir 1,7 €{0,..., s} gelte a; = ;. Dann ist X ~ Y.

Beweis. Wie in 2.8 konnen wir annehmen, dafl 7 = j = s ist. Es gibt ein
y € A(=,) derart, daBl Z; 1= (o ,..., o, y) und Z; 1= (£ ..., Bs s ¥) 5-Bdgen
sind. Denn sonst gilte wegen o, = f8; nach 2.6 die Beziehung d = | A(x)! >
2(d — 1) =2d — 2 im Widerspruch zu d > 3. Aus X < Z;, Y < Z, und
Zy ~ Zynach 2.8 ergibt sich dann X ~ Y.

-

Schiuf des Beweises von 2.7.

Sei X ein s-Bogen. Wir definieren ¥ :={x e ' Fir jeden s-Bogen
Y = (By,..-s B5) mit a={By,..., B} gilt X ~ ¥} Nach 2.9 ist ¥ =£ . Sei
o e ¥ und B € 4d(x). Dann gibt es einen s-Bogen Z = («, §,...). Wegen ac ¥
gilt dann X ~ Z. Fiir jeden s-Bogen U = (vg ,..., v;) mit B €{vy,..., v} gilt
dann nach 2.9 auch Z ~ U, und daher X ~ U, Damit ist ¥ pgezeigt.
¥ enthiilt also eine Zusammenhangskomponente des Graphen (2, 4). Da G
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primitiv auf £ wirkt, ist ¥ = £ nach [9, Proposition 4.4]. Theorem 2.7 folgt
nun ohne weiteres. ]

3. SUBKONSTITUENTEN voM Typ PSL(2, q)

In diesem Abschnitt setzen wir voraus, dal (G, £) eine primitive Permuta-
tionsgruppe ist mit einem Orbital 4 der Linge ! A(a)] = d > 4. Ferner sei
G4 ghnlich zu einer Permutationsgruppe [ mit PSL(2, q) < H < PI'L(2, q)
in der natiirlichen Darstellung auf der projektiven Geraden IT,,, . Dabei ist
g = p’ eine Potenz einer Primzahl p und d = ¢ + 1, G ist 2-primitiv und
F(G4™) = 0,(G4*") wirkt reguldr auf A(a) — {B} fiir jedes B e A(x). Falls
d = 4 ist, nehmen wir auBerdem an, dal H = PGL(2, 3) =~ §* ist. Dies ist
keine wesentliche Einschrinkung, ebensowenig die Bedingung d > 4, da
in den ausgeschlossenen Fillen die Struktur von G, und sogar von G schon
vollstindig geklirt ist (siche Abschnitt 4). Es bezeichne K(a) = G4, und
K'(a) = Gy, fiir a € £2. Sei (o, B) € 4.

Lemva 3.1, A(«) und A'(«) sind isomorphe G,-Riume. Insbesondere ist
K(o) = K'(«). E(e, B) := K(x) N K(B) ist eine p-Gruppe. Wenn E(a, B) 5= 1
ist, so sind G, und G g p-giinstig und eine p-Sylowgruppe von G5 ist nicht abelsch
und keine verallpemeinerte Quaternionengruppe.

Beweis. Aus [S, Theorem 3.5] ergibt sich K(a) = K'(«). Da PSL(2, q)
genau eine Konjugiertenklasses von Untergruppen vom Index ¢ +— 1 enthilt,
nimlich die p-Sylownormalisatoren, ergibt sich aus den Voraussetzungen
dieses Abschnitts, da3 G4 genau cine Konjugiertenklasse von Untergruppen
vom Index d = g + 1 besitzt. Dies hat A(e) 2 4'() zufolge. Der Rest
folgt nun aus [5] Corollary 4.12.

Nach 3.1 sind insbesondere die Voraussetzungen des Abschnitts 2 erfiillt.
Wir iibernehmen nun im folgenden die Begriffe und die Bezeichnungen des
2. Abschnitts, insbesondere die '-Vereinbarung.

TueOREM 3.2. Sei (%, o) € dund P :== O,(G,, ). Dann wirkt P transitiv
auf den 2-Bogen mit Anfang («, , o). Sei s die grifite natiirliche Zahl derart,
dafi P transitiv auf den s-Bégen mit Anfang (« , o), aber intransitiv auf den
(s + 1)-Bogen mit Anfang (« , o) wirkt.

BerAUPTUNG.
(1) G ist s-bogentransitiv und der Bogengrad b(G) = s.

(2) Sei X =(uy,0q,..., %) ein s-Bogen mit Anfang (o, o). Sel
G;:= G‘!n"l"'al fir 0<Li<<s und P;:=PNG,; fir 1 <i<s. Dann ist
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| PrPiyti=q fir 1<i<<s—1 und P,=1. Also ist |P| =¢*" und
PGy = (g + 1) rg"Y, wobei v ein Teiler von (g — 1)? f2 st.

(3) Esgilt Py=P, P, = O,(G,)) und fiir 3 <1 <sist

Py = E(x ,05) N E(og, 05) N - B0t , %_4)
== K(og) N K(o) N - N Ko ,).
P, <G, = PG, und Gi/P;~ G{/P, fiiri=1,.,s.
(4) P,y <0 P, und P;jP;_, ist elementar abelsch der Ordnung q = p’ fiir
t=1,..,s — 1. G, wirkt irreduzibel auf jedem Faktor P,/P, , fir i =1,...,
s—1.

Eine unmittelbare Folgerung des vorstehenden Satzes ist

KoroLLar 3.3.  Unter den Voraussetzungen dieses Abschnitts ist | G, | ein
Teiler vor d(d — 1y (d — 2)? (Plog(d — 1)), wobei s = b(G) der Bogengrad
von G ist.

Fiir den Rest des Abschnitts iibernehmen wir die in Theorem 3.2 ein-
gefiihrten Bezeichnungen. Wir fiihren den Beweis dieses Satzes in einer Folge
von Hilfssitzen.

Levva 3.4. P wirkt transitiv auf den 2-Bigen mit Anfang (o, o).
Also ist s definiert und G 1ist s-bogeniransitiv.
o A( ) - [P — - " _ ¥ .
Beweis, ‘Da .G’%“1 2—pr1m}tn unc} Gﬂﬁio_ == G%yl' 1st, wirkt P = Op(G%yl) =
Ou(Gipe,) transitiv auf A(ey) — {x}. ]

Levma 3.5. (@) Esist | PPy | =G Gy = qfirl <i<s—1,
wihrend | Gy G, | =d =q + 1 ist.
(b) |G P teilt (g —172f?% Gy P, | = (g + 1) rg"%, wobei r ein
Tetler von (g — 1)? f2 ist.
(© P;<<G; = PG, und GyJP; = G,|P; fiir i = 1,...,5. P; = O,(G)).
Beweis. (a) folgt aus der Definition von s. (b) folgt aus (a) und der
Tatsache, daf3 P regulir auf 4(ay) — {oy} und 4'(=;) — {50} wirkt. (c) ergibt
sich aus P = O,(G;). [

Levma 3.6, Seien a = Q und (x, B) € 4.
(@) Ox(Gy) = O,(K(@) < O0,(G.p)-
(b) Oy(Gyp) wirkt regulir auf A(B) — {«} und A'(B) — {a}. Wenn
K(o) # 1 ist, so gilt 0,(G,z) = 0,(G,) 0,(Gy) und O(G,) wirkt ebenfalls
reguldr auf A(B) — {o«'} und A'(B) — {o.
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Beweis. (a): Wegenp | d — 1 = ¢ gilt 0,(G,) < K(«). (b): 0,(G,) O,(Gs)
< 0,(G,p) gilt nach (a) wegen K(B) = K'(B). Wenn K(a) 5= 1 ist, gilt auch
0,(G,) # 1 und O,(G,) < K(). Da G und G§'® 2-primitiv sind, ergibt
sich dann die Behauptung. [7]

Levma 3.7, Es ist Py =P = Oy(G,,,) und P, == 0,(G,).

Beweis. P, = P ist klar. P, wirkt regulir auf A(«;) — {o'}. Daher ist
Py =P NG, ., <K(x)und somit O,(G,)=P,. [

Lenva 3.8. s =2 genau dann, wenn K(x) = 1.

Beweis. Wenn K(x) = 1 ist, so ist | P| = q und daher P, = 1, was s = 2
zufolge hat. Sei s = 2 und K{(a) # 1. Nach 3.6(b) wirkt dann O,(G, ) regulir
auf A(oy) —{og} und O,(G,) regulir auf A(w) —{o'}. Somit wirkt
P = 0y(G,, ) = 0y(G, ) O,(G,) transitiv auf den 3-Bogen mit Anfang
(o , o1). Dann ist aber s 2> 3, ein Widerspruch.

Leviva 3.9. Sei (o, B, y) ein 2-Bogen und E(c, 8) 5= 1. Dann ist O,(Gp) =
E(e, B) E(B, ). Insbesondere wirken O (Gg) und E(a, B) reguliir auf A(y) — {8}
und 4'(y) — (B} | B B): E(x B) BB, y)| = | BB, v): E(o, B) O BB, v =4¢.
G, g, wirkt irveduzibel auf den G g,~isomorphen Faktorgruppen

a3y
0,(Gp) K(n)/K(y) 22 O(Gy)/E(B, v) =2 B, B)/E(, B) N E(B, v)-

Beweis. Wire E(x, 8) << EB,v), so folgte E(a, B) = E(B, y) <
(G, Gg,> = Gy wegen o # y. E(x, B) <1 G, hat aber E(B, y) <1 G, zufolge,
und so ergibt sich E(x, 8) = E(B, v) <1<{G;, G,> = G im Widerspruch zu
E(a, B) #~ 1.

Also ist E(x, 8) << E(B, y). Setze R: = E(d, B)E(B, y). R < O,(Gy) ist
klar, Ferner ist E(B, y) < R<1 G,,, also R <L K(y). Nun ist | G4
G5, | =g =277, daher| GG™: GLY | =p fiir ein 7 <f. 1 5% R
0,(G4") ergibt dann nach Lemma 1.2, daB R = O,(Gj) ist. Der Rest ist

By

klar. [

Leviva 3.10. s = 3 genau dann, wenn K(o) = 1 und E(x, 8) = 1.

Beweis. Sei s = 3 und E(«, ) ¢ 1. Nach 3.9 wirkt E(x, , o) reguldr auf
Meg) — {2} Py wirkt deshalb transitiv auf den 4-Bdgen mit Anfang
(ctg , 1 » %9 5 4g). P ist somit transitiv auf den 4-Bogen mit Anfang (w, oy)
und somit s >> 4, ein Widerspruch. Sei nun K{«) 5= 1 = E(«, 8). Nach 3.8
ist dann s > 3. Wegen E(«, B) = 1 ist aber | P | = ¢*> und deshalb s <{3. []]

Leviva 3.11. Wenn s = 3 ist, so gilt Py = E(oq , ).

Beweis. Wenn s = 3 ist, so ist Py =1 = E(x, , %) nach 3.10. Sei also
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s> 3 und daher E(x, ) # 1. Klar ist E(x, o) << Py. Nach 3.9 ist
{ P: E(oy , o), = g%, daher die Behauptung. []

Da der Fall s << 3 nun hinreichend geklirt ist, nehmen wir im folgenden
(bis Lemma 3.17) an, dal}

s > 4 und somit auch E(a, B) # 1 ist.

Lemwva 3.12. Sei (o, 8, y) ein 2-Bogen und H, K < E(x, B) derart, daf3
HNEPB,v) <K< H<E(x,B)und | H: K ' = q gilt. Dann st HE(B, y) =
E(a, B) E(B, y) = Oy(Gy) und K = H N\ E(B, 7). Insbesondere ist H|K opera-
torisomorph zu O (GR)E(B, v) und zu O,(G;) K(; /)fK('y‘, wobet als Operato-
renbereich jede Untergruppe von G.g, N No(H) zuldssig ist

afy

Beweis. Wegen E(o,B) 41 ist nach 3.9 O,(Gs) = E(, B) E(B, 7).
[H: K =g =i0,Gy): E(B, y)| ergibt die Behauptung.

Levia 3.13. Fiir 2 <t s st Gﬂ ol G| = gttt = pfd,
Beweis. Nach 3.5ist | Gy: G, | = ¢t Wegen ' G, , =G| ergibt

sich das Lemma. [}

Levva 3.14. Sei U < Gy und | Gyg: U | = p". Dann wirkt U irreduzibel
auf den G,.-zuldssigen Faktorgruppen O,(G,)/E(x, 8) = O,(G,) K(B)/K(8).

Bewets. Klar ist O,(G,) K(B)/K(B) o, Oy(GL)E(a, B). Sei U := UK(B).
Dann ist ! G,5: U} ein Teiler von | G, U' Das Lemma folgt nun aus
1.2, —

Lemna 3.15. Fir3 <t <sgilt

-2 t—1
= ﬂ E(a;, ;) = m K(a;)
i=1 i1
und G, wirkt irreduzibel auf P /P, fiir 2 <t <s.

Beweis. Fiir alle £ {1,..., s} ist G, = P,G, . Firt < 3 ist das Lemma also
nach 3.7, 3.9, 3.11, und 1.2 richtig. Sei nun 3 < ¢ <{ s und diec Behauptung
richtig fiir # — 1 anstelle von £. Es ist also

i3
Pt—~1 = ﬂ E(O"i ) O‘:l'J—i)'
d=1
Nun ist (P :Pl= G ;:G,l=¢ und P,_ N E(ab_,, % ) <
P_,NG, =P, Setze H:=P, ;,K:=P,und(«,8,7) : :(oc_a,a, e 1)-
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Dann ergibt such nach 3.12

—2

Py="Py N E(oy g, 0 4) = () E(o;, app4)
i=1

und P,_,/P; ~ Op(Gat_z)/E(cxt_z , az_4) als G,_;-Operatorgruppen. Nach 3.13
und 3.14 wirkt G,_; irreduzibel auf

OP(Gut_z)!/E(at—2 yoyy) o2 Py /Py,
i—1
Da G, = P, ,G,, P, G, < P,und P,_, [P, abelsch ist, wirkt G, irreduzibel
aof P,_,[P;,. |

Lemma 3.16. P, = 1.

Beweis. Angenommen P, < E(o, 4 , o). Dann gilt
E(as—-l s o"s) < E(”‘s——l » 0"’s) Ps < E(as~2 > ‘xs—l) E(O‘s——las) = Op(Go:s_l)’

da P < E(o_y , ®_4) nach 3.15. Nach 3.13 und 3.14 wirkt aber G, irreduzibel
auf Oy(G,, ) E(xy, o). Wegen Py <| G; ist dann aber E(a, 4, o) Ps =
0,(G,,_ ) und P, wirkt transitiv auf A(x,) — {o_,} nach 3.9 im Widerspruch
zur Definition von s. Somit gilt Py < E(eq , o) << K(a;). Nach 3.15 ergibt
sich daraus

§—2

OT:(Gmoul-»-fo) =P, = n E(‘xi ’ o"iél) N E(‘xs-—l s as)
=1

s—1

<) E(i s 431) = Of(Glapgyovnaye)
=2

fiir jedes € € Aay) — {01}

Da G s-bogentransitiv ist, folgt, daB fiir X < Y stets O,(Gy) = O,(Gy)
gilt. Nach Theorem 2.7 gilt dann aber fiir alle s-Bégen X stets P, =
0,(Gy) <t G und P, =1 folgt. []

Lemva 3.17.  Der Bogengrad b(G) == s.

Beweis. Angenommen b(G) >s -+ 1. Dann wirkt G, transitiv auf
e — {21} und H, :=0,(G,) wirkt 1/2-transitiv auf A{e,) — {o} 4}
Wegen | A(x,) — {o} 4} = ¢ = p7 folgt H, < K(oy) und deshalb
O0,(Gro,-o0,) < Op(Gy ayonnae) fiir jedes § e (o) — {a;_1}. Da G s-bogen-

transitiv ist, ergibt sich mit den gleichen Schliissen wie in 3.16 H, = 1.
Wegen G,~ G,/P, und der Auflésbarkeit von Gy ist dies aber nicht

moglich. [
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Bemerkung. Fiir g == 4,16 ist 3.17 unmittelbar klar.

Damit haben wird den Beweis von Theorem 3.2 abgeschlossen. Um eine
Schranke fiir ' G, ! zu erhalten, miissen wir nun nach dem Vorbild von
Thutte, Sims, und Gardiner zeigen, daf s == 8(G) beschrinkt ist.

Sei im folgenden die Situation von Theorem 3.2 gegeben, s = b(G) der
Bogengrad von G und X = {2, % ,..., &) und G; = G(X) =

,\e(!

Lenxmnia 3.18. G hat genau einen Fixpunkt o, in Aoy — {a,_}.

Beweis. Wegen b(G) = s wirkt G, intransitiv auf A(a) — {o_,}.

o]

G, _.:G; = ¢ ergibt nach Lemma 1.2 die Behauptung. ]

17s

Einen #-Bogen Y = (B,,..., By) nennen wir einen f-Kreisbogen genau
dann, wenn B, = 8; und B, , 5 B, ist.

Leviva 3.19. Es gibt einen t-Kreisbogen Y = (o9, &y ey % ey %)y
welcher X enthdlt und der nur aus Fixpunkten ton G, besteht. Es gibt ein
geNG(G,), das Y als Zyklus besitzt, also g = (ag , 0ty ey %5 yeeny Ag)ene

Beweis. Sei o,; nach 3.18 ein Fixpunkt von G, in 4(x) — {a} ;}. Dann
ist Z ={oq, 0t 5ueey 0, Oy q) €in s-Bogen, der nur aus Fixpunkten von G,
besteht. Wegen 8(G) = s gibt es ein g€ G mit X? = Z, also g = (%, o ,..-,
Oy y Ogq 5eee oeny 100 deT Zyklendarstellung. Setze a; 1= of fiir alle icZ. Da g
endliche Ordnung besitzt, gibt es ein kleinstes # > 0 mit der Eigenschaft
o = o und es ist o, = «, genau dann, wenn m = » modulo # ist. Es ist klar,
dal V= (g, % .., o) ein #-Kreisbogen ist.

Wegen G, = GH1 a :G%% By und X = Z gi't g€ Ny(Gs). Wenn
aber £ £ ist, so gilt EQGS = £G9 = £9s also auch £ ¢ QG Daher sind alle
o; Fispunkte von G;. [

Bemerkung. \lit 3.18 IiBt sich zeigen, dal Y eindeutig bestimmt ist.

Sei nun g = (&g, % +eery %)-nr, €in gemdB 3.19 bestimmtes Element von
No(Gs) und X :=P; 3 = 0y(G, o, ) (nach 3.2). Wir definieren
weiter fiir alle i€Z X, := X?' " und fir 7 S 0sel Hy =X, |1 <j <>,
dabei Hy = 1.

Lennva 3.20. (a) G, normalisiert alle X; und H;.
by Firl<i<<s—1git H;=P,_;=H, ; X, und H_ N X; =1.

Beweis. Nach 3.2 wird X; von G normalisiert. Aus g€ N4(G) ergibt
sich dann (a). X, liBBt den s-Bogen {(o_;,4 ,..., o;_;) punktweise fest. Daher gilt
X, <P, und H; <P, fisr i=1,..,5s—1 nach 32. H =X, =P,
gilt nach Definition. Sei also | <7 <{s — 1 und (b) sei richtig fiir 7 — 1
anstelle von 1.
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X, =0,G,_,, ..., ) witkt transitiv auf A(x ;) — {as_l_lf Daher
ist X KH;, =P, s, also P, <H,_ 1X H; <P, ;. Da G, irre-
duzibel auf P, /P, ;. wirkt, folgt H; = P,_,. H; ; N X; =1 ergibt sich
aus demselben Grund.

Levivia 3.21.  H, ist ein auf den s-Bogen mit Anfang o, transitiver Normal-
teiler von G, . Hyy ist ein auf s-Bog und auf 2 transitiver Normalteiler von G.

Beweis. H, , = 0,4(G, ) Wirkt transitiv auf A(xg) — {oy}. X, wirkt
transitiv auf A(eg) — {o } "Da (ct_q, %9, ) €in 2-Bogen ist, gilt o | £ oy .
Wegen d > 2 hat dies zufolge, dall H, =<{H_,, X,> 2—t1‘ansitiv auf (o)
wirkt. Da I, ; transitiv auf den s-Bdgen mit Anfang (o, , o) ist, wirtkt H,
transitiv auf den s-Bbgen mit Anfang o, . Insbesondere gilt G, = H.G;.
Da H; von G, normalisiert wird, gilt K(x) <H,<< G, . Nun ist
H,q =<H;, H] ) und daher H,,G; = <{HG;, H] G,) = <G10 ’ Ga_1> =
G. Somit ist H,, ein auf s-Bog und daher auch auf @ transitiver Normalteiler
von G. []

Leavva 3.22. Sei i <j<{i-—~s—2. Dann ist [X,,X;] <{Xipqse0r
X; 1> . Falls s = 3 ist, ist insbesondere [X; , X; || = 1 und H, abelsch.

Beweis. Es geniigt, die Behauptung fiir i =1 zu beweisen. Sei
1 <j<s— 1. Wegen[X;, X;] = 1kénnen wirs >> 3undj > 2 annehmen,
Nach 3.20 ist H; ; << H; und K; ; :=<{X,,..., X;> = H]| ist eine G,
invariante Untergruppe von H;. Aus Lemma 1.4 und 'Iheorem 3.2 folgt
aber, dall K; ; sogar ein G-invarianter Normalteiler von H; ist. Klar ist
Xy X ) < H; yNK; ; <K;,. Da G, nach 3.2 irreduzibel auf
H; y/H; 5= Kj 1[KXo oo, Xy g witkt, ist {Xp o, Xy i) = H; ;N Ky,
Aus [X,, X;] < H;_, N K, ; ergibt sich dann die Behauptung. [7]

LemMa 3.23. Wenn 2i > s —- 2 ist, so ist H, nicht abelsch.

Beweis. Wire 26 — 1 >s - 1 und H, abelsch, so wire auch HY™
(X, Xigg s Xpi 10 abelsch und H., =<X; .., X, > < Cg(X)) i
Widerspruch zur Transitivitit von Hy,, auf Q. —

83—

Lenivia 3.24.  Wenn 3i < 25 ist, so ist H,; abelsch.

Beweis. Falls s = 2 ist, ist das Lemma richtig. Sei also s > 3. Nach 3.22
ist dann FI, abelsch. Wir wilhlen 7 mit 2 << 7 <C s so, da3 H,_, abelsch, aber
H; nicht abelsch ist. Dann gilt [X;, X;] =1, when |j — k! <7 — 2 ist,
doch gibt es &, € X;, x;€ X, mit [x, %] 5 1. Nach 3.22 ist [X;, X,] <
{Xy ey Xpgp, es gibt also 2 <m <n<<i—1 so, da [x;, %] =
Xy q " %, mit x;€ X; (m <j < m) und x,, 5= 1 5% x, ist. Dabel ist zu
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beachten, daB (X, ,..., X;_;> abelsch ist. Wir wollen zeigen, daf
m=5—+1—7und n\ZL—sgut.

(a) Angenommen k:=i+m—1<s—1. Nach 322 ist
(X, Xl <X, X)) und daher [X,, X, X[ ] =1, da fiir 2 <7<
k—lstets]z~j! <z——21$t.[Xi,X,;]ﬁlwegen.z~klzm-l<
i—2 hat [X;, X;,X{] =1 zufolge. Nach dem Drei-Untergruppen-Satz
von Hall [4. III, 1.10] ergibt sich [X;,X,, Xi] =1. Dann ist aber
fir beliebige x,e X, stets 1 =[x, %, 5] =[x, o] [x, x> =
(xm x‘n)_ ('xm 'xn)'b' = xmb(xmﬁ—l x‘n)— (x'm+1 ’V’r xnl' — l\ ) 1Ll'.‘-jv da
fiir m +— I <j<mstets 'j — k| <7 — 2 ist. Daher ist [x,, X} =1 und
somit auch 1 =[x, , X;]% = [xm » X =X, X;], da G auf X, irredu-
zibel wirkt. Dies hat aber den Widerspruch [X,, , X,J¢" " = [X;, X,] =1

zufolge. Alsoistm > s = 1 — i,

(b) Angenommen [:=n 41 —i>=i-—ys5-+ 2. \Tach 3.22 ist
X, X1 <Xy, Xi-_1> und daher [X,,X;, X;] =1, da fir

P-1<j<i—1 stets |j—1{<<i—2 ist. X, X = } wegen
il—1i=1—1<7{-—-2hat[X,, X; , X;] = 1 zufolge. Wie in (a) erhalten
wit [X,, X;, Xj} = 1. Fur beliebige 5, = X;istaber dann 1 = [x; , »;, ;] =
[y, ] fovg, w0 = (o, w0 W)™ @y, o0 gt = [y, ], da fiir m SEIES
n—1 stets | § — 1| <<7—2 ist. Daher ist [x,, X;] =1 und wie in (a)
ergibt sich [X,, X;] = 1. Dies hat aber den Widerspruch [X,,, X, " =
[X:, & ] =1 zufolge. Also ist n < 20 — 5.

(¢} Auss—1—i<<m<n <2 —s folgt nun 37 > 25 - | und die
Behauptung folgt. []

Nun sind wir in der Lage, eine Schranke fiir s anzugeben.

TuroreM 3.25. Mit den Bezeichnungen wom 3.2 gilt folgendes: Es ist
oG)=s¢e {2 3,4, 5, 7}. In jedem Fall ist Py eine elementar abelsche p-Gruppe.
Wenn s <7 ist, so ist P, elementar abelsch.

Gal telt (g4 1)¢%g — 1P SR

Bezceis Sei x die kleinste natiirliche Zahl = (s 4~ 2);2. Nach 3.23 und
24 st x 2= (25 + 1)/3, und wie in [9] folgt s <C 7 und s 5= 6. Aus 3.24 ergibt
sich nun, dafl P, abelsch ist, und im Fall s < 7, da3 P, abelsch ist. Die
genannten Gruppen sind dann auch elementar abelsch. Der Rest der Behaup-

—

tung ergibt sich nun aus Theorem 3.2,

KororLrar 3.26. Unter den Voraussetzungen dieses Abschmitts ist ' G, |
ein Teiler von d(d — 1)° (d — 2)? (Flog(d — 1))

Beweis. Das Korollar folgt aus 3.3 und 3.25. [

481/38)1-1x
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4, ZWEIFACH PRIMITIVE SUBKONSTITUENTEN

In diesem Abschnitt setzen wir voraus, daBl (G, ) eine primitive Permuta-
tionsgruppe mit einem Orbital 4 der Linge | A(x)| =d > 1 ist, a € Q. Wir
zeigen, daB | G, durch eine Funktion von d beschrinkt ist, wenn G2
2-primitiv ist. Stets sei (o, f)€d, K(€) = Gyo und K'(¢) = Gppy fir
el

In [7, Satz 1] wurde gezeigt, daf3 | G, | ein Teiler von d!(d — 1)!¢ ist, falls
F(G4®) = 1 ist. (Dabei war G ein beliebiger Subkonstituent vom Grad
d > 1.) Wir geben nun einige Bedingungen an, die fiir 2-transitive G4
eine bessere Abschitzung ergeben.

THEOREM 4.1. Sei G2 2-transitiv und F(G4™) = 1. Dann hat jede der
folgenden Bedingungen zufolge, daff E(o, 8) = K(a) N K'(8) =1 und | G, |
ein Teiler von di(d — 1)! ist:

(1) K(x) = K'(«). (Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn 4 = 4" ist.)
(2) G*™ besitzt einen reguliren Normalteiler.

(3) GA9/soc(GA™)Y ist auflissbar. (Dies ist insbesondere dann der Fall,
wenn die duflere Automorphismengruppe von soc(G2™) auflssbar ist.)

(4) | GA™ | <! soc(GE)2,
(5) G und G4"™ sind beide 2-quasiprimitiv.

Beweis. Nach [7, Satz 1] ist F(G,5) = 1. Die Behauptung ergibt sich nun
aus [5, 4.5, 4.7]. (Dabei sei hier noch einmal vermerkt, da die Bedingung (4)
von [5, Theorem 3.6] richtig lauten soll: “G#® and G¥'® are 2-quasi-
primtive”.) Den Fall F(G4*) 5= 1 konnen wir kliren, wenn wir zusitzlich
annehmen, dafl G2 2-primitiv ist. []

Tueorem 4.2. Wenn G2 2-primitiv und F(GA4™) # 1 ist, so ist | G, |
ein Teiler von d(d — 1) (Plog d) oder von d(d — 1)° (d — 2)? (*log(d — 1))3,
wobei im ersten Fall d eine 2-Potenz und im zweiten Fall d — 1 eine Potenz einer
Primzahl p ist. In jedem Fall ist | G, | < d(d — 1)% (d — 2)? (Hlog(d — 1))~

Beweis. Nach Proposition 1.3 kénnen fiir G4 zwei Fille eintreten. Wenn
d =2’ > 8 und G*® hnlich zu 4(27) oder I'(2%) ist, so ist nach [6, Theorem
3.1] der Subkonstituent G2‘® treu; daher ist | G, | ein Teiler von | I'(?)] =
W — 1) f =d(d — 1) (log d). Wenn d = ¢ + 1 fiir eine Primzahlpotenz
g=p" ist und G ghnlich zu einer Gruppe G mit PSL(2,q) <G <
PIL(2, q), so unterscheiden wir zwei Fille: Wenn d = 3 oder d =4 und
G4 ~ 44 ist, so ist die Behauptung nach [9, Corollary 5.14; 8, Proposition
4.3] richtig. Wenn d > 4 oder d = 4 und G*'® ~~ $* ist, so ergibt sich die
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Behauptung aus Korollar 3.26. (Wegen Plogx <{%logx <<x — 1 fiir xe N
folgt, daBB | G, | < d(d — 1)8(d — 2)? (Blog(d — 1))? in jedem Fall gilt.) =

THEOREM 4.3. Wenn G2'® 2-primitiv ist, so ist | G, | < max{dl(d — 1)!%,
d(d — 1% (d — 2)? (Plog(d — 1))y3}. Ist daritberhinaus noch eine der Bedin-
gungen (1),..., (5) von 4.1 erfiillt, so gilt

| G| < max{d!(d — D)\, d(d — 1) (d — 2)* (Clog(d — 1)}}.

Beweis. Wenn F(GZ{”) = 1 ist, so ist nach [7, Satz 1] | G, ! ein Teiler
von dli{(d — 1)1%. Der Rest der Behauptung folgt nun aus 4.1 und 4.2. 7

Fiir bestimmte Subkonstituenten kdnne bessere Schranken angegeben
werden. Beispiele dafiir finden sich in [5, 6.1-6.3].

5. Die SUBGRADE d = 4 uND d = 5.

In {8} wird vermerkt, daB3 Sims und Thompson im Fall einer primitiven
Permutationsgruppe (G, £2) mit einem Subkonstituenten dhnlich zu S* eine
Schranke fiir | G, | gefunden haben. Wir kénnen dieselbe Schranke aus den
Ergebnissen des 3. Abschnitts gewinnen. Ebenfalls konnen wir fiir Sub-
konstituenten vom Grad 5, die ahnlich zu 45 oder S® sind, eine Schranke
angeben. Mit diesen Ergebnissen 148t sich fiir die Subgrade d =4 und d = 5
fiir | G, | eine nur von d abhiingige Schranke angeben, da die iibrigen Fille
schon geklirt sind.

TuroreMm 5.1. Sei (G, Q) eine primitive Permutationsgruppe mit einem
Orbital A der Linge | A(x); = d = 4. Dann gilt: Wenn G4 eine 2-Gruppe ist,
soist | G, ein Teiler von 25. Wenn 3 ein Teiler von | G4 | ist, so ist | G, ! ein
Teiler von 2436,

In jedem Fall ist | G, | << 2438 = d3%d — 1)5.

Beweis. Wenn 3 ein Teiler von | G4 | ist, so ist G4 > 446 2_primitiv.
Die Behauptung ergibt sich nun unmittelbar aus {10] und Theorem 4.2.

TaeoreM 5.2. Sei (G, Q) eine primitive Permutationsgruppe mit einem
Orbital 4 der Linge | A(w)| = d = 5. Dann gilt: Wenn G2 aufloshar ist, so ist
| G, | ein Teiler von 5 « 24 Wenn G2 nicht auflosbar ist, so ist | G, | ein. Teiler
vor 5 - 32 - 214 In jedem Fall ist | G, | = 5 -3¢ - 24 = d(d — 1) (d — 2)*.

Beweis. Wenn G2 auflssbar ist, so folgt die Behauptung aus [8, Theo-
rem 2.2]. Wenn G4 nicht auflosbar ist, so ist G4 > 44 3-¢ransitiv und
die Behauptung folgt aus Theorem 4.2. [
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