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(G, -Q) sei eine endliche primitive Permutationsgruppe. Unter einem 
Subkonstitumten verstehen mir einen transitiven Konstituenten G,c(*) vom 
Grad d > 1 des Punktstabilisators G, fur M E Q. Dabei ist 4 ein Orbital von 

(G, Q), d.h. eine G-Bahn auf sz” und 4(x) = (/I / (ol, p) E 4) die zugehiirige 
G,>-Bahn. ; 4(a); = d heil3e der zu 4 gehijrige Subgrad von (G, B). 
4’ = {(ol, ,!3j 1 (8, E) E 4> bezeichne das zu 4 gespiegelte (gepaarte) Orbital. 
4 hei& synmetrisch (selbstgepaart), falls 4 = 4’ ist, andernfalls heiBt 4 
unsynmetrisch. Die Subkonstituenten G$“) and Gt’(%‘) heiBen gepaarte 
Subkonstituenten. 

In der vorliegenden llrbeit wird gezeigt, da13 i G, / durch eine Funktion 
von d beschrankt ist wenn Gtta’ 3 ,-primitiv ist. Das Hauptergebnis ist 

THEOREM A. Wenn (G, Q) primitiv ist und Gffa’ ein 2-primitives Sub- 

konstituent vom GTad d > 1. so ist 

) G, I < max{d!(d - I)!“, d(d - 1)6 (d - 2)9 (“log(d - 1))2}. 

Theorem A wird in 4.3 bewiesen. In 4.2. werden Bedingungen fiir eine 
bessere Abschatzung angegeben. Der schwierige Teil van Theorem A ist 
enthalten in 

THEOREM B. Sei (G, Q) prim& und G, ‘(‘) 2-pinzitiv vorn Grad d > 1 
derart, daJ3 fiir ,L? E 4(a) die Fittinggruppe F(G$“‘) # 1 ist, so ist 

j G, ,< d(d - 1)” (d - 2)2 (“log(d - 1))“. 

Theorem B wird in 4.2 abschliel3end bewiesen. Die Vorarbeiten zu seinem 
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Beweis umfassen die Abschnitte 2 und 3. Eine Folgerung aus den Ergeb- 

nissen, die zu Theorem B fiihren, ist 

THEOPaM e. %7enn (G, Q) primitiv mit Subgrad d E (4, 5) ist, so ist 
i G, j < d(d - 1)’ (d - 2)a. 

Theorem C wird in Abschnitt 5 bewiesen. 

Sach Gardiner [l, 21 sind die Ergebnisse dieser Arbeit fur den Fall eines 
q-mmetrischen Orbitals A = A’ schon bekannt. Es zeigt sich, da!3 einige 
Ergebnisse iiber die gepaarten Subkonstituenten G:(C) und Gf’(“; in [5] 
ausreichen, urn fur ein nicht notwendig symmetriscbes Orbital d eine 
Theorie der s-Bogen analog zu Sims [9] zu entu-ickeln. Der Beweis ran B 
lauft weitgehend parallel zu den entsprechenden Satzen von Gardiner [l] 
und Sims [9]. 

Die Bezeichnungen orientieren sich an [4, 5, 111. Eine ausfiihriiche Liste 
der nicht allgemein begrauhlichen Begriffe und Bezeichnungen findet sich 
in [5]. 

Alle in dieser drbeit auftretenden Mengen und Gruppen werden als 
endlich angenommen, ausgenommen N und Z? die natiirlichen bzw. ganzen 
rationalen Zahlen. Eine Gruppe X heiBt p-giinstig (.fiir eine Primzahl p) 

genau dann, wenn C,(O,(X)) ,< O,(X) gilt (“strongly p-constrained” in 
[5]). Zur Vereinfachung bezeichnet Y- das Inverse eines Elements x einer 
Gruppe X. Fur jede binare Relation P in einer Menge Z bezeichne P’ die 
zil P gespiegelte Relation und P(t) := (7 ) (f, 77) E P> fur jedes 4 E LY. 

Das Ende eines Beweises wird mit z markiert. 

1. YORBEREWEXDE HILFMTZE 

LEMMA 1.1. Eine Gruppe G zcirke transitiv auj einer Menge Q zlnd P _C p 
sei eine G-invariante Halbiiquivale-nzrelation (dh. P sei rejexiv und transitiv). 
Dann ist P eine Aquivalenzrelation. 

Beweis. Es bleibt noch zu zeigen, da0 P symmetrisch ist. Sei (a, /3) E P. 
Wegen der Transitivitat van P gilt dann P(p) Z P(s). Weil G transitiv auf B 
wirkt, ist ~8 = ,6 fur ein g E G, daher such P(a)” = P&I) wegen der G-lnva- 
rians van P. Wegen i Sz I < co ergibt sich daraus P(a) = P(g). Y E P(a) = P(,,“) 
hat dann (/3, aj E P zufolge. 3 

LEMMA 1.2. Sei q = pi > 3 eine Potent der Primxahl p und S : = 
PSL(2, q) < G < PITL(2,q). FaZls q = 3 ist, sei G = PGL(2,3). PI’L(2, q) 
und damit such G wirken in der natiirlichen Weise 2-prim&iv auf der projektivez 
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Geraden 17 = 17q+l := GF(q) u (CO}. Es sei a E II unnd H < G, mit 
IG,:HI=prfiil-einr>O. 

BEHIUPTUKG. 

(a) Entweder ist H transitiv auf I7 - (CX} und Ain < H odw H ist 
intransitiv auf 17 - {x> und es gibt genau ein /3 E li’ - {a} mit ATas < H < G,, . 

(b) In jedem Fall wirkt 

H irreduzibel axf O,(G,) mit Kern O,(H). 

(c) Wenn O,(H) = 1 oder O,<(H) + 1 ist, so wirkt H intransitic auf 

rr - (4. 

Beweis. Falls q = 3 oder I’ = 0 ist, so ist nichts zu zeigen. Sei also 

q > 4. Wegen 1 Xx: X=H 1 = ps mit s < r gilt entweder IV, < H (und H wirkt 
transitiv auf 1T - {a}) oder IV& n H = NLs fiir genau ein /I EII - {LX} (im 
meiten Fall wirkt H intransitiv auf L! - (a)). Gelte nun Xi, n H = Nag . 

Dann ist K := NaH eine primitive auf&bare Gruppe und H = K,, fir 
ein y  ~17 - {a> nach [4, II, 3.81. Dann gilt aber NxB < G,,, . Ware nun 
/3 # y, so folgte Xx9 = 1, da NxB semiregular auf Lr - (oi, /3} vvirkt, ein 
Widerspruch. Also ist /3 = y  und H < G,, . 

H wirkt in jedem Fall irreduzibel auf dem auf 17 - {ai regularen und 
zentralisatorgleichen Normalteiler O,(G,). Daher ist O,(H) der Kern dieser 
Wirkung. 

Es ist des weiteren klar, da13 O,(H) = 1 oder O,,(H) f  1 stets die Intran- 

sitivitat von H auf 17 - {LX} zufolge hat. Q 

PROPOSITION 1.3. Sei G < Sn eine 2@imitice Permutationsgruppe, a! E Q 
und F(G,) + 1. 

‘Dann gilt genazl eine der dussagen: 

(1) Q 1 = 2f > 8 und G ist iihnlich zu e mit GE (429, T(2f)}, 
2f - 1 ist eine Mersennesche Primzahl und f  ist eine ungerade Primzahl. 

(2) I Q i = 4 + 1 fiir die Potent q = f  einer Primzahl p und G ist 

$hnlich zu e mit PSL(2, q) < G < PTL(2, q) in der natiirlichen ?Virkung auf 

die plojektizle Gerade I&+, . 

Bezceis. Wegen F(G,) f  1 ist n := I D / > 3. Da G 2-primitiv ist, mul3 
F(G,) ein auf D - {z> regularer elementar abelscher p-Iiormalteiler sein. 
Nach Hering-Kantor-Seitz [3, Theorem 1.11 gibt es einen 7Xormalteiler 
Add G derart, daD N < G < Aut (M) angenommen werden kann. Da 
F(G,) elementar abelsch ist, sind die in [3] genannten Fiille ill= Sz(p), 



ZWEIFACH PRIMITI\% SUBKONSTITIZ'ITES 149 

M= PSG(3, q) und M vom Ree-Typ ausgeschlossen. Also bleiben 
Nr PSL(2, q) fur eine Primzahlpotenz q = pf und X eine scharf 2-tran- 

sitive Gruppe als einzige Moglichkeit. Wegen Aut(PZ(2, 4)) g PFL(2, q) 
ist im ersten Fall G ahnlich zu einer Gruppe G mit PSL(2, q) < e < 
Pl’L(2, q) in der nattirlichen Wirkung auf 17,+1 . Wir betrachten nun den 
Fall, daR X eine scharf 2-transitive Gruppe ist. Da Mx regular auf Q - (pi; 
wirkt, gilt AM; = F(G,). Da M eine Frobeniusgruppe ist, ergibt sich, daf3 
MZ eine zyklische Gruppe von Primzahlordnung Y ist. Nach dem Satz von 
Frobenius besitzt M und damit such G einen regularen Normalteiler X, 
welcher elementar abelsch von Primzahlpotenzordnung pf ist. pi - 1 = r 
hat zufolge, daf3 f  eine Primzahl ist und entweder T E (2, 3) und pf E {3,&j 
oder 1’ > 3 undp = 2 und 3f >, 8 ist. In jedem Falle ist nach [4, II, 3.121 G 
zu einer Untergruppe von I'(pf) ahnlich. Im Falle Y < 3 liegt wegen 
r(3j E s” z PGL(2,2) und r(4) z Sd s PGL(2? 3) der Fall (2) der 
Behauptung vor. Falls T > 3 ist, so liegt nach [4, II, 3.131 der Fall (1) der 

Bahauptung vor. 0 

Bemerkung. [3, Corollary 10.11 ist offensichtlieh inkorrekt und kann 
durch die unter schgcheren Voraussetzungen formulierte Proposition 1.3 
ersetzt werden. 

LEMBLI 1.4. Sei P eine p-Gruppe zu einer Primxahl p und G wirke auf P 
als Grzcppe aon dutomorphismen. PI sei eine echte G-incariante Untergruppe 
zon P. Dann gibt es einen echten G-invarianten Xormalteiler Pz e-on P, melcher 
PI umfa$. Wenn j P: PI j hiichstens gleich der kleinsten Or&rung eines G-Kom- 
positionsfaktors con P ist, so ist PI = Pz < P. 

Beweis. Es gibt einen echten Normalteiler Q von P mit PI < Q. Dann ist 
P2 : = rlIEG Qg 2 PI ein Normalteiler von P mit der geforderten Eigenschaft. 
Der Rest ist klar. m 

2. S-B~GEN BEI ~-TR~L~;SITIVEN SVBKOXSTITUENTEN 

In diesem Abschnitt entwickeln wir nach dem Vorbild von Sims [9] eine 
Theorie der s-Biigen, die dem vorliegenden Problem angepaRt ist. Urn einer 
kiirzeren Darstellung willen verzichten wir auf gr%tmiigliche Allgemeinheit 
und setzen im ganzen Abschnitt voraus, dal3 (G, Sz) eine primitive Permuta 

tionsgruppe, 1 Q i = n, A ein Orbital von (G, Q) der Lange / d(n)\ = d 2 3 
und der Subkonstituent G, _ ‘(‘) o-transitiv ist. AuDerdem setzen wir voraus, 
da13 die gepaarten Bahnen d(a) und d’(a) isomorphe G,-Raume sind. Ein 
G,-Isomorphismus 7, von d(a) auf A’(,) ist dann eindeutig bestimmt, denn 
es gilt G,, = GxB~% fur jedes /3 E d(a). 
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‘-TEREINBARCKG. Wenn keine Unklarheiten entstehen, so schreiben wir 
j?’ = 87~ (fur jI E d(z)) und ebenso y’ = y’*- (fur y E d’(a)). Es ist also stets 
Gas = G,,, und G,, = G,,, . 

DEFINITION 2.1. Sei 2 < s E N und A = (ol, , 01~ ,..., a,) E @. A heiBe 
ein s-Bogen (im Graphen (Sz, 4)) genau dann, wenn (xi-r , zi) E 4 fur 
i = 1, . . . . s und aI21 f aiil fur i = l,..., s - 1 gilt. 

Bemerkung. Die Definition steht im Einklang mit der in der Graphen- 
theorie iiblichen Definition bei ungerichteten Graphen. Denn im Fall 
4 = 4’ ist 7, notwendig die Identitat auf d(a). 

s-Bog bezeichne die Menge aller s-Bogen. Es ist klar, dal3 G vermiige 
(cl0 ) g )..., c@ := (a.09, cq ,...) 01s”) auf s-Bog in natiirlicher Weise treu wirkt. 

LEMMA 2.2. ; s-Bog j = nd(d - 1)-l. 

DEFISITIOK 2.3. (a) G heil3e s-bogentransitiv genau dann, wenn G 
transitiv auf s-Bog wirkt. 

(b) Da nach 2.2 die Folge (I s-Bog j)seM divergiert und G:(E) 2-tran- 
sitiv und 4(z) zol O’(a) ist, existiert 6(G) := max{s 1 G s-bogentransitivj. 
b(G) heil3e der Bogengrad van G (beziiglich (Q, 4)). 

xach dem Vorbild van Sims [9] fiihren wir nun in s-Bog verschiedene 
Relationen ein, die die Zusammenhangsverhaltnisse im Graphen (Q, 4) 
beschreiben. 

DEFIKITIOS 2.4. Seien X = (q, , 011 ,..., &J und Y = (/3,, , /3, ,..., ps) 
s-Bogen. 

(a) X heiRe Vorganger von Y (im Zeichen X < Y) genau dann, wenn 
01.~ = &r fur i = l,..,, s gilt. 

(b) X heiBe Nachfolger von Y (i.Z. X> Y) genau dann, wenn 
Y< X. Es ist also < ’ = >. 

(c) N bezeichne die reflexive und transitive Hiille von <. Wir sagen 
I’ ist zuganglich von X genau dann, wenn X N Y. 

S.B. Es gilt X N I7 genau dann, wenn X = I’ oder es eine endliche 
Folge X = X0 , Xi ,..., Xf = Y gibt mit X,-i < Xi fur i = I,..., t. 

LEMMA 2.5. < und > sind G- inz*ariante Relationen in s-Bog UT.& N ist 
eine G-invariante Halbiiquivalenarelation in s-Bog. Wenn G s-bogentransitiv ist, 
so ist - eine G-invariante ~quivalenxrelation. 
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Beweis. Die ersten beiden Behauptungen sind k!ar. Die dritte Behauptnng 

folgt aus Lemma 1.1. 0 

L~wm 2.6. Jede-r s-Bogen X hat benuu d - I VorgCnger und Ea&~olger. 

Bezeis. i < (X); = d - 1 ergibt sich aus der Definition der s-Bogen. 
Weiter ist offenbar / s-Bog 1 j < (X)1 = 1 < j = ; > 1 = CYEbBog j > (Y); < 

i s-Bog ! (d - 1), wobei die Gleichheit nur gilt, wenn fiir alle Y E 
s-Bog ! > (Y)! = d - 1 ist. Somit ergibt sich such ! > (X): = ~3 - 1. z 

THEOREMS 2.7. Wenn G s-bogentransitic ist, so ist jeder s-Bogen Y won 
jedenz s-Bogen X xugiinglich. 

Nir fiihren den Beweis t-on 2.7 in einer Reihe son Hi&s&en. Fiir den 

Rest des Abschnitts seien die rl‘oraussetzungen von 2.7 gegeben. 

LEMMA 2.8. Seien X = (L-Q ,..., CC.,) und Y = (/I$, ,...) ps) s-Biigen und fiir 

i,j E (O,..., s - 1) gelte 01~ = /3j rend c+r = /T+1 . Dan?1 ist X N Y. 

Bezeis. Da G s-bogentransitiv ist, ist nach 2.5 die Relation N eine G-inva- 
riante Bquivalenzrelation. Insbesondere ist > u < C .-V. Somit konnen wir, 
indem wir Torg5nger von X und Kachfolger von Y nehmen: i = s - 1 und 

i = 0 annehmen. 

i 

Dann gilt aber X = (a,, ,..., a3) < (a1 ,..., ct, , /3a) < 
oc, ,...) CQ :~2,~~)<...<(,~s--l,o”s,pp ,..., /$)= Y und XNY foigt. 3 

LLAMA 2.9. Seien X = (a0 ,..., as> zcnd Y = (& ,~..: ,Q s-B6gen and 
fiir i, j E (Oz..., s} gelte oli = /lj . Dam ist X N Y. 

Bermis. We in 2.8 kijnnen wir annehmen, daB i = i = s ist. Es gibt ein 
y  EA&) derart, daB 2, := (x1 ,..., as, y) und 2, := (a :..-I ,& > y) s-Biigen 
sind. Denn sonst galte wegen 01, = fls nach 2.6 die Beziehung d = i O(z,)l > 

2(d - 1) = 2d - 2 im Widerspruch zu d > 3. Aus X < 2,) Y < Z, und 

21 N 2, nach 2.8 ergibt sich dann X N Y. 2 

SchluJ des Bezeises aon 2.7. 

Sei X ein s-Bogen. Wir definieren Y := (51 E Q 
Y = (,& ,..., /$) mit 31 5 {/3, ,..., 7 Pd) gilt X N I > \,a& zi$dF s-Bogen . I T . I + 0. Sei 
as!P und BEA(OL). D arm gibt es einen s-Bogen Z = (ol, p,...). Wegen a E !? 
gilt dann X N Z. Fur jeden s-Bogen U = (u,, ,..., us) mit ,8 E (u,, ,..., u,} gilt 
dann nach 2.9 such Z w U, und daher X .- U. Damit ist p E Y gezeigt. 
K enthalt also eine Zusammenhangskomponente des Graphen (Q, A). Da G 
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primitiv auf Q wirkt, ist !Y = B nach [9, Proposition 4.41. Theorem 2.7 folgt 
nun ohne weiteres. 3 

3. SUBKONSTITUENTEK VO'OM TYP PSL(2,q) 

In diesem Abschnitt setzen wir voraus, dal3 (G, Sz) eine primitive Permuta- 

tionsgruppe ist mit einem Orbital d der LSinge / O(a)] = d > 4. Ferner sei 
GitLy) iihnlich zu einer Permutationsgruppe H mit PSL(2, q) < H < PlYL(2, q) 
in der natiirlichen Darstellung auf der projektiven Geraden &+, . Dabei ist 
q = pf eine Potenz einer Primzahl p und d = q + 1, Gf(“) ist 2-primitiv und 
F(G$“‘) = O,(G$“‘) wirkt regular auf d(a) - (/?} fur jedes /3 E d(z). Falls 
d = 4 ist, nehmen wir aul3erdem an: dal3 H = PGL(2, 3) s S* ist. Dies ist 

keine wesentliche Einschrinkung, ebensowenig die Bedingung d > 4, da 
in den ausgeschlossenen Fallen die Struktur van G, und sogar van G schon 
vollstandig geklart ist (siehe Abschnitt 4). Es bezeichne K(a) = G,(,) und 
K’(a) = GA,(=) fur pi E Q. Sei (01, /I) E d. 

LEMMA 3.1. A(a) und A’(,) sind isomorphe G,-Riiume. Insbesondere ist 
K(a) = K’(a). E(a, ,B) := K(a) n K(p) ist eine p-Gruppe. Wenn E(or? j3) f  1 
ist, so sind G, und G,, p-giinstig und eine p-Sylowgruppe von G,, ist nicht abelsch 
und keine verallgerneinerte Quaternionertgruppe. 

Beweis. Aus [5, Theorem 3.51 ergibt sich K(a) = r(a). Da PSL(2, q) 
genau eine Konjugiertenklasses van Untergruppen vom Index q + 1 enthalt, 
namlich die p-Sylownormalisatoren, ergibt sich aus den Voraussetzungen 

dieses Abschnitts, dal3 G:(m) genau eine Konjugiertenklasse van Untergruppen 
vom Index d = q + 1 besitzt. Dies hat A(a) go, A’(a) zufolge. Der Rest 

folgt nun aus [5] Corollary 4.12. 
Xach 3.1 sind insbesondere die Voraussetzungen des Abschnitts 2 erfiillt. 

Wir iibernehmen nun im folgenden die Begriffe und die Bezeichnungen des 
2. Abschnitts, insbesondere die ‘- Vereinbarung. 

THEOREM 3.2. Sei (oiO , aI) E A und P := O,(G&. Dann wirkt P transitiv 
azdf den 2-Biigen mit Anfang (oiO, aI). Sei s die grijPte natiirliche Zahl derart, 
day P transitiv auf den s-B6gen nzit anfang (ct,, , o~J, aber intransitti auf den 
(s + I)-Bijgen mit Anfang (a,,, 01~) wirkt. 

BEHAUPTLNG. 

(1) G ist s-bogentransitiv und der Bogengrad b(G) = s. 

(2) Sei X = (iyO, 01~ ,..., CC,) ein s-Bogen mit Anfang (cY,, , aI). Sei 
Gi:=G,ox1...311 fiir O<i<s und P,:=PnG, fiir 1 <i<s. Dann ist 
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~Pi:P,tlj=qfiir l<i<s-1 und P,=l. Also Lt iPI=@- und 

j Go / = (q $ 1) rqs-l, wobei P ein Teiler vm (q - l)afa ist. 

(3) Es gilt PI = P, P2 = O,(G,J und fik 3 < i < s ist 

Pi = E(al , a2) n E(CQ , 01~) n ... n E(S~u,-, , CX-~) 

= K(cc,) n K(c+) n -. . n K(cx-~). 

Pi 4 Gi = P,G, und G,iP, z G,/P, fiir i = l,..., s. 

(4) P,,, (! Pi und P,/P+, ist elementar abelsch der Ordwng q = pf ftir 

i = I,..., s - 1. G, wirkt irreduxibel auf jedem Faktor P,/P,,, ftir i = I,..., 
s - 1. 

Eine unmittelbare Folgerung des rorstehenden Satzes ist 

I(OR~LLAR 3.3. Lhter den Voraussetzungen dieses Abscinzitts ist 1 G, i eiE 
Teiler volz d(d - 1),-l (d - 2)2 (Plog(d - 1))2, wobei s = b(G) der Bogerzgrad 
van G ist. 

Fur den Rest des Abschnitts iibernehmen wir die in Theorem 3.2 ein- 
gefiihrten Bezeichnungen. Wir fiihren den Beweis dieses Satzes in einer Folge 
van Hilfssatzen. 

LEXIIUA 3.4. P ,xirkt transitiv auf den 2-B6gen mit Allfang (CC,, , zlj. 
Also ist s dtlfiniert und G ist s-bogeztransitiv. 

&x&s. Da G?$&l) 2-primitiv und G,,,, = G,,,,, ist, wirkt P = O,(Gxo,l) = 
O,(GZIaII,) transltx auf O(,,j - (JI,,‘). Q 

LEMMA 3.5. (a) Es ist ! Pi: P,+l 1 = j Gi: G,+l 1 = q fiir 1 < i < s - 1, 

zSrend j G,: G, I = d = q + 1 ist. 

(b) j Gi: P i teilt (q - 1)” f 8, i G,: P, j = (q + 1) rqS-iz u;obei Y eiz 

Teiler van (q - 1)‘f 2 ist. 

(4 Pi s Gi = P,G, und GilPi g GJP, fiir i = I,..., s. Pi = O,(G.$. 

Bezcieis. (a) folgt aus der Definition van s. (b) folgt aus (a) und der 
Tatsache, daB P regular auf 4(01,J - {cL~} und O’(~rj - {x0} wirkt. (c) ergibt 
sich aus P = O,(G,). q 

LEMMA 3.6. Seie?z a E G’ und (CX, ,3) E 4. 

(4 %(GJ = We) G V&d. 
(b) O,(G,,) wirkt reguZ& auf fl(p) - {LX’> und 4’(p) - (cz>. Wemz 

K(n) f  1 ist, SO gilt O,(G,) = O,(G,) O,(G,j und O,(G,j wirkt ebenfalls 
reguliir auf O(p) - {a’} und 4’(/3) - (a]. 
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Beweis. (a): Wegenp j d - 1 = q gilt O,(G,) < K(X). (b): O,(G,) O,(G,j 
< O,(G,,) gilt nach (a) wegen K(/3) = K’(P). Wenn K(a) + 1 ist, gilt such 
O,(G,) f  1 und O,(G,) < K(a). Da Gi(“) und Gi’(B) 2-primitiv sind, ergibt 

sich dann die Behauptung. 0 

LEMMA 3.7. Es ist PI = P = O,(G,,l) und P2 = O,(G,J. 

Beweis. PI = P ist klar. PI wirkt regular auf A(,) - (01~‘). Daher ist 

Pz = PI CI G,,,,,, < K(ol,) und somit O,(Gml) = Pz . D 

LEXMA 3.8. s = 2 genau dam, zcenn K(a) = 1. 

Bmeis. Wenn K(a) = 1 ist, so ist / P 1 = q und daher P2 = 1, was s = 2 

zufolge hat. Sei s = 2 und K(a) f  1. Kach 3.6(b) wirkt dann O,(G,J regular 
auf A(q) - (010’) und O,(Gal) regular auf A(+,) - (011’). Somit wirkt 

P = O,(G& = WGo) W,1) t ransitiv auf den 3-Bogen mit Anfang 

6% > sir). Dann ist aber s > 3, em Widerspruch. z 

LEMMA 3.9. Sei (a, p, y) ein 2-Bogen und E(m, 8) + 1. Dunn ist O,(G,) = 

-4% B) JWJ, Yb 1 11s b esondere zcirken O,(G,) md E(a, ,8) reg&ir auf&) - (3’} 

md A’(y) - {B>. I-% P): E(z, P) n E(P, r>l = / E(h r): E(a, P) n E(P, 7): = q. 
GOB,, wiykt irreduzibel auf den G,,,-isonzorphen Faktorgruppen 

Beweis. Ware E(ol, /3) < E(j3, y), so folgte E(ol, /3) = E@, 7) 4 

<G,,, %J = Ge m regen CX’ # y. E(a, p) 4 Gs hat aber E(/3, y) 4 G, zufolge, 
und so ergibt sich E(ol, /3) = E(/l, y) 4 <Gs , G,> = G im Widerspruch zu 

Eb, B) f  1. 
Also ist E(ol, /3) $ E(j3, y). Setze R: = E(d, ,8)E(/3, y). R < O,(G,J ist 

klar. Ferner ist E(P, y) < R a Gas.,. , also R < K(y). Nun ist 1 G,,s: 
G,,, 1 = q = pf, daher I G$(“): G$,“’ i = pT fur ein r <f. 1 # R”‘(Y) < 
O,(G$j;“‘) ergibt dann nach Lemma 1.2, daB R = O,(G,) ist. Der Rest ist 
klar. q 

LEMMA 3.10. s = 3 genau dam, wenn K(z) + 1 und E(z, /3) = 1. 

Beweis. Sei s = 3 und E(ol, /3) # 1. Nach 3.9 wirkt E(ol, , CX.J regular auf 

Jag) - {Un’}. Pa wirkt deshalb transitir auf den 4-Bogen mit Anfang 

(% > a19 % 9 3 z ). P ist somit transitiv auf den 4-Bogen mit Anfang (a,, , oil) 

und somit s 3 4, ein Widerspruch. Sei nun K(a) + 1 = E(ol, /3). Xach 3.8 
ist dann s > 3. Wegen E(ol, /3) = 1 ist aber i P I = q’ und deshalb s < 3. a 

LEMMA 3.11. Wenn s > 3 ist, so gilt P3 = E(a, , 01~). 

Beueis. Wenn s = 3 ist, so ist P3 = 1 = E(ar, , CQ) nach 3.10. Sei also 
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s > 3 und daher E((Y, /I) f  1. Mar ist E(q) =a) < Ps . Xach 3.9 ist 
1 P: E(a, ) a,), = q2, daher die Behauptung. 0 

Da der Fall s < 3 nun hinreichend gekkrt ist, nehmen mir im fo!genden 
(bis Lemma 3.17) an, da8 

s 3 4 und somit such E(ol, ,j?) + 1 ist. 

LEMMA 3.i2. Sei (CX, p, y) ein 2-Bogen u& H, K < E(ol, p) derart, da@ 
H n E(/3, rj < K < H < E(m, ,8) und / H: K : = qgilt. Dam ist HE@, y) = 
E(a, ,fij E(,& 7) = O,(G,) und K = H n E(P, ;ti). Insbesondme ist H/K opera- 

torisorno~pl: zu O,(G,&E@, ;I) und zu O,(G,) Kb/)/K(y>, zobei aZs Qperato- 
i-enbeseich j’ede Cntergmppe zon G,,, n XG(H) .ml&sig ist. 

Beaceis. Kegen E(ol, p) + 1 ist nach 3.9 O,(GJ = E(cx, /?) E(/3, y). 
j H: K 1 = q = i O,(G,): E(& y)] ergibt die Behauptung. ,L 

LEM~,L~ 3.13. Fiir 2 < t < s ist j G,I-I.,l: Gt 1 = qi-l ===pfct-l). 

Bezceis. Xach 3.5 ist 1 G,: G, i = qi-l. Wegen j GE,-:,,, 3 j G, ; ergibt 
sich das Lemma. ~ 

LEXIXA 3.14. &z-i C.- < G,, und ! Gmy: U j = pr. Dunn mXt L’ irredwibel 

auf den G,,-xuliissigen Faktol-gwppm O,(G,),‘E(u, ,Sj E O,(G,) K(#K(,Q 

Bezxeis. Mar ist O,(G,) K@)IK@) ho., O,(G,)/E(LX, 8). Sei G := UK@). 
Dann ist j G,,: c / ein Teiler von 1 Gtiz? U : . Das Lemma folgt nun aus 

1.2. 1 

LEMXLX 3.15. Fiir 3 < t < sgilt 

t-2 t-1 
P, = n E(ari , zitl) = n K(~~) 

i=l i=l 

md G, u:irkt irreduzibel auf P&P, fiir 2 < t < s. 

Bmeis. Fur alle t E {l,..., s> ist G, = P,G, . Fur t < 3 ist das Lemma also 

nach 3.7, 3.9, 3.11, und 1.2 richtig. Sei nun 3 < t < s und die Behauptung 
richtig fiir t - 1 anstelle von t. Es ist also 

i-3 

P,-, = n E(ai , =il-i). 
i=l 

Sun ist ; P,-,: Pt I = G,-,: Gt j = q und P:-, n E(rt-, , x:-J < 
Prpl n G; = Pt . Setze H := P:-, , K : = P: und (CX? /3, y) := (q-a, at-a : s,-& 
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Dann ergibt such nach 3.12 

t-2 

Pt = Pt-, n +t-2 , at--l) = (-) E(a.i , ai+l) 
i=l 

und Pt-,/Pt = O,(G,JIE(~t-2 , w-l ) als G,,-Operatorgruppen. Nach 3.13 
und 3.14 wirkt G,, irreduzibel auf 

O,(G,,JE(a,-, , at--l) g P&‘t . 
Gt-I 

Da G,, = P,-,G, , P,-,G, < Pt und P,JP, abelsch ist, wirkt G, irreduzibel 

auf P,-,/P, . J 

LEMMA 3.16. P, = 1. 

Beweis. Angenommen P, < E(cL-, ,aJ. Dann gilt 

E(a,-, > 4 -=c E(w > 4 f’s < -4~ , ~1) E(ol,-,ol,) = O&bJ, 

da P < E(ase2 , asml ) nach 3.15. Kach 3.13 und 3.14 wirkt aber G, irreduzibel 
auf 09(G,eJ/E(ol,-I , CY,). Wegen P, Q G, ist dann aber E(z+., , CXJ P, = 
O,(G,sJ und P, wirkt transitiv auf d(ar,) - {c&J nach 3.9 im Widerspruch 
zur Definition van s. Somit gilt P, < E(ol,-, , as) < K(Q. Xach 3.15 ergibt 
sich daraus 

s-2 

S-l 

fur jedes t E 4(0l,) - {CX-r}. 
Da G s-bogentransitiv ist, folgt, da8 fur X< Y stets O,(G,) = O,(G,) 

gilt. Nach Theorem 2.7 gilt dann aber fur alle s-Bogen X stets P, = 
O,(G,) c G und P, = 1 folgt. 3 

LEMMA 3.17. Der Bogengrad b(G) = s. 

Bezeis. Angenommen b(G) > s f  1. Dann wirkt G, transitiv auf 

A(& - {u:-r} und H, := O,(G,) wirkt l/2-transitiv auf Jar,) - {c&}. 
Wegen 1 A(,,) - {cx:-~>] = q = pf folgt Hs < K(o~,) und deshalb 
O,,(G,o,l...,) < Op~(Galnp...~$ fur jedes 8 ELI(CCJ - (&r}. Da G s-bogen- 
transitiv ist, ergibt sich mrt den gleichen Schhissen wie in 3.16 Hs = 1. 
Wegen G, g G,/P, und der Auflosbarkeit van Gr ist dies aber nicht 
moglich. q 
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Bemerkurlg. Fiir q f  4?16 ist 3.17 unmittelbar k!ar. 
Damit haben wird den Beweis van Theorem 3.2 abgeschlossen. Urn eine 

Schranke fiir 1 G, 1 zu erhalten, miissen wir nun nach dem Yorbild van 

Tutte, Sims, und Gardiner zeigen, daD s = 6(G) beschrankt ist. 
Sei im folgenden die Situation van Theorem 3.2 gegeben, s = b(G) der 

Bogengrad van G und X = (q, , x1 ,..., g,) und G, = G,(X) = GilCzI...Yg . 

LEMX.1 3.18. G, hat genau einen Fixpunkt CI,+: in A(zJ - (a’,-3, 

Bezceis. Wegen b(G) = s wirkt Gs intransitiv auf Jo;,) - (cx~J. 

I G-1,s: G, = q~-l ergibt nach Lemma 1.2 die Behauptung. 7 

Einen t-Bogen Y = (& ,..., ,$) nennen wir einen t-h7reisbogen genau 
dann, wenn /3* = /& und /?-l f  /Jr ist. 

LE>t>IA 3.19. Es gibt einen t-Kreisbogen Y = (x,, , czl )..., oig ,..+, CL& 
we&u X enthdlt und der mu aus Fimpunkten con G, besteht. Es gibt ein 
gsxG(G,), das Y als Zyklus besitzt, also g = (01~ , 01~ ,..., rB ,...: ctt) . . . . 

Beweis. Sei cy,-r nach 3.18 ein Fixpunkt ron G, in A(J - {&]. Dann 

ist Z = (q ? a, ,..., a$, Q~) ein s-Bogen, der nur aus Fixpunkten van Gs 
besteht. Wegen b(G) = s gibt es ein g E G mit X3 = Z, also g = (x0 ) a1 ,.... 

3is ) e&l , . . . 1.. , i in der Zyklendarstellung. Setze zli := CX~’ fiir alle i EZ. Da g 

endliche Ordnung besitzt, gibt es ein kleinstes t > 0 mit der Eigenschaft 
q = q und es ist 01,~ = cy, genau dann, wenn m = n module t is:. Es ist klar. 
da13 I’ := (a0 : x1 ,..., at) ein t-Kreisbogen ist. 

Wegen G, = GOOal...OIJ = GOL1x*...aJDid+l und Xg = Z gil.t g E Ko(Gs). Wenr, 
aber E E -QcA ist. so gilt lgGs = fGgg = tgs also such p E *QG, . Daher sind alle 

01~ Fixpunkie van G, . a 

Bemel-kuug. Mit 3.18 la& sich zeigen, dal3 Y eindeutig bestimmt ist. 
Sei nun g = (a0 , 3il . . . . . CQ) . . . . em gemas 3.19 bestimmtes Element van 

&(Gs: und -XI := Psel = O~(GaO,U1,...,lS--l) (nach 3.2). Wir definiercn 
weiter fur alle i E J! Xi := Xf’-* und fiir i > 0 sei Hi := (Xj i 1 <j < i>, 

dabei Ha = 1. 

LEMXX 3.20. (a) G, novmalisiert alle Xi und Hi. 

(b) Fiir 1 < i < s - 1 gilt Hi = P,-; = HSMIXi und Hi-l n Xi = 1. 

Beweis, Sach 3.2 wird XI van G, normalisiert. Aus g E ?Ko(GS) ergibt 
sich dann (a). Xi la& den s-Bogen (a-i+1 ,..., 01,~~) punktweise fest. Daher gilt 

Xi < PSei und Hi < PSpe fiir i = l,..., s - 1 nach 3.2. HI = X, = PS-, 
gilt nach Definition. Sei also 1 < i < s - 1 und (b) sei richtig fur i - 1. 
anstelle van i. 
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Xi = odGti-j+, ,.... n. J wirkt transitiv auf d(ol,-,) - (c&.-~). Daher 

ist Xi +Z Hi-, = Ps-i+l , also P,.+l < H,-,X, = Hi < P,-, . Da G, irre- 
duzibel auf P,-JP,+, wirkt, folgt Hi = Psei . Hi-1 n Xi = I ergibt sich 
aus demselben Grund. 2 

LEMMA 3.21. II, ist ein auf den s-Btigen nzit Anfang o+, transitizer ~Vormal- 
teiler van GxO . H,+, ist ein auf s-Bog und auf-L? transitker :Vorazalteiler con G. 

Bemeis. H,-, = O,(GUO& wirkt transitiv auf A(%,,) - (01~). X, wirkt 

transitiv auf d(a,J - {a:,}. Da (a-r , x,, , q) ein 2-Bogen ist, gilt &, f  01~. 
Wegen d > 2 hat dies zufolge, daB H, = <H,-, , X,} 2-transitiv auf A(,,,) 
wirkt. Da H,-, transitiv auf den s-Bogen mit dnfang (01~ , oil) ist, wirkt H, 
transitiv auf den s-Bogen mit Anfang a0 . Insbesondere gilt GE, = H,G, . 
Da H, van G, normalisiert wird, gilt .K(ol,,) < fl, < G%, . Sun ist 
H,+, = (H, , Hi-) und daher H,+,G, = (H,G, , Hf-G,) = (G, , G, > = 
G. Somit ist HSfl ein auf s-Bog und daher such auf -0 transitiver $ormai;eiler 
van G. D 

LEMMA 3.22. Sei i < j < i L s - 2. Dam ist [X, , X;.] < (Xi,, ,..., 

Xj-l). Falls s 3 3 ist, ist insbesondere [Xi , XiT1] = 1 und Hz abelsch. 

Beweis. Es geniigt, die Behauptung fiir i = 1 zu beweisen. Sei 
1 < j < s - 1. Wegen [Xr , Xi] = 1 kijnnen wir s > 3 und j 3 2 annehmen. 
xach 3.20 ist H+, CI Hj und Kj, := <X2 ,..., Xj) = H,“-; ist eine G,- 
invariante Untergruppe von Hj . Aus Lemma 1.4 und Theorem 3.2 folgt 

aber, daB Kjpl sogar ein G,-invarianter Normalteiler von Hi ist. Mar ist 

<x2 >*.-> X,-J d H,-1 n Kjpl < Kj-l . Da G, nach 3.2 irreduzibel auf 
Hi-l/Hj-e =es KJ(X, ,..., X,-i) svirkt, ist (X, ,..., X,-r> = H,-l n Kj_, . 
Aus [Xi , XJ < Hi_, n Kipl ergibt sich dann die Behauptung. 0 

LEMMA 3.23. bli‘em 2i > s f  2 ist, so ist Hi nicht abelsch. 

Beweis. Ware 22’ - 1 3 s + 1 und Hi abelsch, so ware such Hz-” = 

<Xi, xi+1 ,...> X,,-i) abelsch und Hsel = <Xl ,..., XsT1> < C,(X,) im 
Widerspruch zur Transitivitat von H,+, auf 9. 3 

LEMM.4 3.24. Wenn 3i < 2s ist, so ist Hi abelsch. 

Bemeis. Falls s = 2 ist, ist das Lemma richtig. Sei also s 3 3. Nach 3.22 
ist dann Hz abelsch. Wir w%hlen i mit 2 < i < s so, dal3 Hi-, abelsch, aber 
Hi nicht abelsch ist. Dann gilt [Xj , X,] = 1, when 1 j - k I < i - 2 ist, 
doch gibt es xi E Xi , xi E Xi mit [x 1, xi] f  1. ?\r’ach 3.22 ist [Xi , XJ < 
<x, ,...> Xi-lb, es gibt also 2 < m < n < i - 1 so, daR [xi, xi] = 

%X,i,-1 ... x, mit xj EX~ (m <j 6 n) und m, f  1 f  x, ist. Dabei ist zu 
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beachten: daS <Xa ,..., X+-r> abelsch ist. Wir wolien zeigen, da13 
nz > s + 1 - i und tz < 2i - s gilt. 

(a> Angenommen K:=i+v~--l<s-1. Kach 3.22 ist 

[X1 , Xk] < (X2 ,..., X,-,) und daher [X1 : -r;T , XT;] = 1? da fur 2 <j < 
k - 1 stets 1 i - j j < i - 2 ist. [Xi , X,] = 1 wegen \ i - K j = m - 1 < 
i - 2 hat [X;: I X, , X1] = 1 zufolge. 5ach dem Drei-Untergruppen-Satz 
van Hall [4. III, l.lO] ergibt sich [Xr I Xi , X,] = 1. Dann ist aber 
fur beliebige xti E X, stets 1 = [x1 ~ ~‘,I , ~!.] = [x1 ) Eli]- [XI ) Si]“~ = 

(Xi2 *a- Jc?l- @?E . . . x,)x;; = x I?? -(CC m+l .** x,)- (x~~+l ..* x,) x4 = [.I-;> , XJ, da 

fiir na + 1 ,< j < n stets ij - K / f  i - 2 ist. Daher ist [qi, I /Y$ = 1 und 
somit such 1 = [qn , X’,IGs = [x2, X,] = [X,, ? XJ, da G, auf -Xvii irredu- 
eibel wirkt. Dies hat aber den Widerspruch [Xvfi : -;Ivi;]““-’ = [X1 , Xf] = 1 
zufolge. Also ist m > s L 1 - i. 

(b) Angenommen 1 := n f  1 - i > i - 5 + 2. Nach 3.22 ist 

[Xl : Xi] < <X,:, ,.. ., X,-r> und daher [X, : Xr , X1] = 1, da fur 

2 f  1 <j < i - 1 stets 1 j - 1 j < i - 2 ist. [X1 ~ Xl] = 1 wegen 
! I ; c - 1 j = 1 - 1 < i - 2 hat [X1 , X, , XJ = 1 zufoige. We in (a) erhalten 
svir [X1 , Xi , X,] = 1. Fur beliebige xI E X, ist aber dann 1 = [x1 , xi : xi] = 

f% Y xij- rLvi ) xijz’ = (xms ... .t’,,J- :I-~,, ..- x,-& = [xn , :ilj, da fur 7~ <j < 
or, - 1 stets j j - I ! < % - 2 ist. Daher ist [xn f  X!] = 1 ;md wie in (a) 
ergibt sich LX,& , X,] = 1. Dies hat aber den Widerspruch [X,; , X1],*-” = ..- 
[Xi I X1] = 1 zufolge. Also ist n < 2i - s. 

(c) Aus s L- 1 - i < m < n < 2i - s foigt nun 3i 2 2s 1 1 und die 
Behauptung foigt. g 

Nun sind wir in der Lage, tine Schranke fur s anzugeben. 

%233XE3~ 3.25. &% den Be,zeichnuxgen zon 3.2 gilt fdfendes: J?S ist 
b(G) = s E (2, 3,4, 5, 7). In jedem Fall ist P3 eine elemeztar abelche p-Grufpe. 
Wen’en?z s < 7 is-t, so ist Pz elemelztar abelsch. 

: GE I teilt (q +- 1) q6(q - lyfe. 

Bezeis. Sei x die kleinste natiirliche Zahl 3 (s + 2)/2. Kach 3.23 und 
3.24 ist x 3 (2s + 1)/3, und wie in [9] folgt s < 7 und s f  6. Aus 3.24 ergibt 
sich nun, da13 P3 abelsch ist, und im Fall s < 7, da8 Pz abelsch ist. Die 
genannten Gruppen sind dann such element% abelsch. Der Rest der Behaup- 
tung erg&t sich nun aus Theorem 3.2. 3 

@hROLLAR 3.26. hter den ti~oraussetzungen dieses dbschitts ist ! G, 1 
ein Teiler OOTZ d(d - l)s (d - 2)2 (*log(d - l))Z. 

Be-zeis. Das Korollar folgt aus 3.3 und 3.25. c 
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4. ZWEIFKH PRIMITIVE SUBKONSTITLENTEN 

In diesem Abschnitt setzen wir voraus, da8 (G, Q) eine primitive Permuta- 

tionsgruppe mit einem Orbital A der Lange 1 O(z)1 = d > 1 ist, a! E ,Q. Wir 
zeigen, da13 / G, durch eine Fur&ion von d beschrtikt ist, wenn Gtta) 
2-primitiv ist. Stets sei (CY, /3) ELM, K(s) = G,cS, und K’(t) = G,,~,J fur 
fEi-2. 

In [7, Satz l] wurde gezeigt, da13 i G, 1 ein Teiler von d!(d - l)!d ist, falls 
F(G$“‘) = 1 ist. (Dabei war Gt@) ein beliebiger Subkonstituent vom Grad 
d > 1.) Wir geben nun einige Bedingungen an, die fiir 2-transitive Gicd’ 

eine bessere Abschatzung ergeben. 

THEOREM 4.1. Sei Gt(“) 2-tramitiv und F(Gfi”‘) = 1. Dunn hat jede der 
folgenden Bedingungen zufolge, daJ E(ol, p) = K(a) n K’(p) = 1 und 1 G, 1 
ein Teiler von d!(d - l)! ist: 

(1) K(x) = K’(r). (Dies ist insbesondme dann der Fall, wenn A = A’ ist.) 

(2) Gi(“’ besitzt einen reguliiren Xormalteiler. 

(3) Gf’“‘jsoc(G;(“‘) ist au@kbar. (Dies ist iltsbesondere dann der Fall, 
wenn die iiu..ere Automorphismengruppe von SOC(G$~‘) au@sbar ist.) 

(4) 1 G,$“’ / < ; ~oc(G~(~‘);~. 

(5) G;‘“’ und Gt’(=’ sind beide 2-quasiprimitiv. 

Beweis. Sach [7, Satz l] ist F(G,,) = 1. Die Behauptung ergibt sich nun 
aus [5,4.5, 4.71. (Dabei sei hier noch einmal vermerkt, dal3 die Bedingung (4) 
von [5, Theorem 3.61 richtig lauten ~011: “Gt(a’ and Gi’(=) are 2-quasi- 
primtive”.) Den Fall F(G$“‘) f  1 konnen wir kllren, wenn wir zusatzlich 
annehmen, daB Gtfc) 2-primitiv ist. q 

THEOREM 4.2. Ft’enn G, ‘(O) 2-primitiv und F(G$‘) f  1 ist, so ist / G, 1 
ein Teih von d(d - 1) (‘log d) oder von d(d - 1)6 (d - 2)2 (“log(d - l))“, 
wobei im ersten Fall d eine 2-Potenz und im zweiten Fall d - 1 eine Potenz einer 
Primzahlp ist. In jedem Fall ist i G, 1 < d(d - l)‘j (d - 2)2 (210g(d - 1))2. 

Beueis. Sach Proposition 1.3 kijnnen fiir G$“) zwei Falle eintreten. Wenn 
d = 2f 3 8 und Gi(“) ahnlich zu A(2f) oder r(2f) ist, so ist nach [6, Theorem 
3.11 der Subkonstituent Gi(=) treu; daher ist : G, [ ein Teiler von I F(2f)i = 
2f(2f - 1) f = d(d - 1) (“log d). Wenn d = q + 1 fur eine Primzahlpotenz 
q =pf ist und GAtz’ ahnlich zu einer Gruppe G mit PSL(2, q) < G < 
PrL(2, q), so untlrscheiden wir mei Falle: Wenn d = 3 oder d = 4 und 
GA(a) - = A” ist, so ist die Behauptung nach [9, Corollary 5.14; 8, Proposition 
4.$ richtig. Wenn d > 4 oder d = 4 und G$OL) s Sa ist, so ergibt sich die 
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Behauptung aus Korollar 3.26. (Wegen “log x < “log x < x - 1 fur x E % 

foIgt, da13 1 G, \ < d(d - 1)6 (d - 2)2 (“log(d - 1)1” in jedem Fall gilt.) z 

THEOREM 4.3. Wem GAcol) 3 ,-primitiv tit, so ist 1 G, i < max{d!(d - I)!“, 
d(d - 1)6 (d - 2)2 (*log(d ” l))aj. 1st dariiberhinazis no& eine der Bedin- 
gungen (1) ,..., (5) non 4.1 erfiillt, so gilt 

j G, 1 < max(d!(d - l)!, d(d - 1)” (d - 2>-2 (210g(d - I)i’}. 

Bezeis. Wenn F(Gir’) = 1 ist, so ist nach [7, Satz l] j G, 1 ein Teiler 
von d!(d - l)!“. Der Rest der Behauptung folgt nun aus 4.1 und 4.2. 3 

Fi.ir bestimmte Subkonstituenten kiinne bessere S&ranker, angegeben 
werden. Beispiele daftir finden sich in [5, 6.1-6.31. 

5. DIE SLBGR~DE d = 4 UND d = 5. 

In [8] wird vermerkt, da8 Sims und Thompson im Fall einer primitiven 

Permutationsgruppe (G, Q) mit einem Subkonstituenten ahnlich zu S4 eine 
Schranke fur ) G, 1 gefunden haben. Wir konnen dieselbe Schranke aus den 
Ergebnissen des 3. Abschnitts gewinnen. Ebenfalls konnen wir fur Sub- 
konstituenten vom Grad 5, die nhnlich zu As oder S” sind, eine Schranke 
angeben. Mit diesen Ergebnissen l& sich fur die Subgrade d = 4 und d = 5 
fiir / G, j eine nur von d abharrgige Schranke angeben, da die iibrigen Fal!e 
schon geklart sind. 

TIIEOREU 5.1. Sei (G, a) eine primitive Perntutationsgruppe nzit einem 
Orbital A der Liinge 1 A( = d = 4. Dann gilt: Wenn G$“) eine 2-Gruppe ist, 
so ist 1 G, ‘, ein Teiler von 25. Wenn 3 ein Teiler von I Gitxi ) ist, so ist j G, ! eirz 
Teiler z-on 2*3@j 

1~1 jedem Fan ist 1 G, 1 < 2”36 = d”(d - lj6. 

Beaks. Wenn 3 ein Teiler von 1 G:(a) i ist, so ist G$=) > Ad(l) 2-primitiv. 
Die Behauptung ergibt sich nun unmittelbar aus [lo] und Theorem 4.2. 

THEOREM 5.2. Sei (G, Q) eine primitive Permutationsgruppe mit einem 
Orbital A derL&ge i A(a)1 = d = 5. Danngilt: Wenn Gt(‘) auftisbar ist, so ist 
[ G 1 ein. Teikr von 5 * 2d Wenn GAfa’ oi I fzicht auf&bar ist, so ist j G, ; eir, Teikr 
von 5 * 3” .2l*. In jedenz iall ist 1 6% 1 = 5 . 32 . 214 = d(d - 1)7 (d - 2y. 

Beweis. Wenn G,$a) auf&bar ist, so folgt die Behauptung aus [8, Theo- 
rem 2.21. Wenn G$“) nicht auf&bar ist, so ist GttLyl > AA(y) 3-transitiv und 
die Behauptung folgt aus Theorem 4.2. z 
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