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1. INTRODUCTION

On note Qy ,, le faisceau des I-differentielles régulieres sur la varieté
algébrigue X sur le corps parfait k. Si X est non singuliére, ce faisceau est
localement libre. Par contre en un point singulier P, (Qx/k),, n'est plus
libre. 1l est alors intéressant d'etudier son sous-module de torsion T,
invariant que l'on retrouve dans plusieurs questions, notamment dans
I'étude des déformations [16, 17].

Dans le cas des courbes un article de R. Berger [4] a été a I'origine
de nombreux travaux. Lorsque la courbe est une intersection compléte
E. Kunz [12] a précisé et simplifié les résultats de R. Berger. Avec J.
Herzog il a calculé, au moyen du semi-groupe attaché au point singulier
gtudig, certains des invariants qui apparaissent.

Il résulte de ces travaux que, pour une courbe plane, la longueur I(T) de
T est majorée par le seuil ¢ du semi-groupe, seuil qui est aussi I’exposant
du conducteur de I'anneau dans son normalisé. O. Zariski a montré que
les courbes planes telles que I(T) = ¢ sont les courbes monomiales (i.e.,
d’equation y” — x™ = 0, avec: p.g.c.d. (m, n) = 1.) Ce résultat a fait I'objet
de nombreuses géneralisations que nous rappelerons briévement plus loin.

Dans une premiére partie qui reprend un travail effectué en collabora-
tion avec J. Bertin, nous calculons T pour les hypersurfaces et précisons
les relations entre T, I'idéal jacobien et la normalité au point.

Dans une deuxiéme partie nous partons des travaux de R. Berger et E.
Kunz pour étudier les variations de /(T) par transformation quadratique
dans le cas des courbes intersections complétes.
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Dans une troisiéme partie nous introduisons une équivalence entre les
courbes planes.

Dans une quatriéme partie nous rappelons des résultats qui généralisent
le théoréme d’O. Zariski, donnons des contre-exemples et une géneralisa-
tion.

Dans la cinquiéme partie nous calculons I(T) pour les courbes planes
ayant deux paires de Puiseux.

Dans la derniére partie, utilisant la classification de S. Ebey [6], nous
calculons I(T) pour les premiéres valeurs de la multiplicité.

2. PREMIERE PARTIE
1. Hypersurfaces

Si R est un anneau commutatif avec unité, M un R-module, le sous
module de torsion T de M, est I'ensemble des éléements x de M, annulés
par un élément a non diviseur de zéro de R. Si R est intégre, de corps des
fractions K, on a:

T=ker(M—>M®K).
R

THEOREME 1. Soit M = (&, Re)/(X)_, a;e)R) ou «; € R, pour
i=1,...,n.

Soit J I'ideal Y!'_ | ;R de R. Si J contient un élement non diviseur de zero,
le sous-module de torsion T de M verifie:

T=J"'/R.

Preuve. Soit I'application ¢: J~! — M, donnée par:

n

¢(y) = Lyae; mod
i=1

Nous avons: ker(¢) = R: s'il existe a € R tel que X7, yase; = L7, aase;
on a ya; =aa; pour tout i, donc yx =ax pour tout x dans I'idéal
X!, o;R. Si on prend x non diviseur de zéro, on a: y = a € R.

Nous avons: Im(¢) = T il est clair que Im(¢$) € T. Si X7, x;e; donne
un élément de T, il existe un élément a non diviseur de zéro tel que
P jaxe; = X! base;, pour b € R, donc ax; = ba; pour tout i. Par suite
y=2eJt etalors: ¢p(y) = X', x;e; mod[(Xr_; a;e;)R].

Donc T =J'/R.
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COROLLAIRE 1. Si en outre, R est local noetherien de dimension 1:
IR(T) =1x(J7'/R) < +o.

COROLLAIRE 2. SiJ est engendre par deux elements et sous les hypotheses
du corollaire precéedent:

L(T) = 1(R/T).

Preuve. Voir [3, Th. 3, p. 101].

Les hypothéses du corollaire 2 sont satisfaites si R est I'anneau local
d’une courbe algébrique irréductible, tracée, sur une surface algébrique,
en un point qui est simple sur la surface, et si M = Q ,,. Nous avons de
plus:

CoROLLAIRE 3. Si T = {0} le point est simple sur la courbe.

Le théoreme s’applique au calcul de T pour le module des differentielles en
un point, dans le cas d’'une hypersurface: F c A", le point étant I’ origine. Soit
f =10 son équation, f(0) =0. Alors: J=(3f/dxy,...,df/dx,) CR (R:
anneau local de F a I'origine). Donc: T =J ' /R.

ExempLE 1. Soit k un corps parfait, f=x?+y*>+22 M= Qg /i
Nous avons J = (x, y,z), J-' = R et donc T = {0}.

ExeEmpLE 2. f=1z"—g(x,y),20,00=0 et n>1 Alors T ={0}
équivaut a: la série formelle g est sans facteurs multiples.

2. Ideal jacobien et normalite

On suppose I'anneau R intégre, de corps des fractions K. On note n le
rang de M; n = dim (M ®, K). On appelle idéal jacobien de M, le
niéme idéal de Fitting de M; on le note J. Si R est I'anneau local d’une
variéeté algébrique sur k, de dimension n, M le module des différentielles
de R sur k, on retrouve la définition classique de I'idéal jacobien. Le
critére jacobien usuel dit que J = R caractérise les points simples. En
particulier, si p est un idéal premier de R, R, est régulier si et seulement
si J ¢ p. Le résultat essentiel de ce paragraphe est:

THEOREME 2. Iy a equivalence entre les proprietes:

(1) R est normal
@ J'=R

Preuve. Soit Z le conducteur de R, donc . définit le lieu de non
normalité de R. Par suite J c V. Nous avons J" C.¥ pour n > 1. Si
J'=RonaZlc() =R cestadire =R OrZ!'=R(la

fermeture intégrale de R) donc R =R. Si R est normal, donc non
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singulier en codimension 1, on a pour tout idéal premier p de hauteur 1,
p & J. Par suite J7' = Ny, (JR)™H = Nyypy-1 R, = R. L'hypothése
J~1 = R peut s’@noncer: g(J) > 2, ou g(J) est le grade de J. En effet:
g(J) < 1 équivaut a I'existence de x non nul dans J tel que % c {diviseurs
de zero de %5}. 1l existe donc y € xR avec yJ C xR, d'ou teJ ' et LeR.
Dans ce paragraphe, R est de nouveau un anneau intégre arbitraire, M
un R-module. On suppose que M admet une présentation du type:
0—->RP—->RI—>M—D0.
On note J le nieme idéal de Fitting de M, n = g — p = rang(M).

THEOREME 3. Si T est le sous-module de torsion de M, il existe une suite

exacte.
o (TN v (o’
0->-T->|—1| —=>|—] .
R R

Preuve. On prend des bases (ey,...,e,) de R? et (uy,...,u,) de R”.

Soit (u;;) la matrice définie par: u;, = ¥.9_, u;;e;. Soit x € M, de torsion,

donc Nx =0 avec N # 0. Si x est représenté par X7_, x;e,, il existe
My, M, € R avec:

q p
N( inei) = Z/“Ljuj' (1)
1 1
On obtient le systéme lingaire:
P
Ny, = Yomwu, i=1,....q. (2)
J=1
J est engendré par les sous p X p déterminants de la matrice (u;;). Soit d

un mineur non nul (J # (0)), par exemple: d = det(u;)) 1 <i <p, 1<
j < p. On peut extraire de (2) le systéme lingaire carré:

p
Nx; = Z;L]—uﬁ, i=1,...,p. (3)
j=1
La régle de Cramer donne:
M .
— -d €R, =1,..., 4
N j p (4)
c'est a dire u;/N € J! pourtout j =1,..., p. Il est clair que la classe de

w;/N dans J7' /R ne dépend que de x. On vient de définir une applica-
tion lingaire:
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et il est clair que c’est une injection. Seule la construction de ¥ demande a
@tre explicitée. Si on part d’'un p-uple (¢;,..., &) € (J"'/R)P, soit x; =
Xry &uy i=1,...,q ilestclair que (¢),_,  ,estunélémentde T (via
¢) si et seulement si x; € R pour tout i.

Donc ¢(é&,,..., &) = (xq,...,x;,...,x,) =0 dans (J7*/R)? et ¢ est
défini par:

lll(gll""gp) = (i fj“ji)

l<i<gq
COROLLAIRE 4. Sous les hypotheses du théoreme préecedent on a une
equivalence entre:
i T=0
(i) J7'=R

Preuve. Le théoréme donne I'implication (ii) = (i). Dans I'autre sens,
nous utilisons le lemme élémentaire suivant:

LEMME. Soit V un module de la forme F /U, F étant sans torsion.

Soit U’ un facteur direct de U. Si V est sans torsion, F/U’, est sans
torsion. Soit § € J~'. Fixons (p — 1) colonnes de la matrice (1), et soit

& = (&y,..., &,) une colonne variable. Posons d = det(¢ | (p — 1) colonnes
fixées). On developpe d suivant la premiére colonne; soit d = X ¢;8,. Donc
§d=1Xi{_,16(58) € R. & etant variable, on a donc ¢(¢&;,...,§) =0

avec ¢ = %8, Comme T = (0), ¢ est injectif. On a & = %6, € R pour
tout i. Ceci prouve que % -8 € R pour tout § = (p — 1)-mineur de la
matrice u,;. Le lemme et un raisonnement par récurrence sur p, montrent
que J-! = R. Comme application, on a le résultat suivant qui est plus ou
moins bien connu [13].

COROLLAIRE 5. Si X est une variete algebrique, localement intersection
complete en un point x, il y a équivalence entre:

(i) (Qy,;), est sans torsion
(i) X est normale en x.

3. Reflexivite

On se place dans les hypothéses du corollaire 5. Soit R I'anneau local de
XenxetM=Qg,.

Nous avons vu (théoréme 2) que: R normal équivaut a J~! = R, ce qui
se dit aussi: g(J) > 2. Comme R est de Cohen—Macauley: g(J) = ht(J).
La condition se lit donc aussi: ht(J) > 2. Nous allons caractériser les
anneaux tels que ht(J) > 3.
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THEOREME 4. Il y a equivalence entre:

() M est reflexif
(i) ht(J) > 3.

Preuve. Un théoréme de Samuel dit que si R est un anneau local de
Cohen—Macauley, normal, et M un R-module de type fini sans torsion,
alors: M réflexif &quivaut a: pour tout p € Spec(R), prof(M,) >
inf(2, ht( p)).

(i) = (ii). Si M est réflexif (M = M**), en particulier T = (0), donc R
est normal. Soit p un idéal premier contenant J et ht(p) < 2. On a
d’aprés un théoréme d’'Auslander:

dh(M,) + prof(M,) = prof(R,) = dim(R,).

On a: dim(Rp) =2, et prof(Mp) > 2, donc dh(Mp) =0 et prof(Mp) = 2.
Le critére jacobien dit que R, est régulier, (M, étant libre). C’est une
contradiction. Donc ht(J) > 3.

(ii) = (). Supposons ht(J) > 3. Alors R est normal et M sans torsion.
si p CRetht(p) <2, R, est régulier, et M, libre, donc prof(M,) = ht(p).
Le théoréme de Samuel, dit que M est réflexif.

Soit une surface intersection compléte locale en un point x, R I'anneau
local de ce point, M = Q ,,. D’apres ce qui précéde, T = (0) équivaut a:
x est une singularité isolée, c’est a dire a: ht(J) = 2, et donc a: J est un
idéal primaire. Le théoréme 3 montre que x est un point simple si et
seulement si M est réflexif.

Considérons I’homomorphisme canonique: M — M**, (injectif ici). Soit
Q = coker(M — M**). Q est un R-module de longueur finie. Nous avons
donc: x est non singulier si et seulement si: [,(Q) = 0. On peut se
demander quel role tient [,(Q) dans I'étude des singularités isolées des
surfaces plongeées dans A2,

3. TRANSFORMATIONS QUADRATIQUES
1. Introduction

R est un anneau local noethérien réduit de dimension 1, nt son idéal
maximal X le schéma affine: Spec(R). p note le point fermé de X (c’est a
dire: p =[m]. On sait que le schéma: X = Proj(®,_, m') est bira-
tionnellement &quivalent & X. Le morphisms birationnel propre, o: X —
X, est la transformation quadratique locale de X en p. La fibre exception-
nelle: E = ¢ !(p) est un schéma fini et:

E = Proj(gr,,(R)).
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D’aprés [11], il y a, pour x € m, équivalence entre:

(i m”*h xR =m" pour v>> et
(i) x ne divise pas 0 dans R et R[] est un R-module de type fini.

Un x satisfaisant a ces conditions est un élément superficiel dordre 1
pour m. Si le corps résiduel k = R/m est infini il y a assez d’élements
superficiels dans R [11].

ANNEAU DE PREMIER VOISINAGE INFINITESIMAL. Si x est superficiel
d’ordre 1 pour m, le schema X coincide avec le schéma affine Spec(R[%)).

Preuve. Soit D, (x) I'ouvert spécial de X attaché a x. Alors D (x) =
Spec(R[%]) [22] et, R[%] étant entier sur R, o(D,(x)) = X d'aprés le
théoréme de Cohen-Seidenberg. Il suffit donc de voir que D, (x) D E. Or
D_(x) N E est I'ouvert D_ (%) de E. X est un élément quasi-non diviseur
de zéro dans I'anneau gradué @,. ,(m'/m'*). 1l est donc clair que
D, (%) = E. Par suite D,(x) = X. R* = R[] est I'anneau semi-local de
premier voisinage infinitésimal de R [14]. Ses localisés en les points
fermés: Ry, ..., R,, qui sont les points de E, sont les transformés quadra-
tiques de R.

PROPOSITION 1. Si R est une intersection complete locale, de corps
residuel k infini, les transformes quadratiques sont aussi des intersection
completes locales.

Preuve. R = A/ ou A est local régulier, de dimension #, et un 2
idéal de A engendré par n — 1 €léments: fi,..., f,_,; qui forment (th. de
Cohen—Macauley) une suite réguliére. Y = Spec A et g est le point fermé
deY: g = [n] k = R/m &tant infini, il existe x dans n dont la classe dans
m =n/I est un elément superficiel d’ordre 1 pour m. Le schéma:
Spec A[“] est I'ouvert D, (x) de Proj(&® 7 n'). Le transformé propre i’
de ¢ dans A[%] est:

M’ = {lr‘ye e etord, (y) > r}'
X

R! est isomorphe a: A[%]/M’. Enfin: M = (f,,..., f,_,) entraine: M’ =
(g4,---,8,_1) en posant, pour i=1,...,n—1: g, =f,/x"i, avec: r; =

ord (f,).

Remarque. L’hypothése d’inversibilité de tel ou tel idéal apparaissant
souvent dans [4] nous donnons le résultat suivant:

Soit B un anneau semi local intégre: m;, ..., m, ses idéaux maximaux:
¢ un idéal de B. Il y a équivalence entre:

(1) M est inversible (i.e., MMt = B)
(2) M est principal.
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Preuve. Soient, pour i =1,...,q: b; € I1;,, m; et b, & m; inversible
entraine: Mm,; # WM, pour i =1,...,q. Il existe a, € M et a, & NVm,.
a=7Y%,ab; € M. Soit: I =ad~t c B. M étant inversible, ;M ¢ m,.
Donc: b;a,; Mt ¢ m; et I ¢ m, 1l vient alors: I =B et M = (a). La
réciprogue est immediate.

2. Differentielles de torsion et ideal jacobien

(a) Les notations sont celles de [4]. k est un corps algébriquement clos.
R est un anneau local équicaractéristique qui, de plus, est une intersection
compléte, m son idéal maximal et R/m = k. R*, 'anneau semi-local, du
premier voisinage infinitésimal de R. n,, ..., n_ ses idéaux maximaux. S la
fermeture intégrale de R- et de R! dans le corps K des fractions de R- et
de R'-. R, =R} (i=1,...,7), les transformés quadratiques de R, S,
leurs clotures intégrales respectives, d la difféerentielle de R sur k, D la
différentielle de K sur k.

Qg i (resp. Qpi/k, resp. Qp ;) le module des différentielles de R
(resp. R, resp. R,) sur k et T (resp. T*, resp. T,) son sous-module de
torsion; x; un &lément superficiel d’ordre 1 pour m, s = kl[[x,]1 Qg , le
module des différentielles de R sur s. tr(.) est la trace de K relativement a
k((x,)). Pour un sous-module U, de type fini, on définit [3] le module
complémentaire:

* = {x|x e Kettr(xU) Cs}.
Pour: O = RU, on pose: O* = RU*. La difféerente de Kahler (de rang 0),

D (R/s) est le 0-iéme idéal de Fitting de Q.. Di(R'/s), Di(R,/s),
D(S /s) sont définis de maniére analogue. L’image de I’homomorphisme:

Qr ke = Qg i ? K=Q,
est noté:R D R. S D S note I'image de:
QS/k - QS/k ? K= QK/k-

R'DRY, R,DR; et S;DS; sont définis semblablement. Notons:
A=Dg(R/s)""  (entant que R-idéal).

At = DK(Rl/s)f1 (en tant que R'-ideal).

A, =Dy(R,/s)""  (entant que Ridéal).

J (resp. J*, resp. J;) est idéal jacobien de Q. ,, (resp. Qg1 /., resp. Qr ;).
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(b) R, =R entraine:
S =8, Qe = (QR/k ) T = Tps Qs = (D i)
R;DR; = (R'DRY),,; $,DS; = (SDS); Qg sy = (D), ;
Di(R;/s) = [Dg(RY/s)],: A; = A% ; R = Ris*;
R¥ = R;s*;d'ol: R¥ = (RY"),,; J;=J et J7t = (J*7),,.
R* est semi-local. Pour tout R*-module N tel que: [z(N) < +c°:
[g(N) =1p(N) = XT:IR,(N 02 Ri)'
i=1 R®
R @tant intersection compléte:
Dy(R/s) = Dp(R/s)  [12].
Dp(R/s) = (R*1)~! est la difference de Dedekind de R sur s. D’ou:
A=Dy(R/s) ' = (R*Y) =R [4]
il vient alors:
1.(T) = 1x(SDS/RDR) + I(S/R).
R, étant une intersection compléte:
lR,(Ti) = lR,(SiDSi/RiDRi) + lR,(Si/Ri)-

Dol: T7_; (1) = 1p(TY) = 1(T?) = 1,(SDS/R'DRY) + I5(S/RY).
Posons: ' = 7, [p(T,) — If(T). @ = —I(R'DR*/RDR) — [;(R*/R)
<0.s5i 2 =0, [,(R'/R) =0, R = R* et R est régulier.

THEOREME 5. Avec les notations introduites et si R est une intersection
complete locale:

T 1(T) < 1(T)

et I'inegalite stricte est equivalente a: R n’est pas regulier.
Par itération on prouve le corollaire 6

COROLLAIRE 6. (1) La somme des longueurs des sous-modules de tor-
sion des modules des differentielles des anneaux transformes obtenus apres
p + 1 transformations quadratiques, longueurs prises par rapport aux anneaux
transformes respectifs, est strictement inferieure a celle apres p transformations
(p = 0), si cette derniere n’est pas nulle.
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(2) 1 existe un entier, ne dépendant que de R, tel qu'une succession de
transformations quadratiques en un nombre superieur a cet entier annule les
modules des differentielles des transformes a la derniere étape.

Remarque 1. Posons: & = —I(R/J) + L7_y [ (R, /1) = [p(R' /]*) —
Ix(R/J). Avec les notations introduites nous avons RDR = —J(dx ® 1),
ol: a= (‘9]3/‘9%-)151-5,1—1,25;5”, dx; = la classe de dx; (mod Rdf,
+ -+ +Rdf,_ De méme: R'DR! = 1JY(dx, ® 1, ol b =
(9g,/ du; )1<l<n 125 5m avec u; = x;/x;, pour j de 2 a n. Nous avons:
a =x{b, avec 6 = X' r, — 1) > 0. Par ailleurs Dy (R/s) = aR et donc
R* =Dy (R/s)™! = 1R De méme: RY = #R%. Par une démonstration
identique a celle qui se trouve dans [4, p. 339] on prouve que: [(R'/R) =
ZR(R*/Rl*). Il en résulte que: [.(R*/R) = [,(3R/ +R") = [(R" /x{R") —
[R(R*/R). Dol: [,(J'/xfJY) = I,(R'/x!RY) + [.(x{R*/x0J") —
Ix(R/JY) = I(R" /x! Rl) = 2[(R* /R)

Nous avons alors: & = —l GIY/ D) — 1.(RY k) = —1.(x20/]) —
Ix(R*/R). 1 vient alors:

G = Ig(R/x{J") = 1x(J*/x{T*) + 1x(R'/R)
— Ig(RY/x{TY) = Lp(x{T4/T).

= —2Ix(R'/R) + Ix(R'/R) — I ( f]l/J) =9

Ceest a dire: [x(T) — Ix(R/J) = Xi_y[Ix(T)) — Iz (R;/J)]. Par itération on
déduit le résultat:

lR(T) = ZR(R/J) = lR(Jil/R)

([18] pour la deuxiéme égalité). Ce résultat est d&ja connu dans le cas des
courbes planes [24].

Remarque 2. On peut démontrer directement ce résultat. Nous avons:
RDR = T!_, R(dx; ® 1) et SDS = S(dt ® 1). Dans Qg,c: dv, =
BotPot dt doli: dr ® 1= (1/B,tP )dx, ® 1) dans Qg ,c et SDS =
(/1B 1)S(dx, ® 1). Dans Qg c _les egalités df =0 pour i=1,.

n — 1 secrivent: Y7_,(df,/dx; )dx = —(af/&xl)dx D’ou: adx
(—1)*tadx, et

RDR = Y!_, R(dx; ® 1) = —(Z

Il vient alors:

aR)\dx, ® 1) = —J(le ® 1).

j=14;

1 -
—J(dx1 ® 1) = aS/tPo~ ).
a

SDS /RDR =
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D’aprés [10] nous avons, pour une intersection compléte, v(a) =c¢ +
B, — 1. Dol: aS =t"Po"1S et SDS/RDR = t°S/J. Par suite: I(T) =
I(S/R) + I(SDS/RDR) = I(S/R) + (¢S /J). Une intersection compléte
est de Gorenstein et donc: I(S/R) = I(R/t°S), (les deux valant ). D’ou:
IT) = (R /tS) + 1(tS /T) = (R /]).

4. UNE EQUIVALENCE DES BRANCHES PLANES
1. Longueur de certains modules

R est un anneau intégre, local, de dimension 1, m son idéal maximal, K
son corps des fractions. On suppose en outre que sa cloture intégrale S
dans K est un anneau de valuation discréte. Soit v la valuation correspon-
dante et ¢ une uniformisante. On suppose en outre que S est un R-module
de type fini. Soit M un R-module tel que: M C S et [(S/M) < +.
Posons A, ={v(w)lpeM et pu+0}. [(S5/M)< +~ entrdine:
Ann,(S/M) # 0[4] et donc: uS < M pour un u # 0 appartenant & R. Par
suite: 1S € M (avec: a = v(u), et: Cy A, c{0,..., a — 1}).

Nous pouvons &crire:

CN/\0={P0’---:P(9}

avec:
0<py<pp_1 < " <py<a< +om
Posons
My=M, M, , =M +t"R(0<i<09).
et

Nigr={r(m)lp UM, etu#0l=AyU{py,....pJ}.
Nous avons:
M=M,c - cM,CM, ,C - CMyCM,, ,CS,

v(M,,,) =Nett*S cMcM,,, Pourtout o appartenant a S, on peut

écrire une suite: i, ..., §, d’elements de M,, , telle que:
v(o) <v(o—1iy) <v(o—y— ) < -
<v(o—ty— =) > a.
Dol: 0 — g — - =, €M,,, et M,., = S. Tout u € R peut s’écrire:

u=uy+ u; avec u, € k et v(u,) > 0. Il vient v(¢”u,) = p;, + v(uy) > p;.
Dou: v(tPiu,) € Ay U{pg, ..., p;_1). DoNc on peut &crire une suite:
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o, - .-, b, d’eléments de M, telle que: v(tPiu) < v(tPiu, — ) < v(tPiu,
— Yy — P) < - < v(tPiuy — Yy — - = = a. Dol tPiu, — i
— =Y, EMC M, et tPiu, €M,

Donc t’u = t’u, (mod M,) et M, ,/M, =k = R/m.

PROPOSITION 2. Pour tout R-module, M C S et tel que I /S/M) < +©:

Ix(S/M) =card[Cy A,], avec Ay={v(p)lpeMetpu+0}.

3. Calcul de 1(T) pour une branche

R est I'anneau local a I'origine d’une courbe algébrdide plane, le corps
de base étant C. On suppose que lI'axe des x a été placé sur la tangente
en 0. (Ceci se traduit par: x est un élément superficiel d’ordre 1 pour m).
(i.e, v(x) < v(y). R =Cllx, yll/(f(x, y), avec: f(0,0) =0, S = C[[¢]].
Nous notons x’ et y’ les dérivées formelles respectives de x et y. Il vient:

1
Qg/c = Sdt = —Sdx.

D’ou
1
SDS = —S(dx ® 1).
X
1
RDR = F(f;R +fy’R)(dx ® 1) ([4] ou [24]).
y
Dans K:
o_ Y
Ii x'
D’ou
1
RDR = —(x'R +y'R)(dx ® 1).
X
Finalement:

SDS/RDS = S/x'R +y'R.

Posons: Ay ={v(w)|lwex'R+y'R, o+ 0} et A ={vr(tw)| wex'R
+y'R, w # 0} U {0}. £ donne ¢ + 1 est une bijection de Cy A, sur Cy A.
Nous avons:

[x(SDS/RDR) = card Cy A.
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Soit ' ={v(u)luesRetu+0}.Siyelety+0,vy=v(u)pourun u

appartenant & R. y > 0 entraine: v(t%) = y. 4 =u,x' +u,y’ €x'R +

y'R,dol: ye Aetl c A.
PROPOSITION 3.  Si ¢ designe I'exposant du conducteur de S dans R
g(T)y=c—cardC,T
avec: A ={v(tw) | w€x’'R +y'R, o #+ 0} U {0}.

Preuve. La proposition 2 appliquée a M = R donne card CyT =
Ix(S/R) = 5 (résultat connu). Par ailleurs comme I' € A nous avons:

C
cardCy A =cardCyI' —cardC T = 5~ cardC T

[x(T) = I,(S/R) + [x(SDS /RDR) [4] permet alors de conclure.
3. Application a la classification des branches planes
Il existe une suite finie d’entiers A, tels que:
D 0=2) <A < v <A <Ay =+
@ A=Uji_x+1D)
@ A EULN+DO=<j<s— 1.

on pose: X = {A;,..., AJ. I, [x(T), A, X sont des invariants analytiques
de R. On définit une relation d’équivalence entre anneaux, et donc entre
les branches correspondantes, en disant que R et R’ sont équivalents si
I' =T"'et 3 =2 Cette relation peut €tre appelée équidifferentiabilité.
Deux branches isomorphes sont équidifférentiables et deux branches
équidifférentiables sont équisinguliéres mais les propriétés réciproques
sont fausses. Nous donnerons des contre-exemples dans la derniére partie.

5. EXPOSANT DU CONDUCTEUR ET DIFFERENTIELLES
DE TORSION

Nous noterons désormais I(T") pour [,(T).
1. Le theoreme de Zariski

Le corps de base est C. R désigne I'anneau local d’une courbe plane en
un point singulier, T le sous-module de torsion du modules des différe-
ntielles O . Le normalisé S de R est un anneau de valuation S = C[[¢]].
Nous notons ¢ le seuil du semi-groupe T' = v(R — {0}), seuil qui est aussi
I'exposant du conducteur F =¢°S de § dans R. La longueur I(T) du
R-module T, longueur qui est aussi dim T, verifie: I(T) < c.
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THEOREME 6 [24]. Les courbes (planes) telles que I(T) = ¢ sont les
courbes isomorphes aux courbes y" — x™ = 0 (avec: p.g.c.d(m, n) = 1).

Ces courbes sont dites monomiales car elles admettent un paramétrage
du type: x =¢", y =t". Nousavons: I' = {(n,m) et (T) =c=(m — 1)-
(n — 1). Ce sont les seules courbes telles que A =T ie., 3 = .

Par ailleurs [25] O. Zariski a donné I'expression de I" en fonction de la
série de Puiseux de la courbe et prouvé ainsi que I' caractérise la classe
d’equisingularité de la courbe. Le théoréme 6 permet de dire qu’il n’existe
pas d’expression de I(T) au moyen de la série de Puiseux. Les courbes de
paramétrage respectifs: x = t*, y =15 et x =t* y =t° + ¢’ ne sont pas
isomorphes [6]. Pour la premiére: I(T) = 12. L'autre vérifie: I(T) < 12.
Nous verrons que: I(T) = 11.

2. Generalisations

Les semi-groupes d’intersection compléte sont étudiés dans [5, 10]. La
courbe monomiale associée est d’intersection compléte. Si le semi-groupe
d’un anneau est d’intersection compléte, cet anneau est lui méme d’inter-
section compléte. La réciproque est fausse [10]. Les semi-groupes symeétri-
ques (i.e., card(T' N [0, ¢ — 1D = card(N \ T') = %) caractérise les anneaux
de Gorenstein. Les intersections complétes sont de Gorenstein. D’aprés un
théoréme de J. P. Serre [19], la réciproque est vraie si la dimension de
plongement ¢ de la courbe vérifie: ¢ < 3. Dans ce cas I'anneau R est
d’intersection compléte si son semi-groupe est symétrique.

B. Tessier a demontré que /(T) < ¢ pour les anneaux dont le semi-
groupe est d’intersection compléte et que dans cette classe I(T) =c¢
caractérise les courbes monomiales.

R. Waldi a demontré [23] que /(T) < ¢ pour les anneaux de Gorenstein
lorsque g < 4. Dans cette classe aussi I'egalité caractérise les courbes
monomiales.

3. Contre-exemples

Pour s = 5, R. Waldi donne I'anneau R = C[[¢%, ¢7, ¢8, ¢°, t'°]] qui est de
Gorenstein et vérifie: I(T) = 15 > ¢ = 12.

Nous notons: g = card(N'\ T') le nombre de lacunes de T'. Pour g = 4,
R. Waldi donne I'anneau R = C[[¢*, ¢°, ¢, ¢"]] qui vérifie: c =4 < 2g =6
<UT)=09.

Voici un exemple de ce type pour g = 3. Nous prenons: R =
CI[2°, ¢®, £®]]. Nous avons: ' = (5,6,8), g = 6 et ¢ = 10. Nous rappelons
que s note l'anneau: s = C[[¢°]], que le normalisé de R est: S = C[[¢]].
L'anneau R sécritt R =C([X,Y, Z]|/(X?Y — Z%)Y?® - X?Z,ZY? —
X*). R est donc une intersection presque compléte. Nous avons: D (R /s)
=t R + tR + t*R, Dz R/s) = t*R + t"*R + t"°R, R* =
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® ,cr\ss1) 8t 7 (voir[10]), SDS/RDR = S /t*R + t°R + t'R. Nous avons
donc [4]: I(T)=1(S/R) + I(SDS/RDR) + I(Dz*(R/s)/R*) = 6 + 6 +
3 =15. 1l s’en suit que: ¢ = 10 < 2g = 12 < I(T) = 15.

4. Generalisation aux intersections completes

Le calcul fait en 111.2 se transpose aux intersections complétes et permet
de généraliser le résultat de O. Zariski a celles-ci sans restrictions. Nous
avons vu plus haut que dans Qg ,c: a;/a = (—1)1“(259. ® 1)/(dx, ® 1).
Comme dx; = x/ dt, nous en déduisons: a;/a = (—1)'*(x}/x}). Par suite:
J=Y!_,aR = (\a/x’l)Z;le}R et: SDS/RDR = aS/tFo"1] = aS/x}J =
S/¥X%_4 x;R. D'ou:

I(T) = I(S/R) + I(S/x,R + - +x,R).

Posant Ay ={r(w)|l @+ 0 et wexiR + -+ +x, R}, nous avons:
T) = 4§ + card(N\ A,). Posant alors: A ={r(tw) |l w+#0 et e
xiR + -+ +x) R} U {0} on en déduit que /(T) = ¢ — card(A \ T"). D’ou:

THEOREME 7. Pour une intersection complete nous avons I(T) = ¢ —
card((A \T') et donc I(T) < c.

Remarque. Le semi-groupe I" d’'une branche plane s’exprime au moyen
de la série de Puiseux de la branche. Il n’y a aucun espoir d’arriver a un
résultat analogue pour g > 3. Si nous prenons les anneaux:

R, = C[[12, 138 + £3 + 19 4 ¢4 426 4 A%
=C[[x,y,z]]  (Afixé dans C),

les exposants de ¢ dans x, y et z sont indépendants de A (pour: A # 0). Le
calcul des semi-groupes T, des R, donne: T, = {12, 18, 26, 58, 71, 77, 85,
117), pour A # 3 (y compris A = 0), et: T, , = (12, 18, 26, 59, 117). Ces
semi-groupes sont différents et ne peuvent donc se calculer au moyen des
seuls exposants.

6. COURBES PLANES AYANT DEUX PAIRES
DE PUISEUX

1. But et notations

Le théoréme de Zariski (théoréme 6) donne I(T) pour les anneaux
R = Cl[[¢",t™]] = Cl[x, y]], avec: n < m et m et n premiers entre eux. Ces
anneaux sont ceux des branches ayant une seule paire de Puiseux et
n'ayant pas de termes complémentaires dans le développement de y.

L’étape suivante est le calcul de /(T) pour les anneaux R = Cl[[z", ™ +
btP:]] = Cllx, yll, avec: n < m < B,, n = nyn,, m = myn,, p.g.c.d(n,, m,)
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= p.g.c.dn,, B,) =1 et b # 0. Ces courbes admettent deux paires de
Puiseux et il n’y a pas de termes complémentaires dans le développement
de y.

Nous avons: T' = {(n,m, B,), avec: B, = B, + m(n, — 1). Le seuil est:
c=(n,— DB, + (n; — Dm — (n — 1). Tout &lément y de I' admet une
décomposition unique: y = A, 8, + A;m + Ayn, avec: 0 < A, <n, — 1,
0 <X <n; —1 1 > 0. Nous notons ¢ l'application de I" dans {0,...,
n, — 1} définie par {(y) = A,.

Nous posons:

0, =i(B,—m)+(i—1)B, (i=1)
U={(énl0<é<m—1)U{nml0<n<n —1)
U{£B, 10 < ¢ < n, — 2i}
etli={yeTlly<cet{(y)<n,—2i} (1 <i<n,/2).
Q=(n+m+T)U(n+B,+T)U (m+B,+T)U (mn, +T).

Q,=T,nQ 1 <ix<n,/2). On verifie aussitot que: U, = Cr. ;. Nous
posons encore: 8= B, —m, z=y" —x" =1P(n;b +c2 b?t° + ). Nous
avons: v(z) = B,. Il vient:

y=t"(1+btPm) =1t™(1 + bt°).

! 1
pe (i B
my 1+ bt m

d’ou:

2. Calcul de N\ (preliminaires)
2.1. Nous avons vu que:
A ={0} U{v(w,)|w, =Anx + BmyH + 0, A € R, B € R}.

Il est clair que: A +T'C A
2.2. p > n, entraine p — 1 >n, et §, > c. Donc: 6, + Q C T
2.3.Si n,/2 < p < n, (ce qui suppose n, > 3). Alors:

6, = (2p-1- nz)Ez + nz[Bz —m + myn,(n, _P)]

o=B,—m+ (n, — pdmn, >mmn, >(m; —(n, — 1. Donc: ¢ &
mN+mN.2p—1-n,eNeto, +Qcl.
24.Si p=n, > 2,

0p=0n2=9n2—1+182_m+32
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n,/2<n, —1<n,donc(23) 6, , €I et
6, EB,—m+T =20 +T; 6, +Qco + Q.
25.Si p=n, =2,
0p=62=2(,82—m)+E2=B2—m+2[ﬂz+m1(n1—2)]
=B, +my(n, —2) =B, —m+mn, >mpn, > (my —1)(n; — 1)
¢ € nN + mN, 6,epB,-m+I=0+T
0,+T'co +Q
26.Si1<p=<n,/2,
alorsT'U (6p + Q) =T U (6p + Qp).
En effet:
p=10,+(n,—2p+ 1) B, =n,[ B, —m + (n, — p)myn,]
> ny,(my — 1)(ny — 1).

Donc: ¢ € T
2.7. Les résultats précedents donnent:
rviy(e+9)=Tu U (6 +9,)]
p=z1 l<p<ny/2

3. Calcul de N (une inclusion)

3.1. Pour p > 1, nous posons:

w,=yrmomtzt (0<i<p-1)
U, = x(PHmi=1 (0<i<p-—-1).
Alors:
v(w) = 7= [(p = i)m = Um +iB, =y +i8

v(u) =y =[(p—iym, —1n+ip, =y, +id
i

Y, +m —n.
Nous prenons:

A =louy+ -+, qu, 4

p—1
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et
B =koug + - +k,_qu, ;.
Il vient:
xu, = tP””’l[(l +bt?)" — l]l
yu, = xu(1 + br®)" "7,
D’ou
w, = Anx + BmyH
p-1 " i
=Y [t )" 1]
i=0
n —i)— B
X | nl, + mk,(1 + bt2)" " 071+ Zpro ||
m
Soit:
n 1/6
r=[@+6r2)" = 1] 7" = (np) [ + ]
v(t) =v(t) =1.
Posant:
W A
Wy = S il vient sans mal:
i
p—-1
w, = Y, t°[nl, + mk;¢],
i=0
avec
—i—1/n B B n
o= (1+72)" T b2 4 p 21+ £0) .
m m
Dot l'on tire: w, = £;.,C;7/° (C; € ©). Considérons alors le systtme de
2p &quations a 2p inconues (ly, ..., [, 1, kq,..., k,_1):
Co==C, ;=0
ko= —n
Cp= =Cypy =0

On effectue le changement d’inconnues:

T, = nl;, + mk;,
p;, = mk; (0<i<p-—-1).
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Résoudre le systéme précédent en k; et /; revient a résoudre:

Co==C, ;=0
Po = —mn
Cp= " =Cyp-p=0

en m; et p;. Le déterminant de ce systéme s'écrit:

ol I est la matrice identité d’ordre p, 0 est la matrice nulle d’ordre p et M
une matrice que nous allons calculer.

En développant I'expression de ¢, on obtient pour M une matrice
triangulaire inférieure dont tous les termes de la diagonale principale sont

€gaux a 1.

D'ou: A =det M = 1. Le systétme est donc de Cramer et admet une
solution qui n’est pas identiquement nulle ( p, = —mn).

Si maintenant nous envisageons le systéme:

Co= =06, =0

les mémes calculs montrent que ce systéme est aussi de Cramer et admet
donc pour unique solution la solution nulle.

Donc si I'on donne aux k; et aux /; les valeurs trouvées en résolvant le
premier systéme:

Cyo1 #0
et:
v(w,) =pnym + (2p —1)6 = 0, + mn,.
Donc:
6, +mn, + T C A,
3.2. On procéde de méme en posant, pour p > 1
u; = x(Poi=bmirli 0O<i<p-1)

u, =y iz hmtlgi (0<i<p-—-1).

v(u))=v=[(p—i—1m +1n+iB, =y, +id

v(u)) =y =[(p—i—Dn, +1m+iB, =y, +id

4
!

Yi

Y, +m —n.
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On est amené a résoudre un systéme de Cramer de 2p équations a 2p

inconnues (/y, ..., 1, 4, kg,...,k,_;). En donnant aux k; et /; les valeurs

ainsi obtenues, on obtient:
v(w) =yotm+ (2p—1)8=n+m+ 0,

Donc:
6, +n+m+TcCA.

3.3. Prenant maintenant, pour p > 1:
b= (0sisp )
= x(P =Dzl (0<i=<p),
nous avons:
v(u) = %= [(p = )ny = Um s+ iBy =y 400

v(u) =y = (p—i)mpn +iB,
Yy =y, +m—n pour:0 <i<p—1.

vo +i6

Le systéme:

CO_ =Cp—1=0
ko= —n
C,= = =Cpp =0

est ici aussi un systéme de Cramer et si I'on donne aux 2p + 1 inconnues
kogy..., k lyy ..., 1, les valeurs ainsi trouvées:

K1 1 hp
C,, # 0.

Donc:

v(w) =7y, +m+2ps=n+ B, + 0,
Par suite:

0, +n+pB,+T CA.
3.4. Enfin si nous prenons, toujours pour p > 1:
u, = yr-mz! (0<i<p)

u, =xP M1zl (0<i<p—1),
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nous avons:
v(u)) =y, =(p—i)ymn, +iB, =y, +id
v(u) =¥ = [(p—iymy — Un +iB, = v, +i8
vy =y +m—n pour:0 <i<p—-1.

Le méme type de calculs améne a un systtme de Cramer de 2p + 1
équations & 2p + 1 inconnues (ko,...,k,, ly,...,l,_;). Les valeurs
obtenues en résolvant ce systéme donnent alors:

v(w) =y, +m+2pd=p,+m+ 6,
Donc:
0, +m+ B, +T CA.

3.5. Finalement:

rujUi((e+9)cA.

p=1

4. Calcul de A (Uinclusion inverse)

4.1. g, appartenant a I" fixé.
Pour y appartenant a T tel que: 0 < y<c +n — Llet {(gy) < {(y).
Je pose:
p=1{¢(v) —{(s) et a(y) =v—p(B, —m).

Alors:

(1) o(y) appartient a I’

@ ¢(a(y) = ¢(gp)

® O0<p<n,—1

4.2. Preuve. (1) o(y) = vy —p(B, —m) =17y —L(y)B, + {(g))B, +
pmn, et y— {(y)B,enN+mNcT

Q@ o(y<sy<c+n—1Laly)=((y)—p={(g)

@ p=1(y) = {(g) <¢(y) <n, — L

4.3. o(y) est dit la g,-souche de y. ¢ &tant une g,-souche donnée, on
pose:

a(e) ={e+p(B,—m)|0<p<n,—1

ete+p(B,—m)<c+n-—1}.



388 P. CARBONNE

4.4. ¢ et &' deux g,-souches. Alors: & # &' entrdine:

a(e) Na(e') =O.

45. Preuve. Si: e+ p(B, —m) =¢&' + p'(B, — m) alors:
e—&'=(p —p)(By—m)

{(e) = {(gy) = {(&") (4.1). Donc e= ¢’ (mod n,) p=p’ (modn,).
Dol: p=p’' etdonc: e =¢'.

4.6. Si v(A) +n # v(B) + m, il vient:
v(w,) = v(Anx + BmyH) = inf(v(A) +n,v(B) + m) €.

Siv(A)+n=v(B)+mz=c, viw)eT.
4.7. Plagons nous deans le cas ou:

v(A) +n=v(B) +m<c.
On peut toujours écrire:
B=ip+ -+ +1,

avec:
b= a0+ 0), () = &n+mm + B,
v(B) = v(h) < - < w(dh) <c<wv(r)
et:
A=¢@y+ -+, +r1,
avec:

¢ = arixg;yv,;zg; (a;=0), v(e) = &'n+ mim + gi,EZ
v(A) =v(e) < - <v(gy) <c<v(rp).

Posant: A, = inf{ 10 <i<stU{/ 10<i<s'),ilvient: A =z%A4,
+r, et B=z%B, +r;, avec A, et B, dans R, v(r;) > ¢, v(r,) > c.
On pose alors:

w, = Anx + B,ymH.

48. ¢, = v(By) — {[v(B))]B, appartient 3 nN + mN. Dans toute la
suite nous envisagerons des &,-souches. &, une gy-souche vérifie:

{(e) = (&) =0, i.e., e € nN + mN.

Tout élément y de T, inférieur & ¢ + n — 1 admet une gy-souche, o (y).
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4.9. Posons:
p(e) =sup{ple+m—pmn, #0et e+ m—pmn; €nN+mN},
et
(&) = &+ m — p(&)mny, (&) appartient & nN + mN.,

4.10. p(e) = 0 entrdine: 7(g) =m + &, i.e.,, 7(e) € m + nN + mN,
4.11. Distinguons 4 cas:

Casl. 7(e) em +n +T. Jepose: y,(e) = ple)mn, + n.

Cas 2. 7(e)en+T et €m+ T (dol: p(e) = 1, par 4.10). Je pose:
Yole) = (p(&n, — Dm + n.

Cas 3. 7(e)em+T et &n+1T.Jepose: y,(&) =pleImn,.
Cas 4. 7(&) = mn, = myn. Je pose: yy,(&) = [(p(e) + Dn; — 1lm.
4.12. Pour: y < c et ¢ = o(y), il y a équivalence entre:

D (&) =mny

(i) yelllp+1-Dn, —1lm+iB,|0<i<p}

Preuve. 7(&) = mn, entrdine: e = —m + (p(e) + Dmn,, et:

y=([p(e) +1=2(v)]n —V)m + L(v)B, et {(y) <p(e) + 1.
4.13. Réciproquement:
e=o(y)=(p+1-Dnm+imn, =(p+ L)mn, —m
e+ m=(p+ Dmn,. Donc: p(e) =p et (&) = mn,.
4.14. Je pose: € = & — yy(&). Il vient sans mal:
Casl. Z=1(e)—n—m.
Cas 2. €=1(e) —n.
Cas 3. 2= 1(g) —m.

Cas 4. €= 0. (Voir calcul 4.13 qui prouve: & = y,(&)).
Dans les 4 cas: z appartient a: nN + mN.

4.15. 1l y a équivalence entre:
(i) een+T
(i) y(e)en+T

(iii) Nous sommes dans le cas 3 ou 4 avec p(e) > 1, ou bien dans
I'un des cas 1 ou 2 sans condition sur p(e).
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4.16. Preuve. (i) résulte de (ii) par e = 2 + yy(&).

Les formules donnant y,(&) prouvent I'equivalence de (ii) et (iii). Le cas
3avec p(e)=0¢et ecsn+1T donne: 7(e)=ec+men+m+T ce
qui est absurde. Donc (i) entraine (iii). Le cas 4 avec p(g) = 0 donne: & =
m(n, —Detdonc: e&n +T.

4.17. Je pose: p'(e) =p(e) pour les cas 1, 3, 4 et p'(e) =p(e) — 1
pour le cas 2.

Si een+T,p"(e) =p(e) pour les cas 1, 2, 4 et p"(e) =p(e) — 1
pour le cas 3 (voir 4.15).

Posons (&) = yo(e) +i(B, —m) (0 <i <p'(e). Alors: y(e) est
dans T

Si: yo(e) en + T (e, een +T), posons yy(e) = y,(g) + m —n et
vi(e) = yo(e) +i(B, —m) (0 <i < p”(&)). Alors y/(&) est dans T

4.18. (1) Si p(e) < ny:

a(e) NT ={Z+ y(e)|0<i<p'(e)}
si en outre: ¢ € n + T, alors:
[a(e) +m —n] NT ={Z+ y/(e)|0<i<p'(e)}.
(2) Si p(e) = ny:
a(e) NT ={Z+ y,(e)|0<i<n,—1},
si en outre: e € n + I, alors:
l[a(e) +m —n] NT ={Z+ y/(e)|0<i<n,—1}.
4.19. Preuve. (1) Vuque {(g) < {(y),yeT ety<c+n—1en-
trdine: y € a(o(y)) et donc d’aprés (4.4):
vye€a(e) NI entrdine e = a(y),
donc:
y=¢e+ p(B, —m) avec p={(y) <n, — 1.
Donc:
e—pmn,=y—pBy=7v—{(y)B, € nN + mN,
c'est a dire: e + m — pmn; € m + nN + mN. D’ou:
p<p(e)=p'(e) (cas1,3et4)
p<p(e) —1=p'(e) (cas 2).
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On a alors:
Yy=F+ yo(e) + p(B, —m) =F+ v,(e).
(2) Reéciproquement:
y=%+ v(e)estdans T,
y=¢+ v(&) +i(B,—m)=e+i(B,—m)

i <n, — 1(que ce soit pour p(&) < n, — 1 ou pour p(e) > n,). On arrive
alors sans mal a (dans les 4 cas):

y<n,B,— B,=c+n—1.
Enfin: {(y) = {(3) + {(y,(&)) +i =i <n, — 1. Donc:
Y E a(e) NnT.

(3) Sous I'hypothése: e € n + T les égalités relatives a [a(e) + m — n]
N T s’en déduisent aussitot par (4.15).

4.20. Soit y < c appartenant a I' et & = o(y) sa g,-souche. Si (&) #
mny, il y a équivalence entre:

(i) een+Tet
(i) y=amavec: 0 <A <(n, —2).

4.21. Preuve. 1l est immeédiat que (ii) entraine (i). (i) résulte de (ii)
compte tenu de:
e=a(y)=v-L(y)B, + {(y)mn, € {(y)mn, + T
et de ce que si: e = y=(n; — Dm, alors 7(&) = y + m = mn,.
4.22. Soit y < ¢ appartenant a T'. Il y a équivalence entre:

) yé&lale) + m —nlN T pour toute g,-souche, &
(i) y=pnavec:0 < p<m; — 2.

4.23. Preuve. (1) Siyem+T,y—m <cestdans I ainsi que y —
m+n. Posons: e=oc(y—-m+n)=oc(y—m)+nen+T. y—m+
n € a(e)donc y € [a(e) + m —n]NT.

2 Si yepB,+T, e=0c(y)+n—m appartient a: n+T. Par
ailleurs, & = o (&) est une g,-souche et:

y=m—n+e+{(y)(B,—m)€[a(e) +m—n]NT,

3 Si y=(m;—Dn,yela(e) + m —nlNT avec &=m(n; —1).
Donc (i) entrdine (ii). (ii) entraine (i) est immeédiat.
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4.24. 1l resulte alors de (4.7) et de (4.8) que I'on peut écrire:

B, = Z ( Z kyuy) +r]
e yeale)NT
eg-souche

avec: u, = x%y"z", d'oll y = v(u,) = én + nm + vB,, k, € C (éventuel-
lement nul), r; € R et v(r}) > c.
Utilisant (4.18) nous pouvons écrire:
vy=2+ v/(¢) aveci eI,
I.={0,....,p'(e)} si p'(&) <n,.
Puis: I, =1{0,...,n, — 1} si p'(¢) > n,

u,=u(Z)u,, avecu(z)=xy"siz=an+ Bm

u; ,=xPE=HmFlzi dans le premier cas
u; , =xyP=dm-lz dans le deuxidme cas
u; , =yre=Omzi dans le troisiéme cas

u; ,=yP@rI=imzi dans le quatriéme cas.

Posant: K = {¢]| & € n + T ou bien 7(&) = mn,} et utilisant (4.20) nous
pouvons écrire:

+ Z kAyA+r,1

O<A<n;—2

B- ¥ [u(z)( ¥ ki)

ek iel,

i o1 k) dans C; r; € R et v(r}) > c. De méme (en utilisant 4.22) on
peut écrire:

avec: k;

+ Z lux“ + 7

€K iel, O<p<m;—2

A= T [u(e')( TN

avec:

l; .1, dans C; ry€Retv(ry) >c.
J.={0.....p"(e)} sip"(e) <m

J.={0,...,n, — 1} si p”(¢&) =n,

i,e!
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et:

Cas 1. u/,g — y(p(a)fi)n1+lzi'

i

Cas 2. u , =xPe)=Dmizl
o= )—iymy—1.,,i

Cas 3. ui,g = x(P(f) iym, yZl.

Cas 4. U, , = xP+1-dmi=1zi

L

4.25. 11 vient alors:

(1)2 = Z u('g)d)s(ki,s'li,s) + Z mk)[y)\+1H

c€K 0<A<n;—2

+1 '
+ Y nl,x*7" +Q

O<p<m;—2

avec: v(Q)') = c et:

(I)s(ki,s'li,e) = ( Z li,su,i,e)nx + ( Z ki,eui,s)myH'

i€l i€l
4.26. Les calculs du paragraphe 3 montrent que:

o, = V(Cbs(ki,eli,s)) = Y(&) + m + p( B, —m)

avec

2p(e) (cas2et3)

0=p=pi(e) +p'(e) +1 2p(e) +1 (caslet4),
ie, g+ 5, €(m+ale)Ufcc+ 1}

4.27. v(nl,x***) =(p+ Dn avec: 1 < pu+1<m; —1 On vérifie
immédiatement que: (u + Dn & m + a(e) quel que soit ¢ dans K.

4.28. De méme: v(mk,y***H) = (A + Dm avec: 1 <A+ 1<n; — 1
(A + Dm & a(e) + m pour tout & de K.

4.29. Compte tenu de (4.4) on en déduit que:

ou bien: v(w,) > ¢. Donc v(w,) est dans T'.

ou bien: v(w,) = (u + Dn, pour un u. Donc v(w,) est dans T.
ou bien: v(w,) = (A + Dm, pour un A. Donc v(w,) est dans T.
ou bien: v(w,) = 8, + Z;, pour une gy-souche, &;.

Cest a dire: v(w,) =2, + y(e;) + p(B, —m) + m avec: 0 <p <
p'(e)+p'(e) + 1L
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4.30. En explicitant il vient aussitot:

v(w,) €T U

U (6 +0)

p=1

v(w,) = Ay ,[_32 + v(w,).

Donc:
AcTul| U (6 +9Q)
p=1
4.31. 1l vient alors
A-Tu| U (0,,+Qp)}.
l<p<n,/2

THEOREME. De facon plus précise nous avons les valeurs des nombres A;
introduits dans la troisieme partie.

THEOREME 8. Poury = x™/" + bx?/" (b # 0) nous avons:
AM=n+m+0,

N;j=n+m+6+1 (i=1)

Ajp=mn+6,+1 (i=1)
Miyy =n+ By + 6,4, (i>0)
/\4i+3:m+gz+9i+1 (i20).

Si n, est impair, s = 2n, — 3.
Si n, est pair,

mn
s=2n,—1 I0rsque[32$7—m—n
mn mn
§=2n, —2 IorsqueT—m—nsﬁzs7—2n
mn
s=2n,—3 Iorsque7—2n<32.

6. Lemmes de denombrement

6.1. Soit i un entier tel que: 1 <i < n,/2. Pour &, m, { appartenant a N,
avec: 0 < { < n, — 2i, il y a equivalence entre:

(1) 0, +én+mm+{B,€0,+T (1<j<i—1)
et
(2) &n + ym € (i —j)mn, + nN + mN.
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1l y a aussi équivalence entre:

(3) 0+ én+mqm+ (B, €T
et
(4) én + mm € imn, + nN + mN.

6.2. Ceci résulte immediatement de: B, > (m; — 1)(n, — 1) et donc n, B,
€ nN + mN.

6.3. Pour: 1 <j<i<mn,/2,(6,+ )N (6, + U) =D

Pour:1<i<n,/2,Tn(6,+U) =3

6.4. Preuve. (1) Si(6; + ') N (6; + U) # I, nous avons un vy de {
tel que: (¢ —j)X( B, —m) + (i —j)B, + y € T. Ce qui est impossible car:

i—j>0 et 2(i—j)+L(y) <ny,—2j<n,.

(2) De méme si:
I'n (6, + U) # I, nous avons un vy de U, tel que:

i(B,—m) +(i—1)B,+yeT.
Ce qui est aussi impossible car: i > 0et2i — 1+ {(y) <n, —1<n,.
6.5. Nous avons:

(1) Pour:l<i<n,/2,(6,+Q)NT=(6+T)NT.

(2 Pour: 1<j<i<n,/2 (6,+Q)Nn(h+9)=(©+0)N
(6, + T).

(3 Pourt 1<j<i<ny/2 (6,+T) N +1)=0(~+T)nN
(6, + ).
(1) et (2) viennent de 6.3 et (3) vient de 6.1.
6.6. Il est par ailleurs évident que pour j < i:

o, +I,co,+I'co +T.
6.7. Pour: 1 <j <i <n,/2, nous avons aussi:
(6, +U)n(6,+T,)=(6+U) N (6, +Q))
= {6+ (i —j)ymn, + {B,|0 < { < n, — 2i}.

6.8. La premiére égalité vient de (6.3).
Soit:

o€ (6, +U)N (6 +1)
¢=0+y avecy €U,y =an+bm+dp,

=6+ ¢én+nm+ (B, avec:0<{¢<n,— 2i.
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Dol:d={¢+2(i—j)(modn,).Or:0<d<n,—2j<n,et0< ¢+
2(i —j) < n,.
Donc:

d={+2(i—j) =2 par suite a = b = 0.

Il vient:
én+ mm = (i _])(Ez - B+ m) = (i —j)mn,.

La réciproque est immédiate.
6.9. Nous avons:

(1) Pouri=22TnNn(6,+Q)ch,_,+Q, et
(@ Pourl<j<i—100+Q)N6+Q)co_,+Q ..
6.10. Preuve. (1) Soit A=T N (6,_, +Q,_)) N6+ Q).
A=In(6_,+T_))n(6+1I) (par 6.5 (1))
A=Tn(0_,+T)n(6,+1) (par 6.5(3))
A=Tn(6+1) (par 6.6.)
A=Tn(6 + Q) (par 6.5.(1)).

D’ou la conclusion.
(2 soitt A" =(6,+ Q)N (6,_; + Q,_) N(H + Q)

A=(6+Q)Nn(6_,+T,_;))n(6+T,) (par:65.(2))
A= [Cor(6,+U)] N (6,+T) N (6, +T,_) N (6 +T)
A= [Corr(6,+U)] N (6,+T) N (6 +T,)

(D’apreés le calcul de (1)). D’ou:
A=(0,+Q,)N (6, +T)>(6+Q;)N (6 + Q).

La conclusion suit immédiatement.
6.11. card{(nN + mN) N C(mn, + nN + mN)} = m,n,.

Preuve. x — x/n, est une bijection de I’ensemble considéré sur:
E = (nN +mN) n Cy(myn, +n,N + m;N).

card E = card (E,) + card(E,) avec: E, = E N ([0,mn,D), E,=EN
([mlnl, +°OD-
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Soit ¢, = (m; — 1)X(n, — 1). Alors:
1 ¢y
card( E,) = myn; —¢; + 5 T S
x — x — myn, est une bijection de E, sur Cy(m;N + n,;N). Donc:
g1

card(E,) = > et card(E) = myn,.

7. Calcul de 1,(T)

71 C,I'=(CyD)n A =(CyD)N (Ui, 06, + Q) (voir 4.29).
7.2. Si je pose:

m, = card{(0, + Q,) N CyT}
et
m; = card{(6, + Q;) N Cy[T U (8, + Q) U U (6,_, + Q,_1)]}
(i =2).
Alors:
[n,/2]
m=cardC,I'= ) =,
i=1
7.3. Pour i > 2, notons:
F=(6,+Q)Nn[TU(6,+Q)U--U(6_,+Q,_,)].
Il vient:
F=(6,+Q;,_) Nn(6;+Q),) (Par 6.9)
et:
F=(6,+0,_)Nn(6+1I) (Par 6.3).
Pour i = 1:
F=(0,+Q)nT'=In(6, +1) (Par 6.5(1)).

7.4. Pour i > 1 il vient alors:

T;

card(6; + ;) — card F,
card(6; + I;) — card(0; + U;) — card F,.
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7.5. Pour i > 2 nous avons:

a; = card( 6, + I';) — card(6; + U)
—card{(6,_, + I,_;) n (6, + I})}
+ card{(6,_, + U_,) N (6, + I})}
m; = card{6, + I} — card(U,) — card{(6,_, + T) N (6, + T})}
+card{(6,_, + U_,) N (6, + I})}.
m, = card{C, , (6, , + T)} — card(U))

+ card{(6,_, + U_,) N (6, + T})}.
D’apreés (3.5), (6.11) et (6.1):

card{C(,’”i( 0,_, + F)} =(n, — 2i + V)mn,
card(U) =m; —1+n, —1+n,—-2i+1=m, +n, +n,—2i—1
D’aprés (3.5) et (6.7):

card{(6,_, + U_,) N (6, + I))} =n, — 2i + 1.
7.6. 1l vient finalement, pour i > 2:

m = (n, —2i +1)ymmn, —m; —n, +2.

7.7. De méme:

m, = card Cy ,p I' — card(U;)
card Cy . I' = (n, — )ymyn,

card(U,) = m; + n, + n, — 3.

78. 7 =(n, — Vmn, —m; —n, +2 —(n, — 1.
7.9. On obtient alors:

L2721 1, 1,
T= Y, m= [?](mlnl(nz - [?]) -—m; —ny + 2) —n, + 1.
i=1

7.10. THEOREME 9. 1 suit que pour une branche du type: y = x™/" +
bx B/ (b # 0).

IR(T) =c¢c — [%](mlnl(nz - [%]) -m, —n, + 2) +n, — 1.
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En particulier, pour n, = 2:
IR(T) =¢c —cy, avec: ¢, = (my; — 1)(n, — 1).

8. Remarque 3

Le résultat trouvé est indépendant du coefficient b (b dans C*). Ceci
n'etait pas évident a priori. Pour cette famille de branche nous avons donc
une expression de /(T) en fonction des seuls exposants 7, m et f3,.

7. CALCULS POUR LES PREMII‘ER’ES VALEURS DE
LA MULTIPLICITE

1. Calcul de I(T) pour certaines branches ayant une seule paire de Puiseux

Soit une branche de développement de Puiseux:
y =x"/"+ gx/", n<m<A\,(n,m)=1a+0.

La série caractéristique est: (n, m), le semi-groupe associé: I' = nN + mN
et I'exposant du conducteur: ¢ = (n — D)(m — 1).

Si n > 4, nous nous placerons dans le cas ol: A = ¢ —np — 1, ol p est
un entier compris entre 1 et [%].

Si n =3, nous ferons de méme avec: 1 < p < [“5*]. On vérifie sans
mal que:

PROPOSITION 4. Pour ces branches: C, T ={A +in|l <i<p}, et
T)=c—p.

2. Calcul effictif de I(T) lorsque la multiplicite est 2 ou 3 ou lorsque la
multiplicite est 4 et m < 11

La liste compléte a isomorphisme prés des branches de multiplicité 2 ou

3 et de celles de multiplicité 4 et de deuxiéme terme de la série caractéris-
tigue m < 11 se trouve dans [6]. Dans le tableau I nous inscrivons, dans la
colonne “méthode”:

(1) Si le résultat est: I(T) = ¢ (d’aprés O. Zariski).

(2) Si nous utilisons le théoréme 8.

(3) Si nous utilisons la proposition 4.

(3’) Si nous utilisons un raisonnement tout a fait analogue a celui du
cas précédent.

(4) Dans les autres cas. Nous précisons alors quels sont les éléments
de C, T et nous laissons au lecteur le soin de vérifier.
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3. Application a un contre-exemple

Deux branches équisinguliéres peuvent avoir la méme valeur pour I(T),
ainsi que leurs transformés successives respectives par transformation
quadratique, sans €tre isomorphes.

(©) y =x*% +ax® + bx+ (a®> =b#0).
(D) y=x170+x14_3.

(C) et (D) ont méme série caractéristique: (4, 10, 13).
(C) et (D) ne sont pas isomorphes [6].
I(T) = 26 pour (C) et pour (D). Aprés transformation quadratique:

(Cy) y =X+ axt + bxt
(D) y =xi+xi
sont isomorphes.
I(T,) =16 pour (C,) et (D,).

111.4.7. Les transformées suivantes sont bien slir isomorphes et ont donc
le méme I(T): (T,) =6, (T,) = 4, (T,) =2, (T;) = 0.
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