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On étudie I'opérateur P= —h’4, — 4, + V(x, y) sur R x R? lorsque 4 tend vers
zéro, dans un cas ou des résonances apparaissent. En utilisant la méthode de
Feshbach, Iétude de P est d’abord ramenée a celle d’un opérateur matriciel sur
L*(R%), de terme principal diag(— 424 + 1,(x)) ot les 4;(x) sont les valeurs propres
de —4,+ V(x, y) sur LZ(Rf). Sous I'hypothése que 1, admet un puits ponctuel non
dégénéré (et des conditions supplémentaires sur A,), il est alors prouvé que P
posséde des résonances ayant un développement asymptotique réel en 42, proches
des valeurs propres de — %4 + A,(x).

We study the operator P = ~h24x-—A_,,+ V(x, y) on R} xR/ when k tends to
zero, In a case where resonances appear. Using the so-called Feshbach method, the
study of P is first reduced to that of a matrix operator on L*(R7), with principal
part diag(—h°4 + A;(x)) where the A/s are the eigenvalues of —4,+ V(x, y) on
L?(R?). Under the assumption that i, admits a non degenerate point well (and
additional conditions on 1,), it is then showed that P has resonances with a real
asymptotic expansion in AY2 close to the eigenvalues of —Ah’A + Ay(x) (see
Theorem 1.1).  © 1991 Academic Press, Inc.

INTRODUCTION

Depuis I'article initial de M. Born et R. Oppenheimer [Bo-Op], la
technique d’approximation qui porte leurs noms a suscité de nombreux
travaux dont on trouvera en bibliographie un (petit) échantillon (on n’a
cité que les papiers les plus récents, ainsi que celui devenu classique de
H. Feshbach). Trés briévement, il s’agit d’étudier le comportement d’un
systéme a plusieurs corps lorsqu’on fait tendre la masse de certaines par-
ticules (les noyaux) vers + co. (Voir [Ma2] pour un exposé plus détaillé
des motivations, ainsi que les articles cités en bibliographie). On est ainsi
ramené a I’étude d’'un hamiltonien du type

P=—h4,—4,+V(x,y)
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dans R7 x R?, lorsque A tend vers zéro. L’idée est alors de remplacer dans
lexpression de P I'opérateur Q(x)= — 4, + V(x, y) (dans R a x fixé), par
la famille A,(x)<A,(x)< --- de ses valeurs propres. Ceci raméne
approximativement I’étude de P 4 celles des opérateurs

—h*A, + A, (x)

dans R”, pour j=1, 2, .. En fait, si on s'intéresse aux propriétés spectrales
de P prés d’un niveau d’énergie E, fixé, la méthode permet de se limiter aux
A;(x) vérifiant infg, 4;(x) < E,.

Dans notre précédent article [Mal], on s’est intéressé au cas ou 4,(x)
admettait un minimum strict non dégénéré, et on a étudié le spectre de P
prés de la valeur de ce minimum (il s’agit d’une situation déja considérée
par Combes, Duclos, et Seiler [CDS], et par Hagedorn [Hal]). Ce
spectre est alors discret, et on a montré en particulier que les valeurs
propres admettent des développements asymptotiques en puissances de
h'7, et les fonctions propres des développements de type BKW dans un
voisinage (fixe) du point ou Min 4, est atteint (puits).

On se propose d’étudier ici la situation ou c’est 1, qui admet un mini-
mum strict non dégénéré, 1, restant en dessous de la valeur de ce mini-
mum. Ceci constitue a priori le cas le plus simple ou vont apparaitre des
résonances pour P. Ces résonances seront accessibles a partir d’une dilata-
tion analytique en x, et le premier pas consistera 2 montrer que l'on
dispose ainsi d’une bonne théorie des résonances pour P. En principe,
I'opérateur P provient d’un probléme a plusieurs corps, pour lequel on dis-
pose déja d’une théorie des résonances (cf. [Ba-Co]). Mais méme dans ce
cas, il n’est pas habituel de ne dilater qu'un seul groupe de variables. (Ici,
le potentiel V' sera supposé régulier en x, a valeurs dans un espace L™ a
poids en y. En particulier, le cas de potentiels Coulombiens est ici exclu, et
demanderait une machinerie un peu différente, analogue a celle de
[KMSW]).

La méthode de Feshbach pour l'opérateur dilaté (présentée ici par
le biais d’'un probléme de Grushin) permet ensuite de se ramener a
un systtme 2x2 dont le terme principal est le dilaté de
diag(—h’4,+ A,(x), —h’4 .+ Ay(x)). Comme on ne s'intéresse ici qu'aux
résonances provenant des valeurs propres de —h%4, + A,(x), on met en
plus une condition de viriel sur 1,(x), de telle sorte que I'opérateur
~h’4 .+ A,(x) n’admette pas de résonance prés de E, = Min A,. Le résultat
principal de cet article est alors que les résonances de P dans
[Eo—e Eq+ Coh] +i[ —¢, €], (>0 assez petit, C,>0 arbitraire) admet-
tent des développements asymptotiques réels en puissances de 42 En
particulier, la partie imaginaire de ces résonances est O(h™).

La technique consiste a utiliser les constructions BKW faites dans
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[Mal] (a laide d’un calcul pseudo-différentiel formel) qui donnent des
valeurs propres formelles pour P prés du niveau E,, et que I'on démontre
ensuite correspondre en fait a des résonances de P. On montre aussi que
toutes les résonances dans [E,—¢ Eq+ Coh]+i[—¢,¢] sont ainsi
atteintes.

La démonstration se déroule en quatre étapes: la premicre (méthode de
Feshbach) consiste a ramener ’¢tude du dilaté de P a celle d’un systéme
2x2 sur L}(R")@ L*(R"). Ensuite (deuxiéme étape) on utilise I'hypothése
de viriel faite sur A,(x) pour se ramener en fait 4 un opérateur scalaire H%
sur L2(R") (de terme principal —h% ~2%4 . + 4,(xe®)). Cet opérateur ayant
une dépendance non linéaire en le paramétre d’énergie E, on étudie alors
plus précisément (troisiéme étape) cette dépendance. On utilise finalement
les constructions BKW (derniére étape) pour obtenir successivement tous
les termes des développements asymptotiques cherchés.

Le plan est le suivant:

Hypothéses et résultats.

Méthode de Feshbach.

Résonances.

Constructions BKW.

Réduction de 'opérateur de Feshbach.
Propriétés de HY.

NS R WD

Fin de la démonstration.

1. HYPOTHESES ET RESULTATS

On considére 'opérateur différentiel

P=—h4,—4,+V(x, y)= — k4, + Q(x)

dans R} xR?, et on étudie les propriétés spectrales de P lorsque 4 tend
vers 0.
Si m=m(y) est une fonction continue sur R”, avec m = 1, on posera
mL®(R?)={fe L (R?) | m(y)~" fe L*(R”)},
muni de sa norme naturelle qui en fait un Banach.

Pour >0, on notera aussi /(J,m) lespace des fonctions de
D;={xeC"||Imx|<6{Rex)} dans mL*™, qui sont holomorphes et
bornées en x dans Dj.

L’hypothése que ’on fait sur le potentiel V' (réel sur R"*7) est alors:
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(H1) Im(y)=1 continue sur R?, >0, V, (5, 1)
et V,esf (8, m)tels que V=V,+V,, et avec:

1
3C >0 tel que VxeR” Vy(x, y)m(y)~! > pp. sur R?,

et [V, ¥V, m(y)~'<C pp. sur R”.

(En particulier, hypothése (H1) est toujours satisfaite pour Ve (5, 1).
De plus, par les formules de Cauchy, (H1) implique que m(y) ' 0%V =
O({x>7"™) pour xe Dy, &' <J).

Les opérateurs P et Q(x) sont alors essentiellement auto-adjoints sur
LY(R"*?) (resp. L*(R”)) et on note par les mémes lettres leurs extensions
auto-adjointes, qui sont de domaines respectifs:

Tp={ue HXR"*?) | m(y)ue LAR"*7))

9, ={ve H}(R?) | m(y)ve LA(R”)},
que 'on munit de leurs structures naturelles d’espaces de Hilbert. (Cela se
démontre de maniére analogue a [Mal] lemme 1.1). En particulier, le

domaine de Q(x) est indépendant de x.
On suppose en outre:

Pour tout xe R", #0,,(Q(x))>2 et la deuxiéme valeur
propre 4,(x) de Q(x) est simpie et vérifie

lim dist(4,(x), a(Q(x)N\{4:(x)}) > 0.

|x| = oc

(H2)

Remarque. Par des résultats généraux (cf. [Re-Si]), on sait déja que la
premiére valeur propre 4,(x) de Q(x) est automatiquement simple.

A cause de I’hypothése (H1), on a (avec C >0 assez grand):
—C<Q(x)< —4,+Cm(y). (1.1)

On en déduit par le principe du mini-max que les deux premiéres valeurs
propres 4,(x} et A,(x) de Q(x) sont uniformément bornées par rapport a x.

D’autre- part, il est facile de montrer que A,(x) et A,(x) dépendent
analytiquement de xeR”". On se place maintenant dans la situation ou
2,(x) présente un puits au dessus du niveau maximum de A,(x), c’est-a-dire
(aprés I'ajout éventuel d’'une constante a V, et une translation dans la
variable x):

((H3)) 4,20, sup i,(x)<0, lim A,(x)>0, i, '(0)= {0}, 43(0)>0
R

|x| = o

inf dist (4:(x), (QUX))\{4:(x)})>0.
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On note U, l'opérateur unitaire de dilatation en x (a partir de 0), défini
pour A€ ]—g, ¢[ par:

Ve CP(R"7),  Uyp(x, y)=e""¢(xe’, y).

Grace a (H1), Q(xe®) se prolonge en une famille analytique de type A4 au
sens de Kato (cf. [Re-Si]) pour 8e J—a, a[ +i]—a, a[ avec a>0 assez
petit.

On suppose finalement que le potentiel effectif A,(x) ne crée pas de
résonances prés du niveau 0. Plus précisément, on met la condition de
viriel:

(H4) sup (24,(x)+x-VA,(x)) <O0.

On montrera a la section 3 que, sous ces hypothéses, on peut définir les
résonances de P prés du niveau 0 comme étant les valeurs propres de
P,=U,PU_,, (u>0 assez petit), de domaine Z,. Celles-ci ne dépendent
pas du choix de y, et sont situées dans le demi-plan inférieur {Im z<0}.

Un exemple de potentiel satisfaisant a toutes ces conditions est fourni
par

Vilx, y)=(sf(x)+ 1) y?

ou f>0 est une fonction holomorphe et bornée dans D; telle que f| g
posséde un minimum non dégénéré en 0, et v > 0 est assez petit. (Le spectre
de Q(x) est alors constitué des (vf(x)+1)"a;, ou les a, sont des
constantes).

Pour C,>0 fixé en dehors du spectre de Ho= — 4.+ 5{45(0)x, x),
notons e, ..., ey, les valeurs propres de H, dans [0, C,]. Notre résultat est
alors:

THEOREME 1.1.  Sous les conditions (H1) a (H4), et pour h>0 assez
petit, P admet exactement N, résonances dans [ —¢, Coh]+i[ —¢,0] (>0
fixé assez petit), notée p,(h), .., pn,(h), et pour tout j, p;(h) admet un
développement asymptotique réel du type

pihy~eh+ Y, o, A9 (o, €R).
k=1
En particulier, |Im p;(h)| = O(h™).

Remarque 1.2. En fait, on s’attend méme a ce que |Im p,;(k)| soit
exponentiellement petit (i.e. O(e "¥") avec £>0), (cf. [La-Li] et [Ma3]).

Remargue 1.3. Bien entendu, le fait de se limiter aux deux premiéres
valeurs propres de Q(x) ne joue ici aucun rdle, et le résultat s’étend sans
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aucun probléme en remplagant A,(x) par A,(x) (N arbitraire), et en suppo-
sant que les 4,(x), j=1,.., N—1 dépendent analytiquement de x (avec
d’éventuels croisements) et vérifient tous (H4).

Remarque 1.4. La question de savoir si les p,(h) peuvent ou non &tre
des valeurs propres plongées de P parait assez délicate, et on renvoie le
lecteur intéressé aux résultats de [Re-Sil], Tome IV, Chapitre XIII.

2. LE PROBLEME DE GRUSHIN DILATE (METHODE DE FESHBACH)

On note u; (j=1 ou 2) les deux premieres fonctions propres de Q(x),
réelles et normalisée dans L*(R”). Pour fe]—a, a[, on note aussi
u]‘? =u,(xe’, y), et on considére le probléme de Grushin:

P,—E uf uf
Agihy=[ ¢, ul>y 0 0
<'7 ug> Y O 0
sur 2, ® LH(R")® L*(R"), ot Py=UyPU_,, et (-, - ), désigne le produit
scalaire dans L*(R”). ({-,u/)y est donc par définition I'adjoint de
lopérateur L*(R")3 v vu] € LX(R"*7)).

Afin d’étudier l'extension de A%(h) aux 6 complexes, on va d’abord
montrer (en notant L2(R?)= {ue L*(R”) t.q. mue LA(R")}):

LeEMME 2.1. (i) Pour Bel—a,a[ +il—a,al et xeR", [lopérateur
Q(xe®)— Q(x) est bornée de L2(R?) dans L*(R”), et vérifie:

19(xe®) = Q) .2, 12y = O(16])

uniformément par rapport a X.

(ii) Pour j=1,2, A; se prolonge en une fonction holomorphe dans D
(8’ > 0 assez petit), vérifiant:

A;(xe®) =~ 4;(x) = 0(10])

uniformément par rapport a xe R" et 0 1—a,a[ +i]—a, a[.

(i) Pour j=1,2, u; se prolonge en une fonction holomorphe en x dans
D et & valeurs dans D, et vérifiant pour tout ae N™

10567 Ily = O(<x> ™)
10%u] — %u; Il y = O(16] <x> ')

uniformément pour xe R" et O |—a,a[ +i]—a, a[.
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Preuve. (i) Q(xe’)— Q(x)=V(xe’ y)— V(x, y) est borné de L2(R?)
dans L?(R?) par I'hypothése (H1), et

d
m(y)~! %0 (V(xe®, y) = V(x, y))=m(y) " e’x -V V(xe, y) = 0(1)

uniformément par rapport 4 x, y et e ]—a,a[+i]—a,a[, dou le
résultat.

(i) Si I';(x) est un cercle dans C de centre 4;(x) et de rayon § >0
fixé assez petit, alors on a pour xe R” (en notant §=1/2in | ou l'intégrale
est prise sur un contour orienté):

rg @rm (z—Q(x)) ! dz) =1.

7

D’autre part, d’aprés (i) et la deuxiéme formule de la résolvante, on a aussi,
pour ze I;(x):

(z—Q(x)) ™' = (z = Q(xe®)) ' = 0(|6]).

On en déduit, pour 6e J—a,a[ +i]—a,a[ (a>0 assez petit):
rg <<_{§ (z—Q(xe"))"dz>=1 (2.1)
Iy(x)
et si 'on pose:

u;?(x)zgﬁ (z— Q(xe®)) " u(x) d 22)

Tj(x)

alors vf=uj+ 0(|01) dans L*(R”) (uniformément par rapport a x € R"), et
vj” dépend analytiquement de 6 (a valeur dans 9,,). Pour 6 réel, on a aussi:

Ay (xe®) = (Q(xe®)v?, v0> /<08, v?> .

On en déduit que /lj(xe") se prolonge analytiquement en 6 dans
J—a,a[ +i]—a, a[, et il en va de méme pour uj(xe", y) (a valeurs dans
9,) en écrivant pour 6 réel:

uy(xe’, y)=v8//<v?, v?>,. (2.3)

A cause de (2.1), on a aussi nécessairement A;(xe’)=4,(x)+ 0(d), et
donc (cf. (1.1)), A;j(xe’) est bornée uniformément pour xeR”
0e]—a,a[ +i]—a, a[. Par des inégalités de Cauchy, on en déduit qu’il en
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va de méme pour (9/06) 4;(xe’) (quitte & diminuer un peu a>0), et donc
par I'inégalité des accroissements finis:

A;(xe®) = A,(x)+ 0(]9)).

(iii) Du fait que ||u;|ly=1, on voit que du;/0x, est nécessairement
orthogonale & u, (pour x réel et k=1, ..., n). D’autre part, on a aussi:

= (z—Q(x) ' u,dz (24)

it

On en déduit
du; ov
—Lof  (z-Q()) 7 = (2= 0(x) " wyds (2:5)
0xx Yy 0x

et on a vu que dV/0x,=0O({x)y ') de L2(R”) dans L?*(R”). Dérivant a
nouveau (2.5), on en déduit le (iii) pour §=0. Le résultat pour 8#0
provient de la formule (2.3) et du fait que (cf. (2.2)):

ol —u, _5{; (z—Q(xe®)) ! (M(x, )~ V(xe®, y))z—Q(x)) " u; dz.
I'i(x)

Le (iii) s’en déduit comme précédemment en dérivant cette formule par
rapport a x. ||

On définit maintenant pour 8¢ ]—a, af +i]—a, a[ le projecteur I1, sur
L*(R"*?) par:

Iyu=u, u?))'uf*‘ {u, u§>yug

ou (-, u; oy, désigne l’adjomt de lopérateur Lz(R")avr—»vu e L2 (R"*P),
(justifi¢ par le fait que (u uk>y—6jk pour tout 6, par unicite du
prolongement analytique) et on pose:

ﬁg = 1 — Hg.
Le probléme de Grushin que 'on considére pour 8 complexe est:
Pg —-F u‘; ug

Af(y={ < ul>y 0 0| (2.6)
Couldy 000

Afin the pouvoir inverser 4%(h), on va d’abord montrer:

505/91/2-3
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LEMME 2.2. [l existe une constante C >0 telle que, pour 8 complexe assez
petit, on ait:

- - . 1, .
Re{lly(Py— E)lgu, Hyu) > = 1125u?

pour tout ue LX(R"*?), E assez petit.

Preuve. Soit ve L>(R"*7) tel que I1,0=1v (0 fixé).
On a donc en particulier:

Hgo=v— (o, ul —ul>yul — o, ul—uld, ul
d’ou I'on déduit a I'aide du lemme 2.1:
V. 0 =V,v+ 0(Im 8])(lv|l + Vol 2.7)

dans L} (R"*7).
On a aussi:

Q(xe®)v = Q(xe®y v + Q(xe®)(ITy — I,)v (2.8)

et du fait que Q(xe’)u;=4,(x)u;+ O(|6|) dans L*(R”) uniformément par
rapport & x, on en déduit a l'aide du lemme 2.1:

O(xe®yv = O(xe®) ITyv + O(|6] - |v]|) dans L3(R"*?). (29)
Par suite,

(Q(xe®), v) =< Q(xe) o, Hov> + O(16] - |[0]%)
= {Q(x) oo, Hovy + O(16)){m(y) v, v + 016 - ||])*)
= {Q(x) oo, Moo >(1+0(101)) + O8] - [[v]%)

d’ou, du fait que Q(x)I1,>0:
Re< Q(xe®)v, v) 2%‘: 11501 + O(16] - v]1%)
avec C> 0, et donc, en utilisant le fait que Tyv =0+ O(|6] - [v]|):
ReQ(xe!)v. v3 > Iol (2.10)

avec C, >0, uniformément par rapport a 8 e C, |8 assez petit.
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Utilisant (2.7) et (2.10) avec v = IT,u, on obtient:

Re( Iy Pollgu, [Tyud =Re ke 2°(V Myu, V M ;Tu)
+ Re{ Q(xe®Y T yu, Myu
> h* |V MT,u)? (1-0(18]))

1 .
+FI|Hou||2(1—(9(|0l))
1

d’ou le résultat pour |6] assez petit. ||

En particulier, le lemme 2.2 montre Dexistence d’un inverse borné
(Py— E)~! de la restriction de [1o(P,— E) & {ue L¥(R"*?); Myu=u}.

Considérant ensuite l'opérateur A%(k) défini en (2.6) comme un
opérateur de 2,® L*(R")@® L*(R") dans LX(R"**)@® H*(R")@® H?*(R"), il
est alors €lémentaire de vérifier qu’il est bijectif, et admet pour inverse:

Xy(E) i uf—Xng(-u(l’) “g—XoPe(‘ug)
[ <=Poax) () uly,
A%(h) ' = .
E—F¢
(1= PoXg)(-), u3>y
(2.11)

ol on a posé Xy= X,(E)=(P,— E)~'II,, ainsi que:

<<Ge(-u‘i),u§>y <Gg(-us’),u‘§>y)
Goluf) ud>y (Gul-ud) uldy

avec Gy=Gy(E)y=Py— PyX,(E)P,.

F% est généralement appelé opérateur de Feshbach (cf. [CDS]). Son
intérét est de ramener le probléme spectral initial & un probléme dans
L*(R")@® L*(R"). 11 servira aussi dans la section suivante & montrer que
I'on dispose d’une théorie des résonances pour P.

Fo=

3. RESONANCES

On se propose de montrer ici que I'on a une théorie acceptable des
résonances pour P prés du niveau 0 (i.e. compatible avec les théories déja
existantes, cf. [He-Ma]). Plus précisément, on montre:

PROPOSITION 3.1.  Sous les hypothéses du théoréme 1.1, le spectre de P,
(B J—a, al +i]0, a]) est discret prés de 0, et inclus dans {Im z<0}.
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De plus, pour tout u, v fonctions entiéres sur C"*?, telles que U,u et U,v
soient dans L*(R"*?) pour tout pe C assez petit, la fonction

2= {(P=2)" u,v)> ;2

se prolonge a partir de Im z > 0 en une fonction méromorphe en z prés de 0,
et ['union des péles de telles fonctions (lorsquon fait varier u et v) est
Pensemble des valeurs propres de P4 prés de 0.

(En particulier—du fait de la densité dans L? de telles fonctions u, v—prés
de 0, Sp P, est indépendent de 0 assez voisin dun 0, fixé).

Preuve. Posons pour zeC (et avec les notations du §2):
Rz, h) =

( —h A ul ul> — (P Xofz) Po(-ul) uldy (Gol2)(-ul), ulyy )
<Gs(z)('u?), uﬂ’)y —h2<Axu§, “g>y‘ (PoXo(z) Po('“g), “g>y

sur L3(R")@® L*(R"), de sorte que l'on a:
Fl=%+ Rz, h)

avec F o= UpFU_o, Fo=(— =24+ 4y (x) ® (—h*4 + Jyp(x)).
Du falt que ng =0 pour j=1,2, et que Xy=11,X,11,, on a:

<P9X9P9('uf), “z>y=h4<[dx5 Ho] Xe[”os Ax_](‘uf)a uZ>ye“” (3.1)

et il est facile de voir a I'aide du lemme 2.1 que [4,, I1,] est borné de
H™(R", 9,) dans H™ ~(R", 9,) pour tout me Z, et vérifie:
”1|x|>_R[Ax5 ﬁa]”g’(}{'mﬂmﬂ)_"o (R— + ). (3.2)

On a aussi le résultat suivant, qui nous resservira dans les autres
sections:

LEMME 3.2. Pour tout meZ, lopérateur Xy(z) se prolonge en un
opérateur borné sur H™(R", L(R?)), uniformément par rapport ¢ h>0,
zeC, 0eC, tous trois assez petits.

Preuve. On a déja vu que le résultat est vrai pour m =0 (cf. lemme 2.2).
Soient u et v tels que u= Xyv. On a donc:

(Pe—z)u=v+ [Py, H,Ju

. 33
ngzu. ( )

Par récurrence, supposons le résultat vrai pour me N fixe.
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Pour ae N”, |a| =m + 1, on obtient alors en dérivant (3.3):
(Py—z) 0%u+ [0% V]u=20%+h’e *° 0*[ Iy, 4, Ju
Cu= 3 I, ;0%

f<a
ou les IT) , sont des opérateurs bornés sur H* pour tout s, et 11§, = 1,
Du fait que I7,1T,=0 et [Q(xe®), IT,]1 =0, on en déduit:
Hy(Py—2) 11, 0%u=11,0% — I,[0% V]u
+ e M4, 0Ty 0*u+ 0*[ Ty, 4,Ju)
Myo'u="Yy H,II} ,"u. (34)

B<a
D’autre part, on a [, 4 IT,=1I1,[4., IT,], dou:

1Ty 0ull 12 < C 10%0 12+ C |ull gm + CH? | Hgua]| g2+ Ch ] gymos
1o 0°ull e S C utll yovm  (Vs€R),

et par suite, pour h assez petit:

el 1 S C |[oll gmr + C ] gy

Le résultat s’en déduit en appliquant T'hypothése de récurrence.
La propriété pour m <0 s’obtient par dualité, en remarquant que
Xo(z)*=Xo(2). 1

On déduit facilement du lemme 3.2 que X4(z) est @(h—2) de H™ dans
H™*2 (4 l'aide d’une estimation standard de {(Py+ C)u, ud, C>0 assez
grande) et donc, en utilisant (3.1):

Rz, h) est O(h*) de H"(R") @ H™(R") (3.5)

dans H™ Y(R"y@ H™~ '(R") pour tout me Z. )

(Ici, on a utilisé le fait que (4,(-uf), ul >y = <A, ul>y+ (V u’, ul>V,).
D’aprés (3.2) et le lemme 2.1, on a aussi:

1,5 Rz, M 4 (m@ pm pm—1 @ gm-1,—> 0 (R— + ) (3.6)

{a h>0 fixé, et uniformément par rapport a 0 et z assez petits).

Si I'on note P}= —h% =4, + A9(x), il est standard de montrer que le
spectre de Pj dans J—e, e[ +i]—¢, e[ est discret, indépendant de 6, et
inclus dans [0, &[. ‘
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Drautre part, ’hypothése (H4) entraine:

Im %}, (xe) < _Imb
¢,

pour 8 ]—a, a[ +i]0, a[ (avec C,>0), et donc

C
||(——h2e‘2"A+i‘l’——z)’1||2,(Lz(W))<I—mi0 (3.7)

uniformément pour £2>0, zeC, fe ]—a,a[ +i]0, a[, tous trois assez
petits.

On en déduit que (F§—z) ' est borné sur L*@® L* pour z assez petit en
dehors du spectre de PS, donc aussi de L?@® L dans H>@® H? (avec une
borne qui, bien entendu, dépend de A).

Soit We CP(R") tel que Re(W+43)>0. Lopérateur Fi=F2+ W
admet alors une résolvante (#¢—z)~! bornée de L°@® L* dans H*>® H?
pour tout z complexe assez petit. D’apres (3.6), ceci implique:
def

K%z, h) = (R%(z, h) — W(x)(F 2 —z) ! est compact sur L@ L? (3.8)

pour e ]J—a, a[ +i]0, a[, z assez petit, ou bien Im z> 0.

D’autre part, K%z, h) dépend analytiquement de z, et [|[K®(e %%z, h)|| - 0
lorsque z— — oo (zeR). Par la théorie de Fredholm, on en déduit que
(1 + K%z, h)) ! est une famille méromorphe en z pour z dans un voisinage
complexe de 0. Il en est donc de méme pour

(FC—z2) '=(F5—2)"' (1 + K%z, h)) L (3.9)
Si 'on note:
A% (2) = ([1— Xo(z) Po](-ut?), [1 — X4(2) Py](-u5)) (matrice 1 x 2)
—qui est un opérateur de L2(R")@® L*(R") dans L*(R"*?)—ainsi que
A% (2)= 4% (2)%,
on a alors par construction (cf. §2):

(Po—z) '=Xg(z)+ A% (2)(F—2z) 1 4° (2) (3.10)

et Xg(z), A‘l(z) sont analytiques en z prés de 0. On peut donc déduire de
(3.9) que le spectre de P, est discret prés de 0.
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Maintenant, si u et v sont des fonctions entiéres dans C"*7 avec Ugyu et
U,v dans L*(R"*7) pour tout 6 assez petit, on a, pour Im z>0:

A(P=2)" u vy o= (Py—2z) "' Ugu, Usv) 2. (3.11)

On en déduit d’aprés (3.10) que {(P—z)~'u, v),> se prolonge en une
fonction méromorphe en z prés de 0. Comme de plus I'espace de telles
fonctions u et v est dense dans L2, on voit que:

|J (Poles((P—z) " u,v)2) N (]—¢ e[ +i]—¢ €])

u,v

=SpPyn(]—¢e]+i]l—e &f)

pour ¢>0 assez petit. En particulier, par unicitt du prolongement
méromorphe, cet ensemble est indépendant de 6 assez voisin d’un
0, Y—a, a[ +1i]0, a[ fixé, et on a:

Sp Poc {Imz<0}. |

4. ConsTrRUCTIONS BKW

On rappelle ici brievement les constructions BKW formelles faites dans
[Mal], §3 et 4. L’opérateur matriciel

A, = ( P—F u2>
(hupy O
{ou u, désigne la deuxiéme fonction propre normalisée de Q(x) et {-,- >y

le produit scalaire dans L*(R?)) peut &tre considéré comme un opérateur
pseudo-différentiel de symbole

astm =TT O )

(Cuup)y 0

et agissant sur I'espace des séries formelles du type

— Y (x)/h ~m+if2
e Y h s;
jz0

ou 5,6 C*(2; 2, ®C), 2 étant un voisinage assez petit de 0 dans R”, et
Y(x) est la distance d’Agmon de x a 0 associée a la métrique dégénérée
A,(x) dx?. (On a alors y € C*(Q): cf. [He-Sj1]).

Cette action formelle se définit comme dans [Mal] formule (3.2), &
laide des valeurs de az(x, £) prés de {(x, i V§(x)), xe 2}.
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On a ici:

agp(x, iVip(x)) = (Q(x)—iz(x)—E u2>

<'9u2>Y 0

et il est facile de vérifier que pour E> 0 assez petit, cet opérateur est inver-
sible de 2, ® C dans L*(R?)@® C. Ceci permet d’inverser formellement A,

et on obtient:
G G}
A —1 - E E
8 (Gg Gp *)
ou G, * a pour symbole principal E — &> — 1,(x).

Les constructions faites dans [He-Sjl] permettent alors comme dans
[Mal] §4 de trouver pour tout je{l,.., N,} des séries formelles
Ej(h) = ejh +2 kst “j,khl Hh2 (“j.k eR) et bj(xa h)y=h""3 45 bj,k(x)hk/2
(b€ C=(R2)) telles que G (e ~*"b;) = 0. Revenant ensuite 4 I'opérateur
P par l'intermédiaire de 4 g (h), on en déduit I'existence de séries formelles:

a(x, y, )=h=" 3 a;(x, y)h*"? (41)

k>0
avec a;, € C*(£2; 9,), telles que I'on ait formellement:
Ple Y"*a.(x, y, h))=E;(h) e ¥ a;(x, y, h). (4.2)

De plus, du fait de (H1), il est facile de vérifier que les a; ainsi construits
de prolongent holomorphiquement en x dans un voisinage complexe de 0.
D’autre part, les réels m; sont choisis de telle sorte que 'on ait formelle-
ment:

||€‘Whaj” 2@xrey =1 (43)

On a donc ainsi construit N, valeurs propres formelles de P,. Le but des
sections suivantes est de montrer qu’en fait ces valeurs approximent correc-
tement les vraies valeurs propres de P, (c’est-a-dire les résonances de P)
qui sont assez proches du niveau 0.

5. REDUCTION DE L’OPERATEUR DE FESHBACH

Par construction (cf. (3.10) et le lemme 3.2), on a:
EeSp Py« EcSp F4. (5.1)

(Il s’agit en fait la d’'une généralisation du théoréme 9 de [CDS].)
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Si Pon note GY(E) = {Gy(-u%), u®)y (0l G, est défini a la fin du §2), on
a alors:

PROPOSITION 5.1. Pour EeC, |E| assez petit, et € 1—a, a[ +i]0, a[,
’opérateur GL)(E)—E est bijectif de H*(R") dans L*(R"), son inverse se
prolonge de H™(R") dans H™*/(R") pour tout meZ et je {0, 1,2}, et
vérifie pour h >0 assez petit.

_ C(m)
“(G:)(E)_E) ‘“ .?’(H’",H'"*f)<m
ot C(m)>0 est indépendant de E, 6, et h.

Preuve. Si l'on pose:
Yo(E) = {4, Xo(E) 4.(-uf), ul>y
on a alors:
GNE)= —h% 24 + A%(x) —~ hle A1, ul> y— h'e Y (E) (52)

ou l'on a utilisé le fait que (9, u{,u]>y="0 pour tout j, ce qui résulte de
ce que <uf, ul>=1 (cf §2).

De méme que pour (3.7), on voit aussi que Phypothése (H4) entraine,
pour A assez petit:

= B 1
I(PY—E)~'| zun=0 <m)

ou Yon a posé P0= —h%e =204+ A8 —h* (4 ul, ul) .
On en déduit de maniére standard:
- B 1
P2 =B Vi mn =0 (755 )

pour tout me Z, et je {0, 1, 2}.

Draprés (3.1) et le lemme 3.2, on voit aussi que Y,(E) est O(h~2) de H™
dans H™, et donc que h*(PY — E)~! Y,(E) est O(h?) de H™ dans H™, ce qui
permet d’écrire:

(GHE)—E) '=[1-h (P{—E) ' Y(E) ] (F{-E)~"  (54)
pour A assez petit. La proposition s’en déduit a 'aide de (5.3). |

Considérons maintenant une solution «,®a,e L}(R")@L*(R") de
léquation:

Fi (o ® ;) = E(2, D). (5.5)



220 ANDRE MARTINEZ
En utilisant la forme explicite de F% et la proposition 5.1, on voit que
(5.5) équivaut a:

def

%= — (GHE)— E) "' ({Go(E)aaud, u?)y) = Zy(E)a,

H%az = Eaz (5.6)
ou l'on a posé:
H%0, = (Go(E)ayul, ud) y + {GoE)(Zo(E)ar)ull, ub>y  (5.7)

Létude de F& sur L*(R")@® L*(R") se raméne ainsi & celle de HY sur
L3(R™).
On termine cette section en établissant:

PROPOSITION 5.2. Pour € ]—a, a[ +i]0, af fixé, on a:
HY = —h% 24, + %x)+ R%E, h)

e o vy sy = CU) smiforment po
Preuve. Remarquons d’abord que Fon peut écrire:
(Gooaul, uly y=[—h2%e 24+ 10— h* {48 uly ye ¥ ]a,
—he™ (A Xo A aru, U3y
si bien que I'on voit comme au §3 (cf. (3.1) et lemme 3.2) que cet opérateur

vérifie les conclusions de la proposition.
D’aprés (5.7), il suffit donc maintenant d’étudier I'opérateur

Zy=Go(Zy(-)ul), u3) y. (5.8)
Examinons tout d’abord 'opérateur
Gy = (Gol-uf) u>y
= —h2e=A (), uly y— e <A, Xo 4. (-u), u3) .

Du fait que {d4.(-u), ul>y=<dul,uly+2{V u},u3),V,, on voit
comme précédemment que G52 est O(h*) de H™ dans H™ .

D’autre part, Z,= —(GY(E)—E)~' GZ', ou G3' s’obtient a partir de
GJ? en intervertissant les indices 1 et 2. D’aprés la proposition 5.1, on en
déduit donc de méme que Z, est ¢(1) de H™ dans H™*'. Du fait que
Zo=GY2Z, (cf. (5.8)), ceci implique:

”ZG ” F(H™ H™) — @(hz)- .
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6. PROPRIETES DE H,

Le but de cette-section est d’étudier modulo @(h*?) le spectre de HY (a
|E| fixé assez petit), ainsi que la dépendance par rapport & E de HY.

Rappelons que le spectre de PS= —h% =24 _+ 15 dans ]—¢, e[ +
i1—¢, ¢] est discret, indépendant de 6, et inclus dans [0, ¢[. D’aprés un
résultat classique (cf. [Sim], [He-Sjl1]), on a aussi (en considérant le cas
6 =0 et en utilisant I'indépendance par rapport a 6):

Sp Pin [0, Cohl={E\(h), .., Ex,(h)} (6.1)
avec, pour tout j:

Ej(h)~eh+ Y o, ht*42

k=1

ou les e, sont les valeurs propres de —4, + 1<45(0)x, x) dans [0, C,].
Pour je {1, .., Ny}, notons I ;7 le cercle complexe de centre ¢;h et de
rayon 64, ol d >0 est assez petit pour que les e,/ vérifiant e, # e; restent
a l'extérieur de I',.
En annexe, on montrera:

LeMME 6.1. [[(P§ — 2) 'l pz) = Oh™')  uniformément pour z e
[ —e& Cohl+ il ~e, Coh] a extérieur de tous les I';, Im 0> 0, |6] et h assez
petits.

Draprés la proposition 5.2, on peut écrire (pour 8e J—a, a[ +i]0, a[
fixé):

Hy—z=(P{—z)[1+ (Pj—z)~" RUE, h)],
et donc, pour ze [ —¢, Coh]+i[ —&, Coh] 4 Pextérieur de tous les r:
HY—~z= (P~ 2z)(1+ Ri(z, E, h)) (6.2)
ou
IRz, E, b 412, = O(h).

On en déduit que Sp HYn ([ —e, Coh]+i[ —¢ Cyh]) est inclus dans
l'union des intérieurs des I, et les projecteurs correspondants s’écrivent:

n;?=§3r (z~H%)*‘dz=§ (14 Rz))~ (PO —2) ' dz

7
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d’ou
Hf=171?0+(9(h) (6.3)

ou 177, = §, (P;—z)~' dz est le projecteur spectral associé¢ 4 Pj et I';.
L’égalité (6.3) donne, pour 4 assez petit:

rg 1) =rg IIY,,. (6.4)

D’autre part, si ¢, .., ¢, désignent les fonctions propres normalisées de
P9 associées & E,(h), .., Ey,(h), et si (p]‘.’ (j=1, .., Ny) désignent leurs dilatés
(qui sont aussi dans L?), on aura en posant ¢! =¢?/|l¢] | .2

{Pg =E;(h) ]
1671l 2=1

et donc, d’aprés la proposition 5.2 (0e€ J—a, a[ +i]0, a[ fixé):
Hy.¢)=E (h)§] + O(h*). (6.5)
Comme de plus (d’aprées (6.3)):
I 3=+ O(h) pour keJ,= {kle,=e,},

les 177 ¢ °p (keJ ) forment une base de Im /7 ", et la matrice de HY|,,, n
dans cette base s’écrit d’aprés (6.5):

M;= diag(Ek(h))ker +0(h*)
et a fortiori:
M;=diag(e;h, ..., ejh)+(9(h3/2). (6.6)

La matrice M, n’étant pas hermitienne, le principe du mini-max ne
s’applique pas. On a néanmoins:

LEMME 6.2. Sp M;c {e;h} + O(h*?).
Preuve. En posant N;= #J;, on a pour zeC:

det(M,—z)=0=>|z—eh|"<C max I*?|z—ehV *
1<k N

d’ou 'on déduit immeédiatement, du fait que le max est atteint pour un
certain k=k(z, h):

|z—ehl <CR. |
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Ce qui précéde prouve donc le résultat suivant:

PropPosITION 6.3. Pour e —a, al +i]0, a[ fixé,
Sp HS n ([ —¢, Coh]+i[ —¢, Coh1) = {A{(E, h), .., A%,(E, h)}
avec, pour tout j:
AVE, h)=e;h+ O(h*?)
uniformément pour |E| et h assez petits.

Pour ce qui concerne la dépendance de H% par rapport a E, on va
montrer maintenant:

ProrPOSITION 6.4. f€ ] —a, a[ +i]0, a[ étant fixé, on a:

(i) HY~HY% =(E—E')S,{E, E’, h) avec
“SO(E’ E!’ h)” _y(Hm)=(9(h2) pour our me Z,

et uniformément pour |E|, |E'|, et h assez petits.
(i) Pour ke {0,1,2}, je {1, ., Ny}, et meZ:

I(HE—2) "= (H% —2) ' ppam ety = O(h~* |[E— E'|)
uniformément pour ze I'; et |E|, |E'|, h assez petits.

Preuve. Avec les mémes notations qu’aux paragraphes précédents, on
voit tout d’abord que

Xo(E)— Xo(E)=(E—E') Xo(E) Xy(E'),
et donc, d’apres le lemme 3.2:

1X6(E) ~ Xo{ EM| so(sem, = OUE — E'}) (6.7)

pour tout m, et uniformément par rapport a k.
On a de méme, grice a (5.3):

WPy~ E) ' — (P = E) Ml ppimpmen = Oh ™ |E—~E']),  (68)
pour je {0, 1, 2}, ainsi que (en utilisant (6.7) et (3.1)):

I Yo(E) = Yol E'WN o (am g2y = O E — E}). (6.9)
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Ecrivant ensuite (en utilisant (5.4)):
(Go(E)—E) ' — (Go(E")—E') !
=(1—h4P—E) ' Yo(E) "' [(PI—E) ' — (P!~ E) ]
+ L1 -h(PI—E)" Yy(E)
—(1—hYP{—E") "' Yo(E)) '] (P{—E)",
on obtient:
(GH(E)— E) ' —(GH(E") = E') "Il s,
=O(|E—E'| + |h*(P{— E)~" Yo(E) = h*(P{— E') " Yo(E')| psim)
et donc, a 'aide d’'une manipulation du méme type:
(GHE)—E) ' = (GHE) — E') Il gsm=CUE—E']).  (6.10)

Examinant ensuite les différents termes intervenant dans I'expression de
RE(E, h) (cf. 1a preuve de la proposition 5.2), on déduit facilement de (6.10)
que l'on a:

IRY(E, h)— RY(E', )| 4zgm, = O(h* |E~ E)) (6.11)

ce qui démontre (i).
Pour le (ii), on écrit (cf. (6.2)):

(Hy—z)"'=(1+RY(z E h)) " (P3—2)",
d’ou, en omettant la dépendance de RY par rapport a z et h:
(HY—z) ' = (HY—z2)
= (1+RY(E))™ (R(E")— RYE))(1 + RYE")) " (P3—2) .

Du fait que RY=(P5—z)~' RY, le résultat s’en déduit en utilisant le
lemme 6.1 et (6.11). |

7. FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 1.1

Pour j=1,.., Ny, et 8e[—a,al+i]0,a[ fixé, notons d;(x, y, h) une
somme asymptotique de la série formelle a;(xe?, y, h) construite au §4. Soit
aussi e C(£2), x=1 prés de 0, et posons:

7] —y(xel
vf(x, Vs h)=x(x)af(x, p, h)e v ixen,



L’APPROXIMATION DE BORN—OPPENHEIMER 225

Si p;= p,(h) désigne une somme asymptotique de E;(h) (cf. §4), on a alors
par construction:

(Py— p;)v! = O(h™) dans H™(R", L*(R?)), pour tout meN. (7.1)
Posant aussi, pour k=1 ou 2:
,g,k= <U?, ui) Ys
on a v)=p%,uj+ O(h') et donc
s Brsd =8+ ™).

On déduit aussi de (7.1) (en remarquant a I'aide du lemme 3.2, que X, est
O(h~%) de H™ dans H™*?):

(F4 —w)(B;,®B],) = 0(h*) dans H™(R")® H™(R") pour tout me Z.

Utilisant ensuite la proposition 5.1, on obtient alors:

def

r, € (HY — ) B?, = 0(h*) dans H™(R"). (1.2)

Maintenant, soit 4 une valeur propre de P, dans [ —¢, Coht] +i[ —¢, 0],
et w? une fonction propre normalisée associée. Posant:

B=<wluldy
on a alors:
(H)—1)p=0 (7.3)

et, d’aprés la proposition 6.3, il existe j€ {1, .., Ny} tel que
A=eh+ OR?). (7.4)
11 découle alors de la proposition 6.4, que pour zeI';, p=0, 1, ou 2, on a:
WS~ 2) " = (H = 2) Ml g aam sy ny = O 7). (7.5)

D’apres (7.2), on a aussi:

§ (= HE) " Bladz=Blat§ () e HY) s

J

=p%,+0(h),

ou l'on s’est servi d’'une majoration de (H% —z) ™' qui découle trivialement
de (6.2) et du lemme 6.1. A T'aide de (7.5) et du fait que ||ﬁﬁ2|| am=0(h"")
(cf. lemme 2.1 et §4), on en deéduit pour tout /e J;:
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(Z_Hg)*lﬁfzdz=ﬁ22+r1 (7.6)

I;

avec ||r,|| gm= O(h>*~™), pour tout m = 0.
Posant I1,=§ r(z—H 9)~! dz, et se servant de la proposition 6.4(i), on
déduit de (7.6) que:

Hg”lﬂ?zz,u/”xﬂfz“‘r; (7.7)

avec |7} .2 = O(R>?).
Par suite, (du fait que rg I7,= N,= #J, d’aprés (6.4)), (Hlﬁfz),e,j est
une base de Im 17, et la matrice de H? dans cette base s’écrit:

M, = diag(p));e ;,+ O(h?).

On en déduit, en écrivant que det(.#;, — 1) =0:

[T 1i-ml<C max 4% [ 1i—u
leJ; likcngf leA
[y

#A=N—k
avec C > 0. En particulier, 3k = k(h) € {1,.,N,;} et A = A(h) c J,,
#A=N,—ktq.

11—l <Cr*?

le J\4
et donc, du fait que #(J\4)=k:

min |4 — u,| < Ch>2,
lelJ;

Autrement dit, il existe p,(h) =e,(h)=e;h+a, h¥* + O(h?) tel que
i=,u,l(h)+(9(h5/2). (7.8)

Posant ensuite 4, = {leJ;|a,;=a, }, et a, = #A,, on obtient de méme
pour /e A;:

HYI, B, =u, B, + O(h’) dans LA(R")

et donc, écrivant a nouveau que det(.#; — 1) =0 (et utilisant le fait que si
1¢ Ay, alors |A— p,| ~ h¥?):

l—[ u«—',ullh(:;ﬂ)(}vj—al)s C max h3k I—[ Ix_ﬂllh(3/2)(N,—a1)'
le A, ljii‘“ leB
1
#B=a —k



L’APPROXIMATION DE BORN—-OPPENHEIMER 227

On en déduit comme précédemment qu’il existe /, € 4, tel que:
A= p(h)+ O(R). (79)

Considérant ensuite A, = {/€ 4, | «,,=a,, ,}, puis itérant ce processus, on
obtient finalement (du fait que les y, sont en nombre fini <Ny):

e {1, ..., No} tel que A= p,(h) + O(h=). (7.10)

Pour terminer la preuve du théoréme 1.1, il ne reste plus qu’a montrer que
P, admet exactement N, valeurs propres dans [ —¢, Coh] +i[ —¢, 0].
Notons Zj(E) 'opérateur sur L*(R") défini par:

WE)B= —{GoE)(GHE)—E) "' Bluf, uly,

(i.e., Z4(E) = Z,(E)* avec les notations du §5).
I1 est alors facile de voir, par un calcul analogue a celui du §5, que
Pon a:

(Fo—E)!
Z[(C?};(E)—E)”+Ze(E)(H’;’5—EV1 o(E) Ze(E)(H%—E)'I]
(HG—E)~' Zy(E) (H;—E)"!
(7.11)

Daprés les résultats du §5, les opérateurs Zy(E), Zy(E), et
(GH(E)— E)~! sont bornés uniformément par rapport a E et h assez petits,
et dépendent analytiquement de E. En utilisant la formule (3.10), on en
déduit que (Py,—z) " sécrit:

(Po~z)"'=(2) + By(2)(H —2) ' B(2)
ou (z), %,(z) et B,(z) sont analytiques en z prés de 0, et bornés unifor-

mément par rapport a h. (Ici #,(z) envoie L*(R"*7) dans L*(R"), et #,(z)
va dans lautre sens). On en déduit, pour j=1, .., Ny:

(Py—z)! dz=3£ B, (2)(H —2)~! Bylz) dz
Ty T
et donc, d’aprés (6.2) et le lemme 6.1:

a (Po—2z)"" dz=B\(e;h) <§ (P§—z)~! dz) Byle;h)+O(h). (7.12)

A fortiori, on aura pour h assez petit:

rg§ (Py—z) ' dz<N;.
I

505/91/2-4
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Comme on sait aussi, d’aprés (7.10), que les éventuelles valeurs propres de
Pg dans [—¢, Coh] +i[ —¢, 0] sont dans I'union des disques de bords I
(j=1, .., Ny), on en déduit:

# Sp Pon ([—¢, Coh] +i[ —e, 0]) < N,.

D’un autre c6té, les constructions approchées du §4 (cf. aussi (7.1))
prouvent que le rang de §r (Py—z)"'dz est minoré par N;, dou le
résultat. (On pourrait aussi obtenir une formule “inverse” de (7. 12)) ]

Remarque 7.1. La démonstration ci-dessus ne prouve pas a priori que
tous les développements asumptotiques E;(#) du §4 sont atteints par Sp P,
Néanmoins, cela est vrai pour la raison suivante:

Notons I';(h) un cercle complexe de centre u; (h) et de rayon A"V (N> 1
arbltralrement grand).

D’aprés (7.2) et la proposition 6.4(i), on obtient:
b E—HY @=L+ (z—p) t—H)rdz (113)
rih) ’ Tjh)
ou
Y0(2) =Bl — (z— )~ (HO— H') B2, = B2, + O(K?).

Du fait que y; %(z) est holomorphe en z (car méromorphe et bornée), il suffit
de montrer que la fonction

r=§ (z—u,)—l(z—Hg)-lrde{i r(z) dz est O(h*)
Iith) rjth)

(car d’aprés (7.13) il existera alors nécessairement un pdle de
z (z— H?)~! entouré par I'}(h)).
Posons comme avant:

n,=§ (A—H)"' di.
T
On a alors:

IT.r(z) dz

I

=§ $ -w) G- e-HY) = (G—H) I dz d
zel'[YAel;
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et donc, du fait que I'; entoure I'; (en intégrant d’abord en A pour le

premier terme, et d’abord en z pour le second):
§ Mr@ de=r—§ (—pw)' (A~ H) ' di
r; ry !

ou l'on s’est servi du fait que pour i€ I, 'application z s (41— HE)~" est
holomorphe prés de 0 grice 4 la proposition 6.3.
Utilisant I'estimation du lemme 6.1, on obtient donc:

r= (z—p) ' M (z—H) ' r;dz+ O(h™)

rjh)

ce qui raméne le probléme au cas de la dimension finie (=N;) et I'on
trouve:

|.(z— H?)~" I,|| < (dist(z, Sp H?)) "™
<h VN pour zel'j(h),

d’'ou r=0(h™).

ANNEXE: DEMONSTRATION DU LEMME 6.1

On applique ici une technique due & Briet, Combes, et Duclos [BCD].
Soient J;e C3'(1x]| <) et J,€ C*(R") (6> 0 sera fixé assez petit plus bas)
telles que J,=1 prés de 0 et:

1=J24+J2.
J désignera opérateur d’identification:
J. L(R")® L*(Supp J.) = L*(R")
u®v-Ju+J,v.

*
On a alors JJ* =1 ).
On pose aussi:

Hy= —h% 24+ 1{250)x, x>e?,
Hy=P8= —h% =24 + 1,(xe),
H§= Hg|;2s4pps,) avec condition de Dirichlet sur 8 Supp J..

Du fait que inf, _g,,p,, Re €2°2,(xe?) >0 si |6] est assez petit, il est facile de
voir que l'on a:

(A1) (Hg—z)~"' est borné uniformément pour |z| et h assez petits.
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D’autre part, si 'on pose y=xh~"? H} s’écrit:
(A2) H,=hH}

avec

H)= —e 24,4+ 12" (0) y, y).
Montrons d’abord:

LeMME A.1. Pour tout pe [0, 2],
X172 (Hy—2) "l pz2y = O(R?? 1)

uniformément pour z a lextérieur des I';, ze[—e, Coh]+i[ —e, Cyhl,

j,
Im6>=0, |0| et h assez petits.

Preuve. 11 suffit de le montrer pour 6 =1in, « >0 assez petit. D’aprés
(A.2), on a:

|xX|? (Hy—z) "' =h">=1|p|” (Hg—zh™")",

et les valeurs propres de Hj dans ]—o0, C;]+ iR sont e, .., ey,. On en
déduit que pour tout C>0, (Hy—zh~ ')~ " est borné sur L? uniformément
pour z 4 I'extérieur des I';, ze [ — Ch, Coh ]+ i[ — Ch, Coh]; d’ou le résultat
pour p =0 dans ce cas.

Si maintenant ze [ —¢, Coh] + i[ —¢, — Ch] alors:

e (H)—zh ')y= — A+ 1e%C2"(0) y, y> —zh'e?
et donc, pour ue Cy(R"):
Im{e®®(H)—zh™ " Yu, u) 2= 4sin dalA"(0) y, yDu, u),:
—h'(Re z -sin 20 + Im z - cos 2a) [Ju||?,
d’ou
[<e®(HS—zh ")u,ud| > —h~'(Re z-sin 20 + Im z - cos 2a) |Ju >
En particulier, si 'on prend o assez petit et C assez grand pour que:
C cos 2a > C sin 20

on obtiendra le résultat voulu pour p =0 dans ce cas.
Il reste a étudier la région ze [ —&, — Ch]+i[ — Ch, Cyh]. On écrit ici:

Re(e®®(HS~zh " Yu,u) 2> —h~'(Re z-cos 2a — Im z - sin 2a) [|uf|>.
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L’estimation cherchée pour p =0 s’en déduit de méme en prenant C> C,
et o assez petit pour que cos 2a > sin 2a.

L’estimation pour p#0 vient de ce que, si u=(Hg~zh"')"'v, on a
alors, pour z dans I'ensemble considéré:

I[ —4 + 4 cos 44{2"(0) y, y> + |Re(ze*®)|
+ (L sin 4a{A"(0) y, ¥> + [Tm(ze**)|) Jull 2 < C ||v]l.

Du fait que les parties réelles et imaginaires de I'opérateur intervenant dans
les normes sont toutes deux positives, et que la partic réelle est
>(1/C)|y|% le résultat s’en déduit a l'aide d’estimations a priori
standards. |}

Posons maintenant:
Hj=H;®Hj
et

IT=H,J—JH.

Un calcul élémentaire montre qu’alors, pour z en dehors du spectre de H,
et de celui de H, on a:

(A3) (Hy—z) '(1+H(HE—z) ' J¥)=J(Hi—z) ' J*
LeMME A2, 1l existe p<1 tel que:
II(Hy—z)" " J* | <p

pour z a Pextérieur des I';, ze [ —&, Coh]+i[ —¢, Coh], Im82=0, |0] et h
assez petits.

Preuve. Si on pose W= (1,(xe’)—1<{15(0)x, x>e*)J;, on a:
Hu®v)= Wu—h*"2([4,J]u+14,J,]v)
et donc:
HHj—z)"" J*=N[(Hy~z)"" J,®@(H5—2)"" J.]
(A4) =~ W(H,—2) ' J,— WPe 2[4, J)(H) —2) =" J,
—h2e 2[4, J,J(H—2)"" J,.

Comme W= @(|x|*) prés de 0, on aura en prenant § > 0 assez petit, du fait
que Supp W< Supp J;:

IW(x) <e x|
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(avec ¢>0 arbitrairement petit), et donc, d’aprés le lemme A.l appliqué
avec p=2:

(A5) [IW(Hy—z)""]=0Ce).
On applique ensuite le résultat suivant de Briet, Combes, Duclos (que I'on
énonce ici un peut difféfremment):
LemMe III.1 pe [BCD]. Soit:
T=hT,+T,,
To=—Y 0xlay,+ib.,) 0,

kI

ou a, et by, sont C* réelles et bornées sur un ouvert Q, (a;;); <.;<n €St
définie positive, (b ;)\ <x.1<n €St positive, et T, est un opérateur de multi-
plication tel que:

12, Q et a>0/Re T, = a sur Q,.
On suppose aussi que T~ existe sur L*(Q) et vérifie
Ipe[0,1] et C>0 tels que | T~ <Ch™ 2.
Alors, Vge CF(82,) on a:
leT~ ' <C,
IVAgT~ DI < Coh~!
ou IVAu|2=Zk,,ak,,6ku 0,i et C,, C, ne dépendent que de a, C et g.

(On renvoie 4 [BCD] pour la preuve de ce lemme).

Si on applique ceci avec To= —e ¥4 et T, =3{15(0)x, x>e*® —z, alors
on peut prendre Q,=SuppVJ;, pour h assez petit, et, du fait que
[4,7.]=VJ,-V+(4J,), on obtient (grice aussi au lemme A.1):

(A6) I[4,JAHy—2)"" T =0(h"").

On a vu d’autre part que Re e*’(H§—z) > a> 0, si bien que I'on obtient de
méme:

(A7) {4, J1HG=2)"" T =0h"").

En utilisant (A.5), (A.6) et (A.7), on voit sur I'égalité (A.4) que le lemme
A.2 s’en déduit. |
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Revenant maintenant a (A.3), on obtient donc:

(Ho—2)'=J(HI—z) " J*U1+ I(H{—z)"' J*)

et par suite:

I(He~2) IS CI(HG—2)"").

Le résultat cherché provient alors directement du lemme A.1 et de (A.1).

[Ag-Co]
[Av-Se]

[B]

[Ba—Co]

[Bo-Op]

[BCD]

[Col]

[Co2]

[CDS]

[Co-Se]
(Fel

[Hal]

[Ha2]

[He-Mal
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