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On Ctudie I’opkateur P = - h*A, - A,, + V(x, y) sur W; x R; lorsque h tend vers 
zero, dans un cas od des resonances apparaissent. En utilisant la methode de 
Feshbach, l’etude de P est d’abord ramenee a celle dun operateur matriciel sur 
t’(R;), de terme principal diag( -h’A + A,(x)) od les A,(X) sont les valeurs propres 
de -A, + V(x, u) sur Lz(lR:). Sous I’hypothese que 1, admet un puits ponctuel non 
degenere (et des conditions supplementaires sur A,), il est alors prouve que P 
poslde des resonances ayant un dtveloppement asymptotique reel en h”*, proches 
des valeurs propres de - h2A + L,(x). 

We study the operator P = - h*A, - A,. + V(x, y) on W: x lRJ when h tends to 
zero, in a case where resonances appear. Using the so-called Feshbach method, the 
study of P is lirst reduced to that of a matrix operator on L2(RT), with principal 
part diag( - h2A + A,(x)) where the 1,‘s are the eigenvalues of -A, + V(x, y) on 
L2(R.;). Under the assumption that A2 admits a non degenerate point well (and 
additional conditions on A.,), it is then showed that P has resonances with a real 
asymptotic expansion in h”*, close to the eigenvalues of -h’A + l,(x) (see 
Theorem 1.1). 0 1991 Academic Press, Inc. 

INTRODUCTION 

Depuis l’article initial de M. Born et R. Oppenheimer [Bo-Op], la 
technique d’approximation qui Porte leurs noms a suscitt de nombreux 
travaux dont on trouvera en bibliographie un (petit) bchantillon (on n’a 
cite que les papiers les plus r&cents, ainsi que celui devenu classique de 
H. Feshbach). Tres britvement, il s’agit d’etudier le comportement d’un 
systeme a plusieurs corps lorsqu’on fait tendre la masse de certaines par- 
ticules (les noyaux) vers + co. (Voir [Ma21 pour un expose plus ditaillt 
des motivations, ainsi que les articles cites en bibliographie). On est ainsi 
ramene a l’ttude d’un hamiltonien du type 

P= -h*d,-Lly+V(X,y) 
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dam E?f: x [WY”, lorsque h tend vers zero. L’idte est alors de remplacer dans 
l’expression de P l’optrateur Q(X) = -A, + I/(x, y) (dans RJ a x fixe), par 
la famille A,(x) < A,(x) d . . . de ses valeurs propres. Ceci rambne 
approximativement l’etude de P a celles des operateurs 

- hzA, + sij(x) 

dans Rz, pour j= 1,2, . . . En fait, si on s’interesse aux proprietes spectrales 
de P pres dun niveau d’tnergie E, lixe, la methode permet de se limiter aux 
;li(x) verifiant inf,. Aj(x) < E,. 

Dans notre precedent article [Mall, on s’est interesse au cas od A,(x) 
admettait un minimum strict non dtgenere, et on a ttudie le spectre de P 
pres de la valeur de ce minimum (il s’agit d’une situation deja consideree 
par Combes, Duclos, et Seiler [CDS], et par Hagedorn [Hal]). Ce 
spectre est alors discret, et on a montre en particulier que les valeurs 
propres admettent des developpements asymptotiques en puissances de 
A’/*, et les fonctions propres des developpements de type BKW dans un 
voisinage (fixe) du point oh Min A, est atteint (puits). 

On se propose d’etudier ici la situation ou c’est A, qui admet un mini- 
mum strict non degenere, A, restant en dessous de la valeur de ce mini- 
mum. Ceci constitue a priori le cas le plus simple oh vont apparaitre des 
resonances pour P. Ces resonances seront accessibles a partir dune dilata- 
tion analytique en X, et le premier pas consistera a montrer que I’on 
dispose ainsi dune bonne thtorie des resonances pour P. En principe, 
l’operateur P provient d’un probleme a plusieurs corps, pour lequel on dis- 
pose deja dune thtorie des resonances (cf. [Ba-Co]). Mais m&me dans ce 
cas, il n’est pas habitue1 de ne dilater qu’un seul groupe de variables. (Ici, 
le potentiel I’ sera suppose regulier en x, a valeurs dans un espace L” zi 
poids en y. En particulier, le cas de potentiels Coulombiens est ici exclu, et 
demanderait une machinerie un peu differente, analogue A celle de 
[KMSW]). 

La mtthode de Feshbach pour l’operateur dilate (prisentte ici par 
le biais d’un probleme de Grushin) permet ensuite de se ramener a 
un systeme 2 x 2 dont le terme principal est le dilate de 
diag( - h*A, + Al(x), - h*A, + A,(x)). Comme on ne s’inttresse ici qu’aux 
resonances provenant des valeurs propres de -h*A,+ n,(x), on met en 
plus une condition de viriel sur A,(x), de telle sorte que l’operateur 
- h2A,x + Al(x) n’admette pas de resonance pres de E, = Min I,. Le resultat 
principal de cet article est alors que les resonances de P dans 
[E, - E, E, + C,h] + i[ -E, E], (E > 0 assez petit, C, > 0 arbitraire) admet- 
tent des developpements asymptotiques reels en puissances de hl/*. En 
particulier, la partie imaginaire de ces resonances est O(hm ). 

La technique consiste a utiliser les constructions BKW faites dans 
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[Mall (a l’aide d’un calcul pseudo-differentiel formel) qui donnent des 
valeurs propres formelles pour P pres du niveau E,, et que l’on demontre 
ensuite correspondre en fait a des resonances de P. On montre aussi que 
toutes les resonances dans [E, - E, E, + C,h] + i[ -E, E] sont ainsi 
atteintes. 

La demonstration se deroule en quatre ttapes: la premiere (methode de 
Feshbach) consiste a ramener l’etude du dilate de P a celle d’un systeme 
2 x 2 sur L*(R”)@ L*(R”). Ensuite (deuxibme &ape) on utilise l’hypothese 
de viriel faite sur A,(x) pour se ramener en fait a un operateur scalaire Hi 
sur L*([w”) (de terme principal - h2e-20Ax + A,(xe’)). Cet operateur ayant 
une dependance non lineaire en le parametre d’tnergie E, on btudie alors 
plus precistment (troisieme ttape) cette dtpendance. On utilise linalement 
les constructions BKW (dernibre ttape) pour obtenir successivement tous 
les’ termes des developpements asymptotiques cherchts. 

Le plan est le suivant: 

1. Hypotheses et rbultats. 
2. Methode de Feshbach. 
3. Resonances. 
4. Constructions BKW. 
5. Reduction de l’optrateur de Feshbach. 
6. Proprittes de Hi. 

7. Fin de la demonstration. 

1. HYPOTHI~SES ET RBSULTATS 

On considere l’opkrateur differentiel 

P= - h*A, - A, + V(x, y) = - h*A, + Q(x) 

dans Iw: x ‘WY”, et on Ctudie les proprietes spectrales de P lorsque h tend 
vers 0. 

Si m = m(y) est une fonction continue sur Rp, avec m 2 1, on posera 

mL"(RP)= {feL~c(RP)I m(y)-'f~L"(RP)), 

muni de sa norme naturelle qui en fait un Banach. 
Pour 6 > 0, on notera aussi &‘(S, m) l’espace des fonctions de 

D,= (xEC” 1 [Im xl <6(Re x)} dans mLw, qui sont holomorphes et 
born&es en x dans Da. 

L’hypothese que l’on fait sur le potentiel V (reel sur !R”+p) est alors: 
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Wl) 
1 m(v) B 1 continue sur Rp, 6 > 0, V, E d(6,l) 
et V, E d(6, m) tels que V = I/, + V,, et avec: 

3C> 0 tel que VxE [w” V,(x, y) m(y)-’ >A p.p. sur iRp, 

et JV,T/,I m(y)-’ < C p.p. sur [wp. 

(En particulier, l’hypothbe (Hl) est toujours satisfaite pour VE&(& 1). 
De plus, par les formules de Cauchy, (H 1) implique que m(y) - ’ 8: F’= 
0((x)-“‘) pour XED~, 6’<6). 

Les operateurs P et Q(x) sont alors essentiellement auto-adjoints sur 
L2(R”+p) (resp. L2( iwp)) et on note par les m&mes lettres leurs extensions 
auto-adjointes, qui sont de domaines respectifs: 

&= {uEH2(lRn+p 1 I mb)ue L2(~“+pH 

9JQ= {udP(W) (m(y)oEL*(w)}, 

que l’on munit de leurs structures naturelles d’espaces de Hilbert. (Cela 
dtmontre de man&e analogue g [ Ma1 ] lemme 1.1). En particulier, 
domaine de Q(x) est independant de x. 

On suppose en outre: 

032) 
Pour tout x E ET’, # o,(Q(x)) > 2 et la deuxieme valeur 
propre I,(x) de Q(x) est simple et v&lie 

lim dist(A2(x), ~Q(x))\{~~(x))) >O. 
Ix\ 4 cc 

Remarque. Par des rtsultats gentraux (cf. [Re-Si]), on sait deja que 
premiere valeur propre n,(x) de Q(x) est automatiquement simple. 

A cause de l’hypothese (Hl ), on a (avec C > 0 assez grand): 

-C<Q(x)G -d,+Cm(y). (1 

se 
le 

la 

1) 

On en diduit par le principe du mini-max que les deux premieres valeurs 
propres A,(x) et n,(x) de Q(x) sont uniformement born&es par rapport a x. 

D’autre part, il est facile de montrer que n,(x) et n,(x) dependent 
analytiquement de x E W. On se place maintenant dans la situation ou 
I,(x) prtsente un puits au dessus du niveau maximum de n,(x), c’est-a-dire 
(apres l’ajout Cventuel dune constante a V, et une translation dans la 
variable x): 

((H3)) ,I,>O, supI,(x)<O, !im A2(x)>0, ,I;l(O)= {0}, A;(O)>0 
la” ‘XI + cc 

infR!ist (~2(x), ~Q(x))\(~~(x))) > 0. 
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On note U, l’operateur unitaire de dilatation en x (a partir de 0), detini 
pour 0 E ] -E, E[ par: 

V’CPE C(y(R”fP), U,cp(x, y) = e”8’2q7(xee, y). 

Grace a (Hl ), Q(xe”) se prolonge en une farnille analytique de type A au 
sens de Kato (cf. [Re-Si]) pour ICE]--,a[+i]--,a[ avec a>0 assez 
petit. 

On suppose tinalement que le potentiel effectif A,(x) ne tree pas de 
resonances prbs du niveau 0. Plus prbcistment, on met la condition de 
viriel: 

(H4) sup (21,(x) f x .VA,(x)) < 0. 
R” 

On montrera a la section 3 que, sous ces hypotheses, on peut dtlinir les 
resonances de P pres du niveau 0 comme ttant les valeurs propres de 
P, = U, PUpi,, (p > 0 assez petit), de domaine gp. Celles-ci ne dependent 
pas du choix de CL, et sont situees dans le demi-plan inferieur { Im z Q O}. 

Un exemple de potentiel satisfaisant a toutes ces conditions est fourni 
par 

T/,(x, Y) = (vf(x) + 1) Y2 

oti f> 0 est une fonction holomorphe et bornee dans D, telle que f I Rn 
posdde un minimum non degentre en 0, et v > 0 est assez petit. (Le spectre 
de Q(x) est alors constitue des (vf(x) + 1)‘12 uj, oti les a, sont des 
constantes). 

Pour C,, >O fixt en dehors du spectre de H, = -A, + i(A;(O)x, x), 
notons e,, . . . . eivo les valeurs propres de Ho dans [O, C,]. Notre resultat est 
alors: 

THI?OR~ME 1.1. Sous Zes conditions (Hl ) d (H4), et pour h > 0 assez 
petit, P admet exactement No rPsonances dans [ -E, C,h] + i[ - E, 0] (8 > 0 
fix6 assez petit), notbe PI(h), . . . . p,,(h), et pour tout j, pi(h) admet un 
dkveloppement asymptotique Gel du type 

p,(h)-e,h+ c aj,kh1+ki2 (“j,k E Iw). 

k>l 

En particulier, 1Im p,(h)1 = O(hm). 

Remarque 1.2. En fait, on s’attend m&me a ce que 1Im p,(h)1 soit 
exponentiellement petit (i.e. O(e-“lh) avec E > 0), (cf. [La-Li] et [Ma3]). 

Remarque 1.3. Bien entendu, le fait de se limiter aux deux premieres 
valeurs propres de Q(x) ne joue ici aucun role, et le resultat s’etend sans 
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aucun problbme en remplacant J,(x) par n,(x) (N arbitraire), et en suppo- 
sant que les AJx), j= 1, . . . . N- 1 dependent analytiquement de x (avec 
d’tventuels croisements) et verilient tow (H4). 

Remarque 1.4. La question de savoir si les p,(h) peuvent ou non &tre 
des valeurs propres plongees de P parait assez delicate, et on renvoie le 
lecteur interesse aux resultats de [Re-Si], Tome IV, Chapitre XIII. 

2. LE PROBL~~ME DE GRUSHIN DILATE (MBTHODE DE FESHBACH) 

On note uj (j= 1 ou 2) les deux premieres fonctions propres de Q(x), 
reelles et normalike dans L2(lRp). Pour 8 E ] -a, a[, on note aussi 
u/” = uj(xee, y), et on considere le probleme de Grushin: 

sur SBr@L2(W)@L2(W), oti P,= UOPU-,, et (., .),, dtsigne le produit 
scalaire dans L’( IX”). (( ., uy ) y est done par definition l’adjoint de 
l’operateur L2( FY) 3 u H uuy E L2( Iw” +r)). 

Afin d’ttudier l’extension de AL(h) aux 0 complexes, on va d’abord 
montrer (en notant Li(Iwr)= (uE L2([wp) t.q. muE L2(rWp)>): 

LEMME 2.1. (i) Pour 0 E ]-a, a[ + i] ---a, a[ et XE (w”, I’opbateur 
Q(xe’) - Q(x) est b or& de LL(Iwp) dans L2([wp), et uer$e: 

IIQWs) - Q(x)11 A?(Lb,L2) = fl(lel) 

uniformement par rapport a x. 

(ii) Pour j= 1, 2, Aj se prolonge en une fonction holomorphe dans D6’ 
(8’ > 0 assez petit), vtrifiant: 

Ai(xee)-Aj(x)=0((f3() 

uniformement par rapport a x E [w” et e E ] -a, a[ + i] -a, a[. 

(iii) Pour j = 1, 2, uI se prolonge en une fonction holomorphe en x dans 
D,. et a valeurs dans go, et verifiant pour tout ciE N”: 

II~r,~;lIY=wXP’) 
Ila~u;-a~ujl(,=o(lel (x)-‘“1) 

unzformtmentpourx~[W”et~E]-a,a[+i]-a,a[. 
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Preuue. (i) Q(xe’)- Q(x)= V(xe’, y)- V(x, v) est borne de Li(!Rp) 
dans L2( Rp) par I’hypothese (Hl ), et 

uniformement par rapport a x, y et 0 E ] --a, a[ + i] ---a, a[, d’ou le 
rtsultat. 

(ii) Si T,(x) est un cercle dans Cc de centre Aj(x) et de rayon 6 > 0 
fixit assez petit, alors on a pour x E R” (en notant f = 1/2irc J od I’integrale 
est prise sur un contour orientt): 

rg (z-Q(x))-‘dz 
> 

= 1. 

D’autre part, d’apres (i) et la deuxieme formule de la resolvante, on a aussi, 
pour z E Tj(x): 

On en deduit, pour 13 E l-u, a[ + i] --a, a[ (a > 0 assez petit): 

et si l’on pose: 

rg (z - Q(xee))-’ dz 
> 

= 1 

v;(x)+ (z - Q(xe’))-’ u,(x) dz 
c/(x) 

(2.1) 

(2.2) 

alors uy = uj + O( 181) dans L2( Wp) (uniformement par rapport a x E KY’), et 
II/” depend analytiquement de 8 (a valeur dans go). Pour 8 reel, on a aussi: 

S(xe”) = (Q(xe’)uy, VT) ,J( uy, 0.;) ,,. 

On en deduit que ij(xee) se prolonge analytiquement en 0 dans 
] --a, a[ + i] --a, a[, et il en va de m&me pour uj(xee, y) (a valeurs dans 
go) en tcrivant pour 8 reel: 

uj(xee, y) = oy/Jm. (2.3) 

A cause de (2.1), on a aussi ntcessairement ;lj(xee)=Aj(x) + O(6), et 
done (cf. (1.1 )), Lj(xee) est born&e uniformtment pour x E R”, 
0 E ] -a, a [ + i] -a, a[. Par des inegalitbs de Cauchy, on en dtduit qu’il en 
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va de meme pour (a/83) 3Lj(xes) (quitte a diminuer un peu a > 0), et done 
par l’inegalite des accroissements finis: 

(iii) Du fait que \Iujli Y= 1, on voit que i3uj/axk est necessairement 
orthogonale a uj (pour x reel et k = 1, . . . . n). D’autre part, on a aussi: 

uj = 
P 

(z-Q(x))-’ ujdz. (2.4) 
r,(x) 

On en deduit 

au. -L= 
axk 

(z-Q(x))-‘2 (Z-Q(X))-’ Ujdz 
k 

(2.5) 

et on a vu que aV/axk=6((x)P’) de L,“(lRP) dans L2(Rp). Derivant a 
nouveau (2.5), on en dtduit le (iii) pour 8 = 0. Le resultat pour 0 #O 
provient de la formule (2.3) et du fait que (cf. (2.2)): 

u;-uj= P (z- Q(xe’))-’ (V(x, y)- V(xe’, y))(z-Q(x))-’ ujdz. 
r,(x) 

Le (iii) s’en dtduit comme precedemment en dtrivant cette formule par 
rapport a x. 1 

On definit maintenant pour 13 E ] -a, a[ + i] ---a, a[ le projecteur 17, sur 
L2( R” +“) par: 

n,u= (24, &4y+ (24, u~>yu; 

ou ( ., u;) ,, designe l’adjoint de l’opirateur L2(W’) 3 u H UUJ” E L*( lRn+p), 
(justifie par le fait que (uy, u:)~= S,,, pour tout 8, par unicite du 
prolongement analytique) et on pose: 

fi,=l-n,. 

Le probleme de Grushin que l’on considere pour 0 complexe est: 

A;(h)= ($$; ; f). (2.6) 

Afin the pouvoir inverser A:(h), on va d’abord montrer: 

505/91/2-3 
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LEMME 2.2. II existe une constante C > 0 telle que, pour 9 complexe assez 
petit, on ait: 

pour tout u E L*( W fp), E assez petit. 

Preuve. Soit v E L*( lRn+p) tel que I?,0 = v (0 fixt:). 
On a done en particulier: 

figv=v- (v, +uf)yuQ- (v, u+.4~)*u~ 

d’oii l’on dtduit A l’aide du lemme 2.1: 

~,fi~~=V~v+~(IIm W(Ibll + IlV,4l) (2.7) 

dans L*( IR”+~). 
On a aussi: 

Q(xee)v = Q(xe”)fi,v + Q(xe’)(D,, - fle)v (2.8) 

et du fait que Q(xe”)uj= Aj(x)uj+ 0([0[) dans L2(lRp) uniformtment par 
rapport $ x, on en dkduit A I’aide du lemme 2.1: 

Q(xe’)v= Q(xe’)Z?,,v+ O((13l . llvll) dans L2(Wtp). (2.9) 

Par suite, 

<Q(-=%, u> = <QW’)fi,s fiov) + WI@ . Ilvll’) 

= <QWbv, &JO + WfW~(,4fio~~ fioo) + @(I@ . Ibll’) 

= ~QW&~, fbxl + wlw) + owl . IIVII~) 

d’oti, du fait que Q(x)fi,,>O: 

Re<Q(=%, v> +j Ilfio412 + flo(lel . IM’) 

avec C > 0, et done, en utilisant le fait que fi,,u = v + 0( 181 . II VII ): 

Re<Q(do, u> 2: ll~ll* 
1 

(2.10) 

avec C, > 0, uniformkment par rapport $ 8 E C, (81 assez petit. 
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Utilisant (2.7) et (2.10) avec u = l?,u, on obtient: 

Re(fi,P,l?,u, i?,u> = Re h2e-2e(V,Ij,u,V,risir,u) 

+ Re(Q(xe’)Z?,u, fi,u) 

ah2 IIV.xfi,ul12 (1 -S(lel)) 

+$ IMb412 (1 -NW)) 
I 

d’oti le rtsultat pour 101 assez petit. [ 

En particulier, le lemme 2.2 montre l’existence dun inverse borne 
(Pk-E)-’ de la restriction de fi,(P,-E) a {uEL~(W+~); i?,u=u}. 

Considerant ensuite l’operateur A:(h) defini en (2.6) comme un 
operateur de 9,, @ L2(W”) @ L2( KY’) dans L*( W+p) @ iY2(rW”) @ H2(IW”), il 
est alors elementaire de verifier qu’il est bijectif, et admet pour inverse: 

i 

X,(E) uy-X,P,(.u~) u;-x,P,(.u;) 

A;(h)-‘= ((I- PeXo)(.), 4>r 
E-F; 

((1 -PeXtl)(.), &r 
(2.11) 

od on a pose X0 = X,(E) = (Pk - E) - ’ fie, ainsi que: 

Fo = N%bt’), uf>y Sku;), uf>y 
E 

( Wd.ui’), ut>y Wd-u;), & > 

avec GO=GO(E)=P,-P,XO(E)Pe. 
Fi est generalement appeli opkateur de Feshbach (cf. [CDS]). Son 

interet est de ramener le probleme spectral initial a un probleme dans 
L’(Iw”) 0 L2( W). 11 servira aussi dans la section suivante a montrer que 
l’on dispose dune thtorie des resonances pour P. 

3. RI~SONANCES 

On se propose de montrer ici que l’on a une theorie acceptable des 
resonances pour P pres du niveau 0 (i.e. compatible avec les theories deja 
existantes, cf. [He-Ma]). Plus precisement, on montre: 

PROPOSITION 3.1. Sous les hypothkes du thtorsme 1.1, le spectre de PH 
(0 E ]-a, a[ f i]O, a]) est discret pr& de 0, et inclus duns (Im z < 0). 
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De plus, pour tout u, v fonctions entieres sur C” +p, telles que U,u et U,,v 
soient dans L2(1w”+p) p our tout u E @ assez petit, la fonction 

zk+ ((P-z)-’ u, V)L2 

se prolonge a partir de Im z > 0 en une fonction meromorphe en z pres de 0, 
et l’union des poles de telles fonctions (lorsqu’on fait varier u et v) est 
I’ensemble des valeurs propres de PB pres de 0. 

(En particulier-du fait de la densite dans L* de telles fonctions u, v-pres 
de 0, Sp P, est independent de 8 assez voisin dun O,, fixe). 

Preuve. Posons pour z E C (et avec les notations du §2): 

sur L*(W) ~$9 L*(W), de sorte que l’on a: 

F;=8;+ R’(z, h) 

avecFi=U8F0K,, ~0=(-h2d+A,(x))@(-h2d+;12(x)). 
Du fait que I?,$ =0 pour j= 1,2, et que Xe=fieXBfiO, on a: 

(PeXOPe(.uy), ui>Y=h4([d,, fi,] x,[~B,d,!(.uP),u~)ye-48 (3.1) 

et il est facile de voir A l’aide du lemme 2.1 que [A,, Fiji,] est born6 de 
H”( R”, gQ) dans H” ~ ‘(R”, ge) pour tout m E E, et v&lie: 

I111x12RCdx9 fOlll~p(~m,ffm-~~+” (R+ + CCI). (3.2) 

On a aussi le rbultat suivant, qui nous resservira dans les autres 
sections: 

LEMME 3.2. Pour tout me%, l’operateur X,(z) se prolonge en un 
operateur borne sur H”(IW”, L2(rWp)), untformtment par rapport a h > 0, 
z E C, e E @, tous trois assez petits. 

Preuve. On a d&jA vu que le rksultat est vrai pour m = 0 (cf. lemme 2.2). 
Soient u et v tels que u = X,v. On a done: 

(Pe-z)u=v+ [P,, JyJu 
I?&=u. (3.3) 

Par rkcurrence, supposons le rtsultat vrai pour m E N fix&. 
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Pour a E N”, 1011 = m + 1, on obtient alors en derivant (3.3): 

oti les I7: B sont des optrateurs born& sur H” pour tout s, et l7& = fi,. 
Du fait que ZZ,fi, = 0 et [Q(xe’), n,] = 0, on en deduit: 

Ij,(P,-z)~,d”u=~,d”u-B,[d”, V-JU 

+ h2eC2ef,(Ax17, 13% + P[Z7,, A,]u) 

et par suite, pour h assez petit: 

Le rbultat s’en dtduit en appliquant l’hypothbse de recurrence. 
La propriett pour m < 0 s’obtient par dualite, en remarquant que 
x,(z)* =X,(Z). 1 

On dtduit facilement du lemme 3.2 que X,(z) est B(h-*) de H” dans 
H m+ * (a l’aide d’une estimation standard de ((P, + C) u, u), C > 0 assez 
grande) et done, en utilisant (3.1): 

R’(z, h) est O(h2) de H”‘([W”)@ H”([W”) 
dans H”~‘(W’)@H”-‘(W) pour tout mEH. (3.5) 

(Ici,onautilisirlefaitque(A,(~~~),~~)~=(A,~~,~~)~+(V~~~,~~)V,). 
D’apres (3.2) et le lemme 2.1, on a aussi: 

/I~I~~~RR~(~,~)II,~,~,,~,,~-I,,~-,,-*O (R+ +a) (3.6) 

(a h > 0 lixe, et uniformement par rapport a 8 et z assez petits). 
Si l’on note P; = - h2e-2eAx + n:(x), il est standard de montrer que le 

spectre de Pi dans ] -E, E[ + i] -6, E[ est discret, independant de 8, et 
inclus dans [0, E[. 
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D’autre part, l’hypothese (H4) entraine: 

Im e 
Im e2’A,(xee) < - - 

Cl 

pour 0 E ] -a, a[ + i]O, a[ (avec C, > 0), et done 

uniformement pour h >O, z E @, eE ]-a, a[ + i]O, a[, tous trois assez 
petits. 

On en dtduit que (9: - z))’ est borne sur L2 0 L2 pour z assez petit en 
dehors du spectre de P;, done aussi de L2 0 L2 dans H2 0 HZ (avec une 
borne qui, bien entendu, depend de h). 

Soit WE C;(W) tel que Re(W’+A;) >O. L’operateur &@E=pi+ W 
admet alors une resolvante (9: -z)-’ bornee de L* 0 L2 dans HZ 0 HZ 
pour tout z complexe assez petit. D’aprbs (3.6), ceci implique: 

K’(.z, h) 2’ (R’(z, h) - W(x))(@i- z))’ est compact sur L2 0 L2, (3.8) 

pour 8 E ]-a, a[ + i]O, a[, z assez petit, ou bien Im z > 0. 
D’autre part, K’(z, h) depend analytiquement de z, et jJK’(e-*‘z, h)(l + 0 

lorsque z -+ - co (z E [w). Par la theorie de Fredholm, on en deduit que 
(1 + K’(z, h)))’ est une famille meromorphe en z pour z dans un voisinage 
complexe de 0. 11 en est done de m&me pour 

(F,B-z)-~=(~~~B-~)-‘(~+K~(z,~))~’. (3.9) 

Si l’on note: 

A8,(z)=([l -X,(z)P,](.u~), [l -X,(z)P,](.u,B)) (matrice 1 x2) 

--qui est un operateur de L2(Wn) 0 L2(Rn) dans L2(lR”+P)-ainsi que 

AB(Z)=AB,(Z)*, 

on a alors par construction (cf. $2): 

(3.10) 

et X0(z), AC(z) sont analytiques en z prb de 0. On peut done deduire de 
(3.9) que lespectre de P, est discret pres de 0. 
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Maintenant, si u et u sont des fonctions entikes dans C=n+p avec Ueu et 
U,v dans L2(Rn+p) p our tout 8 assez petit, on a, pour Im z > 0: 

((P-z)-’ u, u)$= <(P,-z)-’ u,u, U@),2. (3.11) 

On en dtduit d’apres (3.10) que ((P - z)- ’ U, v ) L2 se prolonge en une 
fonction meromorphe en z pres de 0. Comme de plus l’espace de telles 
fonctions u et u est dense dans L2, on voit que: 

U (Poles((P-z))’ ~,~>L2)n(l--E,&C+~l--E,&l) 
u,u 

=SpP,n(]-&,&]+i]-&,&[) 

pour E> 0 assez petit. En particulier, par unicite du prolongement 
meromorphe, cet ensemble est independant de 0 assez voisin dun 
8, E ] --a, a[ + i]O, a[ fixi, et on a: 

SpPgc {ImzdO}. m 

4. CONSTRUCTIONS BKW 

On rappelle ici bribvement les constructions BKW formelles faites dans 
[Mall, Q 3 et 4. L’operateur matriciel 

(ou u2 designe la deuxieme fonction propre normaliste de Q(x) et ( ., . ) Y 
le produit scalaire dans L2(Rc)) peut etre considtrt comme un operateur 
pseudo-differentiel de symbole 

a&, 5) = t’+Q(x,-E ~2 

(.?U2)Y 0 > 

et agissant sur l’espace des series formelles du type 

e-ILWlh 1 h-m+i/2sj 

j>O 

od sje Cm(SZ; 9o @ C), L2 &ant un voisinage assez petit de 0 dans R”, et 
$(x) est la distance d’Agmon de x a 0 associee a la metrique dtgentree 
n,(x) dx2. (On a alors JI E C”(Q): cf. [He-Sjl]). 

Cette action formelle se definit comme dans [Mall formule (3.2), a 
l’aide des valeurs de uE(x, c) pres de ((x, iv+(x)), x E Sz}. 
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On a ici: 

a&, iVJ/(x)) = Q(x)-&(x)-E uz 
c.3 U2)Y 0 > 

et il est facile de verifier que pour E > 0 assez petit, cet operateur est inver- 
sible de go @ @ dans L*( Iwp) 0 C. Ceci permet d’inverser formellement A E, 
et on obtient: 

ou G; + a pour symbole principal E - <* - &(x). 
Les constructions faites dans [He-Sjl ] permettent alors comme dans 

[Mall $4 de trouver pour tout Jo { 1, . . . . N,} des series formelles 
Ei(h)=ejh+&, ctj,kh’+k’2 (a,kER) et bj(X, h)=h-m/Ck>,bj,k(X)hk’2 
(bj,, E c”(o)) telles que G$,(e- *lhb .) = 0. Revenant ensuite a l’optrateur 
P par l’intermediaire de A,,(h), on en’deduit I’existence de series formelles: 

a,(~, y, h) = h-“1 1 qk(.x, y)hk’* 
k>O 

(4.1) 

avec uj,k E C “(Q; go), telles que l’on ait formellement: 

P(e~!‘(““~a~(x, y, h)) = E,(h) e-*(X)‘haj(x, y, h). (4.2) 

De plus, du fait de (Hl), il est facile de verifier que les uj ainsi construits 
de prolongent holomorphiquement en x dans un voisinage complexe de 0. 
D’autre part, les reels mj sont choisis de telle sorte que l’on ait formelle- 
ment: 

lle-*‘hujlIL2(QXRP)= 1. (4.3) 

On a done ainsi construit No valeurs propres formelles de PO. Le but des 
sections suivantes est de montrer qu’en fait ces valeurs approximent correc- 
tement les vraies valeurs propres de P, (c’est-a-dire les resonances de P) 
qui sont assez proches du niveau 0. 

5. REDUCTION DE L'OP~RATEUR DE FESHBACH 

Par construction (cf. (3.10) et le lemme 3.2), on a: 

EES~P~OEESPF;. (5.1) 

(11 s’agit en fait la dune gtneralisation du theoreme 9 de [CDS].) 
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Si l’on note G:(E) = (Ge( .uT), u!) ,, (ou Ge est dtfini a la fin du (j2), on 
a alors: 

PROPOSITION 5.1. Pour EE:QZ, IE( assez petit, et /3~ ]-a, a[ + i]O, a[, 
l’opt!rateur G:(E) - E est bijectif de H*(R”) duns L*(W), son inverse se 
prolonge de H”(W) duns H m+i(Rn) pour tout rn~Z et je (0, 1,2}, et 
vbifie pour h > 0 assez petit: 

II@,(E) - E)-'II 

C(m) 

y(Hm,Hm+J)' hj 1m (J 

oti C(m) > 0 est indipendant de E, 8, et h. 

Preuve. Si l’on pose: 

on a alors: 

G:(E) = - h2e-28A1 + n!(x) - h*e-*‘(A,u~, uf) y- h4ee4’Y0(E) (5.2) 

oh l’on a utilise le fait que (a,~!, uf) y = 0 pour tout j, ce qui resulte de 
ce que (UT, 24f) = 1 (cf. $2). 

De m&me que pour (3.7), on voit aussi que l’hypothese (H4) entraine, 
pour h assez petit: 

oti l’on a pose py = - h*e-*‘A + 17 - h*(A,uT, uf) ,,. 
On en dtduit de man&e standard: 

pour tout mEH, et jE (0, 1,2}. 
D’aprb (3.1) et le lemme 3.2, on voit aussi que Y,(E) est O(h-*) de H” 

dans H”, et done que h4(Py-- E)-’ Y,(E) est B(h*) de H” dans H”, ce qui 
permet d’tcrire: 

(G;(E)-E)-‘=[l-h4#-E)-’ Y,(E)]-‘(&E)-’ (5.4) 

pour h assez petit. La proposition s’en deduit a l’aide de (5.3). 1 

Considerons maintenant une solution c(, @ a2 E L*( R”) 0 L*(W) de 
l’tquation: 

~B,(~1@~2)=E(@w*). (5.5) 



220 ANDR6 MARTINEZ 

En utilisant la forme explicite de Fi et la proposition 5.1, on voit que 
(5.5) kquivaut A: 

LX, = -(G;(E)-E)-’ ((G,(E)cr,u,B, uf),J ~fZ6(E)a2 
H;ci, = ECQ 

oh I’on a posk 

(5.6) 

H$,= W@b,u;, &r+ We(~)C(&dEb,b~l, &y (5.7) 

L’Ctude de F”, sur L2(W) @ L’(Iw”) se ramhe ainsi g celle de Hz sur 
L’(W). 

On termine cette section en Ctablissant: 

PROPOSITION 5.2. Pour I3 E ]--a, a[ + i]O, a[ fix&, on a: 

H$= - h2e-“Ax + l;(x) + Rf(E, h) 

oti, pour tout m E Z, IIRT(E, h)jl ~P(,,,,,~R~~,Hm~W~~~ = O(h2) uniformdment pour 
h > 0 assez petit, EE @, [El assez petit. 

Preuve. Remarquons d’abord que l’on peut tcrire: 

(G,u,ui, u:)~= [-h2e-26A+2~-h2(Axu~, ~~)~e-~‘]a~ 

- h4e-4e(A,XB Axcc2uf, u:)~ 

si bien que I’on voit comme au $3 (cf. (3.1) et lemme 3.2) que cet opkrateur 
vkrifie les conclusions de la proposition. 

D’aprb (5.7), il s&it done maintenant d’ttudier l’optrateur 

%= WWXb~), u%. 

Examinons tout d’abord l’opkrateur 

(5.8) 

G;2 = (G,( .u:), u;) ,, 

= - h2e-2B(A,( .uy), ui) ,,- h4ee4’( AJ, A,( .uT), uf) r. 

Du fait que (A,(.u$ uf),,= (A,uT, u~),+2(V,u~, ut),,V,, on voit 
comme prtctdemment que Gk2 est O(h’) de H” dans H”- ‘. 

D’autre part, Ze= -(GA(E)- E)-’ G;‘, oti G;’ s’obtient 9 partir de 
Gi2 en intervertissant les indices 1 et 2. D’aprb la proposition 5.1, on en 
dkduit done de mCme que Ze est 0( 1) de H”’ dans Hm+l. Du fait que 
2, = Gi2ZB (cf. (5.8)), ceci implique: 
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6. PROPRIBTBS DE Hi 

Le but de cette-section est d’ktudier modulo O(h3”) le spectre de H”, (A 
JEl fixk asset petit), ainsi que la dkpendance par rapport d E de Hi. 

Rappelons que le spectre de Pi = - h*e-*‘A,+ Ai dans I-E, E[ + 
i] -E, E] est discret, indkpendant de 9, et inclus dans [0, EC. D’aprbs un 
r&hat classique (cf. [ Sim], [ He-Sj 1 I), on a aussi (en considirant le cas 
0 = 0 et en utilisant l’indlpendance par rapport A 0): 

SP p: n CO, Cdl = I-fW), . . . . E,(h)} (6.1) 

avec, pour tout j: 

E,(h) -ejh+ C uj,kh’+k/2 
k>l 

oti les ej sont les valeurs propres de -A, + f (,I;(O)x, x) &ns [0, C,]. 
Pour je { 1, . . . . No}, notons rj le cercle complexe de centre ejh et de 

rayon ah, Oti 6 > 0 est assez petit pour que leS e,h vi?rifiant ek # ej restent 
B l’exttrieur de rj. 

En annexe, on montrera: 

LEMME 6.1. lI(Pi - z)-‘II~~~~) = O(h-‘) uniformkment pour z E 
[ -6, C,h] + i[ -8, C,h] ci I’extkrieur de tous les r,, Im 8 2 0, 1~91 et h assez 
petits. 

D’aprb la proposition 5.2, on peut hire (pour 0 E ] -a, a[ + i]O, a[ 
fixk): 

Hi-z= (P;-z)[l+ (P;-z)-’ R;(E, h)], 

et done, pour z E [ -8, C,h] + i[ -E, C,h] ti I’extkrieur de tous les rj: 

He,-z=(P;-z)(l+R;(z,E,h)) (6.2) 

Od 

On en dtduit que Sp Htn (C--E, Cob] +i[-8, C,h]) est inclus dans 
l’union des intkieurs des f,, et les projecteurs correspondants s’bcrivent: 

(z-H;)-‘dz= 
P (1 +R;(z))-’ (P;-z)-’ dz 
r, 
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d’oti 

H; = z7,& + U(h) (6.3) 

oti ‘7,-s0 = fr, (Pf -z)-’ dz est le projecteur spectral associe a Pi et rj. 
L’tgalite (6.3) donne, pour h assez petit: 

rgI7T=rgIZ:,. (6.4) 

D’autre part, si ‘p,, . . . . qPN,, dtsignent les fonctions propres normalisees de 
Pi assocites a E,(h), . . . . E,(h), et si cp,? (j= 1, . . . . N,) dtsignent leurs dilates 
(qui sont aussi dans L’), on aura en posant 4,” = qT/IJqy /I Lo 

et done, d’apres la proposition 5.2 (0 E ] --a, a[ + i]O, a[ lixe): 

Hi@ = E,(h)@; + O(h*). 

Comme de plus (d’apres (6.3)): 

(6.5) 

IT~@~=$~+O(h) pour kEJ,= {kJe,=e,}, 

les Z7,“@: (k E Jj) forment une base de Im l7je, et la matrice de H”, Il,,,n,o 
dans cette base s’tcrit d’apres (6.5): 

Mj=diag(Ek(h))keJ,+ O(h2) 

et a fortiori: 

Mj = diag(eih, . . . . e,h) + O(h3/*). (6.6) 

La matrice Mj n’etant pas hermitienne, le principe du mini-max ne 
s’applique pas. On a nianmoins: 

LEMME 6.2. Sp A4, c {ejh} + U(h3/*). 

Preuve. En posant Nj = # Jj, on a pour z E C: 

det(Mj-z)=O=> Jz-ejh(%<C max h3k’2 lz-ejhlypk 
IGkCN, 

d’od l’on deduit immediatement, du fait que le max est atteint pour un 
certain k = k(z, h): 

Iz - eihl < Ch3’*. 1 
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Ce qui precede prouve done le rtsultat suivant: 

PROPOSITION 6.3. Pour 0~ ]-a, a[ + i)O, a[ fLuA 

SpHB,n([--,C,h]+i[-&,Coh])=~~~(E,h),...,~B,,(E,h)} 

avec, pour tout j: 

A!(E h) = e.h -t O(h3i2) J ’ J 

uniformkment pour (El et h assez petits. 

Pour ce qui concerne la dependance de Hi par rapport a E, on va 
montrer maintenant: 

PROPOSITION 6.4. 0 E J -a, a[ + i]O, a[ &ant fk?, on a: 

(i) Ht- Hi, = (E-E’) Se(E, E’, h) auec 

II&(-K E’, h)ll 2cHmJ = 0(h2) pur tout m E Z, 

et uniformdment pour )El, (E’(, et h assez petits. 
(ii) Pour kE (0, 1,2},jE (1, . . . . IV,), et mEZ: 

(I(H~,-~)-‘-(H~,-z)-‘((,,,,~~~~)=~(~-~IE-E’I) 

uniformPment pour z E rj et IEl, IE’I, h assez petits. 

Preuve. Avec les m&mes notations qu’aux paragraphes precedents, on 
voit tout d’abord que 

X,(E)-X,(E’)=(E-E’)X,(E)X,(E’), 

et done, d’apres le lemme 3.2: 

IWO(E)- &W)IIpt,pj= WE-E’l) 

pour tout m, et uniformement par rapport .4 h. 
On a de mCme, grace zj (5.3): 

II(B~-E)-‘-(Pi-E’)-‘Il,,,,,,+,,=O(h-’JE 

pour jE (0, 1, 21, ainsi que (en utilisant (6.7) et (3.1)): 

II J’,(E) - Y,(E’)lI ycw,nm-zj = @IE- E’I ). 

(6.7) 

.E’l), (6.8) 

(6.9) 
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Ecrivant ensuite (en utilisant (5.4)): 

(G;(E)-E)-‘-(G;(E’)-E’)-’ 

=(l-h4(BY-E)-’ Y&z))-’ [(i3f-E)p1-(FT-E’)-‘] 

+ [(l -V(PY-E)-l Y,(E))-’ 

-(l-h4(B;-E’)- Y,(E’))~‘]o(P~-E’)-‘, 

on obtient: 

II(G~(E)-E)~‘-(G~(E’)-E’)-‘ll,(,m) 

= O(lE-E’( + llh4(F; - E)-’ Y,(E) - h4(Bf- .‘)-I Y,(E’)II,(,m)) 

et done, i l’aide d’une manipulation du m&me type: 

II(G~(E)-E)-l-(G~(E’)-E’)-lJI,,,m,=B(IE-E’(). (6.10) 

Examinant ensuite les diffkrents termes intervenant dans I’expression de 
RT(E, h) (cf. la preuve de la proposition 5.2), on dtduit facilement de (6.10) 
que l’on a: 

lIR@, h) - R:(E’, h)ll 2(Hmj = 0th’ IE- E’l) 

ce qui dkmontre (i). 

(6.11) 

Pour le (ii), on Ccrit (cf. (6.2)): 

(H;-z)-‘= (1 + R;(z, E, h))-’ (Pi-z)-l, 

d’oti, en omettant la dkpendance de Ri par rapport A z et h: 

(H~-z)-l-(H~rz)-l 

= (1 + R;(E))-’ (R;(E’)- R;(E))(l + R$(E’))-’ (Pi-z)-‘. 

Du fait que Rf= (Pi-z)-’ Ry, le rksultat s’en dCduit en utilisant le 
lemme 6.1 et (6.11). 1 

7. FIN DE LA DEMONSTRATION DU THBOR~ME 1.1 

Pour j = 1, . . . . IV,, et 8 E [ ---a, a] + i]O, a[ fix& notons ci,“(x, y, h) une 
somme asymptotique de la sCrie formelle ui(xeB, y, h) construite au $4. Soit 
aussi x E C,“(Q), x = 1 pris de 0, et posons: 

2$(x, y, h) = x(x) qx, y, h)e--% 
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Si pj= pj(i(h) dksigne une somme asymptotique de E,(h) (cf. §4), on a alors 
par construction: 

(PO-pj)v;=CO(hm) d ans H”(lR”, L2(Rp)), pour tout m E N. (7.1) 

Posant aussi, pour k = 1 ou 2: 

B$= o;, &Y, 

on a v~=p~,u~+ CO(/Z”~) et done 

(Bz2, fit,,> =hj,j,k+ co(h"2). 

On dCduit aussi de (7.1) (en remarquant g l’aide du lemme 3.2, que X0 est 
Lo(K2) de H” dans H”+‘): 

(Fz,-pj)(#, @a,“,,) = O(h”) dans H”(R”)@H”(W) pour tout mEZ. 

Utilisant ensuite la proposition 5.1, on obtient alors: 

rj gf (HE, - pj)/?;2 = O(hm) dans H”‘(W). (7.2) 

Maintenant, soit A une valeur propre de P, dans [I-E, C,h] + i[ -8, 01, 
et w’ une fonction propre normal&e associke. Posant: 

B= <we, uf>y 
on a alors: 

(H;-n)j?=o (7.3) 

et, d’aprb la proposition 6.3, il existe j E { 1, . . . . N,} tel que 

A = ejh + O(h3’2). (7.4) 

11 dkcoule alors de la proposition 6.4, que pour z E r,, p = 0, 1, ou 2, on a: 

II(HI:-z)~‘-(H~,-~)-‘JI,~,,,,+,,=L~(~~’~-~). (7.5) 

D’aprh (7.2), on a aussi: 

= I$2 + LOW”), 

oti l’on s’est servi d’une majoration de (Hz - z)-’ qui dkoule trivialement 
de (6.2) et du lemme 6.1. A l’aide de (7.5) et du fait que IIfij211Hm = 0(h-“‘) 
(cf. lemme 2.1 et §4), on en dkduit pour tout I E Jj: 
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P (2 - Hf)-’ Pf2 dz = BF2 + rl (7.6) 
r/ 

avec l(r,llHm = O(h5’2--m), pour tout m 2 0. 
Posant IT). = fr; (z - HT)-’ dz, et se servant de la proposition 6.4(i), on 

dkduit de (7.6) que: 

(7.7) 

avec l/r; 1) Lo = 0(h5’*), 
Par suite, (du fait que rg U, = Nj= #Jj d’aprbs (6.4)), (n,/?f2),sJ, est 

une base de Im Z7, et la matrice de HT dans cette base s’kcrit: 

MA = diag(p,),,.,, + O(h5’*). 

On en dkduit, en krivant que det(MA - A) = 0: 

,G lA-,uL,I<C max h5k’2 n lA-p,l 
I 

1 <kcN, IEA 
A c J, 

#A=N,-k 

avec C > 0. En particulier, 3k = k(h) E { 1, . . . . Nj) et A = A(h) c J,, 
#A=N,-k t.q. 

n II-p,I < ChSk’* 
IcJ,\A 

et done, du fait que # (J,\A) = k: 

min li-p,l d Ch5’*. 
I E J, 

Autrement dit, il existe pLl,(h) = e,(h) = ejh + a,,,1 h3/* + O(h*) tel que 

1= p,,(h) + S(h”*). 

Posant ensuite A,= {ZcJjl c~~,~=cI~,,,}, et a,= #A,, on 
pour IEA,: 

HfZ’I,j?~, = p,/?f2 + 0(h3) dans Lz(W”) 

(7.8) 

obtient de m&me 

et done, Ccrivant B nouveau que det(dA - 1) = 0 (et utilisant le fait que si 
/$A,, alors )l-pull -h312): 

1 
1 y;jco, h3k n (2 - /.iuI( h(3’2)(+a’). 
. . l6B 
BcA, 

#B=o,-k 
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On en deduit comme prectdemment qu’il existe 1, E A, tel que: 

I= /L[*(h) + O(h3). (7.9) 

Considerant ensuite A 2 = (I E A i ) LX ,,2 = LX,*,~}, puis it&ant ce processus, on 
obtient finalement (du fait que les pj sont en nombre fini <N,): 

3ZE { 1, . . . . No) tel que i = p,(h) + 0(/z”). (7.10) 

Pour terminer la preuve du thtoreme 1.1, il ne reste plus qu’a montrer que 
PO admet exactement N, valeurs propres dans C--E, C,h] + i[ -E, 01. 

Notons Zk(E) l’operateur sur L’(lTY) dtfini par: 

ZXE)B = - <G@)C(G&3 - -W’ Slu;, d> y 

(i.e., Z:(E) = Z,(E)* avec les notations du $5). 
11 est alors facile de voir, par un calcul anaiogue a celui du $5, que 

l’on a: 

(Fe,-E)-’ 

= (G;(E)-E)-‘+Z,(E)(He,-E)-‘Z;(E) 

[ 
Z,(E)(HB,-E)-’ 

(HB,- E)-’ Z;(E) 1 (I+E)-l . 
(7.11) 

D’apres les resultats du $5, les operateurs Z,(E), Z,(E), et 
(G:(E) - E) - ’ sont born& uniformtment par rapport a E et h assez petits, 
et dependent analytiquement de E. En utilisant la formule (3.10), on en 
dtduit que (PO - z) - ’ s’ecrit: 

(Pg-z)-1 =~(z)+~,(Z)(H~-z)-l s?*(z) 

od d(z), ai et 9&(z) sont analytiques en z pres de 0, et born& unifor- 
mement par rapport a h. (Ici L?&(z) envoie J!,*(W+~) dans L*(W), et Bi(z) 
va dans l’autre sens). On en deduit, pour j = 1, . . . . N, : 

~r,(Pn-z)-‘dz=~r,Il(z)(ff~-z)-‘d,(z)dz 

et done, d’apres (6.2) et le lemme 6.1: 

f 
r, 

(Po-z)-1 dz=a$(ejh) 
( 

$ (Pf$z)-‘dz 
r, > 

%qejh)+o(h). (7.12) 

A fortiori, on aura pour h assez petit: 

rg r,(PR-z)-ldzsNj. f 

505/91/2-4 
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Comme on sait aussi, d’aprbs (7.10), que les eventuelles valeurs propres de 
P, dans [ -E, C,h] + i[ -E, 0 J sont dans l’union des disques de bords rj 
(j= 1, . . . . IV,), on en deduit: 

# SpP,n([-c,C,h]+i[-&,O])<N,. 

Dun autre c&e, les constructions approchtes du $4 (cf. aussi (7.1)) 
prouvent que le rang de fl; (P, - z) - ’ dz est minor-e par Nj, d’oti le 
rbultat. (On pourrait aussi obtenir une formule “inverse” de (7.12)). 1 

Remarque 7.1. La demonstration ci-dessus ne prouve pas a priori que 
tous les developpements asumptotiques E,(h) du $4 sont atteints par Sp P,. 
Neanmoins, cela est vrai pour la raison suivante: 

Notons T;.(h) un cercle complexe de centre ,M~(/z) et de rayon hN (N> 1 
arbitrairement grand). 

D’aprb (7.2) et la proposition 6.4(i), on obtient: 

~r,ih)(z-HiO)-‘YP(Z)d~=BP2+~r,ch,(~-lli)1 (z-Z-Z:)-‘rjdz (7.13) 
I I 

Du fait que y;(z) est holomorphe en z (car meromorphe et born&e), il suffit 
de montrer que la fonction 

r= $r,,,, (z - ,uj)-’ (z - Hf)-’ rj dz = f r(z) dz est O(h”) 
/ r;(h) 

(car d’aprb (7.13) il existera alors ntcessairement un pole de 
z H (z - H,B)-’ entoure par T;(h)). 

Posons comme avant: 

On a alors: 

Z7,r(z) dz 

= lET (~--pj)~‘(A-z)-’ [(z-Hf)-‘-(i-Hf)-l]ridzdi 
/ 
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et done, du fait que rj entoure I’: (en integrant d’abord en d pour le 
premier terme, et d’abord en z pour le second): 

cji 
r; 

IZ,r(z)dz=r-4 
r, 

(A-,)-’ (A-H;J)-l d,l 

ou l’on s’est servi du fait que pour 2 E rj, l’application z M (J.-H:)-’ est 
holomorphe pres de 0 grace a la proposition 6.3. 

Utilisant l’estimation du lemme 6.1, on obtient done: 

r= r,(h) (Z-/Lj)-’ n,(Z-Hf)-‘17,rjdz+0(hm) 
I 

ce qui ramene le probleme au cas de la dimension tinie ( = Nj) et l’on 
trouve: 

IIL’,(z - Hz)-’ I7,II < (dist(z, Sp Ht))-“’ 
GA-N.4 pour z E T:(h), 

d’ou r = O(hm). 

ANNE=: DEMONSTRATION DU LEMME 6.1 

On applique ici une technique due a Briet, Combes, et Duclos [BCD]. 
Soient JiEC;(jXl G6) et J,EC~([W”) (6>0 sera fixe assez petit plus bas) 
telles que Ji= 1 pres de 0 et: 

1 =J;+J;. 

J dtsignera l’operateur d’identification: 

J: L*(w) 0 P(Supp J,) + L2( W) 

u@u+J,u+J,u. 

On a alors JJ* = 1 L2cR”j. 
On pose aussi: 

Hi= -h2ec2eA+~(1~(0)x,x)e28, 

Ho = Pi = - h*e-*‘A + I,(xe’), 

H’, = He I ~qsupp~,) avec condition de Dirichlet sur 8 Supp J,. 

Du fait que inf, E sUpPJ, Re e*‘l,(xe’) > 0 si 181 est assez petit, il est facile de 
voir que l’on a: 

(A.l) (Hi-z)-’ est borne uniformement pour IzI et h assez petits. 
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D’autre part, si I’on pose y = xh - ‘j2, HB s’ecrit: 

(A.2) H; = hH; 

avec 

Hz = - e-*‘A, + ie*‘(n”(O) y, y). 

Montrons d’abord: 

LEMME A.l. Pour tout PE [0,2], 

un$ormPment pour z cj I’extbrieur des rj, ZE C--E, C,h] +i[-E, C,h], 
Im 8 > 0, 18) et h ussez petits. 

Preuue. I1 suflit de le montrer pour 0 = ia, c( >, 0 assez petit. D’apres 
(A.2), on a: 

Jx(P(H:,-z)-1=hp’2--~yyJp(H~-zh--)--, 

et les valeurs propres de Hi dans ]-co, C,] + ilw sont e,, . . . . e,,,. On en 
deduit que pour tout C> 0, (Hi-zh-‘)-I est borne sur L* uniformement 
pour z a l’exterieur des r,, z E [ - Ch, Cob] + i[ - Ch, C,h]; d’oh le rtsultat 
pour p = 0 dans ce cas. 

Si maintenant z E [ -E, C,h] + i[ -E, - Ch] alors: 

eZe(H~-zh~‘)= -A+$e4’(A”(0)y, y)-zhp1e2’ 

et done, pour u E Cr( [W”): 

Im(e2e(H~-zh-1)u, u).~=$sin4~((1”(0) y, y)u, U)~Z 

-h-‘(Rez.sin2cr+Imz.cos2cr) IIul(*, 

d’O3 

j(e2e(H~-zh-‘)u,u)l 3 -hPi(Rez.sin2cr+Imz.cos2cr) IJuJ/~. 

En particulier, si l’on prend c1 assez petit et C assez grand pour que: 

C cos 2u > Co sin 2a 

on obtiendra le resultat voulu pour p = 0 dans ce cas. 
11 reste a Studier la region z E C-E, - Ch] + i[ - Ch, Cob]. On tcrit ici: 

Re(e*‘(Hi--zh-‘)u,u).za -h-‘(Rez.cos2cr-Imz.sin2cx) IIuJ12. 



L’APPROXIMATION DE BORN-OPPENHEIMER 231 

L’estimation cherchee pour p = 0 s’en deduit de m&me en prenant C > C, 
et c( assez petit pour que cos 21x > sin 21x. 

L’estimation pour p # 0 vient de ce que, si u = (Hi - zh- ‘) - ’ u, on a 
alors, pour z dans l’ensemble consider& 

I( [-A + 4 cos 4cc(n”(O) y, y) + IRe(ze*‘)( 

+i($sin4cr(l”(O)y, y)+ IIm(zeZe)()]ullL2dC I(uI(. 

Du fait que les parties reelles et imaginaires de l’optrateur intervenant dans 
les normes sont toutes deux positives, et que la partie reelle est 
2(1/C) lY12~ le rtsultat s’en deduit a l’aide d’estimations a priori 
standards. 1 

Posons maintenant: 

Hf:=H;@H; 

et 

II= H,J- JH;. 

Un calcul elementaire montre qu’alors, pour z en dehors du spectre de He 
et de celui de Ht, on a: 

(A.3) (Ho-z)-’ (1+17(H;:-z)-‘J*)= J(H;:-z)-‘J*. 

LEMME A.2. II existe p-c 1 tel que: 

Ilh’(H;-z)-‘J*II <p 

pour z ci Z’extkrieur des r,, ZE C--E, C,,h] + i[ -E, C,h], Im 8 20, 101 et h 
assez petits. 

Preuve. Si on pose W= (&(xee)- $(L;l(O)x, x)e”)J,, on a: 

I7(u@u)= Wu-h2e-*‘([A, Ji]u+ [A, J,]u) 

et done: 

I~(H~-z)-~J*=IZ[(H~-Z)-~J~@(H’,-Z)-~ J,] 

64.4) = W(Hg-z)-’ Ji-h2ep2e[A, Ji](Hi--z)-’ Ji 

- h2e-20[A, J,](H’, - z)-’ J,. 

Comme W = U( (xl’) prts de 0, on aura en prenant 6 > 0 assez petit, du fait 
que Supp WC Supp Ji: 

I W(x)l GE b12 
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(avec E > 0 arbitrairement petit), et done, d’aprh le lemme A.1 appliqut 
avecp=2: 

(AS) IIW(H;-z)-‘11 =cO(&). 

On applique ensuite ie rtsultat suivant de Briet, Combes, Duclos (que l’on 
&once ici un peut diffkremment): 

LEMME III.1 DE [BCD]. Soit: 

T=h2T,+ T,, 

d ak,/ et bk,[ SOnt C” rkelles et born&es sur un ouvert 0, (ak,I)lGk,,Gn est 
dtfinie positive, (bk,,)l Gk,/6n est positive, et T, est un opdrateur de multi- 
plication tel que: 

352, c Q et a > O/Re T, > a sur 0,. 

On suppose aussi que T-’ existe sur L2(Q) et vtrifie 

3p~ [0, I] et C>O tels que (IT-‘/I <Chep. 

Alors, Vge C,“(Q,) on a: 

IId-‘II G C, 

ll%W-l)Il G Gh-’ 

oli IV,~1*=C~,,a~,~a~~a,u et C,, C2 ne dkpendent que de a, C et g. 

(On renvoie g [BCD] pour la preuve de ce lemme). 
Si on applique ceci avec T,, = - e-*‘d et T, = $ (n;l(O)x, x) e*’ - z, alors 

on peut prendre 52, = Supp VJ, pour h assez petit, et, du fait que 
[d, JJ =VJi .V+ (dJi), on obtient (g&e aussi au lemme A.l): 

(A.6) II[d,Ji](HB-z)-‘JiI)=Co(h~‘). 

On a vu d’autre part que Re e*‘(H’, - z) 2 a > 0, si bien que l’on obtient de 
mCme: 

(A.7) II[d,J,](H;-z)-‘J,)I =Lo(h-‘). 

En utilisant (AS), (A.6) et (A.7), on voit sur I’bgaliti: (A.4) que le lemme 
A.2 s’en dtduit. 1 
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Revenant maintenant g (A.3), on obtient done: 

(&-z)-‘=J(H;:-z)-‘J*(1+17(H;:-z)-’J*) 

et par suite: 

Le rksultat cherchi: provient alors directement du lemme A.1 et de (A.l). 

C&Co1 

[Av-Se] 

WI 

[ Ba-Co] 

cc011 

cc021 

[CDs1 

[Co-Se] 

WeI 

Wall 

D-W 

[He-Ma] 
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