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dimension de Hausdorff de 'ensemble des réels contraints, la densité des rationnels et
des irrationnels quadratiques contraints. Puis, on analyse le comportement moyen de
lalgorithme d’Euclide sur ces rationnels contraints ainsi que la longueur moyenne de
la période des irrationnels quadratiques contraints et la valeur moyenne de la constante
de Lévy des irrationnels quadratiques contraints. En associant un opérateur qui
engendre cet ensemble de contraintes, on relie tous les objets étudiés aux propriétés
spectrales dominantes de cet opérateur. En ce qui concerne la dimension de Hausdorff
et la densité des rationnels contraints, les résultats présentés étendent a des contraintes
quelconques des résultats précédents obtenus uniquement dans le cas de contraintes
¢lémentaires. Les autres études—densité des irrationnels quadratiques contraints;
comportement moyen de la hauteur et de la période d’un développement en fraction
continue contraint; valeur moyenne de la constante de Lévy des irrationnels quadrati-
ques contraints—semblent nouvelles méme dans le cas d’une contrainte élémentaire.
© 1998 Academic Press

1. INTRODUCTION

L’ensemble triadique de Cantor % est le premier exemple d’un sous-
ensemble de réels de [0, 1] obéissant a des contraintes lices a un dévelop-
pement en base b: dans ce cas, la base choisie est b =3, et la contrainte
consiste a interdire le chiffre 1. C’est un sous-ensemble de mesure nulle, qui
se présente sous une forme “fractale”. La dimension de Hausdorff de tels
ensembles Z est le nombre réel s := #(F ) pour lequel la mesure s-dimen-
sionnelle de % change de nature: de nulle, elle devient infinie. Ici, pour
I’ensemble triadique de Cantor %, on a (%) =1og,(2). De maniere plus
générale, pour un développement en base b, ou I'on ne permet a chaque
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niveau que k des b chiffres possibles, la dimension de Hausdorff de 'ensemble
associé est log,(k).

Un autre systéme de numération tres utilisé est li¢ au développement en
fraction continue. On peut considérer des ensembles de Cantor dont le
développement en fraction continue obéit a des contraintes. L’étude est
plus délicate, car le i-eme chiffre du développement n’est pas indépendant
de ceux qui le précédent et le nombre de chiffres possibles est infini. On
trouve une bibliographie tres compléte sur le sujet dans larticle de Shallitt
[Sh]. Cest Good qui a le premier étudié de tels ensembles et déterminé
leur mesure de Hausdorff. Par la suite, on s’est toujours intéressé a une
forme spéciale de contraintes quon qualifiera ici d’élémentaires: A une
partie M de l’ensemble N, des entiers strictement positifs, on associe
I’ensemble des réels de [0, 1] qui ont tous les chiffres de leur développe-
ment en fraction continue dans M; autrement dit, on a toujours exigé les
mémes contraintes sur chacun des chiffres du développement. Le premier
ensemble de cette forme, li¢ a I'ensemble M = {1, 2}, a été tres largement
étudié par Good [ Go] et Bumby [ Bu]. Par la suite, Cusick [ Cu] et Hensley
[Hel-He4] ont étudié d’autres ensembles de réels associés a des contraintes
¢lémentaires définies par des ensembles M qui étaient toujours finis.
Récemment, il y a eu une percée dans le domaine et Mauldin et Urbanski
ont classifié les contraintes élémentaires infinies.

Dans ce travail, nous cherchons a étudier des réels associés a des contraintes
plus générales, qui peuvent varier selon le rang du chiffre considéré, mais qui
reviennent périodiquement: par exemple, les chiffres de rang impair devront
étre égaux a 1, mais les chiffres de rang pair devront étre multiples de 3. Des
exemples de tels ensembles arrivent naturellement dans certains problémes
liés a la cryptographie. Ce travail a d’ailleurs été motivé au départ par une
question de Tillich relative a des propriétés de fonction de hachage définies
sur SL,(Z) [TZ1, TZ2, Ze]. De tels ensembles sont intéressants également
parce qu’ils contiennent de maniére naturelle des irrationnels quadratiques,
et peuvent contenir aussi certains nombres transcendants explicites comme
le nombre e.

Soit % l’ensemble des suites d’entiers strictement positifs. On considere
le sous-ensemble A :=M;xM,x --- xM,x --- de & qui représente
I’ensemble des développements en fraction continue admis. Cet ensemble
A sera appelé ici I'ensemble de contraintes. On parle de contraintes pério-
diques quand l'ensemble ./ lui-méme est périodique: il existe un entier
/=1 pour lequel, pour tout couple d’indices (i, j) vérifiant i=j mod /, les
ensembles M; et M; sont ¢gaux. Un tel ensemble est completement défini
par la partie # :=M,; x M, x --- x M;, qu’on appellera la période; ’entier
[ sera appelé la longueur de la période. Si /=1, on obtient des contraintes
¢lémentaires. Dans toute la suite, on exigera que l’ensemble .# soit de
cardinal |.#|> 1, mais, par contre, ce cardinal pourra étre fini ou infini.
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L’ensemble 4" est alors isomorphe a .#™, on dira quil est engendré
par ./, et on le notera {.#). On désignera par .#(k) I'ensemble des
préfixes de {.# ) de longueur k

M) =M :=M; x M, x - X M,.

Notons que la périodicité s'exprime par la relation .#(kl)=.#*. Ainsi,
I’ensemble des préfixes dont la longueur est multiple de la longueur / de la
période jouera un role particulier, puisqu’il constitue I’ensemble des mots
sur l'alphabet .#, et sera donc désigné par .4 *,

M* =) k=) KD

k=1 k=1
Voici quelques exemples

) I=1, .4 :={1,2}
) I=1, M =1{2,4,6,..2n, ..}
(i) 7=3, 4 :={1} x{1} x{1,2,3,..,n, ..}
) =2, M i=1{1,2,3, n, ) x {1}
) =5, M :=M; xMyxM;xMy;xMsou M,:={j|j=imod 5}

Ce sont de tels ensembles, de forme générale {.# >, qui vont représenter
I’ensemble des contraintes exercées sur les chiffres des développements en
fraction continue des nombres considérés: On étudiera ainsi trois ensembles
de nombres contraints par .# (on dira encore ./#-contraints), 'ensemble
R(AM) des réels de [0,1] dont le développement en fraction continue
(my, my, .., my, ..) appartient a {.#», 'ensemble 2(.#) des rationnels de
[0, 1] dont le développement en fraction continue (m,, m,, ..., m;) constitue
un préfixe de (.# ) et enfin I'ensemble .#(.#) des irrationnels quadratiques
dont une période du développement en fraction continue est un élément
de .4*.

L’ensemble Z(.#) est ainsi associé a un systéme dynamique .#N sur
lequel Popération de décalage est la puissance /-iéme V := U’ de 'opération
de décalage U des fractions continues,

1 1
U(X):x—|::| .

X

Les travaux de Mayer [ Mal-Ma5], de Bumby [ Bu], de Hensley [ Hel-He4 ],
de Pollicott [ Po], de Faivre [ Fa], de Mauldin et Urbanski [ MU ], et certains
travaux de lauteur [DFV, FV, Val, Va2] ont clairement démontré le
role important que I'analyse fonctionnelle pouvait jouer dans nombre de
problemes liés a I’étude des fractions continues. Ce travail en est un exemple
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supplémentaire, ou des opérateurs de Ruelle-Mayer contraints vont jouer un
role analogue aux opérateurs de Ruelle-Mayer classiques. On considere
d’abord les opérateurs qui engendrent les développements en fraction continue
valides, associés a une contrainte élémentaire M de {1,2, .., n, ..}

910 = % () (o)

mear \IM+Z m+z

ils peuvent étre appelés des opérateurs de Ruelle-Mayer contraints, puisque,
dans le cas ou il n’y a pas de contraintes, ie, M =N,={1,2, .., n.}, on
retrouve 'opérateur de Ruelle-Mayer usuel,

fi[f](z):=z< 1 >f< ! >

o1 m+z m+z

Lorsqu’on a affaire a une contrainte périodique engendrée par la partie ./,
I'opérateur qui engendre la période “miroir”

gﬁ,s::ng,sOng_l,so Ong,s

va jouer un rdle essentiel dans I’étude, via ses propriétés spectrales.

La méthodologie employée ici est trés proche conceptuellement de cette
de la combinatoire analytique [ Fl, FS], au moins dans les deux études de
nature discréte de ce travail (rationnels contraints et irrationnels quadrati-
ques contraints). Les rationnels .#-contraints sont reliés a 'ensemble des
mots finis sur lalphabet .# tandis que les irrationnels quadratiques font
intervenir les cycles construits sur I'alphabet .#. On travaille avec 'outil
des séries génératrices, qui, ici, ne sont pas des séries entieres comme dans
le cas classique de la combinatoire analytique, mais des séries de Dirichlet
en s respectivement de la forme

(I=%,,)7 " [1100) et logdeg(I—%9, )

Les propriétés asymptotiques des coefficients de ces séries s’étudieront grace a
des théorémes taubériens et feront ainsi intervenir les singularités de I'applica-
tions— (I—%, ,) ' et donc les propriétés spectrales de I'opérateur 4, ,. Or,
I'opérateur de Ruelle-Mayer contraint a essentiellement les mémes propriétés
que Popérateur de Ruelle-Mayer usuel; il est compact, il est méme nucléaire
(voir [Grl, Gr2]) et, lorsque le parametre s est réel, il satisfait a une propriété
de positivité forte du type Perron—Frobenius (voir [Kr]) et a donc des
propriétés spectrales dominantes: il a une valeur propre dominante simple
strictement positive notée A(.#, s). Dans un cadre trés général de contraintes
“naturelles”, qu’on appelle ici “ouvertes”, on peut affirmer que le domaine réel
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de convergence de I'application s — .#, s) est un ouvert de la droite réelle,
et on en déduit I’existence d’un unique réel s , pour lequel

Wl,s z)=1.

Ce nombre réel s ,, qui appartient toujours a lI'intervalle [0, 2], est alors
une singularité dominante de la fonction s > (I— %, ,) ' [1](0) et joue un
role fondamental dans I’étude qui suit, puisqu’il intervient dans les trois
premiers résultats de ce travail. On montre en effet

(i) La dimension de Hausdorff de I’ensemble Z(.#) des réels
I -contraints est égale a (1/2) s ,.

(i1)) L’exposant de la densité de l’ensemble 2(.#) des rationnels
M -contraints est égal a s ,. Plus précisément, si 2,(.#) désigne le sous-
ensemble de 2(.#) formé par les rationnels p/q vérifiant 1< p<g<N et
peed(p, g) =1, on obtient le comportement asymptotique suivant, pour N — oo,

|25 (A )| ~ ¢y N**,

pour une constante ¢, ne dépendant que de la contrainte ..

(ili) L’exposant de la densité de I'’ensemble .#(.#) des irrationnels
quadratiques .#-contraints est égal a s ,. Plus précisément, si .%y(.#) désigne
le sous-ensemble de .#(.#) formé par les irrationnels quadratiques x pour
lesquels I’équation de Pell a une solution fondamentale &(x) inférieure ou
égale a N, on obtient le comportement asymptotique suivant, pour N — oo,

| In(A )| ~d 4N,

pour une constante d , ne dépendant que de la contrainte ..

Le premier résultat étend les résultats de Mauldin et Urbanski [ MU,
MU2] a des contraintes non élémentaires. Le second résultat, précédem-
ment obtenu par Cusick [ Cu] et Hensley [ Hel ] dans le cas particulier d’une
contrainte élémentaire et finie, est ici acquis par des méthodes sensiblement
différentes et nettement plus simples. Le troisiéme résultat n’a été précédem-
ment démontré [ Po, Fa] que dans le cas ou il n’y a pas de contraintes—i.e.,
M={1,2,..,n, .} ets, =2

Les trois résultats suivants décrivent le comportent moyen de la longueur
du développement en fraction continue d’un rationnel .#-contraint, et le
comportement moyen de deux grandeurs associées a un irrationnel quadrati-
que .#-contraint: la longueur de la période du développement en fraction
continue de cet irrationnel quadratique et aussi la constante de Lévy de cet
irrationnel quadratique. Ces résultats font intervenir une grandeur qui joue
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un rdle analogue & celui que la constante 72/(12 log 2) joue dans les problémes
non contraints. Cette constante n’est autre que la dérivée de la fonction
s — —A(N,, s) au point s, =2 dans le cas d’un probléme non-contraint et
elle est aussi égale, dans un sens précis, a la moyenne des constantes de
Lévy de tous les irrationnels quadratiques. C’est pourquoi on I'appelle aussi
la constante de Lévy. Ici, c’est une autre constante, égale par définition a
la dérivée de la fonction s > —(1/) A(#, s) au point s, qui va intervenir.
On va montrer dans le résultat (vi) qu’elle est aussi égale, dans un sens précis,
a la moyenne des constantes de Lévy de tous les irrationnels quadratiques
M -contraints. C’est pourquoi on I'appelle la constante de Lévy associée a
la contrainte .# et on la désigne par L (. ).

(iv) La hauteur moyenne du développement en fraction continue
d’un rationnel de 2y(.#) vérifie, pour N — oo,

E[En(M)] ~

g(%)log N,

ou (M) représente la constante de Lévy de I’ensemble .Z.

(v) La longueur moyenne de la période du développement en
fraction continue d’un irrationnel quadratique de .#y(.#) vérifie, pour
N — oo,

1
E[ Yy(eM)] ~ i log N,

ou L () représente la constante de Lévy de I’ensemble .Z.

(vi) La valeur moyenne de la constante de Lévy d’un irrationnel
quadratiqua de Zy(.#) vérifie, pour N — oo,

E[ZN(AM) )~ ZL( M),

ou L () représente la constante de Lévy de ’ensemble .Z.

Les résultats (iv), (v) et (vi) généralisent ainsi a une contrainte périodique
quelconque des résultats précédents obtenus seulement dans le cas particulier
du probléme non contraint, par Heilbronn [ Hei] et Dixon [ Di] pour les
rationnels, par Pollicott [ Po] et Faivre [ Fa] pour les irrationnels quadra-
tiques. Il est a noter le paralléle frappant entre les résultats obtenus et les
méthodes employées dans le cas des rationnels .#-contraints et des irra-
tionnels quadratiques .#-contraints.

Plan du travail. On commence par définir les principaux objets étudiés,
dans le cadre classique, puis dans le cadre contraint (Section 1). Puis, on
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décrit, dans la Section 2, les principales propriétés de 'opérateur de Ruelle—
Mayer contraint, qui généralisent celles de I'opérateur de Ruelle-Mayer
classique. Chacune des trois sections suivantes 3, 4, 5 est consacrée a
I’étude d’un ensemble contraint: celui des réels dans la Section 3, ou l'on
démontre le résultat (i), puis celui des rationnels dans la Section 4, ou les
résultats (ii) et (iv) sont établis, enfin celui des irrationnels quadratiques
dans la Section 5, ou sont obtenus les résultats (iii), (v) et (vi). Le travail
se termine par une section consacrée a des exemples d’utilisation et a des
calculs explicites.

1. FRACTIONS CONTINUES ET OPERATEURS DE
RUELLE-MAYER CONTRAINTS

Ici, on décrit d’abord les principaux objets liés au développement en
fraction continue: homographies, continuants, intervalles fondamentaux,
opérateur de Ruelle-Mayer. Ensuite, on introduit les objets similaires liés
a un ensemble de contraintes.

1.1. Opérateur des fractions continues et continuants

L’opérateur de décalage U des fractions continues est défini pour un réel
x de #=[0,1[ par

U(x)zl—{l} pour x#0, U0)=0 (1)
x |x

ou [x] désigne la partie entiere du réel x. Cet opérateur est a la base de
I’algorithme des fractions continues:

Entrée. Un réel x de J. Tant que x #0 faire x := U(x).

A un réel x, on associe la suite xo =X, X, X5, ..., Xz, ... des itérés de x. Si
le k-¢me itéré existe, 'algorithme des fractions continues construit sur
I’entrée x, un développement en fraction continue

1

x0=
my +
mz“f‘

mk+xk

ou les entiers m; sont supérieurs ou égaux a 1. La relation x, = A(x,) définit
une homographie de hauteur k, associée a un k-uplet m = (my, m,, ..., my)
d’entiers m; > 1,



190 BRIGITTE VALLEE

mk-I-Z

Toutes ces homographies de hauteur k constituent ainsi toutes les branches
inverses possibles du k-¢me itéré de U défini en (1). Une telle homographie
h s’exprime alors a 'aide des continuants

_PietzP

ho(7)=
() 0r 420,

ou

Or=Qx(my, ..., my), Ok—1=0r—1(my, .y my_y),

(2)
Pr=0r_1(my, ..., my), Pr 1= 0k _o(my, .ymy_y).
Les polynomes continuants sont définis par récurrence
Or(my, my, oy ) =my Qe (M s Mg 1) + OQp_o(my, oy mye_5),  (3)

avec Qp=1, Q,(m;)=m,. 1l est bien connu que le polynéme continuant
O,(m) est aussi la somme de tous les mondmes obtenus en barrant deux
variables consécutives m;m; . ; dans le produit m;m, ---m,. Les continuants
veérifient une propriété de symétrie

Qk(ml > tey mk) = Qk(mk’ ety ml)’ (4)

et Iidentité du déterminant

QkPkfl_Qkflpkz(_l)k- (5)

Pour une homographie /# de hauteur k associée a un k-uplet m, le trans-
formé par & du segment .# est appelé intervalle fondamental de rang k: il
est formé par tous les nombres réels dont le développement en fraction
continue commence par (m,, m,, ..., m;). L’intervalle .# lui-méme est, a un
ensemble de rationnels prés, réunion disjointe de tous les intervalles fonda-
mentaux de rang k

Jx~ ) h(F) pour chaque k= 0.



DYNAMIQUE DES FRACTIONS CONTINUES 191

L’intervalle fondamental A(.#) s’exprime en fonction des continuants:
_| Pe Prort Py
Or” Qk—1+ 0k

(les bornes de I'intervalle étant ordonnées ou non suivant la parité de k) et
est de longueur égale a

h(.7) (6)

1

1= RS = 0u(Ox+ 0r 1)

(7)

1.2. Irrationnels quadratiques

Les éléments x de .# pour lesquels la suite U’(x) est périodique (sans
prépériode) sont des irrationnels quadratiques qu’on appelle dans la suite
réduits. Le développement en fraction continue d’un irrationnel quadratique
réduit est alors clairement périodique; on désigne par p la longueur de sa
période et par 7 :=(my, m,, .., m,) sa période. Une grandeur fondamentale
attachée a un tel nombre est le produit

-1
ax):= [] U'x) (8)
i=0
formé des éléments de la suite U’(x) qui engendrent la période 7. A partir
de cette grandeur o, on définit la constante de Lévy f(x) du nombre x

—1 P)-1

1 )
B(x) .=mlog oc(x)=m i;) log U'(x). (9)

Cette constante joue un rdle important, grace a la relation

1
lim —
kEl:ok

log Qx(x) = B(x), (10)

ou Q,(x) représente le continuant d’ordre k associ¢ a x, i.e., le dénomina-
teur de la k-iéme réduite de x. A une légére correction prés due a la parité
de la période, la grandeur a(x) est également reliée a la solution fondamentale
&(x) = 1/2(X+ﬂ Y) de léquation de Pell X>—AY*=4, ou 4 est le
discriminant 4 = B2 —4A4C associé a ’équation minimale de x de la forme
Ax*>+Bx+C=0 avec 4, B, C premiers entre eux. Posant r=1 si p est
pair, et ¥ =2 si p est impair, on a

g(x) =a(x) "™, (11)

Le nombre &(x) joue, pour les irrationnels quadratiques réduits, un role
analogue a celui du dénominateur pour les rationnels: il représente une notion
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naturelle de taille; en particulier la grandeur 2 log ¢(x) est la longueur de la
géodésique tracée sur la surface modulaire et reliant x a son conjugué.

Il est naturel d’étendre les définitions de «, ¢ et r a des mots m=
(my, m,, .., my). A un tel k-uplet, on associe I'irrationnel quadratique m*
dont le DFC a pour période (m,, m,, ..., my). Il faut noter que (m,, m,, ..., my.)
est une période du DFC de m™ mais non pas nécessairement sa période, i.e.,
la plus petite. On pose alors

a(m)¢=]:[ Ul(m*),  Blm):=pm*),  e(m)=a(m)~"",  (12)
i=0

avec r(m)=1 si k est pair et r(m)=2 si k est impair. Notons que par
construction, on a a(m")=a(m)". Cette égalité permet de montrer que
I’application «, définie ainsi sur les mots, hérite de deux propriétés impor-
tantes qu’elle a sur les irrationnels quadratiques: elle est invariante par
permutation circulaire et par effet miroir.

Par ailleurs, I'égalité

1
R
XQr_1+ Ok

permet d’exprimer le nombre «(m) en fonction de lirrationnel quadratique m™*,
des continuants relatifs au mot m et de I’homographie #4,, associée a ce mot.

a(m) (m™)|'2 (13)

1.3. Fractions continues contraintes

Lorsque le probléme est associ¢ a un ensemble de contraintes périodique
engendré par .#, on considére ’ensemble (.# ) des développements en
fraction continue valides, et, pour tout k > 1, 'ensemble des développements
en fraction continue valides de longueur k, qui sont associés a 'ensemble .# (k)
des préfixes de longueur k de {.# ». L’ensemble des homographies valides de
hauteur k noté J#(.#) est alors constitué par les 4,, lorsque m décrit .#(k),
et les continuants valides sont les Q,(m) définis en (3) lorsque m décrit .Z(k).
Les intervalles fondamentaux valides de hauteur k sont les transformés de
# par les homographies de (.4 ). L’ensemble

(M) = ) h(F)
he Ao (M)
est formé de tous les réels qui ont un développement en fraction continue

valide jusqu’a 'ordre k et 'ensemble Z(.#) que I'on veut étudier est donc
égal par définition a

RM)= () BE (M.

k=1
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De méme, I’ensemble

P (m)
Oi(m)
est formé de tous les rationnels de hauteur k£ qui ont un développement en

fraction continue valide, et 'ensemble 2(.#) que ’on veut étudier est donc
égal par définition a

29y := {h(0) | he (M)} ={ ‘me%(k)}

2AM)y= ) 2% ().

k>1

De maniére analogue, on va considérer 'ensemble des nombres irrationnels
quadratiques .#-contraints; ce sont les irrationnels quadratiques réduits
contenus dans Z(.# ), et donc ceux dont la période du DFC est compatible
avec .. On dira qu’un nombre irrationnel quadratique x de période 7 est
élément de #(.#) s'il existe une puissance n* de sa période (au sens des
mots) qui est élément de .Z*.

1.4. Opérateurs de Ruelle—Mayer usuels

Les opérateurs de Ruelle—-Mayer usuels ¥, servent a “inverser” I'opérateur de
décalage U des fractions continues. Ils sont définis pour un complexe s vérifiant
R(s) > 1 par la relation

A1 = T e f () (14)

may (m+z)"" \m+z

Les itérés d’ordre k de ces opérateurs engendrent alors les continuants
d’ordre k dans le sens suivant

. ~ 1 Pr_1z+ Py
gs[f](z) _mlgm (Qk—lz+ Qk)Sf<(Qk—IZ+ Qk)>’

k

et, en particulier

: 1 /P 1 Ok

#0= 3 2 /(E)= T Z(%) s
JEaoled)=, 5, 0 o

la seconde égalité étant due aux propriétés de symétrie (4). Une homographie

h de hauteur k a une dérivée qui, sur le segment ., et grace a (5), a le signe

de (—1)*. Cela justifie 'introduction de la fonction /4 qui est 'unique fonction

holomorphe qui coincide avec

1
h/ 12 _ —1 kh/ vz2___ - 00 16
|h'(y)l [(=D*A(p)] (O 17+ 00 (16)
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sur le segment .#. On obtient ainsi une forme alternative pour ¥, et ses
itéreés,

G L1z = Y h(z2)* foh(z), (17)
|h| =k

ou la somme est étendue a toutes les homographies # de hauteur k.

1.5. Opérateurs de Ruelle—-Mayer contraints

A un ensemble périodique de contraintes engendré par .#, on associe
d’abord les opérateurs qui engendrent les développements en fraction
continue valides associés a chaque composante M; d’indice i (1 <i</) de

la période .#
G, 10 = 3 () 1) (18)

meM, m+z m+z

Puis, a 'ensemble .#(k) des préfixes de longueur k& de {.# ), on associe
l’opérateur

gj/(k),s:Zng,sOng_l,so Ong,s' (19)

Notons qu’on décide de considérer les M; dans l'ordre-miroir, et, ce, pour
des raisons qu’on va expliciter plus loin. Via la définition (16), un tel
opérateur est défini alternativement de maniére analogue a (17) par

Guwo L 1z)= Y h(z) foh(z) (20)

he H# (M)

(ot #,(.4) représente I'ensemble des homographies associées aux préfixes
miroir de .#(k)), et vérifie en z=0

Gl 100= T f(P)= T oor(B=t) e

i |\me H(k) O% O me M(k) 0%’ Ok

grice a la propriété de symétrie des continuants vue en (4). Comme I’étude
menée ici fait jouer un réle important aux intervalles fondamentaux dont
la longueur, exprimée en (7), fait intervenir les Q,, ce sont des expressions

de la forme
Z 1 f<Qk_1>,

me M(k) Qic Qk
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qui interviennent naturellement et qui justifient 'introduction des opéra-
teurs a effet miroir. Ces opérateurs associés aux prefixes de .#(k) s’expriment
en fonction de vraies puissances de 'opérateur qui génere la période “miroir”

gﬂ,s:ZgM,,sOgM,_l,so Ong,S' (22)

Soit en effet un indice k qui sécrit sous la forme k =n/+iavec ie {1---1}.
Alors,

Guior.s=%uiirs°Yu,s (23)

ou maintenant %",  représente la puissance n-iecme de 'opérateur 4, ..

Remarquons que, dans tous les problémes ou le seul continuant Q,
intervient au niveau k, il est équivalent de travailler avec 'opérateur de
Ruelle-Mayer associ¢ a la contrainte sans effet miroir

ng’sogMz’so ong,s.

Nous montrerons de fait, en 2.1, que ces deux opérateurs sont tres
semblables, puisqu’ils possédent le méme spectre.

L’opérateur de Ruelle-Mayer qui engendre la période-miroir .# va jouer
un rdle fondamental dans la suite: il intervient naturellement dans les
problémes liés a la dimension de Hausdorff Z(.#) (Section 3) et est adapté a
I’étude des rationnels .#-contraints (Section 4) comme a I’étude des irrationnels
quadratiques (Section 5). On va étudier maintenant ces opérateurs, et montrer
quils ont des propriétés spectrales trés semblables a 'opérateur de Ruelle—
Mayer usuel.

2. LES PROPRIETES SPECTRALES DES OPERATEURS DE
RUELLE-MAYER CONTRAINS %, s

On montre ici que la quasi-totalité des propriétés de 'opérateur de Ruelle—
Mayer classique se généralise aux opérateurs contraints: compacité, nucléarite,
réalité du spectre. On généralise aussi les formules de la trace, ce qui
permet d’obtenir I'invariance du spectre quand la période .# est modifice
par un élément du groupe diédral. On montre aussi que l'opérateur de
Ruelle-Mayer contraint jouit de propriétés fortes de positivité, pour une
valeur réelle du parametre, qui restent vraies par perturbation sur un voisinage
de l'axe réel. On terme par des propriétés du rayon spectral qui s’avéreront
essentielles dans I'application des théorémes taubériens.

Dans toute la suite, # et 7~ désignent respectivement le segment et le
disque ouvert de centre 1 et de rayon 5/4. On définit les opérateurs 4, ,
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sur I'ensemble A (7") forme par les fonctions f holomorphes dans 7~ et
continues sur #". Muni de la norme sup |-| définie par

|/1=Sup{|f(z)],zeV"},

cet ensemble est un espace de Banach.

Pour une partie finie M de N, , 'opérateur %, ,, défini en (18), est borné
pour toute valeur du paramétre s. Si la partie M est infinie, le domaine de
définition de I'opérateur %,, , coincide avec le domaine de convergence %,
de la série de Dirichlet {,,(s) liée a la partie M,

Culs) =), —. (24)

meM

Pour des raisons qui apparditront plus loin, et dans toute la suite du travail,
on se limite a des parties infinies M dites ouvertes pour lesquelles intersec-
tion de ce domaine de convergence %, avec la droite réelle est un ouvert de
la forme A= {s|s> py}. Les travaux de Mauldin et Urbanski ont mis en
évidence un cadre de contraintes plus générales pour lesquelles la dimen-
sion de Hausdorff existait, mais nous nous restreignons ici a des contraintes
ouvertes, qui fournissent un cadre certes plus restreint, mais aussi plus
naturel. L’abscisse de convergence p,, vérifie 0 < p,,< 1 et pour tout s€ %,
la norme de T'opérateur %, , se relie a la série d’'Hurwitz {,,(s)(x) attachée a
la partie M,

1
Caals, x) =),

meM(m+x)S

par la relation

—1
1% | <Car (a, 4>, pour o :=%R(s).

Comme l'opérateur %, , agit sur un espace de fonctions analytiques, c’est
aussi un opérateur compact. Par composition, 'opérateur %,, , associé a la
période . et défini en (22) vérifie des propriétés similaires: Son domaine
de definition 2, coincide avec le domaine de convergence de la série de
Dirichlet { ,(s) lice a la période .#

Cals)i= Y

2
me .M Ql(m)s’ ( 5)
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et vérifie

Comme précédemment, on se limitera a des périodes .# de cardinal infini,
dites ouvertes pour lesquelles I'intersection de ce domaine de convergence
2, avec la droite réelle est un ouvert de la forme 4 , ={s|s>p_,}. Il est
aisé de remarquer que .# est ouverte dés qu’il existe une composante M,
qui vérifie les deux propriétés

(1)  pa,maximal parmi les Py, pour 1<j<! (i) M, ouverte.

Sur le demi-plan Z,, la norme de lopérateur ¥, , se relie a la série
d’Hurwitz {_, (s, x) attachée a la période .,

1
L5, x) .:mgﬂ [Q/(m)+50,_1(m)]*

par la relation

1y 1
01 <Ca (0 )< T G (0 50) pour o= (20

i=1

I'opérateur est aussi compact et possede ainsi un spectre discret, avec un
seul point d’accumulation en 0.

2.1. Nucléarité des opérateurs, déterminant de Fredholm, et formules de la
trace

Soit B un espace de Banach et B* son espace dual. Un opérateur
&: B— B est nucléaire d’ordre 0 s’il admet la représentation

L= wer®e, ouencore: L[f]=) welr(f)e; pourtout feB,

iel iel

avec e; € B, e} € B* vérifiant |e,| =|le}|| =1 et u, p-sommable pour tout
p>0 (e, X ;17 < 4+ 0).

De tels opérateurs ont été introduits et étudiés par Grotendhieck
[Grl, Gr2]. IIs sont compacts. Mieux, on peut justifier sur cette classe la
plupart des calculs matriciels classiques. On définit ainsi la trace d’un tel
opérateur,

Tr & =) well(e,), égale aussia Tr ¥ =) 4,

iel iel
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ou les 4, sont les valeurs propres de . comptées avec leur multiplicité algébrique.
Les traces des itérés de .Z sont également bien définis. Le déterminant de
Fredholm de ., qui représente I'analogue du polyndéme caractéristique,

det(I—u¥):=[] (1 —24u), (27)
iel
ou les Z; sont les valeurs propres de ¥ comptées avec leur multiplicité
algébrique, admet alors ’expression

[ee) k

det(/—u¥)=exp[Trlog(I—u¥)] =exp| — > uz Tr £*|. (28)
k=1
Ainsi, les opérateurs nucléaires d’ordre 0 ont toutes les bonnes propriétés
qui justifient un calcul matriciel sur des matrices infinies. Sur certains espaces
de Banach, comme I'espace 4 (7") sur lequel on travaille ici, tout opérateur
borné est nucléaire d’ordre 0 [ Grl, Gr2]. Les opérateurs de Ruelle-Mayer
contraints sont donc nucléaires d’ordre 0.

Par ailleurs, la trace de 'opérateur ¢, , et de ses itérés se calcule explici-
tement en fonction des grandeurs « attachées aux mots de .#* et définies
en (12). Pour une contrainte .# de cardinal 1 définie par un unique mot
m de longueur k, le spectre de l'opérateur %, , est une progression geome-
trique de la forme

{up=a(m)* (—1)"* a(m)*", ne N}, (29)
et ainsi la trace vérifie

«*(m)

TI‘ g{m},S=41 _(_1)ka2(m)'

Dans le cas d’une période .# quelconque, l'opérateur 4, ; et ses itérés
s’expriment comme une somme de tels opérateurs

ko

ng,s_ Z g{m},w
me Mk

ou ./ désigne le miroir de .#. Par linéarité, la trace des opérateurs de

Ruelle-Mayer contraints, associés a une contrainte de période .# de

longueur / vérifie

oa*(m)

Tr %%, .= —_—.
r gﬁ,s Z 1—(—1)kloc2(m)

me k

(30)

Grice a cette relation, les propriétés de la grandeur o (invariance par permuta-
tion circulaire ou effet miroir) se transmettent au spectre des opérateurs de
Ruelle-Mayer contraints. Soit p une permutation, ¢lément de I’ensemble 2,
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des permutations de {1, 2, ..., /}. On considére la période .#, déduite de .#
par application de o,

My =M1y X Mgy X -+ X M ;.

On s’intéresse aux permutations appartenant au groupe diédral engendré
par le cycle o défini par o(i) :=i+ 1 mod / et par 'opération miroir 7 définie
par (i) :=1—i+ 1.

PRrROPOSITION 1. Soit p un élément du groupe diédral engendré par o et .
Alors les deux opérateurs de Ruelle—Mayer contraints, associé respectivement a
la période M et a la période ., ont le méme spectre (multiplicités comprises).
C’est en particulier le cas pour Iopérateur 4, et son miroir 4 ;4 .

Preuve de la Proposition. L’identité des spectres de déduit de I’égalité
entre les déterminants de Fredholm. Par ailleurs, la relation (28) relie ces
déterminants a la trace des itérés dont I'expression a été évaluée en (30).
Ainsi, il faut comparer les deux expressions

() o #(p)
[ e P WY ey Py

peﬂﬁ

Tr %%, .= Y

ne vk
ou ./ est le miroir de .#. Lorsque p décrit 'ensemble A~ ';, p s’écrit sous
la forme p(n), ou n=(n,, n,, .., n,) décrit I'ensemble 4%, Si p est le cycle
o défini par ¢(i) :=i+ 1 mod /, alors &(n) s’écrit a(n,), a(n,), ..., o(n;) = S(#),
ou S est le cycle défini par S(i) :=i+ 1 mod kl et 7i est le mot n dans lequel
les premiéres composantes de chaque 7, ont été permutées selon le cycle o~
Puisque la grandeur « est invariante par la permutation circulaire S, on a dans
ce cas a(p)=o(7i). Si T est le miroir, 'opération 7 sur les mots de longueur
Ik est définie par 7(n,, n,, ..., n;) = (t(n,), ©(ny), ..., ©(ng). Donc p :=1(n) est
le miroir du mot (n, 1y _4, ..., 1), €t ainsi, puisque la grandeur a est invariante
par effet miroir, on a o(p)=oa(ny, ny_4, .., n;). Dans les deux cas, les multi-
ensembles {a(n), ne A/*} et {a(p), pe A%} coincident. |

La proposition montre en particulier qu'on peut enlever le chapeau (lié
a Popération miroir) dans la formule (30)

o’(m)

Tr 9%, .= —_———
rg/i/,s Z 1—(—1)”0(2(1/}’1),

me.u*

et 'on obtient facilement une identité fondamentale

Y owm)=Tr &5, —~(~1FTe g, . (31)

me .k
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qui donne, via I'identité (28), une relation mettant en jeu les déterminants
de Fredholm

uk

_Zk

k=1

Y. @(m)=log deg(I —u% ) ~log deg(I (1) u¥ 4., 2).

2.2. Positivité de Iopérateur de Ruelle—Mayer contraint associé a une
valeur réelle du paramétre s

Lorsque s est réel (s> p_, ), Popérateur ¢,  est uy-positif. De tels opéra-
teurs, introduits par Krasnoselsky [ Kr], généralisent les opérateurs positifs
de la dimension finie et possédent des propriétés spectrales dominantes.

Un ensemble K d’un espace de Banach réel B est appelé un cone propre
si

(i) pour tout réel p >0 et tout f de K, pf ek,
(i) Kn —LK={0}.

Un cbne propre est appelé reproductif si B=K — K, i.e., tout élément f
de B s’¢crit comme la différence de deux éléments de K.

Soit K un cdne propre, reproductif et d’intérieur X non vide. On dit que
Z: B— B est positive (par rapport au cone K) si #(K) est inclus dans K.
Soit u, un élément de K; on dit que I'opérateur positif Z est u,-positif par
rapport au céne K si pour tout élément f non nul de K, il existe un entier
p et deux réels o et S strictement positifs pour lesquels

Puo < LPLS] < o, (33)

ou l'ordre est défini en relation avec K: f< g si et seulement si g— fe K.

Alors, d’aprés un théoréme dii a Krasnoselsky [Kr], un opérateur ¥
compact et u,-positif satisfait a une propriété de type Perron—Frobenius: il
a un unique vecteur propre g dans K et la valeur propre associée 1 est
simple, positive, et strictement plus grande en valeur absolue que les autres
valeurs propres.

Si s est réel (s> p_, ), lopérateur 4, laisse stable 'espace AR (7") formé
par les éléments de A (7") qui sont réels sur #; c’est un espace de Banach
réel, et 'ensemble K des fonctions de 4 (7") dont la restriction a ¢ est
positive ou nulle y forme un cone propre, reproductif et d’intérieur K non
vide. La fonction constante 1, =1 est un élément de K et on montre:

LEMME 1. La restriction de l'opérateur 4, ,a A% (77, est uy-positif par
rapport au cone K.

Preuve. On adapte en effet aisément la preuve [ Mal] que Mayer donne
pour les opérateurs usuels. Supposons que ¥, , ne vérifie pas (33). Il existe
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donc une fonction f'de K pour laquelle pour tout entier k, il existe u € ¢ pour
lequel g’jﬂ,s[f](u) =0. Alors, pour toute homographie de #,(.#), on a
foh(u)=0. Comme le cardinal |.#| est au moins égal a 2, il y a au moins 2*
homographies distinctes dans 'ensemble %, (.#), et donc 2 points distincts
ou f's’annule. On en déduit donc, en faisant tendre k — oo, que fest identique-
ment nulle. ||

On peut donc appliquer le théoréme de Krasnoselsky a la restriction de
Gy 2 AR (7). Par ailleurs, adaptant un autre argument de Mayer [ Ma3],
on montre que les deux spectres—celui de %, et celui de la restriction de
Gy s 2 AR (7 )—coincident.

Ce qui précede permet alors de montrer le résultat suivant.

PROPOSITION 2. Pour un réel s> p_,, Popérateur 4, ;: A (V") = A (V)
a une valeur propre dominante (.M, s) qui est simple, positive et strictement plus
grande que toutes les autres valeurs propres en valeur absolue. Le vecteur
propre correspondant f, , est strictement positif sur ¢. La projection 2, ; sur
le sous-espace propre dominant est définie par 2, [ f1(z)=e 4 [ ] f.u. 5(2),
ou la forme linéaire e , ; vérifie e , [ f1>0 pour une fonction f>0 sur 7.
Lopérateur 4, admet la représentation

gﬂ,s:l(%as)‘@%,s—i_‘/‘/;ﬂ,sa (34)

ou Py soNys=NysoPy =0.Lerapport spectral, égal par définition au
rapport entre le rayon spectral de N, ; et A(, s) est strictement plus petit
que 1. Pour toute constante o strictement plus grande que le rapport spectral,
et pour une fonction f de A (7") strictement positive sur ¢, on a

9%, LN =Ml 5 2y Lf1(2)[ 1+ O(09)],
pour tout k=1 et tout z dans ¢.

On obtient des minorations et des majorations indépendantes de k: Pour
tout s réel s> p_,, pour toute fonction f de 4. (7") strictement positive
sur ¢, il existe deux constantes 4 et B dépendant de s et de f, pour les-
quelles on a I'encadrement valable pour tout k> 1, et pour tout z de ¢

BA( M, 5)* <%, [ [1(z) <AMAM, 5) . (35)

Pour une contrainte .# de cardinal 1, Popérateur ¥, , est positif, mais le
lemme ne s’applique pas et on ne peut a priori démontrer que cet opérateur
est uy-positif. On a déja montré qu’on connaissait explicitement son spectre
(29). Lorsque s est réel, on montre aussi directement que le vecteur propre
correspondant f,  est strictement positif sur # et que la forme linéaire
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ey s vérifie e , [ f1>0 pour une fonction />0 sur #. La proposition est
ainsi encore vraie dans ce cas.

On peut aussi montrer (mais on ne le fera pas ici) que le spectre de 4, ,
est réel des que s est réel: c’est une autre adaptation simple de la représen-
tation intégrale de I'opérateur de Ruelle-Mayer non contraint.

2.3. Propriétés lices aux perturbations du parameétre s au voisinage de
Iaxe réel

Comme lapplication s —» ¥, , définit une application holomorphe de
{s|R(s)>p.,} dans 4 (7"), on peut appliquer au voisinage de I'axe réel
la théorie des perturbations qui montre que I'opérateur ¢, , conserve ses
propriétés spectrales dominantes au voisinage d’un parameétre s réel:

PropoOSITION 3. Soit 6> p_, un nombre réel fixé. Il existe un voisinage
complexe Q de o pour lequel les propriétés spectrales dominantes de 4, , se
prolongent a 9, : les quatre quantités (M, s), [ 4. s, € 4.5 (et donc 2, ),
Ny sy sont bien définies, y représentent les objets spectraux dominants de
9, et sont analytiques en s; de plus, le rayon spectral de N, , est strictement
inférieur a |AM(M, s)|. Sur le méme voisinage Q, et pour toute fonction f de
A (V") strictement positive sur ¢, on a

G L S12) =AUV Py LS+ N, [ f1(2) (36)
pour tout k=1, et pour tout point z de V.

2.4. Propriétés de la valeur propre dominante: définition de 'abscisse s ,
et de la constante de Lévy L (M)

Pour un réel s > p ,, la valeur propre dominante A(.#, s) peut alors étre
définie par

1 1/k
)v(,/%,s)zlim< Y > . (37)

k me.uk Qil(m)

(I1 suffit d’appliquer ce qui précéde a la fonction constante 1 qui est un
¢lément de A (7").) Le plus petit des continuants Q, est obtenu quand
chacun des m; est minimal dans sa catégorie; on désigne par «a; cette valeur
minimale, et on considére le nombre a_, irrationnel quadratique dont le
développement en fraction continue est périodique de période («,, a,, ..., a;).
Le continuant Q, vérifie alors

.1
lim _ log Q= f(a)
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ou f(x) est la constante de Lévy de lirrationnel quadratique x, définie
en (), ce qui monte que s — A(.#, s) vérifie, pour tout u >0

MM, s+u)<e MPaw)j( i, s), (38)

et définit donc une fonction strictement décroissante de s le long de I'axe
réel. Par ailleurs, si la partie .# est ouverte, les deux relations

lim A, s)=+ 0, lim A(A,s)=0,

S=>Py §— + oo

et I'analycité de I'application s - A(.#, s) montrent I'existence d’un unique
point s , de 1p_,, +oo[ qui vérifie

M, s 4)=1.
Puisque par ailleurs application .# — A(.#, s) est croissante, et vérifie
MAM,0)=|M|>1, pour ./ finie et A(N4,2)=1,

le point s , appartient toujours a Iintervalle JMax(p_,, 0), 2].

Lorsque I'ensemble .4 est fini, on peut aussi considérer le plus grand des
continuants, obtenu quand chacun des m; est maximal dans sa catégorie;
on désigne par b; cette valeur maximale, et on considére le nombre b _,
irrationnel quadratique dont le développement en fraction continue est
périodique de période (by, b,, ..., b;). Le continuant Q, vérifie alors

.1
lim > log Q= f(b.«),

ce qui montre que s — A(.#s) vérifie, pour tout u >0
Wy s+u)=e MPO0)( A, 5). (39)

En particulier, en faisant tendre u vers 0, en utilisant (38) et (39), et en
choisissant s :=s_,, on obtient 'encadrement

—1
Blay)<ZL(AM) ::Ti’(%’ S.u) <Pb.y),

ce qui justifie déja le nom de constante de Lévy de .# donné a la constante
(=1/1) 2 (M, s ,). On montrera dans le Théoréme 3 de la Section 5 que la
constante de Lévy £ (.#) est en un sens précis la moyenne des constantes
de Lévy des irrationnels quadratiques .#-contraints.

Remarquons que les deux grandeurs s , et £ (.#) ne dépendent que de
la contrainte, et non de la maniére dont elle est engendrée. deux périodes
différentes .# et A" de la méme contrainte vérifient A" =.#" pour deux
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entiers m et n et donc A(#, s)" = A(AN, s)", ce qui détermine le méme point
S 4 =5 et, en dérivant en ce point, la méme constante de Lévy contrainte.
Ainsi, la Proposition 1 admet pour corollaire le résultat suivant:

COROLLAIRE 4. Soit p un élément du groupe diédral engendré par o et t.
Alors la période M et la période .4, définissent les mémes grandeurs fonda-
mentales s , et L(M). Ainsi, les énoncés des six résultats du travail sont
exactement les mémes pour les nombres contraints par la période M ou par
une période M, déduite de la période 4/ par action du groupe diédral. Seule
la constante ¢, du résultat (i) dépend a priori de la période M elle-méme
et non seulement de sa classe déquivalence modulo ce groupe diédral.

2.5. Propriétés du rayon spectral

Un autre volet de résultats concerne les propriétés du rayon spectral. Le
résultat principal généralise un résultat similaire obtenu par Faivre dans un
contexte plus particulier et montre que, le long dune droite verticale, le
rayon spectral atteint son maximum strict sur I’axe réel.

PROPOSITION 5.  Soit 6 > p_, un nombre réel fixé et s un nombre complexe
de la forme s=a+it, t#0. Alors le rayon spectral R(.4,s) de 4, , est
strictement inférieur a MM, o).

Remarque. Ce résultat n’est pas vrai dans le cas ou le cardinal |.Z| est
égal a 1, comme le montre I'expression explicite (36) du spectre.

Compte-tenu de I'inégalité (38), qui prouve la décroissance stricte le long
de ’axe réel, on obtient le résultat suivant qui sera essentiel lors de I'appli-
cation ultérieure des théorémes taubériens:

COROLLAIRE 6. Soit o> p_, un nombre réel fixé. Alors pour tout s vérifiant
R(s) =0 et s#a, le rayon spectral R(.M, s) de 9, , est strictement inférieur
a MM, o).

Preuve de la Proposition 5. On peut toujours suppose, quitte a effectuer
une permutation circulaire qui laisse le spectre invariant, que la période .#
est de la forme M, x M, x --- x M, avec |M,| > 2. Alors .4 contient deux
mots m et n qui different par leur derniére composante. Par ailleurs, le spectre
étant invariant par effet miroir, on va travailler avec 'opérateur %, . Soit
/ une valeur propre de ¢, , et f un vecteur propre associ¢. On désigne par
/. le vecteur propre dominant de ¥, ,. Ce vecteur propre est, d’aprés la
Proposition 2, strictement positif sur I'intervalle ¢, et ne s’annule pas 7.
On le normalise par la condition £, (0)=1; par ailleurs, on peut toujours,
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quitte a multiplier f par une constante, supposer que la fonction x4 définie
sur ¥~ par

() = 1)
)

(40)

est de module au plus égal a 1 sur [0, 1] et atteint le module 1 en un
point x,. On a toujours, compte-tenu des relations (20)

1A 1/ (x0)l = 19,0, LS 1(0)]
< Y hl(xo)7 | foh(xo)l

he Ay (M)

< Y h(xg)? fo oh(xo)

he (M)
= j'(O-) fa'(xﬂ)’
et la définition de x, montre alors 'inégalité large |1 < A(o).

On va alors montrer dans un premier temps le résultat général suivant,
qui n’utilise pas la forme particuliere des homographies. La preuve généralise des
idées contenues dans des preuves analogues de Faivre [ Fa] et Pollicott [ Po2].

LemMmE 2.  Supposons que I’on ait I’égalité
A=e"Ma) (aeR) (41)
lorsque le réel s vérifie s=a+it, t #0. Alors, la fonction u définie en (40)
est de module 1, est un vecteur propre commun a tous les opérateurs compo-

santes Gy > associé a la méme valeur propre e™. De plus, les grandeurs «
associées aux mots m de M vérifient la relation

O((Wl)it — eia

Preuve du Lemme 2. La relation (41) montre que, pour tout p vérifiant
pi(o) <1, et u de la forme u=pe™™, on a

Y k=Y i)k |ul*

k=0 k=0

et on obtient donc la chaine d’égalités:
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Youk Y h(xo)7 o h(x)

k>0  hesty(M)

5 zkukf<x0>‘=

k=0

=Y lul* Y h(xo)7 | fh(xo)l

k>0 he #oy( M)

=3 lul* Y h(xe)7 S o h(x)

k=0 he Aoy (M)

=Y, Ma)* [ul® fo(xo). (42)

k=0

En particulier la condition
Vik=20,Vhe Ay, (M) |foh(xo)l =[5 h(xo)

est réalisée et montre que la fonction 4 définie en (40) vérifie |uoh(xy)| =1
pour tout homographie .#-valide. Comme tout réel de #(.#) s’obtient
comme une limite de points de la forme /(x,) avec h .#-valide, on obtient

o h(x)| =1 pour tout x dans Z(./ ) et toute homographie .#-valide.

On reprend la chaine d’égalités (42), mais cette fois en tout point x de
A(AM ) et on obtient la condition

Yolulf Y R(x) | foh(x)=| Y uk Y h(x)7T foh(x)|.
k=0 he Hy(M) k>0  he#y(M)

On a ainsi une famille (a,(x)) qui vérifie |Y a,(x)] =3 |a,(x)]; il existe
donc un nombre complexe O(x) de module 1 tel que a,(x)=0(x) |ay(x)|
pour tout 4, et revenant au probléme, on déduit I'existence, pour tout x € Z(.4 ),
d’un nombre complexe 6(x) de module 1 vérifiant, pour tout k>0, pour
tout he () légalité

o h(x) h(x)" = 00x) [ul* | fo h(x)] = 0(x) [ul* f, o h(x).
Ainsi, revenant a la fonction y, et a a définis en (40) et (41), on a
h(x)" o h(x) = 0(x) *,
ce qui montre, en choisissant z=1Id (k=0) que 0 coincide avec u sur Z(.4 ),
et finalement on obtient I’égalité valable pour tout x € Z(.# ), pour tout k >0,

pour tout he A, (M) I'égalité

R(x)" o h(x) = p(x) €.
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En particulier, si x =/* est lirrationnel quadratique point fixe de ’homo-
graphie / associée & un mot m de .#*, on obtient I’égalité a(m)™ := h(h*)"
=" et finalement

R(x)" e h(x) = () h(R*)", (43)

pour tout x de #(.# ). Les fonctions en jeu étant toutes holomorphes dans 77,
I’égalité se prolonge a 77, et permet de montrer que u est de module constant
égal a 1 sur #. En effet, pour un point y de _#, tout point x de Z(.#) est
limite de points de la forme /(y), et donc

lu(x)| = [lim gz = h( )| = [u( ).

Puisque ¢ est supposé non nul, u est ainsi de la forme

pu(x) =explitL(x)]

ou L est une fonction définie sur 7~ et réelle sur ¢, et le Lemme 2 est
démontré. |

On montre maintenant que toutes ces contraintes meénent a une contra-
diction dans le cas ou les fonctions / sont des homographies. La relation
(43) montre alors I'existence d’un entier K, pour lequel ’égalité

Loh(x)—L(x)=1log h(x)—log A(h*) + ZK%”

entre L et la détermination principale du logarithme est satisfaire pour tout
x de #. Faisant tendre x vers le point fixe #*, on obtient K, =0 et donc
’égalité

Loh(x)— L(x) =log i(x) —log h(h*), (44)

qui se prolonge sur 7~ du fait que /(7") est un disque du demi-plan droit.
On considere alors un mot m de .#, ’homographie /4 associée de point fixe
h* et les homographies #* de profondeur k/ associées aux mots m*; on fait
tendre k — oo en gardant x fixe. Le premier membre de (44) a pour limite
L(h*)— L(x), et il en est de méme pour le second membre, ce qui prouve
que le rapport Q,,(m*)/Q,_,(m*) a une limite y(m) lorsque k — o0. On
obtient la relation

h* + y(m)

L(h*)— L(x)=log tom)’
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valable pour tout x, et donc I'identité

X+ y(m)

L(x)—L(y)=log ST m)

pour tous couples (x, y) d’¢léments de 7". Le premier membre ne dépendant
plus du mot m choisi dans .#, on en déduit que la limite y(m) est indépendante
de m. On considere alors deux mots m et n qui different par leurs derniéres
composantes m; et n,. Les limites p(m) et y(n) sont nécessairement distinctes
puisqu’elles vérifient

m;<y(m)<m;+1, n,<yn)y<n;+1,

ce qui fournit la contradiction cherchée. ||

3. DIMENSION DE HAUSDORFF DE L’ENSEMBLE DES REELS
CONTRAINTS

Cette section est, pour I'essentiel, consacrée a la preuve du résultat (i).
L’¢tude de la dimension de Hausdorff des réels contraints a véritablement
débuté avec le travail de Good [ Go], qui s’est essentiellement intéressé a
des contraintes finies ¢lémentaires. Par la suite, Cusick [Cu] a relié cette
dimension a l'abscisse de convergence d’une série de Dirichlet, qui n’est
autre que la fonction (1— %, ,) ="' [1](0), et Bumby [Bu] a vu, le premier,
les relations de ce probleme avec de ’'analyse fonctionnelle. Par la suite,
Hensley [ Hel-He4] a effectivement relié¢ ’¢tude de la dimension de Hausdorff
a Popérateur de Ruelle-Mayer contraint, mais uniquement dans le cas particu-
lier d’une contrainte élémentaire finie. Enfin, Mauldin et Urbanski [ MUI1,
MU2] ont traité le cas d’une contrainte élémentaire quelconque. Nous
généralisons leur résultat a une contrainte générale (i.e., non élémentaire)
mais seulement ouverte. Nous travaillons ici explicitement avec les opéra-
teurs de Ruelle-Mayer contraints, et utilisons fortement leurs propriétés
spectrales dominantes.

Rappelons d’abord quelques définitions relatives aux mesures d’un sous-
ensemble % de I'intervalle [0, 1]. On dit que & est nulle si pour tout & >0,
il existe un recouvrement (U,);.; de F vérifiant > ;_;|U;| <e. On dit que
& est de mesure nulle en dimension s si pour tout ¢ > 0, il existe un recou-
vrement (U;);.; de F vérifiant Y, ; |U;|* <e. De méme, & est de mesure
finie en dimension s si il existe K> 0 pour lequel pour tout J >0, il existe
un recouvrement (U,;);.; de & vérifiant |U;|<d et X,/ |U;|°< K.

Remarquons alors, que si & est de mesure finie en dimension s, alors
pour tout s vérifiant s'>s, & est de mesure nulle en dimension s'. De
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méme, si  est de mesure non nulle en dimension s, alors pour tout s’ véri-
fiant 5" <s, # est de mesure infinie en dimension s’. On appelle dimension
de Hausdorff de &, et on la désigne par #(% ), le nombre réel s, ou la
mesure s-dimensionnelle de .# change de nature: pour s> s,, elle est nulle,
pour s<s,, eclle est infinie. Ainsi la dimension de Hausdorff permet,
en affinant la notion de mesure nulle, de départager les ensembles de mesure
nulle entre eux.

THEOREME 1. Soit {4y un ensemble périodique de contraintes, la dimen-
sion de Hausdorff de I’ensemble R(M) qiion désigne de maniére abrégée par
H (M) vérifie Iégalité

H (M) =550

ou s, est le réel qui vérifie la relation (M, s ,)=1 définie par la valeur
propre dominante A(M, s) de I'opérateur de Ruelle~Mayer 94, . associé a la
période.

Preuve. La preuve se fait en trois étapes. On démontre d’abord I'inégalité
H(M)<(1)2) s ,. Puis, pour un ensemble .# fini, on démontre I'inégalité
inverse #(.#)>=(1/2) s ,. On obtient donc I’égalité cherchée dans le cas ou
A est fini. On considére alors 'ensemble périodique associé a la partie .y
définie par

My=4 () {1,2, ... N}

On a Pégaliteé cherchée pour tous les ensembles .4, et on en déduit la
relation

%SMN=%(%N)<%(%)<%SJ/- (45)

Il reste a prouver dans une derniére étape utilisant les perturbations de
ensemble .# que la suite s , converge vers s ,. Les deux premicres étapes
généralisent des preuves classiques, la derniére étape simplifie un argument
qu'Hensley [ He3] a développé dans un contexte un peu différent.

On utilise dans les deux premiéres étapes les recouvrements de Z(.#)
par les intervalles fondamentaux .#-valides de hauteur k. L’expression (7)
de la longueur u, de lintervalle fondamental associé a I’homographie %
permet d’évaluer la mesure s-dimensionnelle de ce recouvrement

1 1
A= T w= ¥ >

he Aol M) meaio Qi Q1+ Qi)* _me,ﬂ(k) 01+ Q_1/Qk)”




210 BRIGITTE VALLEE

Grace a la propriété (4) de symétrie des continuants et la relation (21), on
obtient donc une expression ou interviennent les contraintes avec effet
miroir,

1

1
Aj;;fs: {qu,Zs Ong,l,Zs I ong,zs {(l—i—z)s} (0) =Y y), 25 {U‘FZ)S] (0),

et opérateur du second membre s’exprime en fonction des itérés de opé-
rateur de Ruelle-Mayer 9, ,, qui engendre la période miroir .#

g//{,2s: gM1,2s OgMI_I,ZY o Ong,Zs'

Premieére étape. On considere le cas particulier des indices & multiples
de / de la forme k =nl,

1
) uh=m,2{(1 H)S} (0),

he A, (M)

ou %", ,, représente la puissance n-ieme de I'opérateur %, .

On utilise alors le propriétés spectrales dominantes de 'opérateur 4, 5,
et la majoration (35): pour tout s réel s> p ,, il existe un nombre A, >0
pour lequel, pour tout z de I'intervalle #, et pour tout n>1 suffisamment
grand, on a

<A M, 25)".

1
gn
’ “”’2{(1+Z)S}
On obtient donc
Af,ffs S AN M, 2s)".

Soit maintenant un nombre réel s vérifiant 2s > s ,. Alors, puisque la fonc-
tion s > A(., s) est strictement décroissante, la valeur propre dominante
satisfait A(.#, 2s) < 1. Ainsi, il suffit de choisir n suffisamment grand pour
rendre la mesure s dimensionnelle 4<;”, arbitrairement petite. On a donc
montré: pour tout s vérifiant 2s > s _,, 'ensemble %(.# ) a une mesure s-dimen-
sionnelle nulle, et donc la dimension de Hausdorft J#(.# de #(.4) vérifie
H(M)<s, ce qui permet de conclure la premicre étape. ||

Deuxiéme étape. On part d’un résultat de Good [ Go] qui affirme:
LEMME 3. Soit une contrainte élémentaire finie et soit s un nombre réel

strictement positif. Alors si, pour tout k suffisamment grand, on a Af;,‘fs =1,
alors H (M) = s.
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La preuve de Good utilise fortement la finitude de .#: dans ce cas, les
continuants de rang k sont tous compris entre a* et b* pour deux constantes
a et b strictement plus grandes que 1; ainsi, les continuants de rang k ne sont
pas trop différents entre eux, et il en est de méme des longueurs des intervalles
fondamentaux de rang k. Il est clair que cette preuve s’adapte tout a fait pour
une période .# de longueur / quelconque, pourvu que .# soit finie.

Pour un indice k qui sécrit k =nl+i avec i€ {1, 2, ..., [}, et compte tenu
de (23), l’expression de la mesure s-dimensionnelle du recouvrement de
hauteur k prend la forme

1
A2 =G iy, 252Gy s |:(1-|—Z)S:| (0).

On utilise alors les propriétés spectrales dominantes de 'opérateur 4, ,, et
la minoration (35): pour tout s réel s > p_,, il existe un nombre B, > 0 pour
lequel, pour tout z de l'intervalle ¢, et pour tout n>1, on a

O p——
‘ Jl,2s|:(1+z)s:|

Comme les opérateurs % 4, », sont positifs, ils conservent le cone K défini
en 2.2, et donc

> B (M, 2s)".

A, = B M, 25)" G 4y 5[ 11(0).

Si ./ est finie, tous les continuants associés a un préfixe de .#(k) sont
majorés par une quantité de la forme C*, pour une constante C> 1, et on
obtient

pour toutie{1,2, .., 1}, G w250 11(0) = > o

d’ou l'on déduit la minoration

<k>
A./ll s = Czls

WM, 25)".

Soit maintenant un nombre réel s vérifiant 2s <s_,. Alors, puisque la fonc-
tion s > A(.#, s) est strictement décroissante, la valeur propre dominante
satisfait A(.#, 2s) > 1. Ainsi, il suffit de choisir » suffisamment grand pour
rendre la mesure s dimensionnelle Af,’,‘fs plus grande que 1. On applique
alors le résultat de Good qui montre que la dimension de Hausdorff (.4 )
de A(M) vérifie A (M) = s, ce qui permet de conclure la deuxiéme étape.
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Troisiéme étape. Les opérateurs ¥ y, 25 associé aux troncatures .#, de
la période convergent vers opérateur 4, ,,, grice a la majoration

=501 < X (T (0 5 T i)

i=1 \j#i m>N
meM;
obtenue a l'aide de (24), (25) et (26) et valable pour tout o:=%R(s)
supérieur a I'abscisse de convergence p_, de I'opérateur 4, ,. Comme cha-
cun des termes

D 1
mony (M—1/4)°
meM;
tend vers 0 quand N tend vers I'infini, on conclut a la convergence de la
suite 4, vers 4, ..

Dans un premier temps, on fixe le parametre réel s, et on pose & =9, ,,,
In=%,, 2 Lorsque N — o0, la suite ¥ converge vers #. Par ailleurs,
des que N est suffisamment grand, le cardinal de .#, devient au moins égal
a 2, et on peut appliquer a .Z et aux %y les résultats de la Section 2. Dési-
gnons par 4 et A, les valeurs propres dominantes de . et de %, Utilisant
les expressions de 1, et 4 données en (37), on en déduit que la suite A, est
une suite croissante et majorée par A, elle converge donc. Le résultat de
perturbation suivant, cit¢é dans Hensley [He3], va permettre de montrer
que la limite est nécessairement égale a A.

LEMME 4. Soient # un espace de Banach et ¥: B — % un opérateur
compact. On considere une valeur propre A de & de multiplicité 1. Alors il
existe une constante 0 >0 pour laquelle tout opérateur 7 : B — A vérifiant
|7 —Z|| <0 a une unique valeur propre dans le disque |z — A| <0.

Désignant par 2, %y les projections sur les sous-espaces dominants,
respectivement de &, %y, on utilise le lemme pour montrer que par la
suite % converge vers 2. En vertu de I’écriture

L =P+ L(I—-P),  Ly=inPu+ LI~ Py),

on en déduit alors que la limite de la suite 1, est égale a .

On fait maintenant varier s et on reprend les notations habituelles du
travail. Chacune des applications s — A(.#y, s) est strictement décroissante
et continue et on consideére donc le point s, pour lequel A(Ay,s)=1.
Comme la suite N — A(.#y, s) est croissante et majorée par A/, s), la
suite des points s 4, est croissante et majorée par s_,. Par ailleurs, la mono-
tonie de la suite N — A(.#y,s) permet d’affirmer que la convergence
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de A( Ay, s) vers A(.#, s) est uniforme sur un intervalle fermé contenant s_,.
On déduit alors facilement que la suite s, converge vers s, ce qui
compte tenu de la relation (45) permet de montrer le résultat final. ||

On peut aussi prouver le résultat suivant, qui, a la connaissance de 'auteur,
n’apparait pas explicitement dans la littérature, méme dans le cadre cou-
ramment étudié¢ de la contrainte ¢lémentaire finie:

ProrosITION 7.  Soient deux contraintes périodiques M et N~ de méme
longueur et vérifiant linclusion stricte M < N". Alors, les valeurs propres
dominantes des opérateurs de Ruelle—Mayer associés vérifient I'inégalité
stricte

MM, )< N, S),

et les dimensions de Hausdorff des ensembles R(.M ) et R(.N") vérifient I’ine-
galite stricte

H(MY< H(N).

Preuve. 11 suffit de montrer le résultat dans le cas particulier ou les deux
périodes .# et A" ne different que d’un élément, et on peut supposer, grace
a linvariance par permutation circulaire prouvée dans la Proposition 1,
que cet élément a est situ¢ en queue de période. Donc .# est de la forme
2 x M tandis que 4" est de la forme 2 x (M U {m}). Voulant comparer les
deux expressions 4", [1](0) et 4", [1](0) pour s fixé, nous adoptons des
notations simplifiées:

LBi=Y L =Y Y, 5> et ainsi H+LH=9, .

La formule du bindme (non commutative) appliquée a (4 + %)" [1](0)
produit une somme de 2" termes, et on regroupe dans cette somme les
termes selon le nombre k& d’occurrences de %, qu’ils contiennent, ce qui
correspond a étudier les CX expressions de la forme

Lo Lo 0 LMo LM[1](0)

avec k occurrences de 'opérateur %, n — k occurrences de I'opérateur %, .
Chacune de ces expressions peut contenir un nombre / variable de “groupes”
avec h <2k + 1.

Les propriétés de positivité des opérateurs %, et %, et en particulier
I’existence d’une valeur propre dominante 4, et A, pour chacun d’entre eux
permettent de montrer, via (35), I'existence d’une constante a >0, (quon
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peut supposer vérifier a <1) telle que, pour tout p>1 et tout z de ¢, on
ait a la fois

L1z =ald,  LY[11(2) = alf.

Chacune des C* expressions contenant /1 groupes est alors minorée, pour
tout n et tout k <n, par

AT S R ROk,

On en déduit donc la minoration
(L +L)"[1](0 Z Crai=MdP2y)* = a(hy + d®2y)",

et, ainsi, grace a (37), la valeur propre dominante A de . + .%, vérifie donc
A=Ay +a%,, ce qui donne le résultat annoncé. ||

4. DENSITE DES RATIONNELS CONTRAINTS ET COMPLEXITE
MOYENNE DE I’ALGORITHME D’EUCLIDE CONTRAINT

La section est consacrée a la preuve des résultats (ii) et (iv). Les rationnels
contraints ont été essentiellement étudiés par Cusick [ Cu] et Hensley [ Hel ].
Le premier, Cusick fait le lien entre I’¢tude des rationnels contraints et
Pabscisse de convergence de la série de Dirichlet (I—9, ,)~' [1](0). Mais
il obtient seulement un équivalent asymptotique du logarithme de la densité.
Par la suite, Hensley établit ’équivalent asymptotique du nombre de rationnels
-contraints, dans le cas d’une contrainte ¢lémentaire finie, dans une preuve
longue et complexe. Il semble que le comportement moyen de I'algorithme
d’Euclide contraint n’ait guére retenu l'attention. A la connaissance de I'au-
teur, les arguments taubériens n’ont jamais été employés dans I’étude des
rationnels, a I'exception de lauteur [ FV] qui les a déja utilisés dans le
cas non-contraint, comme une alternative a la preuve des résultats d’Heilbronn
[Hei] et Dixon [Di].

On veut donc étudier I'ensemble

(M) :={(p, q) | plge 2.M), 1 <p<q<N,ged(p, q)=1}.
On introduit des ensembles plus restreints ou le dénominateur n est fixé,

(M) :={p|pne2M),1<p<n, ged(p,n)=1},
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et on a clairement

oy M)=\) o M),

n<N

Les deux variables aléatoires x,(.#) et Xy(.#) mesurent la hauteur du
développement en fraction continue propre (i.e., ne finissant pas par 1), res-
pectivement sur o, (.#) et sur 2y(.#). On désigne par vf,’,‘fn le nombre
d’¢léments p de w,(.#) pour lesquels x,(.#)(p)=k. Pour tout k fixé
(k>=1), on considere la série de Dirichlet associée a la variable de
comptage v$;”,,

p<io

puis on introduit la série génératrice des A%’ (s) qui va fournir la série
génératrice double des v<}”,,

Sals,u):=Y ukA% (s)= Z - uve.

k=1 =11 k>1

Sous cette derniére forme, il est clair que S, (s, u) est une série de Dirichlet
par rapport a la variable s, dont le terme générale S, ,(u) est la série géné-
ratrice associée a la variable hauteur

Suau)i=3 uv,
k=1
En particulier,
S (D) =lo,(M)| et Y Saual)=12y(M). (46)
n<N

L’évaluation de Dl'espérance des variables aléatoires x,(.#) et X , , fait
intervenir les séries génératrices dérivées

T,(s, u):zT— Z Y ku* _lvf;j>n,

w1 1S

et
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par les formules

)

_S.//l,n(l)’

ZnsN Tﬂ,n(l)

ELx,(4)] S
n<NS M, n

E[XN(AM)] = (47)

Ainsi 'espérance de x,(.# ), comme le cardinal |w,(.#)| sont les coefficients
des séries de Dirichlet S ,(s, 1) et T, (s, 1). Il est bien connu que les théo-
rémes classiques—en particulier les théorémes taubériens—permettent seu-
lement d’obtenir des informations sur la somme des N premiers coefficients
d’une telle série de Dirichlet. C’est pourquoi on cherche plutdt, par la suite,
a évaluer l'espérance de X, (.#), comme celle du cardinal |2,(.#)|.

Les deux résultats suivants montrent que les séries de Dirichlet S (s, 1)
et T ,(s,1) sexpriment en fonction des opérateurs de Ruelle-Mayer
contraints.

PROPOSITION 8. Pour tout k=1, on a

Afflzo () =%, .51 1(0),

ou My(k) désigne 'ensemble des préfixes de longueur k de { .My ne finissant
pas par le chiffre 1.

Preuve. Lentier v$;”, représente exactement le nombre de fois ou Ientier
n est un continuant d’ordre k associé a un développement en fraction continue
M -valide et propre (i.e., ne finissant pas par le chiffre 1). Plus précisément,
V%, est le nombre de k-uplets m = (m,, m,, .., m;) qui vérifient les trois
conditions

n= Qk(mla My, ..., mk)’ me 'ﬂ(k)a Ny #* 1.
On en déduit de ce qui précede
<> 1

AP ()= T “rm

s
n=1 n me My (k) Qk

En utilisant la relation (21), on obtient le résultat cherché. ||

PROPOSITION 9. Dans le cas d’une contrainte de période M, les deux
séries de Dirichlet génératrices des objets étudiés s’expriment en fonction de
lopérateur de Ruelle-Mayer 94, ; associé a la période:

Suls, V=% 4 (194, [11(0)
Tas, =164 1-%4 )94 [110)+ Dy (I—%4 )~ [1](0).
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Les opérateurs ¢, , et 4., ; font intervenir les préfixes propres My (i) pour
1 <i</! sous la forme suivante:

1 1
Cu,s:= Z gﬁ*(i),s: Du,s = Z igﬂ*(i),s'

i=1 i=1

Preuve. Comme I'ensemble de contraintes est périodique, de période /,
on écrit I'indice k sous la forme k =nl/+iavecie {1---1}, et en utilisant (23),
on obtient

1
K, ! i
Z WY ey, s = Z u" <z ulgﬂ*(i),s> G, s>

k=1 n=0 i=1

et donc, en appliquant a la fonction constante 1 au point 0, on obtient

1
Sﬁ(sa u) = < Z uig.//l*(i),s>< Z ulngrjﬂ,s> [1](0)

i=1 n=0

- (Z u"%{*m,s> (I—u', )= [1](0)

i=1

qui donne le premier résultat en choisissant u =1, et le second résultat en
dérivant par rapport a la variable u, puis en choisissant u=1. ||

Le principal outil pour étudier le comportement asymptotique des
expressions étudiées (46) et (47) est alors le théoréme taubérien suivant, dii
a Delange [ De] qui permet de relier ce comportement aux singularités des
séries de Dirichlet S ,(s, 1) et T ,(s, 1).

THEOREME TAUBERIEN.  Soit F(s) une série de Dirichlet a termes a,, positifs
ou nuls, convergeant pour ‘R(s) > a > 0. Soit w un nombre réel vérifiant w> — 1.
On suppose que F vérifie les deux hypotheése suivantes

(1) F est holomorphe en tout point de la droite R(s) = o autres que o:

(1) au voisinage de a et pour R(s)>a, F sécrit

Fis)=—58) o),

(S _ O_)w +
ou g et h sont holomorphes en a, avec g(a) #0.
Alors on a, lorsque N — a,

Y g(a)

=—N°log” N[ 1 N)T.
" el(w+1) og" NLT+a(N)]

ns<N
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Pour pouvoir appliquer ce théoréme aux deux séries de Dirichlet S , (s, 1) et
T ,(s, 1), il faut donc vérifier que ces séries satisfont les hypotheses du Théoréme
Taubérien. Compte tenu des expressions obtenues dans la Proposition 9, la
preuve repose sur les propriétés spectrales de 'opérateur 4, , et celles de
sa valeur dominante A(.#,s). En particulier, le nombre s, qui vérifie
MM,s ,)=1 fournira le p6le dominant des séries génératrices étudiées.
Gréce aux propriétés de perturbation, ces fonctions seront méromorphes
au voisinage de ce pdle dominant.

THEOREME 2. Les séries de Dirichlet S ,(s, 1) et T ,(s, 1) vérifient les
hypotheses du Théoréme Taubérien; le paramétres correspondant sont o =s _,
et w=0 pour S 4,(s,1),0=5, et w=1 pour T ,(s,1).

L’exposant de la densité de rationnels p/q ayant un développement en
fraction continue M -valide et vérifiant 1 <p<q<N, pged(p,q)=1 est
asymptotiquement égal a, pour N — o0

|25 (A )| ~ ¢4 N*.

La hauteur moyenne du développement en fraction continue d’un rationnel
M-valide et vérifiant 1 < p<q<N, pgcd(p, q) =1 vaut asymptotiquement,
pour N — o0

—1

E[XN(%)]NW

log N,

ou | désigne la longueur de la période, et V' (M, s) représente la dérivée par
rapport a s de Papplication s - A( M, ).

Preuve. Sur tout le demi-plan pointé 2 :={s|R(s)>=s,,5#5,}, et
d’aprés la Proposition 5, le rayon spectral R(.#, s) de 4,  est strictement
inférieur a 1. L’opérateur /— %, , est donc inversible, et définit des fonc-
tions s> (I-%,,) " et s>(I—%, )~ > holomorphes. On rappelle les
expressions de S ,(s, 1) et T ,(s, 1) obtenues dans la Proposition 9,

Suls, 1)=%4 (I1=9,,)"" [11(0),
Tuls, V=164 (1=%4) %4 L110)+Z 4 (I=%,,) " [11(0),
avec
1 1
Cus :=i§1 YGu iy, s> Dy s :=i§l G 4 (i), s

Comme les fonctions s - %, , et s > %, , sont aussi holomorphes, il en est
de méme des fonctions s —> S (s, 1) et s —> T ,(s, 1) sur le demi-plan pointé 2.
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Ainsi, S , (s, 1) et T ,(s, 1) vérifient I'hypothése (i) du Théoréme Taubérien
pour g =s_,.

On se place maintenant dans un voisinage Q2 de 0 =s_,, et on utilise le
principe de Perturbation de la Proposition 3. Posant

c(8):=ep L1 Cou sl S0, s10), d(s)i=e [1] Dy [ foa,s1(0),

oue,  etf, ;sontles objets dominants de la Proposition 1, on définit des
fonctions ¢ et d holomorphes sur 2. Comme de plus les opérateurs %, , et
9 4. sont positifs (au sens de la conservation du cdne K défini en 2.2), ces
fonctions ¢ et d sont strictement positives sur 2 N R. On réécrit alors (36)
en

G5 © G5y, L1100) = () UM, ) +C g 50 N, [11(0),
D5 > Gy L10) = d(s) MM, 5) + Dy o N, [11(0),

pour tout k>=1. Sur Qn 2, le rayon spectral R(.#, s), égal au module
|A(A, s)| de la valeur propre dominante, est strictement inférieur a 1: il en
est a fortiori de méme pour le rayon spectral de .4/, . On peut alors écrire,
pour seQ NP

_ds) _ -1
Sﬁ(s’l)_l_l(%’s)—i_(gjl,s(l Ny )7 [11(0),

_le(s) M A s) d(s)
Lt D=0 s T 1= aas)

FCu =Ny )72 Ny L110)+ Dy (T =Ny, )~ [11(0).
Au voisinage de s=s_,, la dérivabilité de s » A(.#, s) permet d’écrire

- H
1 _SA((S/Z: 5) = —A,(C/%(’Szﬂ) avec H holomorphe vérifiant H(s ,)=1.

Pour des raisons similaires aux précédentes, les termes-reste définissent des
fonctions holomorphes sur 2 N 2, et finalement on écrit

— H 1
S (s, 1) = )J(C:(/Z) u(;)) P
T, 1) ::lc(s) MM, s)+d(s)1 =AM, s)) H?s) +Dy(s).

WM, s 4)> (s—54)°
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ou C; et D; sont holomorphes sur Q2. Ainsi, S ,(s,1) et T ,(s, 1)
vérifient les hypothéses (ii) du Théoréme Taubérien avec o=s_,. En
appliquant ce théoreme a S ,(s, 1) et a T ,(s, 1) on obtient

—c(s.y)
S ) ——F - N«
ngN “”’"( ) SM/V(’%D Sj{)

> Tuul)

n<N

le(s 4 )
~——— = G ]og N.
sl (M, s 2" %8

Compte tenu des expressions (46) et (47), la premiére relation fournit le
premier résultat du théoréme et le quotient des deux relations en fournit le
second. |

5. IRRATIONNELS QUADRATIQUES CONTRAINTS

On veut donc étudier le cardinal de ensemble
INM) :={x|xeI(M),e(x) <N}

ainsi que les variables aléatoires Yy (.#) et Z(.#) qui mesurent respecti-
vement la période du développement en fraction continue et la constante
de Lévy sur gy (.#). Ces problemes ont ét¢ abordés par Faivre [Fa] et
Pollicott [ Po], dans le cas non-contraint, avec des méthodes utilisant les
déterminants de Fredholm. Cette section se présente a la fois comme une
généralisation de ces résultats au cas contraint et une unification de ces
méthodes. De fait, dans un premier temps, on va travailler non pas sur les
irrationnels de .#(.#, mais sur les éléments m de .#* Cela permettra
d’exprimer les séries génératrices de Dirichlet en fonction de déterminants
de Fredholm associés aux opérateurs de Ruelle-Mayer contraints. On
pourra, alors dans un deuxiéme temps, appliquer un théoréme taubérien
qui permettra de traiter le probléme sur les mots. On reviendra dans un
troisiéme temps aux irrationnels eux-mémes.

Premiére étape. On utilise donc dans ce premier temps les définitions
des grandeurs «, ¢ et » non plus sur les irrationnels quadratiques de . (.#),
mais sur les mots de .Z*. On étudie alors le cardinal de I'ensemble

I M) = {me M*, e(m)< N},

ainsi que les variables aléatoires Yy (.# et Z (.4 qui mesurent respective-
ment la longueur |m| d’'un mot m et la constante de Lévy f(m) de ce mot
(définie en (9) et (12)) sur S (.4).
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Pour tout k fixé (k>1), on consideére la quantité
I (s):= ), & (m),

puis on introduit la série génératrice des 1< (s),

k

u uk
Iyl u)i=Y ?Iy;)(s)z > = Y. e (m),

k=1 k>1 me.uk

et les trois autres séries reliées, construites par dérivation a partir de cette
derniere et analogues des séries S , (s, u) et T ,(s, u) de la Section 4 définies
n (43) et (45),

U, u)1=a%fﬂ(s w)i= 3 WGP (s)= 3 Wt Th Y e (m), (48)

k=1 k=1 me .k
52
Vouls, ”):=ij,(s,u):= Y o (k—=1)uk=2157 (s)
k>1
=Y (k=1u* =2 3 &7(m), (49)
k=1 me . H*
et
—0 uk o
_ [ _ <k>
WJ”(S’ u) as j.//{(sbu)' kgl k as M ( )
Wk
=Y — Y loge(m)e=(m). (50)
k=1 k me .k
En particulier,
> e (m), (51)

me.H*

sera utilisée pour déterminer le cardinal |7y(.#)|, tandis que

Vals, )= 3 (k=1) Y &7(m), (52)

k=1 me.u*
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est reliée a 'évaluation de I'espérance de la variable aléatoire ¥ (.#); enfin,
I’étude de ’espérance de la variable aléatoire Z,(.#) fera intervenir

1

W, (s, 1))=Y X

k=1

Y. loge(m)e*(m). (53)

me.uk

Les deux résultats suivants montrent que ces trois séries de Dirichlet
généralisées U ,(s, 1), V ,(s, 1) et W _,(s, 1), définies en (48), (49) et (50),
s’expriment en fonction des opérateurs de Ruelle-Mayer contraints.

ProvposiTioN 10.  Si la longueur de la période M est paire, on a, pour
tout k=1,

19 (5) = Tr %, ~Tr &%, .

Si la longueur | de la période est impaire, il y a deux cas a distinguer selon
la parité de k

pour k pair, I (s)=Tr %%, —Tr9*, ..,

(54)
pour k impair, If;f>(s) =Tr gljﬂ o+ Tr gljﬂ,zwz'

Preuve. Le point de départ est I'identité de la trace, vue en (31)

Y, «f(m)=Trg*, —(-D"Trg*, ..,

me.uk

ainsi que la relation (12) qui relie les deux grandeurs a(m) et &(m). Si la
longueur / de la période est paire, il en est de méme de tous les multiples
Ik et Pentier r(m) est toujours égal a 1. Si la longueur / de la période est
impaire, la parité de lk est égale a celle de k. Si k est pair, on retrouve la
méme formule que précédemment. Sinon, si k est impair, alors r(m) =2, ce
qui change sen 2s et le — en +. |

ProrosiTION 11.  Dans le cas d’une contrainte de période M, les trois
séries de Dirichlet génératrices des objets étudiés s’expriment en fonction des
dérivées logarithmiques, premiere et seconde, de déterminants de Fredholm
liés a Popérateur de Ruelle-Mayer 4, ; associé a la période aux points s, 2s,
s+2 et 2s+2.

Preuve. On rappelle I'identité qui détermine le déterminant de Fredholm,

D18

k
F (s, u) := —log det(I—u¥,, ,) = %Tr g%,
k=1
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et on introduit les trois dérivées

0
”Q{.//{(S’ I/l) = r./ll(sﬂ 1/[),

ou
2
g./l(sa l/l) ::%gjﬁ(‘y»u)a (55)
0
E (s, u):= — F (s, u).

Il y a de nouveau deux cas selon la parité de la longueur / de la période
de la contrainte. Dans le premier cas (/ pair), on obtient

Pour / pair Iy, u)=F (s, u)—F ,(s+2,u).

Dans le deuxieme cas, il faut différencier selon la parité de k. La partie
paire de .# (s, u) est égale a la partie paire de Z (s, u)— % ,(s+2, u),
tandis que la partie impaire de .# (s, u) est égale a la partie impaire de
F 425, u)+ 7 4(25+ 2, u). On obtient ainsi

Pour / impair
294 u)=[F (s, u)+ Ty (s, —u)+ T4 (s+2,u)+ 74 (s +2, —u)]

+[Z,25,u)—F 4, (25, —u) +F ,(2s+ 2, u) — F ,(25+ 2, —u)].

11 reste a dériver les expressions pour relier les quantites U , (s, u), V_, (s, u),
W (s, u) définies en (48), (49) et (50) aux quantités .7 (s, u), B ,(s, u) et
& 4 (s, u) définies en (55); puis on choisit u=1. ||

Deuxieme étape. On cherche maintenant a évaluer les espérances de
Yy( ) et Zy( ), comme celle du cardinal |.7y(.#)|. Le principal outil
pour étudier le comportement asymptotique de telles expressions est alors
le Théoréme Taubérien suivant, qui constitue une forme un peu plus générale
du Théoréme Taubérien de la section précédente.

THEOREME TAUBEORIEN. Soit F(s) une fonction qui admet dans le demi-
plan R(s) > a >0 la représentation

F(s)=s Joo A(x) e dx

0

ou A est une fonction positive monotone croissante. Soit w un nombre réel
vérifiant w> — 1. On suppose que F vérifie les deux hypothéses suivantes
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(1) F est holomorphe en tout point de la droite ‘R(s) = o autres que o:

(1) au voisinage de a et pour R(s)>a, F sécrit

g(s)

w41

=y

+ h(s),

ou g et h sont holomorphes en o, avec g(a) #0.

Alors on a, lorsque x — o0,

g(o)

A= 1)

e x"[1+e(x)].

On va appliquer ce théoréme aux trois fonctions U ,(s, 1), V ,(s, 1) et
W ,(s,1). Ces fonctions ont bien la forme cherchée et les grandeurs A
relatives a ces fonctions sont respectivement

Ay(x):= Y 1,
meM*
log e(m) <x

A=Y k=1) ¥ L

k=1 me. ¥
log e(m) < x

1
Ap(x):= )] % Y. loge(m).

k=1 me.uk
log e(m) <x

Les deux premiers objets étudiés sont exactement

y _ 14, (log N
a0l =dgllog N, ELTu(a] =508 (s6)

et le troisiéme objet E(Zy(.#)] est relié de trés prés a

1 Ay (log N)
1 Ay(log N)’ (57)

Il faut ensuite vérifier que ces séries satisfont les hypothéses du Théoréme
Taubérien. Compte tenu des expression de la Proposition 11, la preuve
repose sur les propriétés spectrales de l'opérateur 4, ., et celles de sa
valeur propre dominante A(.#, s). En particulier, le nombre s, qui vérifie
MM, s ,)=1 fournira le pdle dominant des séries génératrices étudiées.



DYNAMIQUE DES FRACTIONS CONTINUES 225

Grace aux propriétés de perturbation, ces fonctions seront méromorphes
au voisinage de ce pdle dominant.

TaEOREME 3. Les fonctions U ,(s,1), V ,(s,1) et W ,(s, 1) vérifient
les hypothéses du Théoréeme Taubérien; les paramétres correspondant sont
o=s,etw=0pour U, (s,1)et W ,(s,1),0=5, et w=1pour V ,(s,1).

Lexposant de la densité des irrationnels quadratiques ayant un développement
en fraction continue M -valide et vérifiant ¢(x) < N est asymptotiquement
égal a, pour N — o

| In( M) ~ d_y N*n

pour une constante ne dépendant que de M .
La période moyenne du développement en fraction continue d’un irrationnel
quadratique M -valide et vérifiant e(x) < N vaut asymptotiquement, pour N — o0

ELYN(AM)] ~ log N.

A s 4)

La valeur moyenne de la constante de Lévy d’un irrationnel quadratique
M -valide et vérifiant e(x) < N vaut asymptotiquement, pour N — oo

— AN (M, s )
E[Zy(AM)] ~ %,
ou | désigne la longueur de la période, et ' (M, s) représente la dérivée par
rapport a s de Papplication s — A(M, s).

Preuve. Sur tout le demi-plan pointé 2 :={s|R(s)=s 4, 5#S 4}, €t
d’aprés la Proposition 5, le rayon spectral R(.#, s) de 4,  est strictement
inférieur a 1. Il en est a fortiori de méme pour les rayons spectraux R(.#, 2s),
R(AM,s+2), R(.4,2s+2) sur le méme demi-plan non-pointé. Les opérateurs
1+9,  1+9,,,1t9, . > I+%, ., sont donc inversibles, et définis-
sent sur le demi-plan non pointé des fonctions holomorphes de s. Ainsi, seule
la fonction s - I—%, , a une singularité dans le demi-plan non pointé, au
point s=s_,. Ainsi, les fonctions U ,(s, 1), V_,(s, 1) et W ,(s, 1) vérifient
I’hypothese (i) du Théoréeme Taubérien pour 6 =s .

On se place maintenant dans un voisinage Q2 de 0 =s_,. Le principe de
perturbation de la Proposition 3 permet de factoriser

detl—u%, ) =1 —ud(A,s)) det(I —uAV, ),
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ce qui se traduit sur les séries ./, #4 et & en les décompositions

MM, s) 0
A (s, u) = [ ui(A.5) o ogdet(/—uAt, ),
A2 M, ) 0? )
%ﬁ(s, u) —m—wlog det(I—th/j,,s),
—ul'(. 0
é (s, u)=M+—logdet(1—ul/@,’S)

1 —uM.AM,s) Os

Sur 22, le rayon spectral R(.#,s), égal au module |A(.#,s)| de la
valeur propre dominante, est strictement inférieur a 1: il en est a fortiori de
méme pour le rayon spectral de ./, ,, et ainsi les seconds termes définissent
des fonctions holomorphes sur Q N 2. Par ailleurs, au voisinage de s =5 _,, la
dérivabilité¢ de s —» A(.#, s) permet d’écrire

S—S 4 H(s)

T A(s) = AP avec H holomorphe vérifiant H(s ,)=1.

utilisant alors les expressions de U, V, W en fonction de o/, 4, & de la
Proposition 11, on obtient

_ —MAM,s) H(s)
Vals D= Gts i =5 T O
B MM, s*)  HXs)
Vﬁ(sa 1)_pjl ;Lr(’%’ Sﬁ)2 (S_SM)Z—}_ Vl(s)’
Wyl 1) = p g —Lte8) _HE) Ly

MM, s.4)(s=S.0)

ou H, U, V,, et W, sont holomorphes sur 22 et p_, vaut 1 si /[ est
paire et 1/2 sinon. Ainsi, U ,(s, 1), V ,(s, 1) et W _,(s, 1) vérifient les hypo-
théses (ii) du Théoréme Taubérien avec o=s_,. En leur appliquant ce
théoréme, on obtient

—Pu
Ay(log N) := E l~——"* NS«
U( o8 ) me . H* S./ll/l’('%a SJ/{)
e(m)< N

P
y(log N): (k—1)~——5————N*«log N,
kgl mezjlk Syl (M, s 4)
e(m)<N

(log N) := Zf Y loge(m) ~2% N,
k=1 meu/t’k SJI
e(m)< N
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D’apres (56), la premicére relation fournit une estimation du cardinal |.Zy(.#)),
tandis que le quotient de la deuxieme par la premiére fournit une estimation
de la longueur moyenne E[ Y(.# ] d’un mot de 4y (.#),

~ — ~ 1
A~ N, ELTA( M) ]~ log N (589)

Enfin, le quotient de la troisiéme par la premiere fournit une estimation de
la valeur moyenne de la variable log &(m)/|m| d’un mot de .y(.#). Compte
tenu des expressions (9), (11) et (12), cette variable ne coincide avec la
constante de Lévy du mot m que si celui-ci est de longueur paire; dans le
cas d’'une longueur impaire, il y a un facteur 1/2 entre ces variables. Mais
on remarque qu’on peut reprendre la preuve précédente dans le cas particulier
ou la longueur / est impaire et appliquer seulement a la partie de U _, (s, u).
grice a (54), cette série ne s’exprime qu’a l'aide des dérivées de déterminants
de Fredholm aux points 25 et 25 +2. Le pdle dominant est alors situé en
(1/2) s, et on obtient alors un équivalent asymptotique du cardinal du
sous-ensemble .7, y(.# ) regroupant les mots de longueur impaire de .7y (.#)

2

~— % NU)sy, 59
S ul A5 4 ]2) (9)

| T M) = Y

me.H*
e(m)< N
|m| impair

Ainsi, puisque ce cardinal est négligeable devant le cardinal de .7y (.#), la
valeur moyenne de la constante de Lévy est équivalente, quand N — oo, a
la valeur moyenne de la variable log &(m)/|m| d’un mot de .7y (.#), et donc

— (M, 5.4)

E{Zy(d)]~ =

. (60)

Avec (58) et (60), on a donc obtenu les résultats cherchés, non pas encore
sur les irrationnels quadratiques, mais sur les mots de .Z.

Troisieme étape. 1l faut maintenant quitter les mots pour revenir aux
irrationnels quadratiques de .#(.#). 1l faut alors préciser la maniére dont
I’ensemble .# est primitif, et aussi la maniére dont chaque mot de .# I’est.

Pour tout d diviseur de /, longueur de la période .#, on définit 'ensemble
M4y comme étant 'ensemble .# qu’on “replie” sur lui-méme: L’ensemble
Mqy est de longueur d et sa i-ietme composante est égale a I'intersection de
tous les M; pour j=i mod d. Alors, on a I'inclusion

M = M,
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et méme I'inclusion stricte pour d # [, car I’égalité contredirait le fait que .#
soit la période de I'ensemble de contraintes étudié. On déduit alors de la
Proposition 7 l'inégalité stricte

MM )= M Mgy, )" < (M, 5) (61)

et dont I'inégalite stricte entre les dimensions de Hausdorfl (.4 4) < A (M ).

Par ailleurs, pour un élément x de .#(.#), la période = de x est élément
de ./, aussitot que le pged de p et de [ est égal a d. On montre ainsi
I'inclusion

d|l

Afin d’obtenir a la fois égalité d’ensembles et réunion disjointe, il faut seule-
ment considérer les mots primitifs, définis comme suit: A un mot m, on
associe le sous-mot 7 qui constitue la plus petite période de ce mot, on dit
encore son radical. Si m s’écrit m = z*, le mot m est dit k-primitif, on le dit
simplement primitif lorsque k£ = 1. Si P(.#) désigne les mots primitifs de .# *,
on a

M*=\) POMY, (M) =) P(Ma), (62)

k=1 dl|l

les deux réunions étant désormais disjointes.

Si on désigne maintenant par Py(.#) 'ensemble des mots m de P(.#)
pour lesquels &(m)<N, on a bien shr linégalité |Py(.4)| <|Iy(M)| et
aussi I’égalité entre les cardinaux

I =3 Py (Ma))]. (63)
d|l

Il reste a comparer Py(.#) et 'ensemble .7y (.#) qui est I'ensemble des
mots de .#* vérifiant &(m) <N qu’on a étudié dans la deuxieme étape.
Comme .7,(.#) est la réunion disjointe des Zy(.#) P(.#)¥, on évalue
chacun de ces cardinaux en reliant les valeurs de e(m) a celle de e(m*).
Plusieurs cas sont a considérer selon la valeur de k: pour k=3, on a
&(m) < e(m*)#® et ainsi

| I M) P S|Py M) < | Tl ).
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Comme ¢ est une borne inférieure pour les &(m) lorsque m décrit .#*, on
vérifie que Jyx(A) est vide dés que k>log, N, et en utilisant (58), on
obtient

S | Il ) A P( )| = O(NPP) 54 1og N). (64)

k=2

Pour k =2, on a &(m?) = &(m) si la longueur de 7 est impaire et &(m) = g(m?*)/?
si la longueur de 7 est paire, d’ou

|}N(ﬂ) mP(%)2| < |Pyip(A)| + |<ZN1/2(%)| + |j*N(=%)|a

ou P, y(.4) désigne les mots primitifs de .%y(.#) de longueur impaire. Des
évaluations (58) et (59), on déduit

| Tl ) P(M)?| = O(NVD5), (65)

On déduit alors de (64) et (65) Iéquivalence asymptotique entre les
cardinaux

| In( )| ~ | Py( ), (66)

puis, finalement, avec les relations (66), (61) et (63), ’équivalence asympto-
tique cherchée entre les deux cardinaux

| I ~ | I

Comme les constantes de Lévy coincident sur les ensembles Zy(.#) et
I et y sont bornées, les espérances des deux variables Zy(.#) et
Z () sont équivalentes quand N — co. Il reste donc a comparer mainte-
nant les comportements des variables longueur sur Jy(.#) et y(.4) en
reprenant des arguments semblables aux précédents.

Drabord la relation (63) et la coincidence des fonctions longueurs sur
chacun des Py(.#y) correspondant aux diviseurs de / montrent que le
terme principal donnant le comportement asymptotique de Y, (.#) est
obtenu pour d =/ sur I'ensemble P (.#),

E[Yn( )]~ ELY5( M) | Pry(M)]. (67)

Ensuite, la partition de I'ensemble .7y (.#) en les Jy(.M) N P(.)* permet
de relier I'espérance des deux variables Y (.#) et Yy(.#); en effet, sur chaque
I M) P(AM ¥, ces derniéres sont liées par relation Yy (.#) =k Y y(.4). Des
évaluations (64) et (65) des cardinaux de Jy(.#) n P(.#)*, pour k=2, on
déduit la relation

E[ Yn(t)] = ELY5( M) | Py(Ml)] = EL Y n(-t0)] O(N~1%4(log N)?),
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ce qui prouve I’équivalence asymptotique
E[Y( )] ~ ELY (M) | P(M)], (68)

et finalement avec (67) et (68), le résultat final cherché sur I'espérance
E[Yy(4)]. 1

6. DES MOTIVATIONS ET DES EXEMPLES NUMERIQUES

Ce travail a débuté a la suite d’'une question qui m’a été posée par Jean-
Pierre Tillich: Y a-t-il beaucoup de rationnels qui ont tous les chiffres de leur
DFC pairs? Méme question si on exige que les chiffres de rang impair soient
égaux a 1, alors que les chiffres de rang pair peuvent étre quelconques?

Ce probléme arrive naturellement en relation avec ’étude d’une fonction
de hachage proposée par Zémor [ Ze] qui est construite a partir du groupe
modulaire I":= SLy(Z) et du groupe I, :=SL,(F,), pour un nombre pre-
mier p. On considére les générateurs S et 7 de I,

11 0 —1
T':<o 1>’ S‘:<1 0)’

puis les matrices 4 et B définies par 4 :=T, B:=SAS.
La fonction de hachage est définie comme suit: & un message binaire
0% 1% 0% 1%1...0% 1%, on associe la matrice M de I" définie par

M = A% Bb 44 Bbr... 4% Bb

qu’on réduit ensuite modulo p. Cette derni¢re matrice fournit le transformé
du message. Pour “casser” une telle fonction de hachage, il faut trouver de
manicre efficace une décomposition de la matrice 7, identité de I', sous la
forme

I,:= A" B™ A™ B"...q"™ B, (69)

ou les suites m; et n; sont formées d’entiers positifs de somme “petite”.
Ainsi, on pourra intercaler le mot 0”0 1™ 0™ 1™ ...0™ 1" et trouver deux
mots binaires distincts avec le méme transformé: cela fournira ce qu’on
appelle une “collision” de la fonction de hachage.

On sait quil existe de telles décompositions (69) avec une somme de
coefficients de l'ordre de O(log p), mais on ne connait pas d’algorithme
polynomial pour en trouver une explicitement. Pourtant, Tillich a montré
que ce schéma posséde de grosses faiblesses, en proposant un algorithme
probabiliste [ TZ1, TZ2] qui utilise I’'algorithme d’Euclide et semble trouver
presque stirement une factorisation ou la somme des exposants est de 'ordre
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de O(log p)' *¢ pour £>0. Pour parer une telle attaque, Tillich et Zémor
proposent de travailler avec d’autres couples de matrices (A4, B) et suggerent
deux choix possibles:

11 21
Al::T=<0 ]>, B1:=(ST)2=<0 1>, (70)
ou
. (12 o, (10
A=A _<0 1), B,:=B _<2 1>. (71)

Reprenant alors les idées de I'attaque précédente de Tillich, on est alors
amené a travailler avec le sous-ensemble de rationnels dont le DFC donne
un mot du monoide engendré par A4, et B;. Les DFC adéquats sont dans
le cas (70) les développements dont les chiffres de rang impair sont égaux
a 1, tandis que les chiffres de rang pair peuvent étre quelconques, et dans
le second cas (71), les développements formés de nombres tous pairs. Les
ensembles correspondants sont donc des ensembles de rationnels 2(.#)
associés a 'une ou l'autre des contraintes périodiques

My:={1} x Ny  ou M:={2,4,..2n}.

Pour répondre numériquement a la question de Tillich, nous avons repris,
avec Philippe Flajolet, les algorithmes écrits lors de notre travail précédent
sur l'algorithme de Gauss [ DFV]. Précédemment, ces algorithmes détermi-
naient la valeur propre dominante de 'opérateur de Ruelle-Mayer usuel ¥,
pour un choix fix¢é d’un parameétre s réel. Nous les avons adoptés aux
problémes contraints. Notons que Hensley a, de maniére indépendante,
effectué des calculs similaires dans le cas particulier d’une contrainte
¢lémentaire finie [ He4].

L’idée du travail précédent est la suivante: on “approche” I’action de
I'opérateur ¥, sur des fonctions analytiques par son action sur les polyndmes
de Taylor de ces fonctions en un point a de I'intervalle [0, 1]. Quand il agit
sur les séries entiéres, opérateur ¥, peut €tre représenté par une matrice
(infinie) G,, dont le terme général G,[ i, j] est le coefficient de (x —a)’ dans
4[ (x —a)’] et sexprime en fonction de valeurs de la fonction ¢ d’Hurwitz.
Définissant kK comme un degré de troncature, on considére la matrice finie
G'*1 obtenue en restreignant les indices 7 et j a l'intervalle [0, k[. La valeur
propre dominante de la matrice GI* fournira, pour k suffisamment grand,
une approximation de celle de %,.

Toutes ces idées s’adaptent clairement au cas de I'opérateur de Ruelle—
Mayer contraint %, ,. Ce dernier est un produit d’opérateurs 4, ,. La

matrice GUj] est alors définie comme le produit des troncatures Gl des
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opérateurs %, ., et fournit une approximation de I'opérateur %, , associé
a la période A4 :=M, x M, x --- x M,. Chacune de ces troncatures Gl[\’ji],s
fait intervenir des valeurs de la fonction (), associée a la partie M,. La
valeur propre dominante de la matrice G[k] fournit une valeur approchée
de la valeur propre dominante A(.#, s) cherchee Il reste alors a utiliser une
méthode de la sécante pour déterminer une valeur approchée du point s,
qui donne aussi d’ailleurs une valeur approchée de la constante de Levy L (.4 ).

Dans nos expérimentations numériques, nous avons choisi de nous limiter
a des contraintes engendrées par trois styles différents de contraintes élémen-
taires: finies, cofinies ou congruentielles.

La syntaxe de ces contraintes élémentaires est définie comme suit: Pour
une partie finie 4 = N, et un élément b e N, la notation

(4,b):={m=>=1|mmodbe A}
définit les contraintes congruentielles, tandis que les notations
(A4):={m=>=1|meA}, (#A):={m=1|m¢A},

définiront des contraintes élémentaires finies ou cofinies. Une contrainte
est alors définie comme un produit fini de contraintes élémentaires. Voici
quelques exemples de la syntaxe des contraintes ¢lémentaires,

({2}.2) quotients tous pairs
({1},1)  pas de contraintes
({19,23},37)  congruents a 19 ou 23 modulo 37
(43,7}
)

(#{3,4,5}

quotients égaux a 3oua 7

quotients différents de 3, 4 et 5

et des exemples de contraintes de longueur /> 1: le symbole ({1}, 1) x ({2}, 2)
désigne la contrainte de longueur 2 ou les chiffres de rang impair sont quel-
conques et les chiffres de rang pair sont pairs, et la contrainte .#, s’écrit
({(1H)x ({1}, 1),

Voici un tableau de résultats numériques, ou ’on trouve le calcul des
deux grandeurs principales du travail:

(1) Tabscisse s , qui représente le double de la dimension de Hausdorff
de lensemble des réels .#-contraints,

(i1) la constante de Lévy () égale a (—1/)A' (M, s 4 ).

Ces résultats sont présentés par dimension de Hausdorff croissante.
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En particulier, la derniére ligne du tableau correspond au cas non-
contraint et les réponses aux questions de Tillich se trouvent dans la partie
encadrée du tableau:

La probabilit¢ asymptotique qu’un nombre rationnel p/q vérifiant
1< p<qg<N, pged(p, g)=1 ait tous les chiffres de son DFC pairs est en
O(N ~°%7) tandis que la probabilité asymptotique qu’un nombre rationnel
p/q vérifiant 1 < p<g <N, pged(p, ¢) =1 ait les chiffres de rang impair de
son DFC égaux a 1 est en O(N ~%*!). Notons que, grice a la Proposition 5
et au Corollaire 6, on montre que la probabilit¢ asymptotique quun
nombre rationnel p/q vérifiant 1 < p<g <N, pged(p, g)=1 ait les chiffres
de rang pair de son DFC égaux a 1 est également en O(N ~%41),

Les constantes ¢, intervenant dans le Théoréme 2 peuvent étre aussi
déterminées numériquement. Elles semblent en général petites. Pour la
contrainte .#, (chiffres tous pairs), elle est proche de 0.4. Pour la contrainte
A, (chiffres de rang impair égaux a 1), elle est proche de 0.3, pour la
contrainte .7, (chiffres de rang pair égaux a 1), elle est proche de 0.2. On
vérifie ainsi expérimentalement que des constantes ¢_, associées a des périodes
miroir peuvent &tre distinctes.

Contrainte .# Sy=2H(M) L(M)y=—/)N(M,s,)
({1,20}) 0.53510 0.99082
({1, 10}) 0.62913 0.90338
({1,2}) 1.06256 0.63229
({1}, 19) 1.12163 4.39147
({1}, 2)x({1}) 1.38542 1.61623
({2}.2) 1.43899 2.28425
({1})x ({1}, 1) 1.59769 1.24694
({1}, Hx({2},2) 1.65790 1.78651
({1,2,3,4,5,6})x(#{1,3,5,7}) 1.66264 1.64067
({1,2,3,4,5}) 1.67365 0.82694
({1}, Dx(#{1,3,5,7,9,11}) 1.72557 1.82183
({1}, DHx(#{1,3,5}) 1.7566 1.76017
({1}, Hx(#{1,3}) 1.77934 1.70060
(#1{6,7,8,9,10,11}) 1.90117 1.21299
(#{10}) 1.98978 1.18525
(#{10})x({1}) 1.99491 1.18585

({1}, 1) 2.00000 118656
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