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INTRODUCTION 

Le moirk est un tissu A reflets ondults et chatoyants que l’on obtient en 
superposant par leurs endroits deux pikes d’ktoffe; ainsi superpokes, on 
les fait defiler lentement, prkalablement humectkes et sous forte pression, 
entre deux cylindres bien lisses et chauffts. Les itoffes destinkes au 
moirage sont en effet tisskes A partir d’une chaine constituke de gros fil; 
comme, lors de la superposition des deux pikes, les fils de la premiere ne 
viennent jamais se disposer de faGon exactement parallkle aux fils de la 
seconde, mais les recouvrent seulement par-c& par-l& en formant avec eux 
des angles extremement aigus, il apparait aux points d’intersection de ces 
fils un glaqage dfi A la compression A chaud, car c’est en ces points-18 que 
la pression est la plus forte. Par contre, aucun glaqage ne se fait en un 
point situ6 en face de l’intervalle entre deux fils. La juxtaposition globale 
de ces innombrables petits points micas&s c&e l’effet de moirage. 

Si nous observons un tissu moirk avec un compte-fil ou une trL?s forte 
loupe, les motifs ondulks ne sont plus visibles: seules apparaissent des 
zones brillantes, micas&es, sur le fil de chaine, qui sont stparkes par des 
zones sombres et mates. Ainsi, le long d’un fil de chaine alternent les zones 
brillantes et les zones sombres, de man&e discontinue; tout au plus 
pouvons-nous constater, en dkplasant la loupe, que les zones brillantes 
sont plus Ctroites en certaines r&ions et plus larges en d’autres. Les franges 
claires du moirC sont justement les rtgions oti les zones microscopiques 
micas&es sont les plus larges, tandis que les franges sombres sont les 
rkgions od les zones micas&es sont les plus maigres. C’est done exactement 
le mOme principe que pour la photogravure: une photographie imprimke 
est composke de millions de points noirs sur un fond blanc; A la loupe nous 
observerons que les points noirs sont plus gros dam les r&ions de gris 
fonck que dans les r6gions de gris clair. 
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Notons bien que ce qui permet a la structure microscopique de dormer 
un effet macroscopique visible, c’est la quasip&kxlicitt de la structure 
microscopique: si nous observons une photogravure au microscope, nous 
voyons des points noirs parfaitement identiques, alignb, et Cquidistants 
dans tout le champ vision. Si nous placons maintenant notre microscope 
ailleurs, nous observerons des points noirs tgalement identiques, alignb, et 
bquidistants; mais ils seront plus gros, ou plus petits que les premiers. 
Ainsi, pour observer une structure macroscopique, il faut une structure 
microscopique qui soit periodique dans toute region grande pour la struc- 
ture microscopique, mais petite pour la structure macroscopique. 

Un tel principe n’est pas nouveau; il est connu au moins depuis 
Democrite. Depuis les developpements modemes de la theorie atomique, 
nous pouvons dire que pratiquement toute la physique classique (non 
quantique) d&it des lois macroscopiques issues de ce principe. Par exem- 
ple, l’tquation de continuite en electrodynamique est possible parce que les 
densites de charge et de courant sont des grandeurs constantes dans des 
regions grandes a l’echelle microscopique, mais petites a l’echelle macro- 
scopique. 11 en va de meme pour la propagation de la chaleur dans un 
corps, l’hydrodynamique, la theorie du champ, etc. 

Mais ce qui caractirise I ‘effet de moirk parmi toutes les realisations de ce 
principe, c’est que la structure microscopique y est obtenue par la super- 
position de deux structures microscopiques neutres. Neutres, dans le sens 
suivant: aucune des deux structures microscopiques, prises separement (ici, 
chacune des deux Ctoffes avant le moirage) ne donne lieu a une structure 
macroscopique; les deux Ctoffes sont unies. C’est pourquoi on appelle, par 
extension, “effet de moire” une structure macroscopique obtenue par 
superposition de deux structures microscopiques neutres. 

Le plus simple des effets de moire est le vernier: supposons que l’on 
superpose deux reseaux de bandes paralleles, altemativement noires et 
transparentes, de largeurs microscopiques z et q, et supposons que (e - n)/~ 
soit lui-mCme microscopique, de sorte que c*/(c - n) soit une longueur 
macroscopique. Les bandes noires viendront alors recouvrir exactement les 
bandes claires en des endroites espaces de c’/(e - n), produisant ainsi des 
zones (franges) opaques, tandis que les bandes transparentes viendront 
coincider avec les bandes transparentes a mi-chemin entre les franges 
opaques, donnant des franges claires. Le vernier est ainsi un moire uni- 
dimensionnel. Notons la propriete de grossissement du vernier: une 
difference infime entre les pas des deux reseaux donne un effet macro- 
scopique; on peut igalement se convaincre par une courte reflexion qu’un 
diplacement microscopique de l’un des reseaux par rapport a l’autre pro- 
duira un dcplacement macroscopique des franges. C’est cette demitre 
proprietb du vernier qui est utilisee dans le pied a coulisse. Le phenomene 



26 JACQUES HARTHONG 

de battement, bien connu en acoustique, est aussi une illustration de 
1’ “effet de vernier”. 

L’interfCromCtrie repose sur le mQme principe: au lieu de superposer 
deux tissus, ou deux reseaux, elle consiste a superposer deux ondes; une 
modification infime de la phase de l’une des deux ondes produit une 
modification macroscopique des figures d’interfirence. La fameuse experi- 
ence de Michelson et Morley, a l’origine de la RelativitC Restreinte, a 
exploitt cette propriete d’enorme grossissement que produit l’effet de 
moire! 

En 1874, Rayleigh [l] proposait une methode reposant sur l’effet de 
moire pour tester la qualite des reseaux de diffraction utilises en optique: si 
on en superpose deux, en principe identiques, le moindre defaut dans la 
ptriodicite sera mis en evidence par les franges de moire. 

Le moire est done un phinomene bien connu des exptrimentateurs; en 
cristallographie, on rtalise des moires en superposant deux lames tres 
minces de cristaux: les franges renseignent sur l’alignement des cristaux, et 
surtout sur les dislocations de cet alignement [2]. Des ingenieurs l’utilisent 
pour mettre en evidence des deformations infinitesimales dues A une 
contrainte micanique ou thermique (en aeronautique, notamment). Par 
exemple, Dantu, ingenieur en chef des Ponts et Chausstes, a mis au point 
des mtthodes utilisant le moire pour visualiser la dilatation sur une tale 
(voir [3]). La technique est la suivante: un reseau fin constitd de bandes 
paralleles comme pour le vernier (voir plus haut) et imprime sur film 
transparent, est photocopie directement sur la tale, enduite prealablement 
dune couche d’tmulsion photographique. La t61e est ensuite chauffee et se 
dilate; en superposant a nouveau le reseau de reference au reseau que la 
dilatation a deforme, on fait apparaitre des franges de moire, qui ren- 
seignent sur la dilatation. 

La leqon generale que nous pouvons tirer de ces exemples est done 
l’effet de grossissement, de microscope, du moire: les franges (et le deplace- 
ment d’icelles) sont un effet macroscopique dune cause microscopique; de 
ce fait, elles sont utilisees depuis longtemps par les experimentateurs pour 
mettre en evidence une deformation ou un mouvement microscopiques. 

11 peut paraitre curieux, a premiere vue, que les mathematiciens ne se 
soient pas inttresds au moire. Pourtant, si on y reflechit, on croit en 
deviner la raison. En effet, le physicien, ou plus gentralement l’homme 
pratique, ressent tres nettement I’opposition entre le microscopique et le 
macroscopique, car il se r&f&e a l’intuition sensible: est microscopique ce 
qui est trop petit ou trop fin pour Ctre visible a l’oeil nu. La physique, pour 
l’essentiel, consiste a postuler thtoriquement une structure microscopique, 
impossible a observer directement, mais qui explique, par l’intermediaire 
des mathematiques, les structures macroscopiques appartenant a notre 
univers sensible. Les notions de microscopique et de macroscopique ne 
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sont done que trop Bvidentes pour le physicien. Pour le mathematicien, par 
contre, ces notions ne s’imposent pas; si vous prtferez, la nature n’est pas 
la pour les lui placer en toute occasion sous les yeux. Et de fait, le 
mathematicien classique, traditionnel, compte tenu de sa formation, est 
plutot enclin a les trouver depourvues de sens mathematique, justement 
parce qu’elles se referent a l’intuition sensible! Quelle difference, en effet, y 
a-t-i1 entre lo-‘Ooo, lo-“, 1, lOlo, 10’Ooo? A ucune consideration purement 
mathematique ne permet de trouver une difference de nature entre ces 
nombres. Pour donner un sens mathematique aux notions de micro et 
macroscopique, il faudrait d’abord une definition absolue, universelle, du 
“petit”, ou de 1’ “infiniment petit”. 

Dans les ouvrages kits par des physiciens sur n’importe quel sujet, 
d’innombrables raisonnements mathematiques reposent sur cette dualite. 
(< Prenons une region grande par rapport a. . . , mais petite par rapport 
ii..., etc. B), mais ces raisonnements paraissaient si hasardeux aux 
mathematiciens professionnels et leur inspiraient une telle angoisse que 
pour l’exorciser, ils ont deploy6 des trisors d’ingeniosite, produisant ainsi 
une foule de concepts abstraits (et redoutables pour les physiciens) destines 
a reconstruire des methodes correctes a leurs yeux. Mais un mysttre 
subsistait: comment tant de demonstrations “fausses” pouvaient-elles 
aboutir a des resultats justes? Expliquer cela par une sorte d’intuition du 
physicien, d’origine experimentale n’est pas satisfaisant. Laurent Schwartz 
avait senti la vraie nature de ce mystere, car il Bcrivait < Comment 
expliquer le succes de ces methodes? Quand une telle situation con- 
tradictoire se prbente, il est bien rare qu’il n’en resulte pas une theorie 
mathematique nouvelle qui justifie, sous une forme modifiee, le langage 
des physiciens; il y a m&me la une source importante de progrb pour les 
mathematiques et la physique >> .’ Autrement dit, ces methodes rtussis- 
sent, parce que, en realite, elles utilisent une theorie mathtmatique 
rigoureuse, mais saris qu’on le sache! 

L’intuition de Schwartz se confirme ici encore, car la theorie mathema- 
tique parfaitement rigoureuse qui permet de produire des concepts tels que 
la structure microscopique ou la structure macroscopique, I’infiniment petit 
ou l’infiniment grand, et qui justifie, sous une forme modifiee, ce langage 
des physiciens, existe: c’est l’analyse non-standard, crCCe par Robinson, 
qui donne un sens universe1 a la notion d’infiniment petit (voir [4, 5, 91). 

Des lors, une etude mathematique du moire qui ne soit pas trop chargee 
d’artifices, devient possible. En superposant deux reseaux de pas infini- 
ment petit, nous pouvons obtenir le moire comme “l’ombre”, c’est-a-dire la 
trace dans le modtle standard de la structure microscopique resultant de la 
superposition. 

‘Pkface de la thhie des distributions. 
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1. LA DENSIT)? 

Ce qui caracttrise les reseaux utilises en optique, c’est l’alternance de 
zones noires et de zones transparentes; il n’est toutefois pas nkcessaire que 
la densit6 ou transmittance soit discontinue: on peut passer du noir au clair 
graduellement. Un reseau sera done caract&isC par les donnees suivantes: 

(a) Une famille de courbes tres serrtes, par exemple les-courbes de 
niveau dune fonction q. 

(b) Un paramttre a mesurant l’espacement des courbes; par exemple 
les courbes precedentes seront les lieux des points tels que cp soit multiple 
de a. 

(c) Une fonction f qui caracterise la variation de densitt entre les 
zones du reseau; f sera une fonction periodique standard, de pkriode Cgale 
a 2, et la densite sur le reseau sera 

P =f(Z). 

Le reseau ideal ou reseau mathematique sera done caract&isb par ces 
trois don&es; une fonction cp definie dans le plan, a valeurs numeriques; 
un parametre a infiniment petit; une fonction periodique standard f. Nous 
appellerons q le profiir du reseau, a le pas et f le module. 

Voyons quelques exemples: pour un rtseau de droites parallbles (a l’axe 
des y pour fixer les idees) dont les intervalles sont alternativement noirs et 
transparents, nous avons: 

cp(x7.Y) = x, 
f(t) = 0 si0 I t < 1, 

= 1 sil It<2. 

Un tel reseau s’appelle un reseau de Ronchi. 
Pour un reseau de cercles concentriques equidistants: 

cp(X,Y) = j/x’ +Y* * 

Rien n’emptche de considerer des reseaux ou les bandes ne sont 
completement noires (ou complttement transparentes) qu’en leur milieu, et 
ou l’on ne passe du noir au transparent que progressivement. Dans ce cas, 
le module est une fonction continue, par exemple 

f(t) = sin*:. 

Nous voudrions alors examiner comment se repartit la densite lorsque 
nous superposons deux rbeaux. En un point donne (x,~) la densitt 
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FIG. 1. En haut, un r&au de droites paralliles dquidistantes (rkeau de Ron&i) de profil 

q(x,y) = y. En bas, un rkseau de cercles concentriques &kiistants, de profil dw . 

resultante est le produit des densites de chaque reseau; en effet, la densite 
ou transmittance peut &tre consider&e comme le coefficient de transmission 
de la lumibre a travers le voisinage immediat de ce point. Si le reseau est 
parfaitement transparent en ce point, toute la lumiere est transmise: la 
densite est 1; si le reseau est noir, rien n’est transmis: la densite est 0; si la 
moitie exactement est transmise, la densite est $. Done, lorsqu’on super- 
pose plusieurs reseaux, les densites se multiplient; notre loi de superposi- 
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P(XYY) = &,Y)P*(X,Y). 

Mais attention! Seul l’effet macroscopique doit 2tre pris en compte. 
Notre oeil ne peut voir que la partie standard des chases et ne distingue 
pas des points infiniment voisins*; or, la densite produit p presentera dans 
le halo mCme de chaque point d’innombrables fluctuations, passant de 0 A 
1 sur des distances de l’ordre de a, comme le tissu moire vu a la loupe. 
Notre oeil ne verra done en un point que la densid moyenne du halo. La 
densite macroscopique resultante sera done: 

// P,(-%Y)P*C%Y)~~ 

P(Xo,Y,) = St D 

II h4Y 
D 

ou Sq ] dbigne la partie standard d’un nombre et D un domaine 
quelconque contenu dans le halo de (x,,,y,,). 11 faut bien sik que cette 
partie standard ne depende pas de D. Nous pouvons dnoncer le resultat 
suivant: 

THBOR~ME 1. Soient deux r&eaux, de profils cp et #, de modules f et g 
respectivement, et de m2mepas a injniment petit. Supposons que cp et \c, soient 
continliment d&ivables duns un domuine (standard) Ude *R*, que (cp - #)/a, 
ainsi que 

ne soient jamais ni infiniment petits, ni infiniment grands, et que leurs parties 

‘Plusieurs points infiient voisins sont done confondus sur notre &tine, et n’en formeront 
qu’un seul: nous appellerons “partie standard” d’un point x, et noterons St[x] cette tache 
form& par x et ses infiniment voisins; ainsi, si x et y sont infiniment voisins, Syx] = Syy]. 
Nous appellerons halo d’un point x l’ensemble des points infiniment voisins de x. Le halo 
consid& comme classe d’kquivalence s’identifie i la partie standard si x n’est pas infiient 
grand. 
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standard restent constantes dans le halo de chaque point,3 et que (x,y) I+ 
((9~ - #>la,\CI) t es un diffkomorphisme (global, mais non nkessairement 
standard) sur U. Alors, la densitt macroscopique r&ultante ne @end que de 

h = St(*) et uaut: 

; 02f(a + h)g(a)da =f *g(X) I 

pouruu que f * g soit une fonction continue. 

DPmonstration. Commencons par introduire les coordonnees X = (cp - 
#)/a et p = $. Ce sont de vraies coordonnees independantes d’apris notre 
hypothtse sur le jacobien et, toujours d’aprts nos hypotheses, elles sont 
macroscopiques, c’est-a-dire que leur variation est du mQme ordre de 
grandeur (infiniment petit, fini ou infiniment grand) que celle de x et y. En 
particulier, elles ne varient d’un infiniment petit que dans des domaines ou 
x et y elles-mbmes ne varient que dun infiniment petit. Par consequent, il 
nous suffira de verifier que 

lI wzdx cj, 
St D 

_ // dxdv 
D 

a la mCme valeur pour tous les domaines D de la forme 

oh z et 9 sont des infiniment petits suffisamment grands, et de calculer 
cette valeur en fonction de A, et IL,,. Le jacobien de la transformation 
(x,Y) i-+ (X9 IL) est 

3Cette dernike prop&k porte un nom: nous dirons que 

est macroscopiquement continue. (“S-continuous” chez Robinson.) Notons bien que cette 
fonction n’a aucune raison d’kre standard. 
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Done 

et 

d’oti le rapport 

lJ 
ho+f PO+9 

p,pzdxdy / / “Q/a + ~MP/4J(hW~dP 
D A0 PO 

= 

JJ 

&J+r co+l) 

dx& J / 
J(A,p)dW 

D A0 CO 

Faisons encore le changement de variable (Y = p/a; alors 

J”“+‘j(~ + h)g(i)J(X,p)dp = t~~~~+~‘~j-(a + X)g(a)J(X,p)da, 
PO a0 

I “+‘J(h,p)dp = alu,+n”J(h,/.t)da. 
PO a0 

Lorsque ~/CZ est infiniment grand, (a/~)(~;+“/off(a: + X)g(a) dx est la 
moyenne sur un t&s grand nombre de pkiodes, de la fonction pkriodique 
(Y wf( a + A)g( (u), et est done infiniment voisine de 

+ o2j(a + X)g(a)da. 
s 

Nous pouvons done &ire pour q/u infiniment grand (mais bien entendu 
tel que IJ et a sont tous deux infiniment petits): 

a 

s a0 I 
ao+s’of(a + A)g(a)J(X,aa)da -;Jol,2j(a + A)g(a)da 

et de mbme 
a 

/ ao +“nJ(X 
?1 a0 

,aa)da- Jo 
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d’ou nous deduisons: 

33 

j-,Jp,p*dx$y 
D 

1: 

SJ 
/ 

A, +c 

dxdv 
dh 

D A0 

Pour e infiniment petit, ce rapport est lui-mCme N f ]o2f(a + A,)g(a)da. 
En effet, d’apres nos hypothbes,4 la convolution i J,$((a + X)g(a)da est 
une fonction continue de A. 

On remarquera pour finir que nous avons dQ supposer q/a infiniment 
grand: cela veut dire que la partie standard de notre moyerme sur D n’est 
pas la mCme pour des domaines D trop petits, mais seulement pour des 
domaines D qui, bien que contenus dans le halo de xO,yO, sont infiniment 
grands par rapport au pas a du rbeau. La densite macroscopique est ainsi 
parfaitement definie; et meme, on pourrait definir une densite a n’importe 
quel ordre plus grand que celui de a, ce qui nous servira au chapitre 7. 

Le theoreme precedent est le theoreme general qui constitue le fonde- 
ment de notre theorie Blementaire du moire. 11 est &once d’emblee pour 
deux dimensions. Son analogue en dimension superieure serait facile a 
ttablir. 11 est possible de l’appliquer aussi en dimension un en considerant 
simplement des profils qui ne dependent pas de la coordonnee y. Mais 
alors, l’hypothtse sur le jacobien ne peut plus tenir sous la m8me forme et 
doit Ctre modifiee comme suit: on supposera que (l/a)[dq/dx - dil//dx] 
n’est jamais ni infiniment petit, ni infiniment grand. 

2. LE.5 FRANGES 

L’effet macroscopique de la superposition de deux reseaux, c’est-a-dire 
l’effet de moire, est entitrement d&it par la densite macroscopique. Or, le 
theortme 1 nous montre que celle-ci reste constante le long des courbes 
A = P, done en particulier ses valeurs maxima, comme ses valeurs 
minima, se repartissent le long des courbes X = A, et X = Xti. Au 
voisinage des courbes h = A,, le moire sera relativement transparent, 
tandis qu’au voisinage des courbes h = Atin, il sera plutot opaque. Autre- 
ment dit, le moire presentera des franges altemativement sombres et 
claires, paralltles aux courbes A = C”. La variation de la densite entre ces 

‘On pourrait ividemment g&raliser et considhrer des modules qui seraient des mesures, 
ou dont la convolution ne wait pas continue, moyennant quelques difficult& 
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franges est Cvidemment don&e par la fonctionf*g(X); cette fonction est 
periodique, done les franges de mEme nature correspondent a des valeurs 
de A differant entre elles d’un entier pair: si A = A, est le centre dune 
frange Claire, les autres franges claires se repartissent au voisinage des 
courbes X = A, + 2n,n E Z. La densitt du moire est done donnte par 
un module, qui n’est autre que f* g. 

Quelques exemples interessants meritent qu’on les itudie de plus p&s a 
l’aide du theorime 1: ainsi, les reseaux de module carrt 

f(t) = 0 si0 I t < 1, 
= 1 si 1 5 t < 2 

ou de module sinusoidal 

f(t) = sin2q 

COROLWRE 1. Si on superpose un rheau ci module carr6 ci un rkseau de 
module f, le moir6 a pour module la primitive de i[ f( A) - f(X - l)]. En 
particulier, si f est aussi le module car&, le moirP a pour module 

f(A) = ; siOIh< 1, 

=I-; si 1 5 h < 2 

autrement dit, la denritk du moirk varie en dents de scie. 

COROLLAIRE 2. Si on superpose deux rheaux ci modules sinusofdaux 
sin2(nt/2), le moiri a pour module i(l + 2 cos2(7rX/2)); autrement dit, le 
module du moirk est hi aussi sinusoidal, avec toutefois des franges claires 
voikes de gris, et des franges sombres pas compktement opaques. 

Nous voudrions maintenant examiner dans quelles conditions on peut 
effectivement observer des franges de moire. Le thtoreme 1 nous donne 
des conditions suffisantes pour avoir une densiti macroscopique; mais si 
celle-ci est constante, on n’observera pas de franges, mais seulement du 
gris uniforme. Par exemple, la densite macroscopique d’un reseau (non 
superpose a un autre) est partout Bgale i $ $f(t)dt. D’autre part, qu’ob- 
servera-t-on dans les cas oh les hypotheses du theortme ne sont pas 
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verifiees? Cela peut se produire dans les cas suivants: 

(a) ’ - ’ 
a 

est infiniment petit, 

(b) ’ - ‘/’ 
a 

est infiniment grand, 

acp acp - - 

cc> ; ,“; ,“‘, est infiniment petit, 
- - 
ax ay 

acp acp - 
ay 

(4 f ,“j alC, est infiniment grand. 

ax ay 

Notons bien qu’en general, les cas a et c peuvent toujours se produire le 
long dune courbe, plus ou moins complexe selon la situation, mais qui est 
alors un ensemble invisible macroscopiquement. Par exemple, les points oh 
(cp - #)/a est infiniment petit forment simplement le halo de la courbe 
X = 0, ce qui n’a aucune incidence macroscopique, et il en va de meme 
pour le cas (c). Le cas (b) signifie que le parametre A est infiniment grand: 
dans ce cas, une variation macroscopique (m&me petite) de x,y produira 
une infinite d’oscillation de f* g(A) dont seulement la moyenne, constante 
puisque f* g est periodique, sera perceptible: pas de franges, settlement du 
gris uniforme. Par consequent, comme situations oh le thkoreme 1 ne 
s’applique pas, nous avons seulement A examiner celles oti les conditions a, 
c, d sont verifiees sur tout un ouvert macroscopique. En fait, darts certains 
cas, nous pouvons negliger les conditions c et d, par exemple, si dans un 
ouvert U du plan, le jacobien 

acp acp 
I ax ay 
a a+ a+ - 

Z ay 
est infiniment petit ou infiniment grand, tout en restant du mi2me ordre. 11 
nous suffit alors de remplacer conjointement cp, 4 et a par mcp, rn$ et mu 
oti m est une constante telle que 

1 1 -.- 
m a 
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reste fini dans tout U. En remplaqant ainsi cp, rl/ et a, nous ne changeons 
rien au rbeau ni au parametre A, sauf sur la front&e de U qui est en 
general un ensemble macroscopiquement invisible. Mais cela peut produire 
des discontinuites des franges le long de cette frontiere. Ainsi il sera parfois 
possible de d&composer le plan en ouverts disjoints, de frontier-e ntglig- 
eable, dans chacun desquels 

ne soit ni infiniment petit, ni infiniment grand. Mais il pourra y avoir des 
discontinuites de la densite macroscopique le long des frontikes. 

Une discussion parfaitement exhaustive est impossible. Raisonnable- 
ment, il reste done simplement a examiner le cas a: sur un ouvert 
macroscopique U, (cp - +)/ a est infiniment petit. Alors (p/a N I//U et 
done la moyenne sur un domaine D contenu dans le halo d’un point est 
donnt par 

Nous ne pouvons plus prendre X comme coordonnee, mais nous pouvons 
prendre par exemple l’abscisse curviligne v le long des courbes cp = C”, et 
comme deuxieme coordonnee p= cp; alors l’expression preckdente devi- 
ent5: 

SJ dpdv 

D Igrad cp I 

511 n’est pas n&x.ssaire pour faire ce changement de variable que lgradcpl -’ soit fini dans 
U; s’il ne l’est pas, on choisit (comme pour 

voir plus haut) une constante infiniment petite m du m6me o&e que IgradcpI et un 
changement de variable 8,~ dont le jacobien est m/lgradcpI au lieu de I/lgradcpI. Mais il faut 
que sur tout (I, lgradcpl reste du mime o&e. 
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Si /grad cpl est macroscopiquement continue, tout se passe comme au 
theoreme 1: dans U la densite moyenne est constante, Cgale a 

et par consequent, il n’y a pas de franges dans 17, mais seulement du gris 
uniforme. On peut dire que c’est la situation limite oti les franges ont un 
Bcartement infini: toutes les franges ont Cte rejetdes A l’infini. Dans le cas 
b, c’etait l’inverse: les franges, infiniment rapprochees, sont confondues et 
on ne voit plus que du gris uniforme. 

11 pourrait arriver, toutefois, exceptionnellement, que lgradcpl ne soit pas 
macroscopiquement continue et presente des oscillations en resonance 
avec celles de f(cp/a) et g(cp/a), d e sorte que des franges pourraient Btre 
observees quand mCme. Nous ne ferons pas ici la theorie de ce phenomtne. 

3. LE.3 MOIRIk LOCAUX 

Soit cp une fonction standard differentiable a l’ordre deux et supposons 
que nous observons au microscope,6 avec un grossissement y infiniment 
grand, le halo d’un point (x,,,~e) sur un rtseau de profil cp et de pas a/y oh 
Q est infiniment petit. Nous ne verrons que du gris, mais cette image 
grossie est alors un reseau de pas a et de profil @(X, Y) = cp(x, + 
X/y,y,, + Y/y) - cp(x,,y,). (Notons bien que le fait de retrancher la 
constante cp(xe,~~a) ne change rien: deux profils qui ne different que dune 
constante donnent le meme rbeau). Les courbes de niveau de ip sont, a 
a/y prts, des droites. Supposons alors que nous superposions a ce reseau 
“vu” au microscope un autre rtseau forme de droites paralleles (c’est-Mire 
de profil \k( X, Y) = (l/y)( X(+/ax) + Y(acp/ay)) aux courbes de niveau 
de @ et de mime pas. Nous pouvons alors observer un moire. De facon 
precise: 

THBORBME 2. Duns les conditions que nous uenons de dkrire, si y2a = 1, 
nous obseruons un moirk d&fini par le paramPtre X = Q(X, Y), oti Q est la 
forme quadratique associPe h la d&i&e seconde de ‘p au point (x0, yO). 
Autrement dit, si f et g sont les modules des rkseaux indiqub ci-dessus, le 

60bserver au microscope veut dire l’on itudie les chases dans le plan des coordonnkes 
(X, Y) aver X = y(x - x,), Y = y(y - y,,). On ne voit dans ce plan qu’une partie du balo de 
(Xo,YtJ). voir 15, p. 101. 
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moirk est dkcrit par la den.& 

p(x, Y) =f*g(Q(X, Y)) =f*g ~~(%Yo)x2+ 

+ -! a’(p(xo,yo)Y2 . 
2 ay2 1 

Si la forme quadratique Q est dkfinie positive (ou &gative), on observera done 
des anneaux de Fresnel elliptiques. 

Dkmonstration . 11 suffit d’krire la formule de Taylor A l’ordre 2. Nous 
avons 

et par condquent: 

A = @(X7 Y) - qx, 0 
a 

3% ix22 + XY- +Ly& 
axay 2 ay2 

= + R(X9 Y) 

v2a y3a ’ 

Si y2a = 1, R(X, Y)/y3a N 0 et done 

1 a2 a% h=yX24+XY- 
ax axay 

+;y2%? 
a.? 

et le thkortme 1 nous donne la densitk macroscopique 

P(XY y> =f*dh) 

(voir Fig. 2). 

Remarque. Si y2a est diffkrent de 1, mais fini, on observe la meme 
figure, mais agrandie ou ritrkcie selon que y2a > 1 ou y2a < 1. Mais si le 
grossissement est insuffisant (y2a N 0) ou excessif (y2a infiniment grand) 
on n’observe plus rien. 
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FIG. 2a. Quelques exemples de moires locaux; ci-dessus des hyperboles; a page suivante, 
des ellipses. Ce sont des moiris concrets, c’est a dire que leur pas n’est pas infiniment petit, 
mais petit settlement. Cela implique quelques differences avec ce que prkvoit la thkie 
purement mathematique: (a) Le moire local est observable non pas dans une region infini- 
ment petite du plan, mais dans une region petite. (b) Les franges ne sont pas exactement les 
indicatrices de Dupin prevues par la thkie; sur les photographies ci-dessus, on a superpose 

de differentes man&es un r&au de profil Logx i un r&au de profil vm ; les 
indicatrices de Dupin seraient des coniques representant la d&&e seconde (le he&en) de 

Logx - VW. Mais ici les fonctions macroscopiques Logx et dm prkentent 
une variation non nkgligeable a l’interieur mime de la region ou le moire local est observable, 
de sorte que le reste dans la formule de Taylor, R(x,y)/y3a, n’est pas infiniment petit, mais 
settlement petit: la conique est deformee. 



FIG. 2a-Continued. 

Application. Supposons que nous disposions d’un reseau-etalon for-me 
de droites paralleles, mais de gradient lentement variable,’ indiqd macro- 
scopiquement par une graduation. Si nous le faisons glisser au hasard sur 
un reseau profil inconnu 4, au-dessus d’un point (x,,,ya), jusqu’a ce qu’il 
apparaisse autour de ce point de franges de moire, nous en deduirons: 

(a) le m&ule de grad J, par la graduation; en effet, si nous connaissons 
le gradient du reseaudtalon, nous pouvons en deduire Igrad+ I. Or, nous 
savons que les franges apparaissent la oh les gradients des deux reseaux 
sont tres voisins. 

(b) la direction de grad 4 (et done grad I/J au signe p&s) car nous savons 
que le moire apparait lorsque les courbes des deux reseaux sont tangentes. 

(c) la d&-i&e seconde de J/ au signeprh. 

‘La d&i&e secmde doit pouvoir itre consid&e comme infiient petite; voir le &&me 
3. 
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On pourra noter que cette methode ne donne rien en un point ou 
gradq = 0 (sommet, fond d’un trou, ou col). 11 est neanmoins possible de 
“cerner” un tel point en examinant par cette mtthode le gradient et le 
hessien tout autour. 

Le moire ainsi obtenu (moire local) nous foumit un exemple oh le 
jacobien 

1 - 
a 

ne devient infiniment petit que le long dune courbe passant par le point 
(xe,ye). On peut se convaincre facilement que cela n’a aucun effet sur la 
figure de moire; en particulier, rien ne permet de distinguer cette courbe 
sur la figure macroscopique. 

11 n’est pas necessaire, pour observer des moirb locaux, de superposer 
un reseau de droites parallbles (c’est-a-dire dont le profil est une fonction 
lineaire). La demonstration du theoreme 2 utilise seulement le fait que les 
profils des deux reseaux ont un developpement de Taylor a l’ordre 2, et 
que leurs gradients au point d’observation sont infiniment voisins.’ D’oh 

TH&OR&ME 3. On observe un moiri local au point (x0, yO) a%% que les 
profls des deux rkeaux ont en ce point des gradients infiniment voisins.* Ce 

*Nous considirerons que l’on superpose toujours des r&eaux de m&e pas; en effet, si tel 
n’dtait pas le cas, on s’y ramenerait en multipliant l’uu des deux profils par une constante 
convenable. Nous avons dkji plusieurs fois remarqui que la don&e du profil, du pas, et du 
module surdhminent le r&eau. 
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moirk local est constitut! des anneaux (ou hyperboles) de Fresnel associb au 
hessien de ‘p - #, et est visible avec un grossissement y de I ‘ordre de 1/ &. 

Dans certains cas degenires, on peut mtme observer un moire local tout 
le long dune courbe, ou mCme dans tout un domaine macroscopique. Par 
exemple, lorsqu’on superpose un reseau de cercles concentriques Cquidis- 
tants (profil {m) a un reseau de droites paralleles, de mBme gradi- 
ent, on observera du moire local tout le long de la droite issue du centre du 
premier rtseau, et orthogonale au second. En effet, dans tout le halo de 
cette droite, les gradients des deux rtseaux sont, au signe prbs, infiniment 
voisins. Dans un tel cas, nous pouvons observer ce moire local avec un 
microscope qui grossit seulement dans la direction transversale A la courbe. 
Ainsi, dans l’exemple precedent, prenons comme axe des x la droite 
indiqde, et pour y la coordonnee orthogonale. Puis effectuons le grossisse- 
ment y dans la direction des y seulement; les nouvelles coordonnees 
seront: 

x = x, 
y = YY 

et dans ces coordonnees, les profils respectifs seront 

cp(X? Y) = 1x1, 

#(X, Y) = j/xv 

11s verifient les conditions du theoreme 1 (sauf sur la droite Y = 0 qui est 
negligeable) de sorte que nous pouvons poser 

y-c& x2+ Y2/Y2 - 1x1 =st y* 

a ( 1 2y*alXI 

(si y est de l’ordre de l/ fi). Les courbes de niveau du moire sont done 
les courbes d’equation 

Y* = A-St(2y*a).IXI 

c’est-a-dire des paraboles (accompagnies de leurs symttriques). 
La, nous avons superpose des reseaux de mCme gradient. Si dans les 

mCmes conditions, nous superposons des rtseaux de gradients legtrement 
differents (infinitesimalement), c’est-a-dire par exemple avec les profils 
(grossissement effect&): 

dX, y> = 4x1, 

4(X, Y) = j/x’+ y*/y* 
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Froura 3. 

oti a N 1 tel que 1 - a soit du mCme ordre que a, alors 
r . 1 

a 

= st(+)lxl + st( &-)& 
et par consequent, les courbes obtenues ont pour equations, lorsque X 
varie: 

1-a 
x2st y--- ( 1 - XIX1 + y2st 

( 1 
-!- = 0 
u2a 

c’est-a-dire des ellipses de demi-axes iSto) et dSw* quand 
a < 1 et des hyperboles lorsque a > 1 (accompagnees de leurs symetriques 
par X+ -X). 

Ce resultat mathematique permet d’envisager le test du gradient d’un 
rtseau lintaire, en le superposant a un reseau de cercles ayant le gradient 
de reference: les rbeaux qui, superposes au rtseau de reference, donneront 
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des franges elliptiques, auront un gradient trop petit, ceux qui donneront 
des hyperboles un gradient trop grand. 

Le lecteur curieux pourra comparer la methode que nous utilisons ici, 
basee sur l’analyse non-standard, avec la theorie que donne Oster pour 
interpreter le phenomene precedent (voir sa brochure [6]). En effet, Oster, 
qui est specialiste de la chimie des polymeres, fait jouer le role principal au 
graphe (dans l’espace “au-dessus” du plan du rtseau) de la fonction que 
nous appelons profil, en tant que surface, alors que nous considerons le 
profil en tant que fonction differentiable. 

4. LES MOII&S DE DkFORMATION 

Jusqu’ici, nous avons surtout examine des conditions tres g&r&ales dans 
lesquelles on pouvait observer des franges de moire. Nous allons mainte- 
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nant ttudier les relations mathematiques entre les franges et les profils des 
reseaux sous-jacents. 

Dans la plupart des cas, les utilisations metrologiques du moire con- 
sistent, comme nous l’avons indique dans l’introduction, a super-poser un 
reseau de reference a l’une de ses copies infinitesimalement deformke: le 
moire sert de microscope, car il est un effet macroscopique dune cause (la 
deformation) microscopique. En general, la deformation est provoquee par 
une perturbation dont l’intensite peut &tre exprimte avec un seul parametre; 
toutefois, dans certains cas complexes (nombreux dans la nature, mais deja 
nettement moins nombreux dans les laboratoires!) il faut plusieurs 
parametres correspondant a des causes Clementaires distinctes; si celles-ci 
se conjuguent liniairement, on peut decomposer et se ramener a des 
deformations a un paramitre. Nous nous limiterons a ce cas ici, ce qui 
permet de modeliser beaucoup de situations courantes. Par exemple, pour 
la dilatation avec une source de chaleur constante, le paramktre sera le 
temps; pour la deformation dun materiau sous une contrainte, le parambre 
sera l’intensite de la force; pour la deformation par changement de 
perspective, la parallaxe; etc. Le profil est alors une fonction de ce 
parametre: 

le rbeau de reference ayant pour profilcp(0, x,y ). Nous pouvons Cnoncer: 

LEMME. Si la fonction standard cp(t,s,y)H cp(t,s,y) est continue et 
dirivable ci droite en t = 0 et v&ijie pour tout t de I’ordre de a (le pas du 
rkseau) les hypoth&es du thior&ne 1, avec cp = ~(0, . . . ) et # = cp(t, . . . ) 
alors, pour tout t infiniment petit du &me ordre que a, on observera des 
franges de moir6 qui matkrialiseront les courbes de niveau a!e la d&i&e 
(acp/&)(O,x,y). Autrement dit, les courbes X = C” sont exactement les 
courbes d ‘Equation 

z(o,x,y) = St@) = C”. 

D&onstration. Puisque les hypotheses du theoreme 1 sont vCrifiCes 
lorsque t est du mCme ordre que a pour ~(0, . . . ) et cp( t, . . . ), nous avons 

h(x,y) = St 
[ 

cp(t,x9y) - cp(O,X,Y) 
a I 

et les franges sont dtterminees par ce parametre A. Or, puisque cp est 
derivable a droite en t = 0, nous avons, pour tout t infiniment petit et > 0: 

cp(t,x,Y) - cp@,X,Y) 
t +pO,X,Y) 
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et par consequent, si t est du meme ordre que a: 

X(x,.Y) = St ( 1 f * ~(O,X,Y) 
d’ou le resultat. 

Remarque. Lorsqu’on fait tendre t/a, ou pludt St(t/a), vers l’infini, 
h(x,y) tend vers l’infini et done les franges sont de plus en plus nombreuses 
et serrees (mais restent toujours, bien entendu, des courbes de niveau de 
(acp/w(Q . . .). A l’inverse, lorsqu’on fait tendre t/a vers 0, les franges 
sont de plus en plus rares et espactes. Lorsque t/a est infiniment grand, 
(mais tel que t soit infiniment petit, afin que les franges soient toujours des 
courbes de niveau de (l!+/at)(O, . . . )) par exemple pour t = VS, les 
franges disparaissent de l’univers macroscopique et notre oeil ne voit plus 
que du gris uniforme. Mais elles constituent de ce fait un r&au de profil 
cwatm . . . ), de pas & , et de modulef*f si f etait le module du riseau 
initial. 

DEFINITION. Nous appelons ce reseau le reseau derive du reseau initial 
par rapport a la deformation. 

Pour que cette definition soit coherente, il faut verifier que le reseau 
derive est invariant par les transformation “de jauge” 

(m E R - PI) 
rpHmcp + C” 

ai+ lrnla 

ce qui est immediat. 
Nous allons maintenant discuter la signification du lemme sur quelques 

cas particuliers remarquables. 

THBOR~WE 4. Une situation assez frbquente est celle d’une dkformation 
qui s ‘effectue selon la m2me Ioi quelle que soit la d&formation ant&ieure. 
Duns ce cas, la variation du profil correspond ri I ‘application d ‘un semi-groupe 
d ‘opckateurs 9 : 

ori P, est un semi-groupe, c’est-&dire une familIe d ‘opbateurs (P,),,, agis- 
sant sur les fonctions telles que (p, et v&ifant: 

vt,s > OP,P, = P,+,; lim P, = PO = Id. 
t-0 

9Remarquons que I’action d’un semi-groupe sur la fonction cp ne se rbduit pas forciment i 
une diformation du support. Ex: le semi-groupe de Gauss (voir plus loin quelques remarques). 
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Les franges de moire! que 1 ‘on observe alors si et seulement si t est du mhne 
ordre que a, sont les courbes de niveau de A *cp, oti A est le ghkateur 
infinitt%imal du semi-groupe. 

Dtmonstration. 11 suffit de remarquer que A~J est la dCrivCe en t = 0 de 
t I+ P,cp. 

COROLLAIRE 1. Lorsque le semi-groupe P, est celui des translations: 
P,cp(x,y) = r&x + tX,y + tY) oti X, Y est un vecteur unitaire, A-9 est la 
d&i&e de Q, ah la direction X, Y. Si (X, Y) = 1,O) A~I = i3cp/ax. Cela 
signifie que si nous superposons deux rkseaux identiques, mais avec un 
dkalage infiniment petit du mPme ordre que a, les franges de moirk sont les 
courbes de niveau de la dkrivie de ‘p dam la direcion du dkalage. En outre, 
ces franges sont d ‘autant plus serrkes que le d+lacement est plus grand (leur 

Fio. 5. Ci-contre deux exemples de moiri: obtenus par un dkalage horizontal de deux 
rkeaux identiques: les anneaux de Fresnel (en haut) et des cercles concentriques k+Wants 
(en bas). 
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espacement est inversement proportionnel au dtkalage): 

COROLLMRE 2. Le semi-groupe est celui des rotations: si nous superposons 
deux rkseaux identiques, de sorte que l’un soit tour& d’un angle infiniment 
petit du m&ne ordre que a, les franges donneront les courbes de n&au de 

(uoir Fig. 6) et ainsi de suite. . . 

11 faut ici que nous parlions un peu du sens a donner au mot “diforma- 
tion”. Jusqu’a present, nous avons d&cute dune “deformation” du profil, 
c’est-a-dire que, partant d’un riseau de profil cp(x,y) = rp(0, x,y), nous lui 
avons superpose un rdseau dont le profil cp( t, x, y) Ctait une perturbation 
du precedent. Cette “deformation” purement fonctionnelle pouvait d&ire 
diverses situations physiques: changement de perspective, reflet dans un 
miroir . . . deformant, etc. Mais aussi une deformation, au sens strict cette 
fois, du support sur lequel est imprime le reseau (par exemple lorsque ce 
support se dilate). Une telle deformation du support entraine une deforma- 
tion fonctionnelle du profil. Une deformation du support peut &tre d&rite 
mathematiquement comme un d&placement de ses points: un point (x,y) 
va se deplacer en (x(t), y(t)). La description mathematique dune telle 
deformation, qu’on supposera sans cassure ni chevauchement, se fait par 
une famille a un parametre de diffeomorphismes: (x,y) H (x(t),y(t)) = 
D,(x,y) et alors la deformation fonctionnelle du profil sera tout simple- 
ment: 

cp(t, w) = CP(~(X,Y )) 

et on aura 

$O,X,Y) = ~(x’,u)*x’(O) + ~(X,Y)Y’(O). 

Une deformation du support est done un cas particulier de la situation 
envisagee par le lemme. 

En topometrie de precision, pour verifier si une surface est parfaitement 
plane ou presente au contraire des cuvettes de profondeur si faible qu’elles 
sont invisibles, on emploie le procede suivant (voir Fig. 7): a peu pres 
parallelement a la surface que l’on veut tester, on place un r&au de 
droites paralleles. Au-dessus, une source lumineuse ponctuelle projette 



FIG. 6. Les six photographies ci-dessus illustrent le corollaire 2. On a superpod deux 
&seaux de Ron&i avec d’abord une rotation nulle (en haut i gauche), puis des rotations de 
plus en plus fortes; les franges sont de plus en plus nombreuses et se&es. Les franges 
obliques, plus fines, qui apparaissent en suppliment proviennent de trame de la photogravure, 
qui se superpose au &au. 
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Ro. 6-Conrinued. 
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FIGURE 7. 

I’ombre du rkseau sur la surface. En piaqant I’oeil prks de la source de 
lumikre, la faible parallaxe d&ale kgkrement, par la perspective, le rkseau 
par rapport A son ombre; par constquent, l’oeil de l’observateur verra des 
franges de moirC qui sont les courbes de niveau de la surface. Si celles-ci 
sont rectilignes, la surface est parfaitement plane; mais le moindre dkfaut 
de plan&G. courbera les franges. 

(Plus gCnCralement, il existe une relation diffkrentielle entre le profil du 
rkseau, la surface, et les franges de moir6, que nous allons calculer). 

THBORJ?ME 5. Topomhique: supposons que le plan du r&eau soit le plan 
x,y, que la source de iumihe se trouve au point de coordonnkes (0, 0, H) et 
que la surface 2 tester ait pour kquation z = p(x,y), avecp(x,y) < 0 (sinon, 
on s ‘y ram&e en soustrayant une constante) et que ie rheau ait pourprofi 9, 
et pour pas a, infiniment petit. Pour cp nous prendrons une fonction standard. 
Alors, tant que I’oeil de I’observateur se trouve ci une distance de la source de 
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I ‘ordre de a, il observera des franges de moirP dtfinies par 

lorsque les coordonntes de I’oeil sont (Ht, 0, H), ori r(x,y) est la fonction 
implicite difinie par la relation 

(1 - r)H =p(rx,ry); 

cette fonction implicite existe (d’apr& le th&okme du mgme nom) tant que 
Ix(ap/ax) + Y(~P/~Y)I < H, en particulier si lgradp 1 est assez petit, c ‘est- 
h-dire si la surface a peu de relief. 

Dkmonstration. Soit x,y un point du rbeau. Sa projection (ombre 
portke) sur la surface z = p(x,y) est un point dont nous dksignerons les 
deux premikres coordonnkes par x’, y’; c’est done le point (x’,y’,p(x’,y’)). 
Lorsque l’oeil de l’observateur se trouve en (Ht, 0, H), ce point se super- 
pose par perspective A un autre point du rkseau, que nous dksignons par 

T 

/ 

FKWRJI 8. 
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x”,y”. 11 est clair que la “dbformation” du rkseau due au changement de 
perspective s’exprime par la relation: 

‘p(~,x,y) = cp(O,X”9Y”) = (P(X”,Y”). 

Pour obtenir la fonction cp(t, . . . ) nous allons done calculer x”,y M en 
fonction de t,x,y et les remplacer par les expressions obtenues dans 
cp(x”,y”). Or, nous avons les relations de proportionnalite: 

x” - x -P(x’YY’) ---= 
tH H - P(x’,Y’) ’ 

Y” -y=o 

et aussi: 

x’ y’ -=-= 1 _ P(X’YY’) 
x Y H ’ 

Posons r = x’/x = y’/y; la demikre relation ci-dessus now donne 

(1 - r)H = p(rx, ‘u) 

qui dkfinit la fonction implicite (x,y) H r lorsque jx(ap/ax) + y(ap/ay )I 
< H. Remplacant x’,y’ par xr(x,y), yr(x,y) dans les deux premieres 
relations, il vient: 

x”=x+,[l--&I, 

Y u - -Y 

et par consdquent 

Done, d’apres le lemme, les equations definissant les franges sont 

A-St 7 at ( 1 a aq (O,x,y) = St fH 1 
(a [ -&JEW 

et le thbor&me est dbmontrt. 
Dans l’experience que nous avons d&rite plus haut, le reseau est lineaire 

(le profil est une fonction lintaire). Sa tbtorie est resumCe par le 



54 JACQUES HARTHONG 

THI?OR&ME 6. Avec le mgme montage qu’au thiordme 5, mais avec un 
r&eau liniaire” et avec H infiniment grand, les franges du moirb, observables 
pour t du m2me ordre que a, sont des courbes de niveau p(x,y) = X, de la 
surface; elles sont comme toujours d ‘autant plus serrt!es que t/a est plus 
grand. 

Dkmonstration. Appliquons le theortme 5. Now avons un reseau 
lineaire, dorm +/ax = constante. Puisque H est infiniment grand, et p 
standard, nous avons pour tous (x, y) finis, r(x,y) N 1; en effet, cela 
resulte de la definition de r: (1 - r)H = p(rx, v); nous pouvons done en 
diduire que, pour tous x,y standards: 

et par consequent, d’apres le theortme 5 

I) 
= St 

Les courbes X = C” sont done bien aussi les courbes p( x,y) = C”. 
Un principe analogue est utilise par les astronomes amateurs qui polis- 

sent eux-mG+mes le miroir de leur telescope: il s’agit de tester, au tours du 
polissage, la qualiti de la surface, la perfection des franges de moire 
indiquant que celle-ci est devenue rigoureusement parabolique. Dans ce 
cas, on ne superpose pas par perspective le rtseau ii son ombre, mais a son 
image dans le miroir. La theorie de ce phenomene est tvidemment plus 
complexe, du moins au niveau des calculs; en effet, la reflexion sur une 
surface est d’analyse plus difficile que la simple projection, et les equations 
diffirentielles que vtrifiera le profil cp du reseau sont d’ordre 2 (et plus 
longues!). Nous en resterons done la. 

Les experiences d&rites par le theorbme 6 sont pratiquees dans de 
nombreux domaines, pour la topomttrie d’objets de dimensions petites ou 
moyennes; rtcemment, des iquipes japonaises les ont utiliskes pour l’anat- 
omie (voir [ 10, 111). Pour la topomttrie giographique, l’emploi du m&me 
principe prksente toutefois des difficult& que l’on devine aisement. 

“Un rkseau h&ire de module car& est appelk r&eau de Ron&i. 
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5. LES MOUVEMENTS DES FRANGES 

Dans ce chapitre, nous allons examiner les relations entre le mouvement 
infinitesimal affectant les rtseaux et le mouvement macroscopique qui en 
resulte pour le moire. Autrement dit, nous allons faire la cikmatique du 
moirP. Une chose est deja apparue au chapitre precedent: pour une 
deformation du type envisage dans le lemme, c’est-a-dire dependant dun 
parametre t, et derivable par rapport a ce parametre, les franges se 
rapprochent et se multiplient lorsque t augmente; pour parler quantitative- 
ment, leur espacement est inversement proportionnel a 1 et leur “frtquence” 
proportionnelle a t. Lorsqu’on augmente progressivement la deformation, 
on verra done les franges se serrer de plus en plus nombreuses les unes 
contre les autres. Mais nous allons voir qu’il est possible d’en dire bien 
plus. 

Tout d’abord, voici le cas de la translation relative de deux rtseaux non 
identiques. 

THBOR~ME 7. Soient deux rkseaux de profils respectifs cp et #, vPrij?ant les 
conditions du thPor2me 1. L.orsqu’on les superpose, on observe done un moirk. 
Puis, supposons que 1 ‘on translate le premier d ‘une distance t du m6me ordre 
que a, le pas des dew rkseaux. Alors les franges se modifieront comme suit; 

(a) leur espacement va varier asymptotiquement de man&e inversement 
proportionnelle ti t/a; 

(b) le feuilletage dkfini par h( t, x, y) = C” va tendre, lorsque t/a tend 
vers I ‘infini,” vers une position Iimite, co&it&e des courbes de niveau de la 
d&i&e de cp dans la direction de la translation. 

Dkmonstration. Calculons, en fonction de t, ou mieux, en fonction de 
s = St(t/a) les parametres 

A(s,x,y) = St 
[ 

cp(x + l,Y) - ‘HX,Y) 
a 19 

X(x,y) = St [ cp(X,Y) - dJ(X,Y) 
a 1 = X(Ox y) , 

(nous prenons la direction de la translation comme axe des x). Nous 
pouvons decomposer: 

X(s,x,y) = St I 
cp(x + t,y> - cp(%Y) 1 [ + St cp(X,Y) - 44XYY) 

= sSt[ ?$x,y)i + x(x,y). a 
1 

“Nous utilisons ici la notion standard de limite, comme si aucune structure microscopique 
n’existait; en toute rigueur, il faudrait dire que c’est s = St(t/a), paramitre standard, qui tend 
vers I’infini. 
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Si la fonction p, est standardi nous avons mi?me: 

h(s,x,y) = +(x,u) + A(%Y) 

equation qui ne contient que des objets standards. 11 ne reste plus qu’a 
constater que: 

(a) lorsque s + cc, X(s, x,y) + cc (sauf Cvidemment le long de la courbe 
(+/ax)(x,y) = 0) et est proportionnel a s asymptotiquement. 

(b) les courbes A(s,x,y) = C” sont les mBmes que h(s,x,y)/s = C”, 
c’est-a-dire @cp/iZlx)(x,y) + A(x,y)/s = C”. Or X(x,y)/s tend vers 0 
quand s tend vers l’infini. 

Le theoreme est ainsi demontrt. 

Remarque. Lorsque les conditions du theoreme 1 sont verifiees pour cp 
et $J (c’est-a-dire lorsque du moire est visible), 2+/3x et @~/ax sont 
infiniment voisins et le theoreme precedent est encore vrai si nous echan- 
geons ‘p et #. C’est evident: on ne peut pas dire lequel des deux reseaux est 
translate par rapport a l’autre! Mais si l’une des deux est standard, il est 
nature1 de la prendre comme reference. Toutefois, p, Ctant don&e, II, peut 
varier (infinitesimalement, bien sQr) n’importe comment tout en conservant 
les conditions du thtorime 1, de sorte que le moire observable macro- 
scopiquement peut prendre toutes les configurations possibles; mais le 
feuilletage limite, lorsque s tend vers l’infini, lui, sera toujours le mQme, car 
il ne depend que de St(acp/ax) = St(a#/ax). 

Plus genbralement, pour une deformation quelconque (mais ayant 
toutefois les caractkes requis pour le lemme du chapitre 4) nous pouvons 
dimontrer dune man&e tout a fait analogue: 

THBORBME 8. Lorsque leparamitre standard s = St( t/a) d ‘une dt?forma- 
tion tend vers I ‘infini, les franges du moire? viennent se serrer, de plus en plus 
nombreuses, le long des lignes de niveau de (a(p/at)(O,x,y). Quand la 
dkformation est d&rite par un semi-groupe de gPnPrateur infinithnal A, ce 
sont les lignes de niveau de Aq. 

Les rtsultats precedents nous donnent deja une idee sur la manibre dont 
les franges se deplacent. Mais nous avons seulement Ctudie l’bvolution du 
feuilletage h(s, x,y) = C”. Comment se d&place une frange individuelle? 
Car au tours du mouvement general qui affecte le feuilletage, les franges 
sombres restent toujours separees par les franges claires meme lorsqu’elles 
se compriment, et ne viennent jamais a se chevaucher, a se confondre, ou a 
se depasser. Leur retraite se fait dans l’ordre! 11 est done possible de suivre 
une frange individuelle pendant tout le mouvement. On peut aussi se 

12si cp et $ vkifient les conditions du thkorime 1, elles ne peuvent be toutes deu~ 
standard. Si nous supposons ‘p standard, c’est que I) ne kst pa. 



d&j vu que 

J(s,x,y) = St f 1 
acp acp 
ax ay 

1 

w w . 
ax ay 

Alors, en un point (x, y ) du plan, le vecteur-vitesse d ‘une frange traversant ce 
point ci I ‘instant s a pour module: 
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demander quelle est, en fonction du parametre s, sa vitesse de deplace- 
ment: celle-ci sera dorm&e par exemple tout le long de la ligne centrale de 
la frange par un champ de vecteurs orthogonal a cette ligne, et dirige dans 
le sens du deplacement de la frange; son module sera Cgal a la vitesse du 
deplacement. Autrement dit, nous considerons que le deplacement de la 
frange est analogue au diplacement dune vague. La cinematique du moire 
est done d&rite par ce champ de vecteurs-vitesse. Le theoreme suivant 
repond a toutes ces questions: 

THBOR~ME 9. Reprenons /es coordon&es macroscopiques h = St[(cp - 
$>/~I, P = Wcp) = WG>? comme au thtor6me 1, dont nous supposons encore 
les conditions satisfaites. Nous identifr’erons le paratitre s = St(t/a) au 
temps, pour simplifier (sinon on a simplement h remplacer s par une fonction 
du temps dans les formules qui vont suivre). Comme plus haut, nous appel- 
Ierons J(x, y ) le jacobien de la transformation (x,y) H (A, p). Nous avons 

Dkmonstration . Appelons u le deplacement de la frange; on a Cvidem- 
ment: 

dX = IgradAIda. 

D’autre part, dans la demonstration du theoreme 7, nous avions Ctabli la 
formule 

VS,X,Y) = sSt[ $,X,Y,] + VO,X,Y) 

lorsque la deformation itait une translation dans le sens des x; nous 
aurions pu exactement de la mtme facon montrer que pour un diplace- 
ment plus general, nous aurions 
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dont nous dtduisons la relation differentielle 

dX = St [ $OdYY)] u!s 

et dorm, compte term de ce qui precede: 

da II 
’ = dr = lgradh(s,x,y)l ’ 

Afin d’illustrer cet expose, nous proposons d’appliquer ces resultats a un 
exemple. Considtrons deux reseaux identiques form& d’anneaux de Fres- 
nel circulaires, c’est-a-dire de profil &x,y) = f(x’ +y2), que nous 
decalons l’un par rapport A l’autre. Le calcul des coordonnees macro- 
scopiques A, p donne, en fonction du parametre s = t/a (ou t est comme 
au thtortme 7 l’amplitude du dicalage): 

J(x+Q 2 +y2] -;[x2+y2] 
= sx, 

a 

p = St(q) = i(x’ + y”). 

Les franges sont done des droites verticales (des courbes de niveau de 
&p/ax = x); l’espacement de deux franges sombres consecutives corre- 
spond a une variation de X egale a 2, done a une variation de x Cgale a 2/s. 
Les franges sont done espacees de 2/s. Le fait que les deux reseaux sont 
identiques entraine l’absence du terme residue1 h(O,x,y), de sorte que 
l’espacement des franges est exactement proportionnel a I/s, et non 
asymptotiquement seulement. 

Si le deplacement relatif des deux reseaux se fait selon un mouvement 
rectiligne uniforme (mais de vitesse infiniment petite, de l’ordre de a) nous 
verrons les franges se d&placer; dans le cas particulier que nous examinons, 
la vitesse de dtplacement dune frange est Cvidemment la mEme tout le 
long de la frange; en appliquant le thboreme 9, nous obtenons 

c’est-a-dire qu’une frange qui traverse a l’instant s la droite d’abscisse x a 
une vitesse Cgale a IxI/s en valeur absolue. Nous n’avons pas precise, au 
theoreme 9, le sens dans lequel se deplacent les franges (c’est-a-dire le sens 
du vecteur-vitesse, ou le signe de u). Mais il est facile de repondre a cette 
question; voyons d’abord cela sur notre exemple. Le dtplacement des 
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FIG. 9a. Les photographies cidessus montrent que les franges sont d’autant plus 
nombreuses que le diplacement est plus grand. Comme elles ne sont pas an&es, on ne peut 
voir qu’elles vierment se ranger contre I’axe m&an. 

franges se manifeste dans l’augmentation du parametre h lorsque s aug- 
mente: comme X = sx, en un point d’abscisse x il passe une frange noire 
chaque fois que h augmente de deux unites; or aux points d’abscisse 0,A 
reste toujours igal a 0. Cela se voit aussi dans la valeur de o: la vitesse en 
x = 0 est nulle. Autrement dit, lorsque s augmente, les droites X = C” 
filent toutes (d’autant plus vite qu’elles sont plus bloignees), mais la droite 
A = 0 reste immobile. Compte tenu de tout ce que nous avons dit, on voit 
facilement que les franges viennent tout simplement se concentrer autour 
de l’axe dey. Ainsi, les franges qui sont a droite filent vers la gauche, et les 
franges qui sont a gauche filent vers la droite avec une vitesse proportion- 
nelle a leur Cloignement. 
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RG. 9a-Continued. 

Dans le cas ghiral, la situation est analogue. Nous avons vu que: 

X(s,x,y) = sst $pO,X.Y) + h(-vY). [ 1 
Done en un point (x,y) de la courbe St[(acp/&)(O, x,y) = 0, A(s, x,y) reste 
constant quand s varie, ce qui veut dire qu’aucune frange ne passe A 
travers cette courbe: elles restent toutes de part et d’autre,13 mais filent 
vers la position-limite constitde par cette courbe lorsque s augmente 
indtfiniment, et d’autant plus vite qu’elles en sont plus iloignkes. Notons 
bien que cette courbe-limite peut btre rkduite A un point, par exemple si 
&,/w(o, X,Y 1 = x2 + Y 2, ou se trouver A l’infini, ou se dkomposer en 

“Nous disons cela par abus de langage, car les franges coupent en gin&al cette courbe. 
Mais nous crayons que le lecteur comprendra parfaitement ce que nous voulons dire+ 
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FIO. 9b. Un d&ail grossi de I’une des Figs. 9a. 

plusieurs courbes. Dans ce dernier cas, il y aura Cvidemment une frontiere, 
un “rift”, entre les bassins de ces differents attracteurs, oh des franges 
surgiront du neant (?) pour filer vers l’un d’entre eux. 

6. LE PROBLhE INVERSE DU MO& 

Le probleme que nous avons itudie jusqu’a present itait de deduire les 
figures de moire de la structure microscopique des deux rbseaux. Or dans 
les usages experimentaux du moire, c’est le probleme inverse qui est pose: 
ce sont les figures de moire qui sont observables, et il faut en tirer une 
information sur la structure microscopique qui est invisible. Bien entendu, 
comme il fallait s’y attendre, c’est le probleme inverse qui est 
mathimatiquement le plus difficile. En effet, plusieurs problbmes inverses 
peuvent se presenter: 

(a) on dispose de deux reseaux inconnus, mais que l’on sait identifier. 
Si on deforme infinitesimalement l’un d’entre eux selon une loi connue, 
peut-on deduire leur profil des figures de moire obtenues? 

(b) Si les rtseaux sont connus, peut-on deduire la deformation a partir 
des figures? 

(c) Si les deux rtseaux sont inconnus et non identiques mais assez 
voisins pour avoir un moire, peut-on, connaissant la deformation, en 
dtduire les deux profils? 

(d) Enfin, peut-on connaitre les modules des reseaux a partir du 
module du moire? 

On pourra remarquer que la distinction entre les problemes relatifs aux 
seuls profils et les problemes relatifs aux seuls modules est possible a cause 
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d’un fait plus important qu’on ne croit: le profil du moire ne depend que 
des profils des reseaux et non de leurs modules, et le module du moire ne 
depend que des modules des reseaux et non de leurs profils (voir theoreme 
1). 

Avant d’examiner dans le detail ces problemes inverses, il serait bon de 
priciser quelque chose sur laquelle nous n’avons pas insist6 jusqu’ici: nous 
avons fait remarquer en passant (note 12 du chapitre 5) que cp et 4 ne 
peuvent Ctre toutes deux standard puisque leur difference reste infiniment 
petite. Nous avions tgalement signale auparavant que cp et gradcp devaient 
Ctre macroscopiquement continues (et done aussi I/I et grad+). Cela veut 
dire que nous pouvons toujours supposer que q est standard, car si elle ne 
l’est pas, nous la remplacons par St[q(x,y)] pour tous x,y standards et 
nous remplacons conjointement #(x,y) par $(x,y) + *St[cp(x,y)] - 
cp(x,y), ou *St[cp] est l’extension de la fonction standard SQcp], de sorte 
que les coordonndes macroscopiques A, ~1 et done les resultats du theoreme 
1 restent inchanges. Cela n’avait pas d’importance jusqu’a present, mais 
maintenant, pour que le probleme inverse soit bien pose, c’est une fonction 
standard cp et sa replique imparfaite 4, qui n’est pas standard, que nous 
cherchons, tout en nous &servant la possibilite, lorsque c’est plus com- 
mode, de prendre 9, et J/ toutes deux non-standard. 

L’analyse mathtmatique du problime inverse repose tvidemment sur les 
relations demontrees dans les chapitres precedents, notamment aux 
theorbmes 1, 4, 7, 9 et au lemme du chapitre 4. Nous allons done 
commencer par rassembler ces equations: 

(1) Pour un moire obtenu par superposition de deux reseaux de profils 
cp (standard) et 4, et de modules f et g, nous avons (thioreme 1): 

A(x,y) = StdX,Y) - 44xa) 
a 

et la densitt 

(2) Si le premier rkseau est dkformt selon la loi cp(t,x,y) avec le 
parametre de deformation s = St( t/a), nous avons (voir lemme du chapitre 
4 et theoreme 7): 

A(s, x,y) = s St [ $(O,X,Y)] + qA-%Y). 

(3) Si s est le temps, la vitesse de fuite des franges B travers le point 
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(x,y) est (theoreme 9): 

63 

Supposons alors que nous ayons deux reseaux inconnus qui nous don- 
nent un moire et dont nous d&irons connaitre les profils. Nous pouvons 
leur faire subir les deformations de notre choix, et les plus simples, qui sont 
aussi les plus faciles a rtaliser, sont les translations. Pour une translation 
selon l’axe des x, nous avons: 

A(s,x,y) = dt[ ?$,X,Y,] + W?XJJ) 

x(o,x y) 

9 
= St cp(X9Y) - +(x3) 

a 

est le paramktre determinant le moire initial. En augmentant la translation 
de man&e a faire tendre s vers l’infini, nous pouvons repirer, uniquement 
d’apres le mouvement macroscopique des franges, la courbe 
St[aq/ax(x,y)] = 0: c’est en effet la courbe contre laquelle viennent 
s’accumuler les franges. Et nous verrons Cgalement le feuilletage 
St[(acp/ax)(x,y)] = C” puisque c’est le feuilletage limite selon lequel les 
franges viennent se disperser. Enfin, nous pouvons connaitre la valeur de 
St[acp/ax] au point x,,,yO en raisonnant comme suit: entre deux franges 
noires (ou deux franges claires), le parambtre h(s,x,y) varie de deux 
unites: done en comptant le nombre de franges noires comprises entre la 
courbe St[(+/ax)(x,y)] = 0 et le point (x,,,ye) nous obtenons un entier 
n(s,x,,y,) qui n’est autre que i h(s,x,,y,) avec une erreur inferieure a 
l’unite; par consequent: 

St &3?Yo) 
i 1 = lim 2n(s, Xo,Yo) 

s+co s 

Cela montre que si, conformtment a la remarque faite plus haut, nous 
cherchons le profil standard q, nous voyons que par une translation 
relative des reseaux de grande amplitude (grande a l’echelle du rtseau) 
nous pouvons connaitre la derivee de cp dans la direction de cette transla- 
tion. Mais cp ne pouvant Ctre determinie par une seule dtrivie (par 
exemple $1/3x), il nous faut prendre deux translations, par exemple une le 
long de l’axe des x, et une autre le long de l’axe des y. Alors, connaissant 
acp/ax et +/a~, nous en deduisons cp a une constante pres qui ne joue 
aucun role dans le profil du riseau. 
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Le pas a des reseaux est facile 1 determiner par le comptage des franges 
qui defilent: si At est le d&placement relatif des deux reseaux pendant que 
defile au point (x,,,rc) exactement un interfrange, nous avons, selon la 
direction de la translation, 

ou 

Enfin, l’autre fonction, I/I, se deduit de cp et de a par 

Jl(x,r> = dX,Y> - mxx,.Y). 

Nous avons ainsi repondu aux questions (a) et (c): il est possible de 
determiner les profils de deux reseaux a partir de leur moire en les 
deplacant l’tm par rapport a l’autre de difftrentes facons bien choisies. 
Mais il est indispensable pour cela que l’amplitude de ce d&placement 
croisse indefiniment tout en restant du meme ordre que a et que observions 
le d&placement des franges au tours du processus; la seule photographie 
du moire pour une valeur infiniment grande du parametre s ne donnerait 
aucun renseignement, pour la simple raison qu’elle serait uniformement 
grise! 

Est-il possible, a l’inverse, de connaitre une deformation si on connait les 
rbeaux et l’tvolution de leur moire? C’est la situation experimentale la 
plus courante, ou on photocopie un reseau connu sur un khantillon que 
l’on deformera infinitbimalement, par dilatation (en le chauffant) ou par 
une contrainte quelconque: le moire est alors un microscope permettant de 
trouver des grandeurs caracteristiques de la deformation. Nos for-mules 
permettent de repondre rapidement (mais incomplbement) a cette ques- 
tion. En effet, la seule grandeur caracteristique de la deformation 
qui intervient dans les parambtres macroscopiques du moire est 
w~cp/w(o~ W)l? c’est-a-dire, si l’on veut, la deformation lineaire qui lui 
est tangente a l’origine. Cet examen sera plus clair si nous analysons non 
plus la deformation du profil, mais directement celle du support du rbseau: 
ce qui est intbessant, en effet, n’est pas la variation du profil consecutive a 
la deformation du materiau, mais la deformation du mat&au lui-m&me, 
c’est-a-dire le mouvement des points qui lui sont lies. Ainsi, au tours de la 
deformation, un point de coordonnees (x,y) va se deplacer et son mouve- 
ment est donnt par les fonctions x(t), y(t) telles que x(0) = x,y(O) = y. La 
variation du profil s’ecrit alors 

d~,xxY) = cp(x(tMt)) 
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d’Oii 

$4 XYY) = $(x,y)x’(O) + ~(X,Y)Y’O. 

Pour un profil et une deformation standards, la grandeur que le moire 
nous permet de determiner est done le produit scalaire de gradcp par le 
champ des vecteurs-vitesse de la deformation a l’origine. Nous pourrons 
done connaitre le champ des vecteurs-vitesse lui-m&me en rep&ant 
l’exptrience avec un autre reseau de profil cp, (standard) tel que gradcp et 
grad cp, soient lineairement independants. Par exemple: 

c’est-a-dire qu’en faisant l’experience deux fois avec reseau de Ron&i, que 
l’on toume de 90” dune fois a l’autre, nous obtenons necessairement les 
deux composantes de la vitesse. Notons bien que dans ce pro&de, oh on 
photocopie le reseau de reference sur l’echantillon, le terme residue1 dans 
la formule 2 est nul et nous avons exactement 

A(s,x,y) = s g(x.u)x’(o) + ~~~,Y)Y’(O) * 
1 1 

Dans un tel cas le feuilletage X(s, x,y) = C’” est invariant lorsque s varie et 
(acp/ax)x’(O) + (acp/ay)y’(O) s’obtient simplement en comptant les franges 
comme dans la discussion precedente, le calcul &ant d’autant plus p&is 
que s est plus grand (l’erreur est I l/s). 

11 nous reste enfin a examiner le probleme inverse pour les modules. 11 
est evident que si nous avons un moire par superposition de deux reseaux, 
le seul module du moire ne peut en aucun cas nous dormer les modules des 
deux rbeaux: une infinite de couples f,g donnent le m&me produit de 
convolution. Mais si on posstde trois rbeaux, qui superposCs convenable- 
ment deux a deux, donnent trois moiris, le probleme est mieux pose: il 
s’agit de resoudre le systeme 

f*g = H, 
g*h = F, 

h*f = G. 

Ou bien, si on connait deja le module de l’un des deux reseaux, on en 
deduit celui de l’autre; c’est un problime de division: trouver f, si on 
connait g et H, sachant que f * g = H. Ces problemes sont tres faciles et se 
resolvent par transformation de Fourier. En effet, toutes ces fonctions sont 
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periodiques et possedent done une s&e de Fourier. Soient par exemple 

Vn E Z 1 2 a,=, e 
/ -‘““‘j(t)& 
0 

now avons alors 

f(t) = 2 a,ein”‘. 
IZEZ 

Si a,, b,, c,, A,, B,, C, sont les niemes coefficients de Fourier de 
(respectivement) f, g, h, F, G, H, les relations de convolution ci-dtssus se 
traduisent par 

a,b-, = C,, 

b,,-,, = A,,, 

c,a-, = B,, 

et done, connaissant les A,, B,, C,, nous en deduisons facilement les 
relations: 

a -IIan = (a,,L 3 
--n 

4G 
b-2,,= tb,z12- B-, 7 

AB 
C--nC,= Ic,12= es 

Done si nous posstdons trois reseaux qui donnent deux A deux du moire, il 
est possible de connaitre les valeurs absolues des coefficients de Fourier de 
chacun des trois reseaux, mais nous ne pouvons pas determiner exactement 
les trois modulesf, g, h; nous ne pouvons les connaitre qu’a un dtphasage 
prb, ce qui est une indetermination considerable. 

Par contre, si nous connaissons g et H et que nous voulons trouver f tel 
quef*g = H, la reponse est Cvidente: 

si tous les b, sont non nuls. (La solution est indeterminee si pour un n 
C, = b-, = 0, et il n’y a aucune solution si pour un b, nul, C-, # 0. Nous 
avons done inter&, pour obtenir toute l’information, A employer un rbeau 
dont les coefficients b,, sont tous non nuls.) 
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Signalons au passage que les coefficients de Fourier a, d’un reseau de 
module f ont une signification experimentale beaucoup plus profonde et 
plus directe que la fonction f elle-mCme: ils sont aussi de mesure bien plus 
aisee (toutefois, en lumibre incoherente, on ne peut determiner que la 
valeur absolue 1 un I; pour connaitre la phase, il faut prendre des mesures en 
lumiere cohkente). Voir pour cela le trait4 de Goodman [8, chapitre 7 et 
notamment pages 130- 1331. 

7. LES MO&S D’ORDRE SUPlkIEUR 

Nous avons deja Cvoque au chapitre 4 la notion de reseau derive. Dans 
ce chapitre, nous allons examiner cela de plus prbs. Rappelons comment 
on obtient un reseau derive: en superposant un reseau R, de profil cp, de 
pas a, et de module f a une de ses copies deformee selon la loi cp(t, x,~) 
(telle que ~(0, x,y) = q(x,y), le profil initial) on obtient du moire tant que 
t/a est fini; mais lorsque t/a est infiiment grand, le moire n’a pas 
vraiment disparu, il est seulement devenu microscopique. Et si nous 
prenons un microscope de grossissement y du mtme ordre que t/a, nous 
observerons un moire d&it par le parambtre standard: 

X,(L%Y> = St [ $ $O,x,Y)] 

c’est-a-dire que sa densite sera 

Nous pouvons dire aussi, saris recourir au microscope, que les raisonne- 
ments du thioreme 1 concemant les valeurs moyennes sont parfaitement 
valables a l’ordre de t/a qui est infiniment grand par rapport a a, car c’est 
seulement ce demier fait qui intervenait dans la demonstration. Par const- 
quent, pour t fix&, infiniment petit, mais infiniment grand A l’echelle de a, 
ce moire microscopique a toutes les proprietes d’un rbeau; sa densite est 

p(x,y) = f*f( I/a$w) 

ce qui Cquivaut a dire que son profil est @cp/at)(O,x,y), son pas u/t, et 
son module f*f. On voit qu’il ne depend de la deformation que par 
l’intermediaire de sa vitesse a l’origine, c’est-a-dire par la don&e d’un 
champ de vecteurs. En general, pour fixer les id&es, on prendra t = fi, 
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tout en se reservant la possibilite eventuellement, de choisir une autre 
valeur mieux adapt&e A tel ou tel problbme particulier. En definitive: 

DEFINITION @is). Le reseau derive D,R d’un reseau R par rapport a 
un champ de vecteurs Y est le moire microscopique obtenu en superposant 
R avec sa copie, deformte infinitesimalement a l’ordre fi selon le champ 
V. C’est un reseau de profil (acp/gt)(O, x,y) = D,q(x,y) (d&Se de cp par 
rapport au champ de vecteurs, ou derivee de Lie), de pas fi , et de 
module f *f. 

Rien n’empkhe plus, des lors, de superposer ce nouveau r&au a l’une 
de ses copies legerement deformee pour observer un moire; un tel moire 
est alors appele “moire du deuxieme ordre” (Dantu [3]). En poussant la 
deformation a un ordre plus grand que fi , par exemple u1i4, nous 
obtenons un reseau derive du reseau derive, de profil D,D,cp, de pas a1j4, 
et de module f*f*f*f. Nous pouvons poursuivre a un ordre arbitraire. 
Les derivations successives du profil rendent celui-ci de moins en moins 
lisse, mais en revanche les convolutions successives rendent le module de 
plus en plus lisse. Du point de vue experimental, les moires d’ordre 
superieur sont de plus en plus difficiles a realiser au fur et a mesure que 
l’ordre augmente. Une premiere raison, deja relevie a l’ordre 2 par Dantu, 
est que le pas doit A chaque fois devenir nettement plus grand; comme sa 
petitesse est limitee au depart par le grain des plaques, il devient rapide- 
ment macroscopique. Une deuxieme raison provient des convolutions 
successives: celles-ci diminuent en effet a chaque fois le contraste du moire 
et done des derivees successives du reseau. Le mathematicien n’a Cvidem- 
ment pas ce souci: les modeles non-standard permettent d’augmenter 
l’ordre de grandeur de a autant de fois qu’il le veut sans jamais arriver 
dans le macroscopique. 

8. LES M~IRI?S CELLULAIRES 

Les reseaux que nous avons consider&s jusqu’a present Ctaient des 
reseaux de lignes. Mais on obtient aussi des moiris en superposant des 
reseaux constitues de motifs microscopiques quelconques, qui se repktent 
avec une p&ode double, c’est-a-dire selon les deux dimensions, et ne se 
modifient de maniere perceptible que sur des distances macroscopiques; la 
periodicite du motif peut elle-mCme varier (sur des distances macro- 
scopiques seulement) selon un certain profil. Mathtmatiquement, de tels 
reseaux pourront etre caracterises de la man&e suivante: 

(a) deux profils cp et 4 tels que (XJ)H (cp(x,y),#(x,.~)) soit un 
diffeomorphisme du plan sur lui-meme. 
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(b) deux pas a et b, infiniment petits; on ne restreint pas la generalite 
en prenant b = a, mais il est souvent commode de se choisir des pas 
differents en fonction des calculs. 

(c) un module f( (r, /3) qui est une fonction doublement periodique, de 
periode 2 dans les deux directions. Nous pouvons meme supposer que le 
module varie dans le plan en fonction de x,y (mais macroscopiquement, 
bien entendu; c’est-a-dire que f(x,y, (Y, fi) est une fonction standard, con- 
tinue en x,y et localement integrable en (Y, p). Cette demiere hypothbse 
d’un module variable correspond simplement a la situation oh le motif, 
dont la repetition constitue la structure microscopique, est lentement 
variable. 

Comme au chapitre 1, ces caracteres lies a chacun des reseaux que l’on 
superpose vont nous permettre de calculer la densite macroscopique. En 
effet, nous pouvons tnoncer: 

THBOR~ZME 10. Supposons que les deux profils du premier rheau soient des 
fonctions standard et constituent des coordonn&es ind~endantes; supposons 
que, si ‘p, et J/, sont les deux profils du second rheau, les fonctions 
(cp,(x,y) - cp(x,y))/a et (~/~~(x,y) - Jl(x,y))/b ne sont jamais infiniment 
grandes, et sont macroscopiquement continues, de sorte que 

h(x,y) = St 
[ 

cpl(%Y) - cp(X,Y) 

I 
9 a 

et 

P(X,Y) = St 
44XYY) - 44XPY> 

b I 

sont des fonctions standard continues. Alors la densitk macroscopique du moiri 
obtenu en superposant les deux rheaux est: 

1 +1 +1 
a /I f(a + Mx,y),P + p(x,y))g(aJ)dadB 

-1 -1 

si f et g sont les modules respectifs des deux rheaux. Lorsque les modules sont 
macroscopiquement variables, cette expression devient: 

1 +1 +1 
a I / -1 -I 

f(x,y; a + Vx,y),P + cL(x,y))g(x,y; a,P)dadP. 

Dans les deux cas, c ‘est la moyenne sur une phiode de la fonction pkriodique 
f(a + hP + Pk(a,B>, c’est-d-dire le produit de convolution de f par g, que 
nous noterons encore f * g( h, p). 
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Dt!monstration . Le problbme est analogue a celui du chapitre 1; nous 
allons done prodder de la meme manibre. La densite microscopique 
resultant de la superposition est le produit des densites microscopiques de 
chacun des deux rtseaux, c’est-a-dire: 

( 
cpl(X,Y) %4(XPY) dx,v)=f X,Yi a >--jy I( 

g x y’ cp(XYY) HhY> 2 ‘y-97 * ) 
La densite macroscopique resultant de la superposition est alors la moyenne 
(plus exactement, la partie standard de la moyenne), sur un domaine D 
infiniment grand par rapport A a et b, mais infiniment petit par rapport 
aux grandeurs macroscopiques, de la densite microscopique p(x,y), autre- 
ment dit 

x,y’ cp,(X9Y 1 h(XPY) - - 9 a ’ b 
x y. cp(X,Y) HX7Y) 

, 9 a ’ b dxdv 

ss dxdl 
D 

Comme au chapitre 1, nous allons faire le changement de variable adequat 
(qui est ici quelque peu different): nous prenons comme nouvelles coor- 
don&es cp et rl/; comme D est contenu dans le halo d’un point (xe,y,,), et 
que f et g sont des fonctions standard, done macroscopiquement continues, 
nous ne changeons rien a l’expression ci-dessus si nous remplaqons les 
deux premieres variables x,y par x,,,ya; de mCme, le jacobien de la 
transformation (x,y) I+ (cp, 4) peut Ctre mis en facteur dans les inttgrales 
du numerateur et du denominateur, puis simplifit, et alors la densite 
macroscopique s’ecrit, en prenant un domaine de la for-me ‘po - l < cp < 
‘po+G~o-~~~~~o+~~ 

St 

: 

a + x,p + ddxoAY; a,P)dadp 

(Notons bien que A et p restent constants dans D d’apres nos hypotheses). 
Comme c/a et v/b sont infiniment grands a cause de notre hypothbse sur 
D, cela se reduit, comme au chapitre 1, a la moyenne sur un nombre 
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infiniment grand de p&odes, de la fonction figurant sous le signe l au 
numerateur; cela prouve ce que nous voulions. Bien entendu, le cas des 
modules non variables n’est qu’un cas t&s particulier et se deduit immbdi- 
atement de ce qui precede. 

Le theoreme que nous venons de presenter merite quelques com- 
mentaires. Tout d’abord, sauf choix t&s particulier (et dtgenere) des profils 
ou des modules, les lignes d’tgale densitt macroscopique ne sont plus des 
franges, mais dans le cas generique elles decoupent le plan en cellules. Cela 
ne peut surprendre, puisque les rtseaux consideres dans ce chapitre ont 
une structure microscopique cellulaire, et non strike comme dans les autres 
chapitres. Ainsi, la superposition de deux reseaux skies donne des moires 
stries, constitues de franges, tandis que la superposition de reseaux cel- 
lulaires donnera des moires cellulaires. Afin de nous en convaincre 
mathematiquement, commencons par remarquer que f* g est une fonction 
periodique en les variables A, CL, ce qui implique: 

f*g(A + 2n,p + 2p) =f*dA,p). 

Le plan est ainsi divise en cellules ((2n - 1) I h(x,y) I (2n + l), 
(2~ - 1) I p(x,y) I (2~ + 1)) qui sont simplement des repliques, selon 
le double profil (A, p), du domaine fondamental { 1 A 1 5 l,]~ 1 5 1 } ; ou 
bien, dit autrement, chaque cellule est l’image du domaine fondamental 
par le diffeomorphisme 

(exprime dans les coordonnees A, ~1 du plan). 
11 suffit done, pour Ctudier la structure cellulaire macroscopique, c’est-a- 

dire le moire, de connaitre la densite dans une seule cellule, par exemple la 
cellule fondamentale, et de connaitre les deux profils du moire, h(x,y) et 
p(x,y). Un element important de cette structure est la famille des courbes 
f* g(h, y) = C” a l’interieur de la cellule fondamentale, c’est-a-dire la 
famille des courbes d’equations: 

Ce sont les courbes d’egale densite. 
Pour nous convaincre de l’efficacite opkrationnelle de ces quelques 

considerations, nous allons les appliquer A un exemple bien connu des 
travailleurs du livre: le reseau de module 

f(a98) = O si a2 + p2 > R2, 
=l sia2+p2< R2 
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(pour 1~11 I 1 et //?I I 1) avec R < 1, et de profils: 

cpcw) = x9 

+%Y) =Y* 

Un tel rkseau est reproduit en Fig. 10 (en haut). Le rt%eau mathdmatique, 
lui, possbde un pas infiniment petit a = 6. Qu’observe-t-on lorsqu’on lui 
superpose un rCseau identique, mais ayant subi une rotation infiniment 

Fmua 10. 
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petite de l’ordre de a? Cela revient a superposer le reseau de mtme module 
et de meme pas, mais de profils: 

cp,(x,y) = xcos8 +ysin@, 

h(X,Y) = -xsin8 +ycos0 

ou 0 est l’angle de la rotation, que nous supposons du mZme ordre que a. 
Les parametres macroscopiques X et p sont alors dorm& par 

X(x,y) = St sin 0 
( 1 -y y = KY, 

p(x,y) = -st 
sin 0 ( ) - x = -sx. 

a 

La densite macroscopique resultant de la superposition est alors 

=1 
4 I a2+82sRif(a + Sr,P - sx)dadp; 

C’est l’aire de l’intersection de deux disques de rayons R, dont les centres 

sont distants de J/W. 1 ( s . La densite est done nulle lorsque F x + y 

2 2R/jsJ, et elle est maximum lorsque x + y 7 = 0 (a l’interieur de la 
cellule fondamentale qui est ici le car& { Isx 1 I 1, Iry I I 1)). On re- 
marquera que les dimensions des cellules sont inversement proportion- 
nelles a S; la densite du moire, qui est donnte par une convolution, varie 
continuement, mais est nulle a l’interieur d’astrdides qui sont d’autant plus 
petits que R est plus grand. 11s sont vides db que R > l/ fi. (Voir Fig. 
10, la photographie du bas). 

Nous pouvons repeter avec les modifications (mineures) convenables, la 
plupart des resultats obtenus dans les chapitres precedents pour les reseaux 
strib. Ainsi, pour une deformation donnee du second reseau, nous aurons 
des moirts de deformation cellulaires; simplement, nous pouvons cette fois 
envisager deux deformations independantes, operant chacune sur l’un des 
deux profils; ces deformations seront donnees par des fonctions standard: 

(f,X>Y) -tCl(t?X,Y) 
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FIGURE 11. 

et alors les deux profils du moire resultant seront 

X(x,y) = +(o,x,Y)~ 

y(x,y) = S$OJ9Y) 

ou r = St( t, /u) et s = St( t, /b) sont les deux parametres (macroscopiques) 
qui mesurent les deformations infinitesimales. Si ces deux deformations 
resultent de la deformation du support du second reseau, don&e par un 
champ de vecteurs (U(x,y), V(x,y)), nous aurons en supposant b = a: 

Ces relations montrent que les dimensions des cellules sont inversement 
proportionnelles a s,14 c’est-a-dire que, lorsque la deformation augmente, 

“brsque le module est uniforme; si celui-ci varie lentement, les dimensions des cellules 
varieront non seulement en fonction de s, mais aussi en fonction de (x,y). 
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les cellules deviennent de plus en plus petites et de plus en plus nombreuses. 
Comme au chapitre 5, on peut verifier que les cellules filent vers un 
attracteur, mais celui-ci n’est plus une sous-variiti de dimension 1, mais 
une sous-variete de dimension 0, c’est-a-dire en principe un ensemble 
discret de points, d’equations: 

$(0,&Y) = 0, 

$(O,x,r) = 0. 

Tous les problemes examines aux chapitres precedents se posent et se 
r&solvent de man&e analogue pour les reseaux cellulaires. I1 est done 
inutile, ici, de developper davantage. Toutefois, pour finir, nous tenons a 
signaler que toute deformation dun riseau cellulaire donne lieu a un 
riseau derive, et a des rbeaux (cellulaires) derives a tous les ordres. Ainsi, 
un reseau cellulaire de profils cp et I/+ de pas a et b, et de modulef, aura un 
rtseau derive par rapport a une deformation t H (p( t, . . . ), t I+ #(t, . . . ), 
dont les profils seront (a(p/&)(O, . . .), (acp/&)(O, . . .), les pas & , L6 , et 
le module f*f. 
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