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In this note we calculate explicitly bases of the group of einseinheiten in
local quadratic number fields and apply the result for the description of the
structure of the prime residue class groups modulo prime divisor powers in an
arbitrary quadratic number field.

Bei der Untersuchung der klassenkorpertheoretischen Struktur und der
Zerlegungsgesetze von Diederkdrpern bin ich auf folgendes Problem
gestoBen, fiir das ich in der Literatur keine explizite L3sung finden konnte.

Gegeben sei ein quadratischer Zahlkérper K = Q(v/d) (d quadratfrei
in Z) und ein Primdivisor p von K; K, sei die vollstindige Hiille zu p.

Gesucht sind: 1. Eine Basis der Einseinheitengruppe H,, von K, .
2. Die Ordnungen der Basiselemente von H, mod p* fir s > 1.

3. Basiselemente und ihre Ordnungen fiir die Gruppe P(p®) der
primen Restklassen mod p®in K.

Grundsitzlich sind diese Probleme durch Hensel [2, 3, 4] gelost, jedoch
macht die bis ins letzte explizite Beschreibung doch einige Schwierigkeiten.
Im hier behandelten Falle quadratischer Zahlkorper werden damit weitere
Daten fiir die rechnerische Beherrschung dieser Korper geliefert. Der Fall
K, = Q, ist trivial und wird im folgenden weggelassen. Grundlegend fiir
das Folgende ist die Hensel’sche Theorie, wie sie in Hasse [1, §15],
dargestellt ist. Die Bezeichnungen sind wie dort gewdhlt (mit Ausnahme
der Standardbezeichnungen Q and Z); insbesondere sei p die Charakter-
istik von &, dem Restklassenk&rper mod p, Q, der Korper der p-adischen
Zahlen und Z, der Ring der ganzen p-adischen Zahien.

Die Gruppe P(p®) ist das direkte Produkt einer zyklischen Gruppe
{wy, erzeugt von einer mod p° geeignet normierten Primitivwurzel
we mod p, mit der Gruppe H(p®) der Einseinheiten mod p*. Ist {9, ,..., 7,}
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eine Z,-Basis von H,, so ist {n,..., 7,} zwar ein Erzeugendensystem,
jedoch im allgemeinen keine Basis von H(p®). Man gewinnt daraus aber
eine Basis unter Benutzung des folgenden Sachverhalts:

Ist G eine endliche abelsche Gruppe der Ordnung | G| = N, und ist
{91 ,..-» s} ein Erzeugendensystem von G, so ist {n; ,..., 7, genau dann
eine Basis von G, wenn fiir die Ordnungen (7)) von %, in G gilt:

N= ]i[v(")i)'

1.p=2
Fall 1: d=5mod38

Kp=Q(Vd)=Qyv=3); 2~p, e=1, {=2, n=2 &K wird
iiber F, (dem Restklassenkorper von Q,) erzeugt durch die Wurzeln des
Polynoms X2 + X + 1 und hat die Elemente 0, 1, g, p® Als Vertreter fiir p
in K, kann p = (—1 4 V/d)/2 gewihlt werden; {1, 5} ist eine Basis
fir RF,. 7 =2, 2 =n-(—1,alsoiste = —l;p=p=1,¢ =1.
Die Losungsgruppe X, von & -+ £ = 0 in & besteht aus 0 und T; also ist T
ein Basiselement fiir X, , p ein Basiselement fiir R*/%, .

K2 — /T = {12 + ]+ = {0, 1}; also ist j auch Basiselemente fiir
KR+ — eR]D).

Eine Basis von H,, ist nun gegeben durch

M = —1, Ny = | + wym, % = 1 + wyr?

Dabei sind w, und w, beliebige Vertreter von Basiselementen fiir R+/%,
und |*/(]+2 — é]T); daher kann

—1 4+ vd
2

Wy = Wy =
gewdhlt werden. Man erhdlt als Basiselemente fiir H,:

= —1, T = Vd, 7= —1 42 Vd.
Die Ordnungen v4(n) der Basiselemente y mod p*® berechnen sich wie folgt:

o )_1 falls s =1,
) ot falls s > 2,

Oy(Mg1) = 27,
Us(ﬂ*) = 2572,
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Dabei soll 27 = 1 fiir n <C 0 gesetzt sein. Wegen
(M) * Us(Ner) * 0(s) = 22°7% = | H(p®)|

ist {m11 » 21> 7« ine Basis von H(p?). Eine Basis von P(p*) erhiit man
durch Hinzunahme einer auf w? = 1 mod p* normierten Primitivwurzel
w, mod p. Eine solche ist z.B.

we = Wl mit wp = _—1——52—\/_5{

Die primen Restklassen mod p* aus Q werden in P(p®) erzeugt von

M1 5 ’721 .
Fall 2: d=#1mod4

K, = Qz(\/z_z’); 2~pte=2, =1, n=2 K =F,; als Vertreter
von Basiselementen konnen beliebige w € K, mit w 5= 0 mod p gewihit
werden. we K, sei ein Primelement fir p, —2 = ¢-#% Im Falle
d= —1mod8istu =p =2, sonst u =1, i =2; in jedem Falle ist
90 = l.

Ein Erzeugendensystem von H, ist dann gegeben durch

M =1+ w7, ms = 1 + w7’ s = 1 + wzrt.
Dabei sind die w; beliebige Einheiten aus K, . Dieses Erzeugendensystem
ist genau dann eine Basis, wenn p = i = 2, also d = —1 mod 8, ist und
711 geeignet normiert wird. Andernfalls ist —»3; durch v;; und 74 aus-
driickbar.

Falla:d= —1mod8. EsistK,=Q,(vd)=Qyv—1),7=1—Vd,
e = —[(1 4+ d)/2 — Vd]™". Setzt man 7y, = V' —1 € Ky, 50 ist {531,713, 7}

eine Basis von H,. Mit w, = ¢ und w; = ¢ erhdlt man folgende
Basiselemente:

M= V—1, mu=—1+2vd  qu=1+22=5
Die Ordnungen mod p* berechnen sich wie folgt:

1, falls s = I,
vy(ny) = {24, fails s =2,
22, falls s > 3;

pinsg) = %23"‘1, falls s = 2s,,
W) = Jys-t falls 5 =25 4+ 1;

bi(ns) = 228"‘2, falls s = 25,
V) = ol falls s = 25y + L.
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Wegen
0(M1) " 0s(Meg) * v(s) = 2°71 = | H(p®)|

ist {11 , s , 4} cine Basis von H(p®), also auch von P(p®) = H(p®). Eine
in K liegende Basis von P(p®) erhdlt man, wenn man 7,;; durch eine
primitive 4. Einheitswurzel {, mod p® ersetzt. Dei primen Restklassen
mod p* aus Q werden in P(p®) erzeugt von »%; und 7, .

Fallb:d =3mod8. BsistK, = QyvVd) = Qy(vV—5), m==1— V4,
€= —[(1 +d)j2 — Vd]"". Mit w; = —1, wy, = € und wy == €% erhdlt
man folgendes Erzeugendensystem:

")11:\/2, 7]13:—'1‘*‘2\/2, e =1+ 22 =35

Wegen —x3, = 7, mod p® und 7, = 1 mod p® hat 7, in der Darstellung
von —n3, durch 7,3 und %, nicht durch 2 teilbaren Exponenten a€Z,,
kann also durch { = —1 ersetzt werden. Eine Basis von H, ist demnach
gegeben durch

{=-1, mu=+Vd gu=—-14+2Vd

Die Ordnungen mod p* berechnen sich wie folgt:

1 falls s < 2,
5O =l fals 5 >3
1, falls s =1,
21, falls s == 2,
v = (22, falls s = 3,4,
2% falls s = 25, > 6,
2%, falls s =25, +1>5;

oulns) = 270 falls s = 25,
Whs) = fon-l falls s = 25y + 1.
Fiir s = 5 ist
v(0) * 0 * 0(neg) = 21 = | H(p)|.
Also ist fir s > 5 {{, 1, ) eine Basis fiir H(p®) = P(p*). Wegen
7% = —1 mod p? fillt fiir s < 4 das Basiselement { weg, und man erhilt

{n11» Ms} als Basis. Die primen Restklassen mod p* aus Q werden in
P(p®) erzeugt durch { und »3; .

Fallc:d = 2mod 4. Esist K, = Qy(Vd), 7 = V/d, e = —2/d. Mit
w; = 1, w; = —eund wy = € erhdlt man folgendes Erzeugendensystem:

’711=1+\/3, 7’/‘1:1:1‘}‘2\/3, e =1+22=35
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Wegen —7j; = n; mod p,* und 7,5 % 1 mod p* hat 7, in der Darstellung
von —u3, durch 7;, und 7, nicht durch 2 teilbaren Exponenten o €Z,,

kann also durch { = —1 ersetzt werden. Eine Basis von H, ist demnach
gegeben durch
{=—1, "711:1"“\/3, Nx = 3.
Die Ordnungen mod p® berechnen sich wie folgt:
I, falls s <2,
v() = 21 falls s > 3;
1, falls s =1,
2 falls s = 2,
V) = (2% falls s = 3,
2%, falls s = 2s, > 4,
2%, falls s =25, +1 > 5;
02 = 2%72 falls s = 2s,,
V(M) = 230_1, falls s = 2S0 + 1.

Fir s > 4 ist
vs(g) : 03(7]11) ’ Us("’*) =271 = H(ps)|

Also ist fir s >4 {{, 71,, 7« eine Basis von H(p®) = P(p®). Wegen
7%, = —1 mod p3 filit fiir s < 3 das Basiselement { weg, und man erhlt

Utersicht iiber die primen Restklassengruppen mod p*
firp|2unds > 2

Fali Basiselemente Typ Bed.
1 d=5mod 8 w,, —1,Vd, —1+2Vd (3,21, 21, 2%)
2a d=—1mod8 L1, s=2
4,5 —1+2vd (24,292,207 s=25,>4
(22,251, 2%Y)  s=2s,+1>3
26  d=3mod8 Vid, —1+2v/d @1, 1) 5<3
(22,29 s=4
—1,4/d, —1+2¢/d (21, s%1, 2%71) $5=285,>6
(21, 2%, 2%70) s=25+1>5
2¢ d=2mod4 14+4/d @Y s<3
~1,5,14+Vd 21, 2%-2, 2%) s=25,>4

(2, 2%, 2%)

s=25g+1>=5
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{n11} als Basis (n, = 1 mod p*!). Die primen Restklassen mod p® aus Q
werden in P(p®) von { und 7, erzeugt.

2.p#2

Fall 1: (dp) = —1

KP=Q,,(\/3);pzp;e= I,T:2an=2-R:Fp(\/z)(a=d+pZaza
F, = Z,/pZ,);{1, V/d} ist eine Basis fiir &§/F,, , {1, v/d} ein Vertretersystem
dieser Basis in K, , also w, = 1, w, = Vd; m = p, p = 0.

Eine Basis von H, ist gegeben durch

=1+ o7, N = 1 + @y,

also
= 1+4p, ’721:1+P\/d-

Dir Ordnungen v (n) der Basiselemente 5 mod p* berechnen sich zu
v(1) = 05(ng1) == p*..

Wegen v(nu) - vnn) = p**~% = | H(p*)| ist {911, 72} eine Basis von
H(p®*). Eine Basis von P(p®) erhilt man durch Hinzunahme einer auf
wfz_l = 1 mod p® normierten Primitivwurzel w, mod p; eine solche ist z.B.
w, = w?'™, wobei w, eine Primitivwurzel mod p ist. Die primen Rest-
klassen mod p* aus Q werden in P(p®) von 7,; und einer geeignet nor-
mierten Primitivwurzel mod p erzeugt.

Fall 2: p|d

Ko=Q,(WVd); p~pke=2f=1n=2 & =F,; als Vertreter
von Basiselementen konnen beliebige w; € K, mit w; = 0 mod p gewihlt
werden. # = Vd, —p = ¢ 7% mit e = —p/d. Im Falle p = 3 und
df3 = —1mod3ist u = & = 1 und ¢ = 1, sonst ist stets uw = .

Falla:p =3, dj3 = —1mod3. Bsist K, = Qy(v/d) = Qy(+/=3).
K, enthilt die primitive 3. Einheitswurzel { = (—1 4+ +/'—3)/2. Eine
Basis von H,, ist gegeben durch

m =14 Mz = 1 + wm?, Ny = 1 + wymd,

Mit w; = w, = —e¢ erhilt man

1’11=€’ 7712=1+3z4’ n*:1+3ﬁ'
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Die Ordnungen mop p¢ sind gegeben durch

.y )4'1, falls s =1,
s\ ”331, falls s > 2;

sin) = %380‘1, falls s = 2s,,
s\he) = 3s falls s == 25, + 1;

bylme) = 3350_1, falls s = 2s,,
A T 43ml falls s = 25y + 1.

Wegen
03(7]11) . Us("hz) : 03(7) *) =31 = l H(ps)l

ist {m, , M3, N} cine Basis von H(p®). Eine in K liegende Basis von
H(p®) erhdlt man, wenn man 7y, durch eine primitive 3. Einheitswurzel
{, mod p* ersetzt. Eine Basis von P(p*) erhidlt man durch Hinzunahme
der 2. Einheitswurzel —1. Die primen Restklassen mod p¢ aus Q werden
in P(p®) von 7, und —1 erzeugt.

Fallb:p # 3 oder d/3 = 1mod 3. K, = Q,(V/d) enthilt die p-ten
Einheitswurzeln nicht. Eine Basis von H,, ist gegeben durch

m=1+wm =1+ wm
Mit @, = 1 und wy = —e erhilt man

7)11:1+\/C_i, Te = 1 + p.

Die Ordnungen der Basiselemente mod p* berechnen sich wie folgt:

_qp®, falls s =25,

v(n) = % P, falls s = 25y + 1;
_phy, falls s =25,

U(e) = 3 , falls s = 25, + 1.

Wegen v,(n11) - v5(me) = p*~* = | Hp*)| ist {nu,ns} eine Basis von
H(p®). Eine Basis von P(p®) erhilt man durch Hinzunahme einer auf
w?? = 1 mod p* normierten Primitivwurzel w, mod p; dabei kann w, als
geeignet normierte Primitivwurzel mod p aus Z gewihlt werden. Die
primen Restklassen mod p® aus Q werden in P(p*) von 7, und w, erzeugt.
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Ubersicht iiber die primen Restklassengruppen mod p*

firp +2unds>1

77

Fall Basiselemente Typ Bed.
d
1 (;) =1 oo 140, 14pVd (21,55, pY)
2a pld p=3 21,11 s=1
—~1,4.4,1 +3Vd  (2,34,3%1 3% 5=2s,

d

EE_I mod 3 (2, 34, 3%, 3571) s==2s5,+1
% pidp#3oder  w,,14p,14+Vd (p—1,p%, p%) 5=25,

d

551 mod 3 (p—1, p%, p%) 5=250+1
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