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In this note we calculate explicitly bases of the group of einseinheiten in 
local quadratic number fields and apply the result for the description of the 
structure of the prime residue class groups modulo prime divisor powers in an 
arbitrary quadratic number field. 

Bei der Untersuchung der klassenkbrpertheoretischen Struktur und der 
Zerlegungsgesetze von DiederkSrpern bin ich auf folgendes Problem 
gestol3en, fiir das ich in der Literatur keine explizite Lijsung finden konnte. 

Gegeben sei ein quadratischer Zahlkorper K = Q(d) (d quadratfrei 
in Z) und ein Primdivisor p von K; Kp sei die vollstandige Htille zu p. 

Gesucht sind: 1. Eine Basis der Einseinheitengruppe HP von Kp . 

2. Die Ordnungen der Basiselemente von HP mod p” fur s 3 1. 

3. Basiselemente und ihre Ordnungen fiir die Gruppe P(p8) der 
primen Restklassen mod p” in K. 

Grundsatzlich sind diese Probleme durch Hensel [2,3,4] gel&t, jedoch 
macht die bis ins letzte explizite Beschreibung doch einige Schwierigkeiten. 
Im hier behandelten Falle quadratischer Zahlkarper werden damit weitere 
Daten fi.ir die rechnerische Beherrschung dieser Kiirper geliefert. Der Fall 
Kp = Q, ist trivial und wird im folgenden weggelassen. Grundlegend fiir 
das Folgende ist die Hensel’sche Theorie, wie sie in Hasse [l, $151, 
dargestellt ist. Die Bezeichnungen sind wie dort gewlihlt (mit Ausnahme 
der Standardbezeichnungen Q and Z); insbesondere sei p die Charakter- 
istik von 3, dem RestklassenkSrper mod p, Q, der K&per der p-adischen 
Zahlen und Z, der Ring der ganzen p-adischen Zahlen. 

Die Gruppe P(p”) ist das direkte Produkt einer zyklischen Gruppe 
(w,), erzeugt von einer mod p” geeignet normierten Primitivwurzel 
W, mod p, mit der Gruppe H(p”) der Einseinheiten mod p”. 1st {ql ,..., T,} 
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eine Z,-Basis von HP, so ist (~7~ ,..., v,.} zwar ein Erzeugendensystem, 
jedoch im allgemeinen keine Basis von H(p). Man gewinnt daraus aber 
eine Basis unter Benutzung des folgenden Sachverhalts: 

1st G eine endliche abelsche Gruppe der Ordnung I G / = N, und ist 
+I 1 ,.**, q.} ein .Erzeugendensystem von G, so ist {ql ,..., rT} genau dann 
eine Basis von G, wenn fur die Ordnungen u(qi) von vi in G gilt: 

l.p=2 

Fall 1: d-5mod8 

Kp = Q,(d\/d) = Qz(a); 2 N p, e = 1, f = 2, n = 2. A wird 
tiber F, (dem Restklassenkiirper von Qz) erzeugt durch die Wurzeln des -- 
Polynoms X2 + X + 1 und hat die Elemente 0, 1, p, p2. Als Vertreter fur p 
in Kp kann p = (-1 + l/d)/2 gewahlt werden; {i, p} ist eine Basis 
fur s/Fz. T = 2, -2 = T. (-1), also ist E = -1; p = ,C = 1, e, = 1. 
Die Lbsungsgruppe 3E, von fz + .$ = 0 in $3 besteht aus 0 und i; also ist i 
ein Basiselement fur 3, , p ein Basiselement fur R+/& . -- 

51+2 - CR+ = R+2 + 5%+ = (0, 1); also ist p such Basiselemente fur 
A+/(R+2 - a+>. 

Eine Basis von H, ist nun gegeben durch 

711 = -1, 1121 = 1 + w275-, 7)* = 1 + w,%-2. 

Dabei sind w2 und w,, beliebige Vertreter von Basiselementen fur Ji+/X, 
und 53+/(53+” - %+); daher kann 

-1f & 
f.02 = wg = 

2 

gewahlt werden. Man erhalt als Basiselemente fur H,: 

rlll = -1, 721 = da, q* = -1f 2 42. 

Die Ordnungen as(v) der Basiselemente r] mod p* berechnen sich wie folgt: 

%hll) = I 
1 falls s=l, 
21 3 falls s > 2, 

747?21) = 28-1, 

f&(7)*) = 25-2. 
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Dabei sol1 2” = 1 fur n < 0 gesetzt sein. Wegen 

Qhl) . 61~~) . G(F+J = 22s-2 = i Nv)l 

ist {qll , 721, v*} eine Basis von H(p”). Eine Basis von P(p”) erhalt man 
durch Hinzunahme einer auf w,~ = 1 mod pS normierten Primitivwurzel 
w, mod p. Eine solche ist z.B. 

Die primen Restklassen mod p” aus Q werden in P(p”) erzeugt von 
1111 2 & * 

Fall 2: d + 1 mod 4 

Kp = Q,(&); 2 N p2, e = 2, f = 1, n = 2. si = F, ; als Vertreter 
von Basiselementen kbnnen beliebige w  E Kp mit w  + 0 mod p gewlhlt 
werden. rr E Kp sei ein Primelement fur p, -2 = E .n2. Im Falle 
d = -1 mod 8 ist p = p = 2, sonst p = 1, ,L = 2; in jedem Falle ist 
e, = 1. 

Ein Erzeugendensystem von H,, ist dann gegeben durch 

7711 = 1 + fwr, q13 = 1 + w27f3, ?j* = 1 + w$r4. 

Dabei sind die wi beliebige Einheiten aus K,, . Dieses Erzeugendensystem 
ist genau dann eine Basis, wenn p = ,C = 2, also d = -1 mod 8, ist und 
qll geeignet normiert wird. Andernfalls ist -& durch y13 und q* aus- 
driickbar. 

Fall a: d E - 1 mod 8. Es ist Kp = Q2(~/d) = Q2(l/q), TT = 1 - z/J, 
l = -[(l + d)/2 - d&l. Setztmanr],, = -\/--1KKp,~~ist{~11,r113,71*) 
eine Basis von HP . Mit w2 = E und wS = e2 erhalt man folgende 
Basiselemente: 

1111 = d/-1, 7713= -1+2dd, T)*= 1+22=5. 

Die Ordnungen mod p” berechnen sich wie folgt: 

1 

1, falls s = 1, 
fA(rlld = zl, falls s = 2, 

z2, falls ~23; 

h&13) = i 

p-1, falls s = 2s,, 
p-1 , falls s = 23, + 1; 

%(rl*) = 1 

p--2 
2so-1’ 

falls s = 28, , 
9 falls s=2s,+l. 
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Wegen 
U,(Tll) . e?13) . drl*) = P1 = I W”)l 

ist {r],, , rl13, v,I*} eine Basis von H(pS), also such von P(p”) = H(p”). Eine 
in K liegende Basis von P(p”) erhalt man, wenn man qll durch eine 
primitive 4. Einheitswurzel 5, mod p* ersetzt. Dei primen Restklassen 
mod p8 aus Q werden in P(p”) erzeugt von & und y* . 

Fall b: d = 3 mod 8. Es ist I$, = Q,(v@ = Q8(G), T == I - l/d, 
E = -[(l + d)/2 - v”i?]-? M’t I w,=-l,u,=Eundw,==Gerhalt 
man folgendes Erzeugendensystem: 

711 = z/z q13= -l-t24 7j* = 1 + 22 == 5. 

Wegen -& = q* mod p6 und q* + 1 mod p6 hat r], in der Darstellung 
van -$r durch q13 und q* nicht durch 2 teilbaren Exponenten 01 E Z, , 
kann also durch 5 = -1 ersetzt werden. Eine Basis von HP ist demnach 
gegeben durch 

5 = -1, ~11 = hi 7)13= -1 +2X0. 

Die Ordnungen mod p” berechnen sich wie folgt: 

falls s < 2, 
falls s > 3, 

falls s=l, 
falls s = 2, 
falls s = 3, 4, 
falls s = 2s, 2 6, 
falls s = 2s, + 1 2 5; 

e?l3) = I 
p-1 
2so-1' 

falls s = 2s, , 
9 falls s=2s,+ 1. 

Fur s 3 5 ist 

%(O * US(r)ll) . b(r13 = i2-l = I ff(P9l. 

Also ist fur s 3 5 (5, qll , v13} eine Basis fur H(pS) = P(p”). Wegen 
& = -1 mod p4 fallt fiir s < 4 das Basiselement 4 weg, und man erhllt 
{vIl , v13) als Basis. Die primen Restklassen mod p8 aus Q werden in 
P(p”) erzeugt durch 5 und T& . 

Fail c: d = 2 mod 4. Es ist Kp = a,(@), T = cd, E = -2/d. Mit 
wr = 1, w2 = -•E und w3 = e2 erhalt man folgendes Erzeugendensystem: 

711 = 1 + &, 713 = 1 + 2 v'? Tj* = 1 + 22 = 5. 
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Wegen -& = q13 mod pZ4 und vlv + 1 mod p4 hat q13 in der Darstellung 
van -& durch ?I8 und r* nicht durch 2 teilbaren Exponenten 01 E Z, , 
kann also durch 5 = -1 ersetzt werden. Eine Basis von HP ist demnach 
gegeben durch 

(= -1, +qll = 1 + lid, 7)* = 5. 

Die Ordnungen mod p” berechnen sich wie folgt: 

falls s < 2, 
falls $23; 

falls s = 1, 
falls s = 2, 
falls s = 3, 
falls s = 2s, 3 4, 
falls s=2s,+ 135; 

h(T*) = I 
p-2, falls s = 2s,, 
p-1 2 falls s = 2s, + 1. 

Fiir s >, 4 ist 

Q5> . drld . @I,) = 2”--l = I HW)l. 

Also ist fiir s 3 4 (5, vll , q*} eine Basis von H(p) = P(p”). Wegen 
& = -1 mod p3 fgllt fiir s < 3 das Basiselement 5 weg, und man erhglt 

iibersicht iiber die primen Restklassengruppen mod p” 
fiirp12unds>2 

Fall Basiselemente TYP Bed. 

1 d=5 mod 8 w, , - 1, &‘, - lf2fi (3,2%, 25-‘, 2”“) 

2a de-1 mod8 P. 1, 1) s=2 
5,,5, -1+2& (22, 2604, 29 s=2s,>4 

(22, 2%~1, 2%-y s=2s,,+1>3 

26 d=3 mod 8 A, -1+2fi (28-1, I) s<3 
v, 27 s=4 

-i,&, -1+21/- (21, SW, 2°C’) s=2sO>6 

(21, 280, 2”OC’) s=2s,+1>5 

2c d-2 mod 4 I+4 (29-l) SC3 

-l,S, 1+2/d (21, 2%~2, 2%) s=2s,>4 
(21, 2”0-1, 2%) s=2sO+1>5 



EINSEINHEITENGRUPPEN 75 

{yll} als Basis (q* c 1 mod p4!). Die primen Restklassen mod pS aus Q 
werden in P(p”) von [ und q* erzeugt. 

2.p#2 

Full 1: (d/p) = -1 

Kp=Q9(&);pcxp;e= 1,f=2,n=2.Si=F,(v@@=d+pZ9, 
F, = Z,/pZ,); (1, 161’ t 1s eine Basis fiir S/T9 , (1, &} ein Vertretersystem 
dieser Basis in Kp , alsow,= I,w2= 4\/d;~=p,p=O, 

Eine Basis von HP ist gegeben durch 

also 

711 = 1 + w1r, 721= 1 + w2, 

7711 = 1 + P9 r),, = 1 + p 4. 

Dir Ordnungen v,(v) der Basiselemente q mod p” berechnen sich zu 

drill) = %(rlZl) = Ps-l* 

Wegen o,(T& . 0,(r]21) = p2s-2 = j H(ps)l ist (yll , 1721) eine Basis von 
H(ps). Eine Basis von P(p”) erhtilt man durch Hinzunahme einer auf 
wp2-l = 1 mod p” normierten Primitivwurzel w, mod p; eine solche ist z.B. s 
w, = *lpZS--2, wobei w1 eine Primitivwurzel mod p ist. Die primen Rest- 
klassen mod p” aus Q werden in P(p”) von vll und einer geeignet nor- 
mierten Primitivwurzel mod p erzeugt. 

Fall 2: p 1 d 

K+, = Q&l/d); p N p2; e = 2, f = 1, n = 2. S = F, ; als Vertreter 
von Basiselementen kijnnen beliebige wa E KP mit wi + 0 mod p gewghlt 
werden. T = dd; -p = E * n2 mit E = -p/d. Im Falle p = 3 und 
d/3 3 - 1 mod 3 ist p = F = 1 und e, = 1, sonst ist stets p = 0. 

Fall a: p = 3, d/3 = -1 mod 3. Es ist Kp = Q,(d\/d> = Q,(a). 
Kp enthllt die primitive 3. Einheitswurzel 5 = (- 1 + -)/2. Eine 
Basis von HP ist gegeben durch 

711 = L-5 712 = 1 + ol~z, 7)* = 1 + w,7?. 

Mit w1 = w2 = -•E erhllt man 

711 = 5, 712 = 1 + 3 = 4, v*= 1 +3&?. 
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Die Ordnungen mop ps sind gegeben durch 

L.S(TllJ = 1 
1, falls s = 1, 
3, 

> falls s >, 2; 

3so-1 

%(rllZ) = 3”” i , ’ 
falls s = 2s, , 
falls s == 23, + I ; 

Wegen 

a?*) = 1 
3%-1 
3so-1’ 

falls s = 2s, , , falls s=2s,+ 1. 

ist {qI1, q13, q*} eine Basis von H(pS). Eine in K liegende Basis von 
H(p”) erhglt man, wenn man qll durch eine primitive 3. Einheitswurzel 
5, mod p* ersetzt. Eine Basis von P(p”) erhalt man durch Hinzunahme 
der 2. Einheitswurzel - 1. Die primen Restklassen mod p8 aus Q werden 
in P(p”) von qlZ und -1 erzeugt. 

Fall 6: p # 3 oder d/3 = 1 mod 3. K4 = Q,(&) enthalt die p-ten 
Einheitswurzeln nicht. Eine Basis von HP ist gegeben durch 

Mit q = 1 und w2 = --E erhalt man 

Die Ordnungen der Basiselemente mod p8 berechnen sich wie folgt: 

i 

% 
%(%l) = $1 

falls s = 2s,, 
falls s = 2s, + 1; 

%(%J = I 
SO-L 

P 9 falls s = 2s, , 
pso 

3 falls s=2s,+ 1. 

Wegen u,(T& . v,(qIa) = pe-l = I H(p”)l ist (r),, , qlZ} eine Basis von 
H(p”). Eine Basis von P(p”) erhglt man durch Hinzunahme einer auf 
wrl = 1 mod pS normierten Primitivwurzel w, mod p; dabei kann w, als 
geeignet normierte Primitivwurzel modp aus Z gewiihlt werden. Die 
primen Restklassen mod pa aus Q werden in P(p”) von rllz und W, erzeugt. 
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Ubersicht tiber die primen Restklassengruppen mod p* 

ftirp +2unds> 1 

Fall Basiselemente TYP Bed. 

d 
1 0 

- z-1 w, ,1 SP, 1 +p& (p” - 1, pa-1, pJ-‘) 
P 

2a P I d,p=3 c&l, 1,1> S=l 

-1,5*.4,1+3& (2, 31, 3”0-‘, 380-l) s=2s, 

d 
?=-l mod 3 (2, 31, 380, 3@) s=2s,+1 

2b P I d,p#3 oder w,,l+p,l+fi (P-l,Pd~-l,P*~o) s=2s, 

d 
5=1 mod 3 (P- 1, P% P”O) s=2s,fl 

LITERATUR 

1. H. HASSE, “Zahlentheorie,” 2. Au& Akademie-Verlag, Berlin, 1963. 
2. K. HJSNSEL, Die multiplikative Darstellung der algebra&hen Zahlen ftir den Bereich 

eines beliebigen Primteilers, J. Reine Angew. Math. 146 (1916), 156160. 
3. K. HENSEL, Untersuchung der Zahlen eines algebra&hen K&pers ftir eine beliebige 

Primteilerpotenz als Modul. J. Reine Angew. Math. 146 (1916), 216-228. 
4. K. HENSEL, Allgemeine lheorie der Kongruenzklassengruppen und ihrer Invarianten 

in algebraischen Kiirpem. J. Reine Angew. Math. 147 (1917), 1-15. 


