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This paper is concerned with the quantity N(x, m), the number of positive integers n,
1�n�x, for which 0(n)=m, where 0(n) denotes the total number of prime factors
(counted with multiplicities) of n. The main purpose of this article is to present
three powerful analytic methods, due, respectively, to Selberg, van der Waerden,
and the author, the combination of which allows one to completely characterize
the asymptotic behavior of the quantity N(x, m) as the second parameter varies
through all its possible values, namely 1�m�(log x)�log 2. These methods constitute,
in a certain sense, a compact and effective set of analytical tools and apply also to
the distribution function associated with n(x, m). All these methods are quite general
and applicable to many other arithmetic functions. � 1998 Academic Press

1. INTRODUCTION

Soit 0(n) le nombre total de facteurs premiers dans la de� composition de
l'entier positif n, n�2, en facteurs premiers, avec 0(1) :=0. Autrement dit,
si n=>1� j�k p:j

j
�2, ou� les pj sont premiers, p1<p2< } } } <pk , et les

:j # N+, on a 0(n)=�1� j�k :j .
Conside� rons la quantite�

N(x, m) := :

0(n)=m
1�n�x

1 (x�1, m # N).

A� partir de cette de� finition, on conside� re la suite de variables ale� atoires !n ,
qui prennent les valeurs 0(k), 1�k�n, avec probabilite� n&1.

Article No. NT972216

135
0022-314X�98 �25.00

Copyright � 1998 by Academic Press
All rights of reproduction in any form reserved.

* Ce travail a e� te� partiellement finance� par le project ESPRIT Basic Research Action n% 7141
(ALCOM II) quand l'auteur e� tait a� l'E� cole polytechnique.

brought to you by COREView metadata, citation and similar papers at core.ac.uk

provided by Elsevier - Publisher Connector 

https://core.ac.uk/display/82340887?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1


File: DISTL2 221602 . By:DS . Date:20:03:98 . Time:09:19 LOP8M. V8.B. Page 01:01
Codes: 2460 Signs: 1396 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm

L'e� tude asymptotique de n(x, m) (et la distribution de !n) a fait couler
beaucoup d'encre dans la litte� rature en commenc� ant par le ce� le� bre the� ore� me
des nombres premiers. Citons en particulier:

�� Selberg [23] de� montre d'abord de fac� on analytique et succincte le
re� sultat de Sathe [22] (avec un meilleur terme-reste)

N(x, m)= g \ m&1
log log x+

x
log x

(log log x)m&1

(m&1)! \1+O= \ m&1
(log log x)2++ ,

uniforme� ment pour 1�m�(2&=) log log x, =>0 e� tant fixe� et

g(z)=
1

1(z+1)
`

p premier

(1& p&1)z

1&zp&1 ( |z|<2). (1)

Il ensuite mentionne que

N(x, m)tC2&mx log x ((2+=) log log x�m�B log log x), (2)

=>0 e� tant fixe� , B>2+=, et C le re� sidu de &g(z) and z=2:

C=
1
4

`

p premier
p�3

\1+
1

p( p&2)+=0, 3786950320... (3)

�� Nicolas [18, 19] e� tablit une formule asymptotique e� tendant (2)

N(x, m)=C
x

2m log
x

2m \1+O= \\log
x

2m+
&b

++ (0<b<1), (4)

uniforme� ment pour m�(2+=) log log x et x�2m � �, 0<=<1 e� tant fixe� .
Ici b est une constante qui ne de� pend que de =. On peut d'ailleurs prendre
[4] b=2q(=�2), ou� q(t)=(1+t) log(1+t)&t. Les deux me� thodes utilise� es
dans [18, 19] sont grosso modo e� le� mentaires bien qu'il ait utilise� la formule
de Selberg dans [18]. Tenenbaum a donne� [27, p. 243] une autre
de� monstration du the� ore� me de Nicolas.

�� Un re� sultat non publie� de Delange (cf. [4]) pre� cise une transition
gaussienne entre les re� sultats de Sathe-Selberg et de Nicolas:

N(x, m)=C
x log x

2m (8(t)+OT ((log log x)&1�2)),

\ |t| := }m&2 log log x

- 2 log log x }�T+ , (5)
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avec

8(t)=
1

- 2? |
t

&�
e&(1�2) u2

du (t # R). (6)

�� Balazard, Delange et Nicolas [4] de� montrent une formule asymptoti-
que uniforme, valable pour m�1 et x�2m � � (cf. [2, 3]):

N(x, m)t(2&\) g(\)
x
2m \log

x
2m+

&1

:
0� j<m

\2 log log
x

2m+
j

j !
, (7)

ou�

\tmin {2,
m&1

log log
x

2m= .

La de� monstration de cette formule commence par isoler la contribution
du facteur 2 et ensuite utilise la me� thode de Selberg. Ce re� sultat permet aux
auteurs de retrouver les re� sultats de Selberg, de Delange, et de Nicolas
(avec plus de pre� cision sur les termes d'erreur).

Cet article a un double but:

1. D'abord, nous introduisons une me� thode due a� van der Waerden
[28] (cf. aussi [30, 9 VII.2]) qui permet d'obtenir un de� veloppement
asymptotique de l'inte� grale ayant la forme

1
2i? �

|z| =r

f (z)
a&z

z&meXz dz (0<r<a),

lorsque m, X � � et m�AX, A e� tant pris infe� rieur au rayon de convergence
de la fonction f, suppose� >a. On constate que l'inte� grande a un point col
(r=m�X) et un pôle simple (z=a). Lorsque mtaX, le point col s'approche
du pôle simple. Dans un premier temps, cette me� thode nous fournit un
de� veloppement asymptotique uniforme pour N(x, m), lorsque m � � et
m�(3&=) log log x, =>0; ce de� veloppement ne se de� duit pas de (7).
Ensuite, elle s'applique e� galement aux (queues des) fonctions de re� partition

1
x

:

0(n)�m
1�n�x

1,
1
x

:

|(n)�m
1�n�x

1, et
1
x

:

|(n)�m
1�n�x

+2(n), (8)
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|(n) de� signant le nombre des facteurs premiers distincts de n et +(n) la
fonction de Mo� bius. Les re� sultats ainsi obtenus couvrent ceux de Delange
[7] [12, p. 19�21] et de Kubilius [16, Ch. X] comme cas particuliers.

2. Nous donnons une de� monstration analytique du the� ore� me de
Nicolas (4), qui n'utilise que les formules inte� grales de Cauchy et de Perron
et qui diffe� re de ceux de Nicolas et de Tenenbaum. L'inte� rêt de cette nouvelle
me� thode est multiple: Premie� rement, elle fournit d'une fac� on directe un
de� veloppement asymptotique. Deuxie� mement, elle s'adapte bien a� l'e� tude
de la (queue de) fonction de re� partition Pr [!n�m]; le re� sultat ainsi obtenu
est original et ame� liore les re� sultats de Norton [20]. Troisie� mement, elle
s'applique a� une classe e� tendue de fonctions arithme� tiques, comme la quantite�
N(x, m) avec des contraintes arithme� tiques [8], le proble� me de ``factorisatio
numerorum'' d'Oppenheim [21, 24, 13] [15, Ch. 10], le proble� me de
Re� nyi [9, 29, 31], etc., que nous traiterons dans la suite. Enfin, on peut
appliquer le même principe aux proble� mes additifs et combinatoires.

Dans cet article et dans la suite, nous montrerons que la combination de
la me� thode de Selberg, de van der Waerden et de la nôtre donne un ensemble
d'outils analytiques concis et efficaces permettant de caracte� riser d'une fac� on
comple� te le comportement local des fonctions arithme� tiques et les parame� tres
statistiques des structures combinatoires.

Nous commenc� ons par introduire brie� vement la me� thode de van der
Waerden dans la section suivante en montrant un the� ore� me adapte� a� notre
usage. Il est ensuite applique� a� N(x, m) et aux quantite� s (8) dans la 9 3. La
de� monstration analytique du the� ore� me de Nicolas fait l'objet de la 9 4. Une
nouvelle formule asymptotique pour S(x, m), lorsque m�(2+=) log log x
et x�2m � �, est e� galement pre� sente� e.

Notation. Le symbole = de� signera toujours une quantite� positive et suf-
fisamment petite dont la valeur diffe� rera d'une occurrence a� une autre et &
de� signera toujours un entier non-ne� gatif qui ne de� pend pas du parame� tre
principal asymptotique (X, n, x).

2. LA ME� THODE DE VAN DER WAERDEN

Nous montrons dans cette section le the� ore� me suivant qui sera utile dans
la suite.

The� ore� me 1. Soient a>0 et F(z) une fonction holomorphe dans |z|�A
avec a<A<� et F(a){0. Alors l 'inte� grale I de� finie par

I :=
1

2i? �
|z|=r0

F(z)
a&z

z&meXz dz (0<r0<a)
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ve� rifie le de� veloppement asymptotique

I=F(a) a&meaX8(' - m)+
r&mem

- 2?m \ :
0� j�&

cj(r)
m j +OA(m&&&1)+ (X ��),

(9)

uniforme� ment pour m � � et m�AX, ou� r=m�X,

'=signe(r&a) �2 \a
r

+log
r
a

&1+,

et les cj (r)=cj (r; A) sont des coefficients borne� s.

De� monstration. On e� crit d'abord I=I1+I2 , ou�

I1 =
F(a)
2i? �

|z|=r0

z&meXz

a&z
dz=

F(a) a&m

2i? �
0�r1<1
|z|=r1

z&meaXz

1&z
dz,

I2=&
1

2i? �
|z|=r

f (z) z&meXz dz=&
r1&mem

2? |
?

&?
f (reit) eitem(eit&1&it) dt,

ou� on a pose� f (z)=(F(a)&F(z))�(a&z), qui est holomorphe dans |z|�A.
L'inte� grale I2 se fait ensuite par la me� thode classique de Laplace (cf.
[11, Ch. IX]):

I2=&
r1&mem

- 2?m \ :
0� j�&

c[1]
j (r)

m j +OA(m&&&1)+ , (10)

uniforme� ment pour m�AX. Les coefficients c[1]
j (r) sont e� galement

uniforme� ment borne� s. On a, en particulier,

c[1]
0 (r)=f (r)=

F(a)&F(r)
a&r

,

c[1]
1 (r)=

1
12(a&r)3 ((F(a)&F(r))(a2+10ar+r2)

&12arF $(r)(a&r)+6r2F"(r)(a&r)2).

D'autre part, l'inte� grale I1 n'est d'autre qu'une fonction de Gamma incomple� te
(cf. [25]):

I1=F(a) a&m :
0� j<m

(aX) j

j !
=F(a) a&meaXG(m, aX ),
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ou�

G(m, Y)=
1

1(m) |
�

Y
e&tem&1 dt (Y�0).

Comme ce qui a e� te� fait par Temme (cf. [25]) pour G, la me� thode de van
der Waerden (cf. [28]) nous permet d'obtenir la formule

I1=F(a) a&meaX8(' - m)+
F(a) emr&m

- 2?m

_\ :
0� j�&

c[2]
j (r) m& j+OA(m&&&1)+ , (11)

uniforme� ment pour m � � et m�AX, les coefficients c[2]
j (r) e� tant eux-

mêmes borne� s. On a, en particulier,

c[2]
0 (r)=

r
a&r

+
1
'

, c[2]
1 (r)=

r(r2+10ar+a2)
12(r&a)3 &

1
'3;

(pour une e� tude approfondie, cf. [26]).
Esquissons les principales e� tapes de la de� monstration de (11). Supposons

pour le moment m<aX. Par le the� ore� me de Cauchy, on dispose d'abord
de la repre� sentation inte� grale

I1=
F(a) emr1&m

2i?a |
_+i�

_&i�

emh(s)

1&
r
a

s
ds (0<_<a�r), (12)

avec h(s)=s&1&log s, log prenant sa de� termination principale. On de� forme
ensuite la ligne d'inte� gration le long de la courbe de plus grande pente
(s=_+i{):

C: _={ cotg {, &?<{<?,

sur laquelle la partie imaginaire de h(_+i{) s'annule. De� finissons une applica-
tion du plan complexe de s au plan complexe de w par l'e� quation

&1
2 w2=h(s), (13)

avec les conditions suivantes: s # C correspond a� w # R; et w et s ont les
mêmes signes lorsqu'ils sont tous les deux re� els et non-nuls. Ainsi, on a

I1=
F(a) emr1&m

2i?a |
�

&�
e&mw2�2,(w) dw,
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ou�

,(w)=
1

1&
r
a

s

ds
dw

=
a

r(i'&w)
+�(w),

� e� tant une fonction entie� re de w. En utilisant la formule inte� grale (cf.
[30, 9 VII.2])

1
2?i |

�

&�

e&(1�2) mw2

i'&w
dw=emb2�28(' - m),

on a donc

I1=F(a) a&meaX8(' - m)+I3 ,

ou�

I3=
F(a) emr1&m

2i?a |
�

&�
e&mw2�2�(w) dw

qui se fait a� nouveau par la me� thode de Laplace. On obtient ainsi

I3=
F(a) emr&m

- 2?m \ :
0� j�&

c[2]
j (r) m& j+OA(m&&&1)+ ,

uniforme� ment pour m � � et m�AX. On constate que '='(r) est continu en
r=a ainsi que tous les coefficients cj (r); le re� sultat obtenu pour I est donc
uniforme� ment valid dans le domaine indique� . Cela ache� ve la de� monstration.

Remarques. (i) Lorsque F(a)=0, on peut appliquer directement la
me� thode de Selberg a� I, cf. [23] [27, 9 II.6.1]. La formule (9) est valide
quand m � �. Dans le cas contraire, le pôle simple ne joue pas un rôle
important et la me� thode de Selberg est encore applicable.

(ii) On a

c0(r)=
F(a)

'
+

rF(r)
a&r

,

c1(r)=&
F(a)

'3 +
rF(r)

12(r&a)3 (a2+10ar+r2)&
ar2F $(r)
(r&a)2 +

r3F"(r)
2(r&a)

.

(iii) On pourra e� galement obtenir la formule (9) par soit la me� thode
de Bleistein (cf. [6]) soit celle de Rice (cf. [17]).
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Lorsque m=aX+o(X 2�3), le comportement de I est dicte� par la loi
normale.

Corollaire 1. L'inte� grale I ve� rifie, uniforme� ment pour m=aX+t - aX,
t=o(X1�6), la formule asymptotique

I=F(a) a&meaX8(t) \1+O \ |t| 3+1

- X ++ (X � �).

3. APPLICATIONS DU THE� ORE� ME 1

Pour e� tudier le comportement asymptotique de N(x, m), l'ide� e de de� part
de Selberg [23] consiste a� regarder la repre� sentation inte� grale de N(x, m):

N(x, m)=
1

2i? �
|z|=r

z&m&1 :
1�n�x

z0(n) dz (r>0, x�1, m # N). (14)

La fonction sommatoire �1�n�x z0(n) est ensuite traite� e par la formule de
Perron:

:
1�n�x

z0(n)=
1

2i? |
_+i�

_&i�

xs

s
`

p premier

1
1&zp&s ds (_>1),

puisque

:
n�1

z0(n)

ns = `
p premier

1
1&zp&s (Re s>1, |z|<2);

et par des me� thodes standards (cf. [16, 27]), on de� duit la formule de Selberg
(cf. [16, 27]):

:
1�n�x

z0(n)=zg(z) x(log x)z&1+Ex(z), (15)

avec Ex(z)<<= x(log x)Re z&2, uniforme� ment pour |z|�2&=, g e� tant de� finie
par (1).

En reportant (15) and (14), on coupe l'e� valuation de N(x, m) en deux
termes:

N(x, m)=Tm(x)+Rm(x),
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ou� (en e� crivant X=log log x)

Tm(x)=
x

log x
1

2i? �
|z|=r

z&mg(z) eXz dz (0<r<2) (16)

Rm(x)=
1

2i? �
|z|=r$

z&m&1Ex(z) dz (0<r$<2). (17)

Nous allons maintenant appliquer le the� ore� me 1 a� Tm(x), ce qui nous
permet d'obtenir un de� veloppement asymptotique lorsque m � � et m�
(3&=) log log x, qui e� tend, en particulier le re� sultat non publie� de Delange (5).

The� ore� me 2. On a, uniforme� ment pour m � � et m�(3&=) log log x,

1
x

N(x, m)=C
log x

2m 8 \$ �2m \2
r

+log
r
2

&1++
+

r&mem

- 2?m log x \ :
0� j�&

*j (r)
m j +O(m&&&1)+ ,

ou� r=m�log log x, $=signe(r&2), C est de� fini dans (3) et les *j (r) sont des
coefficients borne� s et de� pendant de r.

De� monstration. En e� crivant

g(z)=
F(z)
2&z

, ou� F(z)=
21&z

1(1+z)
`

p premier
p�3

(1& p&1)z

1&zp&1 ,

pour |z|<3, on peut appliquer le the� ore� me 1 au terme principal de N(x, m),
c'est-a� -dire, Tm(x) de� fini dans (16). Il suffit de montrer la majoration

Rm(x)<<x
log x

2m 8 \�2m \2
r

+log
r
2

&1++
+x

r&mem

log x
m&K&1�2=: T1+T2 ,

uniforme� ment pour m � � et m�(3&=) log log x et pour tout K�0. La
comparaison de T2 et Rm(x) se de� compose en deux cas:

1. 0<r�2&=. On prend r$=r dans (17) et on a

Rm(x)<<xr&mem(log x)&2<<x
r&mem

log x
m&K&1�2=T2 ,

pour tout K�0.
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2. (2&=)�r<3. On prend r$=2&= et on a

Rm(x)<<x(2&=)&m (log x)&=<<x
r&mem

log x
m&K&1�2=T2 ,

pour tout K�0.

Pour T1 , on distingue e� galement deux cas:

1. |m&2 log log x|�A - log log x, A e� tant une constant positive assez
grande. Dans ce cas-la� , on a |r&2|�A(log log x)&1�2 et T1

�� x2&mlog x.
Prenons r$=2&=, on obtient aise� ment Rm(x)<<x(2&=)&m (log x)&=<<
x2&m(log x)(log log x)&K, pour tout K�0.

2. |m&2 log log x|�A - log log x. On a |r&2|�A(log log x)&1�2.
En utilisant les majorations

8 \�2m \2
r

+log
r
2

&1++<<
e&m((2�r)+log((r�2)&1))

- m |r&2|

<<A&1 r&m2mem

- m (log x)2
(log log x)1�2,

on obtient

x
log x

2m 8 \�2m \2
r
+log

r
2

&1++<<x
r&mem

A log x
m&1�2(log log x)1�2,

et l'estimation se fait de la même manie� re que T2 avec le de� veloppement
asymptotique (par inte� gration par parties)

8(&- 2*)=1&8(- 2*)=
e&*

2 - ?* \1+ :
1� j�&

ej

(2*) j+O(*&&&1)+
(* � �),

les ej e� tant des coefficients re� els.

Ceci ache� ve la de� monstration.

Remarquons que ce the� ore� me nous permet de raffiner le re� sultat non publie�
de Delange (5) en e� crivant m=[2 log log x+t - 2 log log x], ou� [ y] de� signe
la partie entie� re de y, on a

1
x

N(x, m)=C
log x

2m \8(t)+
e&t2�2

- 2?
:

1� j�&

?j (t)+^j (u)
(2 log log x) j�2

+OT ((log log x)&(&+1)�2)+ ,
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uniforme� ment pour |t| :=|(m&2 log log x)�- 2 log log x|�T. Ici les ?j (t)
sont des polynômes de t de degre� 3j&1, les ^j (u) sont des fonctions pe� riodi-
ques de u :=[2 log log x&t - 2 log log x] de pe� riode 1, [ y] e� tant la partie
fractionnaire de y. En particulier, on a

?1(t)=&
t2

6
+

2
3

&
F $(2)

C
, ^1(u)=&u.

Conside� rons maintenant la quantite� S(x, m) :=x&1 �j�m N(x, j):

xS(x, m)=
1

2i? �
|z|=r

z&m

z&1
:

1�n�x

z0(n) dz (m # N+, 1<r<2).

Avec la même me� thode, on arrive a�

The� ore� me 3. Soit r=m�log log x. On a, uniforme� ment pour m � � et
m�(2&=) log log x,

S(x, m+1)=8 \$ �2m \1
r

+log r&1++
+

r&mem

- 2?m log x \ :
0� j�&

;j (r)

m j +O(m&&&1)+
ou� $=signe(1&r) et les ;j (r) sont des coefficients de� pendant de r.

Remarque. Ce the� ore� me comprend les re� sultats de Delange dans [7]
et [12, p. 19�21], et ceux de Kubilius [16, The� ore� me 9.1] comme cas
particuliers. Il est e� galement utile pour le proble� me e� tudie� par Delange
dans [10].

4. DE� MONSTRATION ANALYTIQUE DU THE� ORE� ME
DE NICOLAS

Notre de� monstration analytique du the� ore� me de Nicolas (4) repose sur
le lemme suivant. Posons

P(z, s) := `
p premier

1
1&zp&s=:

1
1&z2&s Q(z, s) (Re s>1),

le membre droite fournissant un prolongement analytique de la fonction
z [ P(z, s).
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Lemme 1. Soient m # N+, s=_+it, 1<_<log 3�log 2, et 2_<r<3_.
On a

N(x, m)=N1(x, m)+N2(x, m),

ou�

N1(x, m)=
1

2i? |
_+i�

_&i�

(2&mx)s

s
Q(2s, s) ds

N2(x, m)=& :
j�1

1
2i? �

|z|=r
z&m&1& j 1

2i? |
_+i�

_&i�

(2 jx)s

s
Q(z, s) ds dz.

De� monstration. On part de la repre� sentation inte� grale de N(x, m):

N(x, m)=
1

2i? �
|z|=r0

z&m&1 1
2i? |

_+i�

_&i�

xs

s
P(z, s) ds dz

(0<r0<2_, _>1). (18)

Formellement, le re� sultat du lemme s'obtient en intervertissant l'ordre des
deux inte� grales et en appliquant le the� ore� me des re� sidus:

1
2i? �

|z|=r0

z&m&1P(z, s) dz=2&msQ(2s, s)+
1

2i? �
|z|=r

z&m&1 Q(z, s)
1&z2&s dz,

(19)

ou� 2_<r<3_, et en de� veloppant le facteur (1&z2&s)&1 en se� rie ge� ome� trique.
Arithme� tiquement, en posant �(k) :=k2&0(k), les repre� sentations inte� grales

du lemme se traduisent en les expressions

N1(x, m)= :

k impair
1��(k)�2&mx

1

N2(x, m)=& :
j�1

1
2i? �

|z|=r
z&m&1& j :

l impair
1�l�2 jx

z0(l) dz.

Le second terme se simplifie en

N2(x, m)=& :
j>m

1
2? �

|z|=r
z& j&1 :

l impair
1�l�2 j&mx

z0(l) dz=& :

k impair

1��(k)�2&mx
0(k)>m

1.
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On retrouve donc la formule de Hala� sz (cf. [4]):

N(x, m)= :

k impair

1��(k)�2&mx
0(k)�m

1,

qui correspond, formellement, a� un changement de variable z [ 2sz dans (18).
Cela ache� te la de� monstration.

Remarque. Posons

N$(x, m)= :

n impair

1�n�x
0(n)=m

1 (x�1, m # N).

Il est e� vident que l'on a

N(x, m)= :
0� j�m

N$ \ x
2 j , m& j+= :

0� j�m

N$ \ x
2m& j , j+ .

On montre facilement que

N1(x, m)= :
j�0

N$ \ x
2m& j , j+ ,

et

N2(x, m)=& :
j>m

N$ \ x
2m& j , j+=& :

j�1

N$(2 jx, m+ j),

toutes les se� ries ne contenant qu'un nombre fini de termes. En particulier,
puisque N$(x, m)=0 si m>(log x)�log 3, on a le re� sultat suivant.

Corollaire 2. Si m�log x�log 3, alors N(x, m) ve� rifie

N(x, m)= :

k impair
1��(k)�2&mx

1 (20)

De� monstration. On a

N2(x, m)=0, si m+1>
log x+log 2

log 3
,

ce qu'il fallait de� montrer.
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Remarquons que la suite [�(k)]k impair, k�1 tend vers l'infini avec k, avec
un taux supe� rieur a� k1&log(2)�log(3)

rk0, 369. Signalons e� galement une formule
exacte de Nicolas [18]:

N(x, m)=N(2&+x, m&+), ou� +=_
m log 3&log x

log
3
2 & ,

pour m�log x. On constate que si x�2m<<1, alors x�2+<<1 et m&+<<1.
Ces deux formules sont donc utiles, d'un point de vue calculatoire, lorsque
x�2m<<1.

Lemme 2. Si x�2m � �, alors N1(x, m) ve� rifie le de� veloppement
asymptotique

N1(x, m)=
x
2m log

x
2m \C+ :

1� j�&

|j \log log
x

2m+
\log

x
2m+

j +O \\
log log

x
2m+

&+1

\log
x

2m+
&+1 ++ ,

ou� les |j (X) sont des polynômes de X de degre� j.

De� monstration. La de� monstration se trouve dans la the� se de Balazard
[2, p. 92�102] et dans [1, The� ore� me 3].

On peut donner une expression explicite du polynôme |j (X) de la
manie� re suivante. En e� crivant (cf. [1])

1
s

`

p premier
p�3

1
1&2sp&s=

1
s

`(s)2s
(1&2&s)2s

`

p premier
p�3

(1& p&s)2s

1&2sp&s

=(s&1)&2 :
j�0

:
0�h� j

Cj, h(s&1) j \log
1

s&1+
h

,

pour st1, s � ]&=, 1], =>0, `(s) e� tant la fonction zêta de Riemann, on a

|j (X)= :
0�h� j \

j
h+ (&1)h K ( j&h)(2& j) Cj, hX h, avec K(z) :=

1
1(&z)

,

pour j=0, 1, 2, ... .

Lemme 3. Soient m # N+ et 2<r<3. La quantite� N2(x, m) satisfait a� la
majoration

N2(x, m)<<r&mx(log x)r&1.
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De� monstration. D'un the� ore� me de Tenenbaum [27, p. 205] (cf. aussi
[27, Ex. II.6.3(b)]), on dispose d'abord de la majoration

1
2i? |

_+i�

_&i�

(2 jx)s

s
Q(z, s) ds<<2 jx(log 2 jx)Re z&1 (|z|�3&=),

pour tout j=0, 1, 2, ..., m. On a donc

N2(x, m)<< :
j�1

r&m& j2 jx(log 2 jx)r&1<<r&mx(log x)r&1 (2<r<3),

(21)

ce qu'il fallait de� montrer.

Remarquons que, si m�(2+=) log log x, la majoration du Lemme 3
ve� rifie, en conside� rant m=o(log x) et m �� log x,

r&mx(log x)r&1<<
x

2m \log
x

2m+ (log x)&2q(=�2).

ou� q(t)=(1+t) log(1+t)&t. En regroupant les re� sultats des lemmes
pre� ce� dents et en utilisant cette remarque, on obtient le the� ore� me suivant
qui raffine celui de Nicolas (cf. (4)).

The� ore� me 4. La quantite� N(x, m) ve� rifie, lorsque m�(2+=) log log x
et x�2m � �,

N(x, m)=C
x

2m log
x

2m \1+O= \(log x)&2q(=�2)+
log log

x
2m

log
x

2m ++ . (22)

Si, en plus, m�log log x � �, on a le de� veloppement asymptotique

N(x, m)=
x

2m log
x

2m \C+ :
1� j�&

|j \log log
x

2m+
\log

x
2m+

j +O \\
log log

x
2m+

&+1

\log
x

2m+
&+1 ++ ,

ou� les |j (X) sont les polynômes de X de degre� j.

On peut, bien entendu, poursuivre le même calcul en incluant les contribu-
tions de 3, 5, 7, ... dans (19) et, en ge� ne� ral, le terme principal de la contribution
du nombre premier p est de l'ordre x�pm(log x�pm) p&1. Mais la nature
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asymptotique de telles formules ne� cessite le de� coupage de m en intervalles
plus complique� es. Par exemple, on a

x
3m \log

x
3m+

2

<<
x

2m log
x

2m ,

si m>(log 3�2)&1 log log xr2, 4663 log log x; et

x
5m \log

x
5m+

4

<<
x

3m \log
x

3m+
2

,

si m>2(log 5�3)&1 log log xr3, 9152 log log x, etc.
En ce qui concerne la quantite� S(x, m), en utilisant l'expression inte� grale

xS(x, m)=
1

2i? �
|z|=r0

z&m

z&1
1

2i? |
_+i�

_&i�

xs

s
`

p premier

1
1&zp&s ds dz

(_>1, 1<r0<2_),

et la même me� thode, on obtient le

The� ore� me 5. La quantite� S(x, m) ve� rifie, lorsque m�(2+=) log log x et
x�2m � �, l 'expression asymptotique

S(x, m)=C2&m+1 log
x
2m \1+O= \(log x)&2q(=�2)+

log log
x

2m

log
x

2m ++ , (23)

le terme d 'erreur e� tant uniforme en m. Si en plus m�log log x � �, alors
S(x, m) ve� rifie le de� veloppement asymptotique

S(x, m)=2&m log
x

2m \2C+ :
1� j�&

|~ j \log log
x

2m+
\log

x
2m+

j

+O \\
log log

x
2m+

&&&1

\log
x

2m+
&+1 ++ ,

ou� les |~ j (X) sont des polynômes de X de degre� j.
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Remarquons que la formule (23) se de� duit aise� ment de la formule de
Nicolas (4) (cf. (22)).

En appliquant la formule (20), on obtient, pour m�log x�log 3,

S(x, m)= :
0� j�(log x�log 2)&m

:

k impair
1��(k)�2&m&j x

1,

qui est utile lorsque 1�x�2m<<1.
Rajoutons que Delange (cf. [12, 5]) a obtenu, par la me� thode de Selberg,

une formule asymptotique de S(x, m), dans le cas ou� m=* log log x,
0<*<2, *{1.

5. CONCLUSION

Pour les quantite� s N(x, m) et S(x, m), nous avons montre� que, par les
me� thodes de Selberg, de van der Waerden, de Balazard, Delange et Nicolas,
et par la nôtre, on arrive a� une caracte� risation comple� te par les formules
asymptotiques (souvent les de� veloppements asymptotiques). Ces me� thodes
constituent un ensemble d'outils analytiques assez performants que nous
appliquerons aux autres proble� mes arithme� tiques dont les fonctions ge� ne� -
ratrices sont me� romorphes. Il faut signaler que si la fonction ge� ne� ratrice
n'est pas du type me� romorphe, comme par exemple, le cas |(n), la situation
devient plus complique� e parce qu'aucun facteur ne joue un rôle pre� ponde� rant
quand le deuxie� me parame� tre (m) devient grand (cf. [14]).
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