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S(n, A, c)est le nombre minimun: d'arétes d'un h-graphe de n sommets. tel que, dans
toute ¢-coloration il existe une aréte fortement colorée. On étudie les cus particuliers
c=h,etc=h=n~ 2. Onmonite que ce dernier cas est équivalent 3 certains problémes
extrémaux de théorie des graphes.

0. Introduction

Un h-graphe (ou hypergraphe uniforine de rang A, voir [1]) est un
couple H = (X, €) ot € est un ensemble de parties de cardinal 1 de
X : €& Py(X). X est ’ensemble des sommets de A, et € est I'ensemble
des arétes de H. Dans [8], le probléme suivant est étudie: Quel est le
nombre minimum d’arétes d’un A-graphe H = (X, ¢ )tel que |.X| =n et
que, pour toute coloration des sommets de X avec ¢ couleurs, il existe
au moins une aréte dont les éléments sont tous de couleur différente?
On note S(n, h, ¢) ce nombre minimum d’arétes. Dans [8], on donne
plusieurs valeurs approchées de S(n, 4, ¢) dans le cas général. On consi-
dére ici le cas olt ¢ = h, et particulidrement le casc =h=n — 2. On
montrera que dans ce dernier cas, le probléme est équivalent au pro-
bldme suivant de théorie des graphes: Quel est le nombre minimurn
d’arétes d’un graphe de n sommets tel que tout ensemble de quatre
sommets contienne un triangle ou un chemin de longeur 3? On étudie
les graphes possédant cette propriété. Enfin, on montre que le probiéme
ci-dessus est aussi équivalent au probléme classique suivant: Quel est le
nombre maximum d’arétes d'un graphe. sans triangle ni cycle de longueut
4, ayant n sommets?
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Définition 1.1. On appelle coloration avec ¢ couleurs de 'ensemble X
teute application g surjective de X sur U'ensemble {1, 2, ..., ¢}. Pour tout
v & X, gCx)est la couleur de élément x.

Définition 1.2. On note K (n, /i, ¢) 'ensemble des /i-graphes H = (X, € )
tels que |X1 = n et que, pour toute coloration des sommets de H avec ¢
couleurs, il existe au moins une aréte dont tous les éléments sont de
couleur différente. S(n, /1, ¢) est donc le nombre minimum d’arétas
d'un élément de H (11, A, ¢). On suppose dans toute la suite que /1 = 2.

Théorédme 1.3. 5(n, h, )= (n/h)S(n-1, h-1, h-1).

Démonstratios. Soit H = (X, ¢ )telque HE Jt(n, h, ) et |EL=S, h, h).
Soitxe X, sot £, ={E.E3x, Eeletsoit F, ={F:F=E—{x},E€ &].
Soit H, =(X -- {x}, F,)alors, H, € H(n—1,h—1, h--1). En effet, soit g
une celoration quelcongue de X — {x} en -1 couleurs: g(X - {x}) =

(1,2, ..., h—1], et posons j(y) =g(y), vy € X — {x} et j(x) =/ j est une
coloration de X en i couleurs, donc il existe £ € € telle que j(E) =

(1,2, ... k}.Maisalors {E — {x})= (1,2, ..., h—-t]et E - {x} € F_, donc
He (-1, h—-1,h-1% 1l en tésulte que |F, | = S(n—1, k-1, h—1),
donci€ 12 8n—~1,h-1.h-1). 0, b€l =2, y1€, 1 donc

€1 = m/nSn--1. =1, n-1).

Corollaire 1.4. 22/ (n-1+2)y < S(n, h. h) < (-1,

Démonstration. La borne supérieuse est conséquence d’un théoréme de
[8]. La borne inférieure sst démontrée par récurrence, en utilisant le
Théoréme 1.3, et 'égalits S(n--h+?, 2, 2) = n~h+1 (voir [8]).

L.

Définition 2.1. Soit H = (X, €) vn h-graphe, avec |1X| = n. H est le (n-h)-
araphe: H =(X, £)avec €={E:E=X - E, Ec ¢}.

Définition 2.2. Soit G = (Y, €) un graphe et S < X. On note Gy le graphe
Ge =(S, €gravec €g ={E: E€ €, EC S}
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Définition 2.3. On note @(n) Pensemblz de tous ies graphes ¢ = (X, ¢)
tels que [X1 =z et que pour tout § C X, avec IS| = 4, le graphe Gg con-
tienne un triangle (K3) cu un chemin de longueur 3(P3). On note f(n)
le nombre minimum d’arétes d'un graphe de ().

On suppose pour cette définition que 1 = 4.

Théoréme 2.4. S, n-2, n--2) = fin).

Démonstration. If suffit de démontrer
He S, n-2,n-2)=He gn).

Soit { = (X, €) un (n-2)-graphe, avec |X| = n. Soit g une coloration de
X en n--2 couleurs. Une méme couleur ne peut ¢tre affectée d plus de
trois sommets distincts. On a donc 2 cas:

ler cas. 1l existe trois sommets avant la méme couleur: g(x;) = g(x;)
=g(x3) = 1L Et,g(xy) = 2, g(x5) = 3, ..., g(x,) = n—2. Pour que
He o (n, n-2, n-2) il faut donc qu’il existe E € € telle que
ED X —~{x,, x5, x3}, donc¢ qu’il existe une aréte E de H telle que
E C {Al. X, V3}

2&me cas. 1l existe deux Louples de sommets avant la méme conleur.
glxy) =g(xy) = 1,g(x3) = glxy) = 2, et glxs) = 3, 8(x¢) = 4, ..., g(x,) ) = n-2.
Pour que H € ¥ (n, n—-2, n—2) il faut donc qu il existe £ € € telle que
ED X — {xy, x9, X3, x4 5, lE N {xy, x50 = Tet IEN {x;3 x4} =1, donc
il faut qu’il existe une aréte £ de H tzile que |E N {x, x«}i =1et
IE 0 {x;, x4} = 1. '

En réunissant les deux cas, pour que H € H (1, n—2, n-2) il faut et il
suffit que tout ensemble {x,, x,, x3} de sommets contienne une aréte du
graphe H et que pour tout couple d’ensembles disjoints {x;, ¥, }et {x3, x4}
il existe une aréte de H joignant {x, x-} A {x3, x4}. On vérifie aisément
que ceci est encore équivalent : pour tout § = {xy, X3, X3, X4}, Hg con-
tient un sous-graphe partiel isomorphe 3 K5 ou Pj.

“e paragraphe est consacré A I’étude des graphes de g (n).

Défirition 3.1. On not> @(n, d) 'ensemble des graphes de g (1) possé-
dant un sommet de degré d.
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On note f(n, d) le nombre minimum d’arétes d’un graphe de g(n, d).
On a donc j(n) =Min{f(n, d): 0< d < n-1}.

Pour un graphe G quelconque, on note D(G) le plus grand des degrés
de ses sommets.

On vérifie aisément que §(n, 0) = {G}, ol le graphe G, est P'union
d’un sommet isolé x, et d’ure cligue sur un ensemble Z de n—1 som-
mets, et que G(n, 1) ={G,, G,}, ot G, est obtenu A partir de G par
adjonction d’une aréte {xy, ¥y}, ¥y € Z, et ol G, est obtenu 3 partir de
G, par suppression d’une aréte {yg. ¥,}, v € Z, yy # ).

Théoréme 3.2. Soit G = (X, € ) un graphe appartenant & §(», d), alors
>3 by (g) + f(d) et D(G) 2 (n—1)((n—d-2)/(n—-d—-1)).

Démonstration. Soit G =(X,€),G € glf n, d) et soit xy € X, x4 sommet
de degré d. Soit Y le voisinage de xi,, ={y:yeX, {xp y}€c}et
Z X Y- {XO]

(1} Gy € @(d) donc Y contient au n.oins f(d) arétes de G.

(2) G, est le graphe complet sur Z. En effet, soit {z}, z,} C Z le
triplet {x,, z;, z,} contient au moins une aréte de G, qui ne peut étre
que {2, z3}. Donc Z contient ("~ 1) arétes de G.

(3)Pourtout y € ¢,

m(y, ZY=HE.-E€ €, E={y, z},z€ Z}| 2 {Zi - 1.

En effet, dans le cas contraire on anrait 3{z;, z,} C Zavec{y, z;} €¢
et {y, 7;} €. Mais alors Gg avec S = {xg, y, z,, z;} ne contiendrait ni
K3 ni P5. 11 en résulte que le nombrc d’arétes joignant Y 3 Z est au
moins égal i d{n—d-2):

m(Y,Z)= 22 m(y, Z)= 23 m(z, Y)= d(n—d-2).
yeyY zeZ

Il en résulte qu’il existe z, € Z tel que m(zy, Y) 2 d(n—d-2)/(n—d-1).
Le degré du sommet 2z, est au moins égal 3 |Z] — 1 +m(z;, ), ce qui
prouve la seconde partie du théordme.

Enfin, d’aprés (1), (2) et (3),

€13 fidy+ (Dt din—d-2)+d = (";1) - §) + fd).

Corollaire 3.3. fin, dy> ™ S1) — (§) + f(d).
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Corollaire 3.4. Si G€ @(n), D(G) 2 n-1—(n-1)"2,

Démonstration. Scit G € §(n), alors G € ¢ (1, D(G)), donc d’aprés le
Théordme 3.2, D(G) 2 (n—1)(n—-D(G)-2)n—-D(5)-1)"1 d’od
(D(G))? - 2(n-1DD(G) + (n—1)(n-2) < 0, d’od le résultat.

Théordme 3.5. Si 2d < n—1, f(n, d) = ("3') - (@) + f(d).

Démonstration. D’aprés le Corollaire 3.3, il suffit de montrer que si
2d € n—1, il existe G € @(n, d) ayant exactement ("31) — (@) + AD)
arétes. Soit X ={xg} U Y U Z, avec IX| = n, |Y| = d, iZ = n—d-1. Soit
G, =(Z, £,) le graphe complet sur Z. Soit G, = (Y, €,) te! que

G, € g(d) et | &, = f(d). Soit

C3={E:E={xq ylyeT}L

Soit ¥4 un ensemble de d arétes couplant Y dans Z (ce qui est possible
card < n—d-1). Soit

Co={EE={y,z},yeY, z€ Z, EEF,}.
Enfin, soit G = (X, £) avec ¢= €LV E,U ;U ¢, Ona
€L =D+ fld) +d + d(n--d—1)—d = "= @) + f(d).

Comme x, est un sommet de G de degré d, il reste donc 3 montrer que
Ge€ g(n): soit S C X, avec |S| = 4.

ler cas. IS N Z| > 3. Alors, d’aprés ta définition de (G S contient K.

28me cas. ISN Z)} =2 et Xo€S8:5=1{xg, ¥, 21, 231.Ona{xy v, €€,
{zy, 23} € € eton a ou bien{y, z,} € ¢, ou bien {y, z,} € ¢,, carsinon
F, ne serait pas un couplage. Donc § contient P;.

3éme cas. ISNZI=2etxg €S:5={y, vy 21, 25}. {2}, 25} € ¢ ey,
comme ¥4 est un couplage, au moins une des deux arétes {y,, z,} et
{75, z;} appartient A ¢, ainsi qu‘une des deux arétes {y;, z,} et {y, 2,}.
Donc § contient K3 ou P;.

4dmecas. (SN ZI=1etx,€8:5={x, ¥, ¥y 2} {xq, ¥y1 et {xg, yp}€,
et ou bien {y, z} ou bien {y,, z} € €. Donc § contient P;.

S¢mecas. ISN Z|=1etxy €S:5={z y, ¥y, y3}. Comme Gy € @(d),
{1, ¥, v3} contient au moins une aréte: par exemple, {y;, y,} € €.
D’autre part, au moins 2 des trois ensembles {y, z}, {5, z},{y3, 2} ap-
partiennent 3 €. Donc S contient K3 ou P;.

68mecas. SN Z=0etxy € S:8={xg ¥y, ¥2 Val. {xg, 1}, {xg, 32}
{xg, ¥3} € €, et {yy, ¥;. y3} contient une aréte de ¢. Donc § contier t K.
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Temecas. SN Z=Qetxy €5:5C Y. Comme Gy € @(d), S contiert
K; ou P;.

Pour tout graphe G, on note a(G) son nombre de stabilité et £(G) sa
connectivité.

Lemme 3.6. Si G€ @(n), a(G) < 2.

Démonstration. D’aprds la définition de @ (n), si G € g(n) tout ensemble
de trois sommets contient une aréte de G.

Lesame 3.7. Si G € @{n), et si tout sommet de G est de degré > 2, alors
kitry= 2.

Démonstration. Montrons qu’avec les hypothéses du lemme, k(G) < ]
est impossible.

ler cas. k(G) =0. Alors, G = (X, ¢) a au moins deux composantes
connexes Hy = (Xy, €;) et Hy = (X,, €,). Comme tout sommet de G est
de degré au moins 2,’on a |.X | > 3 et |[X,| > 3. Mais alors un ensemble
S ={xy, y1. %3, ¥o} avec x, € Xy, y; € X, x5 € X3, y5 € X,, ne con-
tiendrait ni Ky ni P,

28me cas. k(G) = 1. Alors, G = (X, €) posséde un point d’articulation
xg. En désignant par H, = (X,, &) et H) = (X,, ¢,) deux composantes
connexes du graphe Gy _ ., onalX,| > 2et|X,| > 2, et on termine la
démonstration comme dans le ler cas.

Théordme 3.8. Si G € G(n), et si tout sommet de G est de degré 2, alors
G est hamiltonien.

Démonstration. Le théorme est une conséquence immeédiate des
Lemmes 3.6 et 3.7, et du théoréme suivant de Chvatal et Erdos [4]:

Théoréme 3.9. Soit G un graphe ayant ai moins 3 sommets. Si k{G) 2 a(G),
alors G est hamiltonien,

Femarque. Le Théoréme 3.8 sera amélioré dans le Paragraphe 4.
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4.

Définition 4.1. On note 9(n) I'ensemble des grapaes G = (X, €) tels que
X1 = n et G ne contienne ni triangle ni cycle de longueur 4. On note
e(n) le nombre maximum d’arétes d’un graphe de 9(n).

Définition 4.2. Soit G = (X, ¢ ) un graphe. On note G* le graphe
G*=(X, €®Yavec E*={E:EC X, |EI=2,E¢ &}

Théoréme 4.2. G € @(n) = G* € 9(n).

Démonstration. G € @(n) si et seulement si pour tout §'C X, avec

IS| = 4, Gg contient K3 ou P5. C’est encore équivalent 3: pour tout
S C X, avec |S| =4, Gg est contenu dans K 3 ou dans P3 (K jestle
graphe biparti complet dont les deux parties sont de cardinal 1 et 3).
Ceci est encore équivalent A: Gg ne contient ni triangle ni C,.

Corollaire 4.3. S(n, n-2, n-2) = f(n) = () — e(n).

Corollaire 4.4. Si G € 9(n), avec G = (X, €), i existe x € X tel que
dg(x) < (n—1)"2,

Démonstration. Le Corollaire 3.4 et le Théoréme 4.2,

Le Corollaire 4.4 contient en particulier le théoréme suivant de Erdds
et Sachs [6]:

Théordme 4.5. Soit G un graphe régulier de degré d tel que G € 9(n),
alors, n > d? + 1.

Il exisie de nombreux articles sur les graplies ne contenant pas de
cycle de longueur 4, avec ou sans triangles, réguliers ou non [3,5,6,7,9].
Il résulte des travaux de ces auteurs que:

(A) n¥? GV2+o()<em)< ¥ G +o(l)).

Théordme 4.6. I existe un entier ng tel que si n 2 iy, si G € §(n) et si
tous les sommets de G sont de degré 2 2, alors G est pancyclique (i.e.,
contient des cycles de iongueur K pour tout K, 3< K< ).
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Démonstration. 1 résulte des hypotheses et du Théoréme 3.8 que G est
hzmiltonien. D’autre part, il résulte du Corcllaire 4.3 et de P'inégalité
(A) qu'il existe un entier ng tel que, si 1 2> jig, on a f(n) > +n? Le
Théordme 4.6 est alors une conséquence du Théordme suivant de
Bundy {2]:

Théordme 4.7. Si G est hamiltonicn, et G =(X. €)avec | X| =n et
(€1 > 5n?, alors G est pancyclique.
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