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S(n, h, c) est le hombre minimurr~ d~ar~tes d'un h-graphe de n sommets, tel que, dans 
route c-coloratio~ il existe une ar~.t¢ fortement co~oree. On ~tudie les c~s particuliers 
c = h, et c = h = n - 2. On monl:re que ce deI"nier cas est ~quivalent ~ certaJins probl~mes 
extr~maux de th~.orie des graph,~s. 

O. Introduction 

Un h-graphe (ou hypergraphe unifor~ne de rang h, voir [ 1 ]) est un 
couple H :: (X, £ ) o0 £ est un ensemble de parties de cardinal h de 
X : £ E: 5P~ (X). X est l 'ensemble des sommets de H, et £ est l 'ensemble 
des ar6~Ies de H. Dans [8 ], le probl~me suivant est 6tud:ie: Quel est le 
hombre rainimum d'ar6tes d 'un h-graphe H = (X, ¢; ) tel que IXi = n et 
que, pour toute coloration des sommets de X avec c couleurs., il existe 
au moins une ar~te doat  les 616ments sont tous de couleur diff~rente? 
On note S(n, h, c) ce hombre miniimum d'ar6tes. Dans [8 ], on dorme 
plusieurs valeurs approch~es ,de S(n, h, c) darts le cas g6n6ral. On consi- 
d~re ici le cas oh c = h, et particul:i~rement le casc = h = n - '2. On 
montrera que dans ce dernier cas, le probl~me est 6quivalent au pro-. 
blame suivant de th6orie des graphes: Quel est le nombre minimum 
d'ar~tes d 'un graphe de n sommets tel que tout ensemble de quatre 
sommets contienne un triangle ou un chemin de iongeur 3? On 6tudie 
les graphes poss6dant cet, te propri6t6. Enfin, on montre que le probt~me 
ci-dessus est aussi 6quivalent au probl~me classique suivant: ( ~ e l  est le 
nombre maximum d'ar~tes d"un graphe, sans triangle ni cycle de longueur 
4, ayant ~:~ sommets? 
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Dbfinition ! . i .  On appeile coloration avec c coule ,rs  de I 'ensemble X 
t~,,tJte application g surjective de X sur l 'ensemble ( 1,2 . . . .  , c). Pour tout  
~° C X. g(x  ) est Ila coule~tr de r616ment x. 

~f f in i t ion  1.2. On note 9t'(n, h, c) l 'ensemble des h-graphes H = (X, £ ) 
tots que [X~ - n et que, polar toute colorat ion des sommets  de H avec c 
couleurs, il existe au moin~ une ar~te dont  tous les  6!6ments sont de 
co,aleut diff~rente. S(n, It, c) est doric le no~abre minimum d ,tret,~.s 
d 'un 61~ment de ~ ( n .  h. c). On suppose dans toute la suite que h >t 2. 

TIt,~or~me 1.3. "i(n, h, i~ ) "~ (n/h )S (n-  1, h -  I, h -  1 ). 

D,$monstratioi:. Soit H = (X, ¢: ) tel que H $ 9t(n, h, h) et 161 = S(n, h. h). 
~:~it x ~ X, soit 6x = [E: E 9x,  E ~  6} et soit 5r x = { F : F = E - ( x } . E ~  6x].  
Soit H~ = {X -- {x}. 9" x) alors, H x ~ ~ ( n -  1, h -  1, h-- 1 ). En effet, soit g 
une coloration que lconqJe  de X - {x} en h - 1  couleurs: g ( X  -- (x}) = 
[ i, 2, ..., h -  1 1, et poso~s 10') = g(Y), YY ~ X -- {x} e t / ( x )  = J'~. / est une 
cole,ration de X en h cot~leurs, donc il existe E $ 6 telle q u e / ( E )  = 
{ t 2, .... i~]. M~tis alors/~E - {x}) = [ 1 ,2 ,  ..., h -  ~ ] et E -  {x} ~ 5r x, donc 
H x ~ { n - l , h - l , h - I  ~ I1 en, r~sulte que 15rxl ~ S ( n - l , h - l , h - - ~ . ) ,  
don.z ~ x [  ;a S ( n - l ,  h - l .  h - l ) .  Or, hl6l  = X x ~ X l 6 x i  donc 
~£ ~ :~ (nih )S(n-- I. P -  I, ¢~- 1 ). 

,,.orollan~. 1.4. ,,(h)l(n ..... /"+2) ~ S(n, h. tz) <~ (n h I). 

~ m o n s t t a t l o n .  La bornt,, sup~rieuie est cons6quence d 'un th6or~me de 
[8 |. La borne inf6rieure est d(~mor, tr6e par r6currence, en utilisant le 
° ~ o r ~ m e  1.3, et l'6galit~ S(n--L,÷ ?. 2, 2 ) =  n - h +  1 (voir [81). 

2. 

D6finition 2.1. Soit H = ~X, ~ ) ::~ h-graphe, avec IXI - n. H est le (n .... h)- 
i~raphe i-] = (X, ,~) avec ~ = ~E" E = X - E, E ~ 6 }. 

~ ' f i n i t i o n  2.2. Soit G = (X, 6 ) u n  graphe et S t: X. On note G s le graphe 
G s = (S. ~ s )  avec 6 s  -- {E: E ~ 6, E c ~ .  
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D(ffinition 2.3. On note g ( n )  l 'ensemble de tous ies  graphes O = (X, d" ) 
tels que IXl = ,,t et que p,:)ur tout  S c X, avec ISI = 4, le graphe G S con- 
tienne un triangle (K 3) c,u un chemin de !l,,ngueur 3(P3). On note f in)  
le nombre  minimum d'a~r~ztes d 'un graphc de ~(n).  

On suppose pour cette d4finiti3n que ~ >t 4. 

Th4or~me 2.4. S(n, n - 2 ,  n - 2 )  =/(n).  

D~monstration. !if suffit de d6montrer 
m ~  

H e 9¢(n, n - 2 ,  n - 2 ) * = ,  H ~ q (n) .  

Soit H := (X. 6 ) un (n -2 ) -g raphe ,  avec IXI = n. Soit g une coloration de 
X en n--2 couleurs. Une m~me cou!!eur ne peut  6tre affect6e ~t plus ,de 
trois sommets  distincts. On a donc 2 cas: 

le t  ca:,¢. I1 existe troi:; sommets  ayanl la m6me couleur: g(x 1 ) = g(x 2) 
= g(x 3) = 1. Et, g(x 4 ) = 2 , g ( x  s) = 3, . . . ,g(x  n) = n - 2 .  Pour que 
H ~ 9¢(n, n - 2 ,  n - 2 )  il faut donc qu'il existe E ~ 6 telle que 
E D X -- {x l, x 2, x3}, donc  qu'il existe une ar6te E de H telle que 

E C { x  l , x  2,x3}.  
2~me tz~s. II existe deux couples de sommets  a vant la m~rne couleur. 

g(x I ) = g(x 2) = 1, g(x3) = g(x 4 ) = 2, et g(x 5) = 3 ,g (x  6) = 4, . . . ,g(x  n) = n - 2 .  
Pour que H ~ ~ ( n ,  n - 2 ,  n - 2 )  il fauI donc qu'il existe E ~ ~7 telle que 

E D  X .... {Xl, X2, X3, X a } , t E N { X l ,  X2]! = ! e t l E n { x 3 ,  x4}l = 1, donc 
il faut qu'il  existe une ar~te E de t i  t : l le que IE n (xl,  x2}l - 1 et 

IE n (x 3, x4) I = 1. 
En r6unissant les deux cas, pour  qtte H ~ ~ ( n ,  n - 2 ,  n - 2 )  il faut et il 

suffit que tou t  ensemble {x l, x 2, x 3} ,de sommets  contienne une ar~te du 
g r aphe / - / e t  que pour tout  couple d 'easembles  disjoints (x I. r 2 }et {x 3, x 4} 
il existe une ar~te de H joignant  (x l, ~:::} ~ {x 3, x4}. On v6rifie ais4ment 
que ceci est encore 6quivalen~/t: pour ~out S = {x l, x 2, x 3, x,,}, H s con- 
tient un sous-graphe partiel isomorphe./t K 3 ou P3- 

D 

Ye paragraphe est consacr6 ~ l '6tude des graphes de r~(n). 

D4fi~ition 3.1. On not~ ~(n,  d)  l 'ensenlble des graphes de ~ ( n )  poss& 
dant un sommet  de degr6 d. 
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On note fO,', d) le nombre minimum d'ar~tes d'un graphe de ~(n, d). 
On a done f (n)  = Min {/(n, d): 0 < d <  n - i } o  

Pour un graphe G queiconque, on note D(G) le pl~as grand des degr6s 
de ses somme ts. 

On v(:rifie ais~ment que {(n, 0) :: { Go}, oi~ le graphe G O est l 'union 
d 'un sommet i~16 x o et d 'une cliqtte sur un ensemble Z de n -  1 som- 
me~s, et que ~(n,  1) = {G 1, G2}, off G~ est obtenu ~ partir de G o par 
adjonction d 'une ar~te {x o, Yo}. Yo e" Z, et off G 2 est obtenu ~ partir de 
GI par suppression d'une ar~te {Yo.. Yl}, Y! ~- Z, Yl #" Yo. 

~ o r ~ m e  3.2. Soit G = (X, ~ ) un ~mphe appartenant i~ q(n. d), alors 
t£ J ~ {n ~ t ) _ (~) + f (d)  et D(G) ~ ( n - i ) ( ( n - d - 2 ) / ( n - - d - 1  )). 

~ o m t r a t i o n .  Soit G = (X, ~ ), G ~ q,(n, d) et soit x o ~ X, x o somme~t 
de degr6 d. Soit Y le voisina~e de x,j, Y = [y: y E X, {x o, y} E C } et 
Z X -  Y -  (xo}. 

( 1 ) G r  ~ ~$(d) donc Y contient au n~oins f (d)  ar~tes de G. 
(2) G z est le gl'aphe complet sur Z. En effet, soit (z l, z 2 } c Z le 

triplet (x 0, z I. z 2} contient au moins une ar~te de G, qui ne peut ~tre 
que (z l, z2}. Done Z contient (n-ft-- 1) ar~tes de G. 

(3) Pour tout y ~ Y, 

n:O,, Z )  = tiE: E ~ ~ ,  E ~: (y,  z}, z E Z}I ) iZi - 1. 

En eft:et, dans le cas contraire on aurail 3{z 1, z 2} c Z avec (y, z 1} $ 6 
et ~', z 2} ~ 6. Mais alors G s a v e c  S = {x 0, y, zt, z 2} ne contiendrait ni 
K 3 ni P3- I1 en r(~sulte que le nombrc d:'ar~tes joignant Y it Z e s t  au 
moins ~gal ~t d ( n - d - 2 ) :  

re(Y, Z) = m(y, Z) = "L', m(z, Y) d(n- -d-  2). 
y E F  z e Z  

l| en r ~ I t e  qu'il existe z 0 e Z tel que rn(z o, Y) ;~ d ( n - d - 2 ) ~ ( n - - d -  1 ). 
Le degr~, du sommet z o est au moins ~gal ] IZI - I + m(z 0, Y), ce qui 
prouve la seconde pattie du m~.or..me. 

Enfin, d'apr~s (1), (2) et (3), 

t•l ;~ f(d)~.. (n -d - i ) , 2  d ( n - d - - 2 ) +  d = (n21) - (g) + f(d). 

CoroUaire 3.3~ f~n, d) "~, (n ~ l) (~) + f(d).  
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Corollaire 3.4. Si G ~ c~ (n), D(G) ;~ n -1 --Or-1 )~:~. 

D(;mongtrafion. Soit G ~ ~(n) ,  alors G E ¢J (n, D(G)); donc d'apr6s le 
Th6or#.me 3.2, DfG) ~, ( n -  1 ) ( n - - D ( G ) - 2 ) ( n - D ( G ) - I  )-1 d 'ch  
(D(G)) 2 - 2 (n -1  )D(G) + ( p - I ) ( n - 2 )  < 0, d'ot~ le r~.~ultat. 

Th~or~me 3.5. Si 2d < , t -  I, f (n,  d) = ( " ~  ) - (~) + f(d) .  

l~mons t ra t ion .  D'apr~s le CoroUaire 3.3, il suffit de montre~r que si 
2d < n -  1, il existe G ~ g(n, d) ayant exactement (-n~ l) _ (~).t  f(C~) 
ar~tes. Soil'. X = {x 0} u Y w Z, avec IXI = n, I YI = d, IZ[ = t : -d- -  1. Soit 
G l = (Z, 61 ) le graphe complet  sur Z. Soit G 2 = (Y, 6 2) te~ qtie 
G 2 ~ ~ ( d ) e t  1621 = f(d).  Soit 

6 3 = (E: E = {x 0, y}, y ~ ~ .  

Soit 5r 4 un en.~emble de d ar~tes co~,plant Y dans Z (ce qui est possible 
car d < n - d -  I ). Soit 

64 = {E: E = {y, z}, y ~ Y, z ~ Z, E ~ 9"4). 

Enfin, soit G = (X, 6 ) avec ¢. = 61 u d 2 t3 d?3 t3 64. On a 

161 = (n-d-2 l )÷  f (d )  + d + d b , - - d - t  ) - d  = (n~ l ) _ ( d )  ~ f(d). 

Comme x 0 est un ,~ommet de G de degr6 d, il re:~te donc ~ mont te r  que 
G 6 ~ (n)" soit S c: X, avec ISI = 4. 

ler  cas. IS n ZI ~ 3. Alors, d'apr~s ~a d6finition de 61, S contient  K 3. 
2~me cas. tS n ZI = 2 et x 0 6 S" S = {x o, y, zj ,  z2}. On a {x 0, y) 6 6 ,  

{z 1, z 2} ~ ~ et on a ou bien {y, z l} 6 ~f,~ ou bien (y, z2}c~ 64, ca:r sinon 
~4 ne serait pas un couplage. Done S contient P3o 

3~me cas. IS n Zi = 2 et x 0 ~ S: S = {)'l, Y2, Zl, z2}. {zl,  z2} ~- ~ et, 
comme 9" 4 est un couplage, au moins une des deux ar~tes {3'1, z l} et 
{y~, z~} appartient il 6 ,  ainsi qu'une des deux ar~tes {y~, z 2} et (y~  z2). 
Donc S contient K~ ou P~. 

4~me cas. IS ~ Zt = 1 et x o ~ S: S = (x o, y; ,  Y2, z). {Xo, Ylli et {x o, y2}~ 6 ,  
et ou bien (y~, z) ou bien {Y2, z} ~ 6 .  Donc S contient P3. 

5~me cas. I S n  Z! = 1 e t x  0 ~ -S: S = (z, Yl ,  3'2, Y3}. Comme G r ~ ~(d) ,  
{Y~, 3'2, Y3} contient au moins une ar~te: par e×ernple, (y~, Y:z} ~ 6 .  
D'autre part, au moins 2 des trois ensembles {ya, z}, {Y2, z}, {Y3, z} ap- 
partiennent ~ 6.  Don,c S contient  K 3 ou P3. 

6~me cas. S e~ Z = i~ et x 0 ~ S: S = (x o, y~, y:!, Y3}" {xo, Y~ }, {Xo, )':z), 
(Xo, Y3} ~ 6 ,  et {y~, y2, Y3} contient une ar6te de 6. Donc S contier t K 3. 
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~ 'v  "v , .  7~me cas. S n Z = 0 et x 0 $ S" o c Y. Comme Gy ~ q (d), S contie,-t 

K3 ou P~. 

Pour tout  graphe G, on note a(G) son nombre de stabilit6 et k(G) sa 
connectivitY. 

Lemme 3.6. Si G ~ ~(n) ,  a(G) <~ 2. 

D~monstmtion. D'apr~s la d6finition tie q(n) ,  si G ~ q (n )  tout ensemble 
de trois sommets contie~t une ar6te de G. 

Lemme 3.7. Si G ~ qOJ k et si tout sommet  de G est de degr~ ;~ 2, alors 
k(G) ~ 2. 

( , )  < ~mol t s t r a t ion .  Montrons qu'avec les hypotheses du lemme, k G 1 
est intpossible. 

I er cas. k(G) = 0. Alc zs, G = (X, 6 ) a au moins deux composantes 
connexesHl  = (XI, 61) et H2 = (X2, ~2)- Comme tout sommet de G est 
de ~egr~ au moins 2,'on a IXtl ~, 3 et IX 21 ;~ 3. Mais alors un ensemble 
S = ( x  I, Yl,X2, Y2} avec xi '~- Xl, Yl ~ X1, x2 E X 2, Y2 E X2, ne con- 
t~endrait ni K 3 ni P3. 

2~me ca:;. k(G) = I . / , lo rs ,  G = (X, 6 ) poss~de un point d'artitculation 
x o. En d~signant par H l = (X~, ~1 ) et H 2 = (X 2, ~ 2) deux composantes 
cow, hexes du graphe G x _ xo" on a IXtl t> 2 et IX21 >i 2, et on termine la 
d~monstration comme clans h: Ier cas. 

Tl'Mor~me 3.8,, Si G ~ t~0t), et si tout  sommet  de G est de degrO 2, alors 
G e~t hamilto~den. 

D~rr~omtradon. Le th6ori:me est une consequence imm6dtate des 
Lemmes 3.6 et 3.7, et du l~h6or~me suivant de Chvfital et Erdtis [41" 

T h ~ o ~ e  3.9. Soit G u,l graphe ayant at: moins 3 sommets. Si k(G) ~a(G) ,  
a:ors G e.~t hamiltonien. 

~emarque.  12 Th~!or~ e 3.8 sera am~ilior6 dans le Paragraphe 4. 
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D 

D~finition 4.1. On note 9 ( n )  l 'ensemble des grapiaes G = (X, 6 ) tels que 
IXI = n et G ne contienn:e ni triangle ni cycle de 1ongueur 4. On note 
e(n) le nombre  maximum d'ar~tes d'un graphe de 9(n) .  

D~finition 4.2. Soit G = (X, 6 ) un graphe. On note G* le graphe 
G* = (X, 6 " )  avec 6 * = { E : E c  X. IEI = 2, E~ ,£} .  

Thgmr~me 4.2. G ~ ~ ,n )  *=, G* ~ 9(n).  

D~monstration. G ~ t~(~z) si et seulement si pour tout S ' c  X, avec 
tSI = 4, G s contient K 3 ou P3. C'est encore 6quivalent/1: pour tout 
S c X, avec iSt = 4, G~ est contenu dans KI, 3 ou dan~; P3 (KI,3 est le 
graphe biparti complet dont les deux partie:; sont de cardinal 1 et 3). 
Ceci eslt encore 6quivalent/1: G~ ne contient ni triangle ni C 4 . 

Corollaire 4.3. S(n, n -  2, n - 2 )  = f(n) = (n) _ e(n). 

CoroilLaire 4.4. Si G ~ 9 ( n ) , a v e c  G = (X, 6), i! e:~iste x ~ X tel que  

dc3(x) < ( n -  I )t::. 

D~monstration. Le Corollaire 3.4 et le Th6or~,me 4.2. 

Le Coroilaire 4.4 contient en particulier ~e th~or~me suivant de Erdbs 
et Sachs [6]" 

Th~or#.me 4.5. Soi t  G u n  graphe rkgulier de degr6 d tel que G E 9(tt  ), 
alors, n ~, d 2 + 1. 

I1 existe de nombreux articles sur les graphes ne contenant pas de 
cycle de longueur 4, avec ou sans triangles, r6guliers ou non [ 3, 5,6, 7,9].  

II r6sulte des travaux de ces auteurs que" 

(A) n 3/2 (¼,f2 + o( 1 )) < e(n) <~ n 3'2 (±2 + o( 1 )). 

ih~or~me 4.6. II existe un entier n o ,et que si n >t S~o, si ~: j E O4(n~ et si 

t ous le s  soml~wts de G sont  de degr~ >>. 2, alors G est f;an+:yclique (i.e., 

cont ient  des cycles de iongueur K pour to+it K. 3 < K <<. ~). 
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L~monstration. il rdsulte des hypotheses et du Th6or~me 3.8 que G est 
hamiltonien. D'aullre part, il r~sulte du Corollaire 4.3 et de l'in~galit6 
(A) qu'i] existe un entier n 0 tel que, si 1! ',:~ i~ 0, on a j (n )  > ¼n 2. Le 
Th~or~me 4.6 est alors une consequence du Th6orihne suivant de 
B, mdy [ 2 ]  

Th ,  or~me 4.7. Si G est ham,iltonien, et G = (X. 6)  avec IXI = n et 
2 ~(~ > :,n . alors G est pancyclique. 
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