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I. INTRODUCTION 

En 1958, Kaplansky [6] inaugura l’etude des modules projectifs de type 
infini en montrant qu’ils sont somme directe de modules de type denombrable, 
et qu’ils sont libres sur les anneaux locaux. Depuis, Bass [2] et Hinohara [5] 
ont montre que si l’anneau verifie certaines conditions noetheriennes, les 
modules projectifs de type in!ini sont libres. On sait aussi que l’existence 
de modules projectifs de type infini non libres est fortement like a la topologie 
du spectre [7]. L’influence de cette topologie peut Ctre CliminCe en ne 
considerant que des modules projectifs de rang constant. 11 est done utile de 
savoir si un module projectif posdde cette propritd. Aussi le paragraphe III 
est-il consacre a la caracterisation des anneaux commutatifs tels que tout 
module projectif a un rang constant. 

Au paragraphe IV nous donnons un exemple de module projectif de rang 
constant strictement inferieur a son type (cardinal minimal d’un systbme de 
generateurs). Ceci am&e a introduire les modules uniformement gros au sens 
de Bass [2], c’est-a-dire les modules dont le rang est constant et egal au type. 
Toujours au paragraphe IV, nous montrons qu’un module de rang constant 
et de type assez grand (par exemple superieur au cardinal de l’anneau) est 
uniformement gros. 

Puis nous prouvons au paragraphe V qu’un module projectif uniformement 
gros de type assez grand est toujours libre. En particulier si A est commutatif 
integre ou si A n’a qu’un seul ideal biladre maximal et si P est un module 
projectif de cardinal infini strictement superieur a celui de A, alors P est libre; 
si K est un corps commutatif, tout k[X&sl-module projectif de type strictement 
superieur au cardinal de Z est libre. 

Au paragraphe VI nous montrons qu’un module localement libre (au sens 
de la topologie de Zariski) et de type non denombrable est toujours libre. 

En appendice nous demontrons le theoreme de Gruson (non publie) qui 
affirme que, pour les modules projectifs, les bases se remontent modulo 
le radical de Jacobson. 
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II. DI%FINITIONS, NOTATIONS ET RAPPELS 

Tous les modules sont des modules a gauche. Le trpe d’un module est 
le cardinal minimal d’un systeme de ginerateurs. Le rang d’un module 
projectif P est la fonction qui a tout ideal maximal bilatere m associe le type 
de P/,P. Si l’anneau est commutatif, le rang s’btend Cvidemment au spectre 

tout entier si p est un ideal premier, rg,(P) est la dimension du A,-module 
libre P, . Un module est gros si son type est infini, trb gros si son type n’est 
pas denombrable. Un gros module projectif est uniformknent gros si son rang 

est constant et Cgal a son type. 
Soient P un A-module projectif et x un Clement de P. Posons P* = 

Hom,(P, A) et U(X) = {f(x);f~ P*}. C e ensemble D(X) est un ideal a droite t 
de type fini engendre par les coefficients de x sur une base d’un module libre 
dont P est facteur direct. Pour que x engendre un facteur direct libre de P, il 
faut et il suffit que o(x) = A. On dit alors que x est unimodulaire. 

On appelle trace de P, et on note Tr(P), l’image de l’application canonique 
t: P @x P* -+ A. C’est un ideal bilatere et Tr(P) = xzsP D(X). 

Soientf: A + B un homomorphisme d’anneaux etg l’application canonique 
P + B BA P. On a +(g(x)) = f(~~(x)) . B et Tr,(B @ P) = Tr,(P) * B. 
Si A est commutatif et local, P est libre et Tr,(P) = A sauf si P = 0, auquel 
cas Tr,(P) = 0.11 en resulte que si A est commutatif Tr,(P) est un ideal pur 

( i.e., A/Tr,(P) est plat) et que le support de P est constitut des ideaux 
premiers qui ne contiennent pas Tr,(P). 

Si 01 est un ordinal, on designe par II, le (a + 1)dme cardinal infini et 
par W, le plus petit ordinal de cardinal II, . 

Soient E un ensemble ordonne et c un cardinal; nous dirons que E est 
c-noeth&zn s’il n’existe pas de partie de E, bien ordonnee pour l’ordre induit 

et de cardinal strictement superieur 2 c. Un espace topologique est c-noethkien 
si l’ensemble de ses ouverts l’est. Un anneau est c-noethkrien (resp. c-noethekien 
2 guuche, c-noethtkien h droite) si l’ensemble de ses ideaux bilateres (resp. 
l’ensemble de ses ideaux a gauche, a droite) l’est. 

PROPOSITION 1. Pour qu’un anneau soit c-noetht%n (resp. c-noethkien 
ci gauche, i2 d&e), il faut et il suj% que tout id&l bilatke (resp. ci gauche, 
h droite) admette un systdme de gMateurs de cardinal c. 

Si l’anneau est c-noetherien, considerons un ideal I non nul et definissons 
par recurrence transfinie des elements x, de I de manikre a ce que x, 
n’appartienne pas B l’ideal Ib, engendre par les x, tels que fl < 01. On ne 
s’arr&e que quand I, = I et les x, ainsi obtenus forment un systeme de 
g&&rateurs de I de cardinal au plus c. 

Rkiproquement, supposons que tout ideal admette un systeme de 
generateurs de cardinal c = II, , mais qu’il existe une farnille bien ordonnke 
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strictement croissante, indiciee par l’ordinal w,+r d’ideaux Ia . Soit xi (i E J) 
un systtme de gCnCrateur.s de I = u IB , tel que card(l) = c; choisissons p(s(i) 
tel que x6 E Iau) . Comme u Is(i) = u I, , les /3(i) forment une partie cofinale 
de w,+~ de cardinal H, , ce qui est absurde. 

COROLLAIRE 1. Uta anneau de cardinal c est c-noethkrien (resp. c-noethkrien 
ci gauche, ci droite). 

Si K est un corps, l’anneau K[&liE1 est card(I)-noethkkn. 

Soit a un ideal de KIXiliEl . A toute partie finie J de I on associe 
a~ = a n K[&],J 9 q ui est un ideal de type fini. En reunissant les systemes 
de generateurs finis de ces aJ on obtient un sysdme de genbateurs de a, 
de cardinal I. 

Un ensemble ordonne est c-artinien, s’il est c-noethkrien pour I’ordre 
oppose; on parlera de m&me d’anneaux et d’espaces topologiques c-artiniens. 

PROPOSITION 2. Un anneau de cardinal c est c-artinien. 

Soit I, une famille bien ordonnee decroissante d’ideaux et soit x, un Clement 
de I, - I,+1 . 11 est clair que le cardinal de l’ensemble des OL est inferieur 
ou Cgal a celui de I’anneau. 

Les definitions precedentes different de celles d’autres auteurs. Ainsi 
Gruson et Jensen dans un article a paraitre appellent c-noetherien un ensemble 
ordonne tel que toute partie filtrante pos&de une partie cofinale de cardinal c. 
Un tel ensemble est clairement c-noetherien en notre sens, mais la reciproque 
est fausse comme le montre I’ensemble des parties finies d’un ensemble. 

III. MODULES PROJECTIF~ DE RANG CONSTANT 

Dans ce paragraphe, les anneaux sont supposCs commutatifs. 

THI~OR~ME 1 (Vasconcelos [9]). U n module projectif de rang constant jki 
est de typfini. 

PROPOSITION 3 (Bass [I]). Soit A un anneau de radical de Jacobson J. 
Un mod& projectif P tel qw P/ JP = 0 est nul. 

Beck [4] a ainsi g&r&&C ce resultat: 

PROPOSITION 4. Avec les notations de la proposition 3, si P est un mods& 
projectif tel que P/ JP est un Al J-module libre, alors P est lake. 

481/31/3-4 
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Now donnons en appendice une forme plus forte de ce resultat, due B 

Gruson. 
Voici une autre gCnCralisation de la proposition 3 que nous ne savons 

malheureusement dtmontrer que dans le cas commutatif. 

PROPOSITION 5. Soit A un anneau commutatif de radical J. Si P est un 
A-module projectif tel que P/ JP est de type fini, alors P est de type fini. 

Grlce au theoreme de Kaplansky [6], on peut supposer P de type denom- 
brable. Le theoreme 1 montre qu’il suffit de montrer que le rang de P est 
localement constant. Soit X, l’ensemble des points p de Spec(A) tels que 
rangp(P) > n. On sait qu’il est ouvert et l’hypothese montre que 
X, n Spec(A/ J) est ferme dans Spec(A/ J). A u t rement dit, il existe un ideal I 
de A tel que les ideaux maximaux contenant I sont exactement les ideaux 
maximaux de X, . 11 est clair que X, est la plus petite partie de Spec(A) 

stable par generisation et specialisation contenant Ir(l), et les propositions 3.1 
et 3.2 de [7] montrent que X, est ferme, c’est-a-dire que le rang de P est 
localement constant. 

THBORBME 2. Soit A un anneau commutatif les conditions suivantes sent 
f!quivalentes: 

(1) Tout module projectif a un rang constant. 

(2) Tout module plat monogti est libre. 

(3) Tout module plat de type $ni est projectif de rang constant. 

(4) Tout module plat de type fini est projectif, et A ne posdde pas 
d’idempotent non trivial. 

(5) Les seuls ouverts stables par sptkialisation de Spec(A) sont @ et 

Spec(A). 

(6) Si (xn) est une suite d’t%nents de A non tow nuls et tels que x, = x,x,+~ 

pour tout n, alors x, = 1 pour n assex grand. 

Ce thCor&me est implicitement contenu dans [7]. 
Compte tenu qu’un module plat de type fini est projectif si et seulement si 

son rang est localement constant, les assertions 1, 3, 4, 5 expriment que les 
relations intervenant dans l’assertion (ii) du thboreme 7.4 de [7] n’ont qu’une 
seule classe d’bquivalence. 

LEMME 1. Le support dkjinit ulze bijection de l’ensemble des idt!aux PUYS 

(i.e., id&aux I tels que A/I est plat) sur l’ensemble des ouverts du spectre, stables 
par spkialisation. 
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Soit I un tel ideal pur. Comme (A/I), est libre pour tout ideal premier p, 
il est clair que supp(l) est ouvert stable par specialisation. Reciproquement, la 
proposition 5.4 de [7] associe un ideal pur a tout ouvert stable par specialisa- 
tion, et cet ideal est unique, comme on le voit localement. 11 est evident que 

les applications ainsi definies sont reciproques l’une de l’autre, et que ceci 
montre que (2) 0 (5). 

LEMME 2. (i) Soit I un i&al pur de type dknombrable de A; il existe 
un sysdme de gthhateurs (x,),,~ de I tel que x, = x,x,+, pour tout n. 

(ii) Si (x,J est we suite d’&ments de A telle que x, = x,x,,+~ pour tout n, 
l’idkal I qu’elle engendre est pur. 

(i) Si zr ,..., Z, sont des elements de 1, comme zi = .si * 1 dans A, 
on sait qu’il existe t E I tel que zi = zi . t pour i = I,..., ?t (c’est une propriCk! 
caracteristique de la purete). Soit done un systeme de gerkrateurs (y&RI de I. 

11 existe xi tel que yi = yrxr . On definit de m&me par recurrence x,+r tel que 

Y~+~ = yn+lxn+l et x, = x,x,+~ . 11 est clair que les x, forment le systeme de 
g&&rateurs cherche de I. 

(ii) Soient a, ,..., zk des elements de I. Les relations entre les x,, 
montrent immediatement qu’il existe TZ tel que xi = &x, pour tout i, et done 
que zi = zix,+r , ce qui montre la purete de l’ideal engendre par les x, . 

Remarquons que cette demonstration n’utilise pas la commutativite de A, 
et montrons l’equivalence de 5 et de 6. Compte-tenu du corollaire 2.3 de [7], 
et du lemme 2, il suffit de montrer que si (x,) est une suite d’elements de A 
tels que x, = x,x,+r p our tout n et engendrant A comme ideal, alors x, = 1 
pour n assez grand. Mais les hypotheses montrent que 1 = 2 h,x, . Comme 

xn = X,%+1 ? il vient 1 = Ax, pour n = max{i> c’est-a-dire 1 = Ax,x,+r = 

X n+l . On en deduit immediatement que xk = 1 pour tout k > n. 

THQORAME 3. Si A est un anneau commutatif, les conditions suivantes sont 
t$uivalentes : 

(1) Tout module projectif a un rang localement constant. 
(2) Tout module plat monoghe est projectif. 

(3) Tout module plat de type jhi est project;f. 

L’equivalence de (2) et de (3) et I’implication (3) * (1) proviennent 
du lemme 2 et du theorbme 5.7 de [7]. Supposons (1) verifit, et considerons 
un module plat monogene A/I. L’ideal I est reunion filtrante d’ideaux purs 

de type denombrable I, qui sont projectifs [7, Corollaire 2.31. Soit P = @I, . 
On a une suite exacte P --f A + A/I -+ 0. Le support de A/I est le cosupport 
de I, et done de P. Celui-ci est ouvert et fermt par (I), et le rang de A/I 
est localement constant. 
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COROLLAIRE. (a) Les conditions du tht;or&ne 3 sont vt!r$Zes s’il existe 
une famille f%ie d’ideaux premiers dont l’intersection est contenue dans le 
radical de Jacobson. C’est le cas en particulier si 

(i) Spec(A) est noethkien. 

(ii) A n’a qu’un nombre $ni d’ideaux premier minimaux. 

(iii) Max(A) (ensemble des ideaux maximaux muni de la topologie de 
Zariski) est noeth&en. 

(iv) A est semi-local. 

(b) Si en outre A ne possede pas d’idempotents non trivsiwx, il v+% 
les conditions du thtWme 2. C’est en part&&r le cas si A est int&re. 

La premiere assertion resulte du corollaire 3.4 de [7]. Le reste est evident, 
sauf peut Ctre (iii); mais si Max(A) est noetherien, il n’a qu’un nombre fini 
de composantes irreductibles, de la forme V(p,) oti pi est premier; il est clair 
que n pi est contenu dans le radical de Jacobson. 

IV. MODULES UNIFORM.#IMENT GROS 

Pour qu’un module projectif soit libre, ii est Cvidemment necessaire qu’il 
soit de rang constant mais cette condition n’est pas suffisante car il peut 
exister des modules projectifs de rang constant strictement inferieur B leur 

type. 

EXEMPLE 1. Soient c < c’ deux cardinaux inf%is. I1 existe un anneau A 
et un A-module prq’ectzy de rang constant c et a% type c’. 

Soient k un corps, I et I’ deux ensembles de cardinaux c et c’ respectivement. 
Posons 4, = k[&,n]ier.ncN , et prenons pour A le quotient de A, par l’ideal 
engendre par les X,,, - Xt,nXi,n+l et les Xs,,Xj,, (i #i). Dbignons par 
xi,n l’image de X,,, dans A. L’ideal Pi = (Xi,1 ,..., x~,~ ,...) est pur de tyPe 
denombrable (Lemme 2), et done projectif. Le module P = &t~ Pi est un 
ideal, et en tout point du spectre son rang est 0 ou 1. Comme c’est une 
somme directe, il est nCcessairement de type c’. Done Q = P @ A(t) est 
de rang constant c et de type c’. 

11 est done necessaire de trouver des cridres afhrrnant qu’un module 
de rang constant est uniformement gros (i.e., le type est Cgal au rang). 

TH$OR&ME 4. Si A est un anneau commutatif tel que tout module projectif 
a un rang constant, tout gros module projectif est unifwm&ent gros. 

C’est une consequence du theoreme 1 et du fait que tout projectif est 
somme directe de projectifs de type denombrable [6]. 
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LEMME 3. Soient A un anneau non nkcessairement comhutatif et P un 
A-module projectif de rang constant r non dhwmbrable. Alors P = &, Q, @ Q 

oh 

(a) Qi est imiformhent gros de type dhmbrable. 

(b) le cardinal de J est .4gal ri r. 

(4 'W&l + A- 
D’apres [6], P = oiEI Pi avec type(PJ = I& et card I = t; en outre 

Tr(P) = Ciel Tr(P,). C omme le rang est constant non nul, Tr(P) n’est 
contenu dans aucun ideal bilatere maximal, i.e., Tr(P) = A, et il existe des 

elements 1, 2,..., n de I tels que CT Tr(PJ = Tr(P, @ a.* @ P,) = A. 
Considerons I’ensemble d des couples (I’, 9) oh I’ est une partie de I et B 

une partition del’ en ensembles finis 1, tels que Tr(@,ra Pi) = A; ordonnons 
le par l’ordre (I’, 9’) < (I”, 9’) defini par ((I’ C I”, et les elements de 9’ 

qui rencontrent I’ sont contenus dans I’ et appartiennent a 9’). D’apres 
ce qui precede, d est non vide; il est tvidemment inductif et possede un 
element maximal (I’, 9). Posons R, = Giel Pi pour tout ensemble fini I, 
de la partition 9, et Q = Bier, Pi . La m&imalid de (I’, 9) montre que 
Tr(Q) # A. Soit m un ideal maximal bilattire tel que m 1 Tr(Q). On a 

A/m @ P = @ (A/m 0 Ra). Comme type(A/m @ R,) < HO et type 
(A/m@P)= , 1 r e cardinal de l’ensemble des OL est r. Une somme directe 
denombrable de R, est clairement un module uniformement gros de type 

denombrable. En regroupant les R= par paquets denombrables, on obtient 

done les Qj cherchb. 

THI%OR&ME 5. Tout module projectif uniformhent gros est somme directe 
de modules un@wnhent gros de type dhwmbrable. 

Supposons que type(P) = r dans la demonstration precedente. Ceci 
implique card(l) = card(J) = r, et done card(1 - 1’) ,< Y. 11 existe done 
une application injectivefi I - I’ + J. Posons Qiu, = Qft(i) @ Pi et Q,’ = Qj 
si j 4 Im(f). 11 est immediat que les Qj’ sont uniformement gros de type 

denombrables et que P = ojs,Qj’. 

THI$OR~E 6. Soit A un anneau pour lequel le radical de Jacobson est kgal 
ci l’intersection des idtkux bilatkes maximuux. I1 exiite un plus petit cardinal 
injini c,,(A) tel que tout module projectif de rang constant et de type c > c,,(A) 
est unajknhent gros. 

Soit Max A l’ensemble des ideaux bilattres maximaux, soit P un module 
projectif de rang constant et de type c > EI, ; on a P = ai,1 Pr avec type 
(Pi) = E;r, et cardQ = c. On va montrer que si c > card(Max A), le rang 
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de P est Cgal Q c. A tout ideal maximal bilatere m, associons l’ensemble 
I,,, = (i E I, PJmP, # O}. Comme un module projectif nul modulo le radical 
de Jacobson est nul [I], on a I = (J MaxA I,, ce qui donne le resultat, en 
remarquant que card I,,, < rang(P). En effet 1’CgalitC I = UlvlaXA I,,, implique 
card(l) < card(Max A). rang(P) = sup(card(Max A), rang(P)). 

EXEMPLE 2. La condition SW A ne peut &tre supprimt!e dans le thlort!me 6. 

Soient V un espace vectoriel de dimension II, et A = End( I’). Bien que le 
radical de A soit nul, A possede un seul ideal bilatere maximal m, l’ensemble 
des endomorphismes d’image finie. Si e est un projecteur d’image finie, 
P = Ae est done un module projectif de rang constant nul tel que Tr(P) = m. 
Pour tout ensemble 1, le module P(l) est de type card(l) et de rang constant nul. 

COROLLAIRE 1. (1) Si card(Max A) < M, , on a c,(A) < EI,+1. 

(2) Si A est commutatif c,(A) # H, . 

(3) I1 n’y a pas de borne absolue pour c,(A). 

La deuxieme assertion n’est autre que le theoreme 1 qui s’exprime 
c,(A) < II, 3 c,,(A) = II, . La troisieme assertion n’est autre que l’assertion 
de l’exemple 1. 

11 convient de donner d’autres majorations de c,(A). Soit (C) la relation 
d’equivalence suivante sur Max(A) : m Cquivaut a m’ si pour tout module 
projectif P on a type (P/mP) = type(P/m’P) (cf. [7]). Si m et tn’ sont 
equivalents pour (C), il est clair que I,,, = I,,,, dans la demonstration du 
theoreme 6. Done: 

COROLLAIRE 2. Si le cardinal de l’ensemble des classes pour (C) est inf&Gur 
ou &al ci H, , on a co(A) < K+1 . En particulier si A est commutatif et 
l’ensemble des C-classes est dknombrable, c,(A) = $4, . 

THI%OR~ME 7. Soit A un anneau vt%$iant la condition du thkrbme 6. Si 
les idkaux (bilatkres) qui sont traces de modules projectif.. forment un ensemble 
kI,-mtinien, on a c,(A) < kz,,,, . 

Soit P = oiGl P* un module projectif de rang constant avec type(P) = 
card(l) = t et rang(P) = I < t. Soit m, un ideal maximal. L’ensemble 
Im, = (i E I, PJm,P, # 0) a un cardinal inferieur ou Cgal a r; posons 
II = I - Imm, et PI = @,,l,Pi; il est clair que P,/m$‘, = 0 et done 
Tr(P,) Cm, E Tr(P) = A. Effectuons une recurrence transfinie: si P, = 
OdeI, Pi , soit m, un ideal maximal tel que P,/m,P, # 0, i.e., Tr(P,) Q m, . 
C’est possible, car un module projectif nul modulo le radical de Jacobson 
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est nul, ce qui entraine que Tr(P,) n’est pas contenu dans le radical de 
Jacobson. Posons I,,,, = {i E I, , P,/m,P, # 0}, IU+1 = I, - I,,, et 

a P or+1 = 0 Pi * 
*EL+1 

On a card(l,,,a) < r, Tr(P,+,) C Tr(P,) et cette inegalite est stricte car 

TV,) Q mm et WP,+d C m, . Si 01 est un ordinal limite, on pose 

I, = n I, , P, = 0 pi = n 4, 
E<a ier, B<U 

et on a done Tr(P,) = &<a (Tr)P, . La recurrence s’arrete quand P, = 0, i.e., 
I, = ,@. CommeI= vIma, on voit que t = card(I) < r. EI, = sup@, FL,,). 
Si t > EL, on a t < r, c’est-A-dire t = r. 

COROLLAIRE. Si card(A) < kI, , on a c,(A) < l4,+1 autrement dit, un 
module projectif de rang constant et de cardinal tran@ni supkrieur h celui de 
l’anneau est uniformkment gros. 

V. LIBERTY DES MODULES UNIFORM~MENT GROS 

Maintenant que l’on possede des criteres permettant d’affirmer qu’un 
module projectif est uniformement gros, on peut aborder la question centrale 
de cet article: les modules uniformement gros sont-ils tous libres? Disons 
tout de suite que I’on ne connait pas de contre-exemple; en particulier, 
on ne connait pas d’autres gros modules projectifs sur un anneau indgre 

que les modules libres. Commencons par resumer les resultats connus. 

TH&OR&ME 8. (1) Si A est commutatif de spectre maximal noethkien, tout 
module projectif de rang constant infini est libre; si A ne possede pas d’idempotents 
non triviaux, tout gros module projectif est libre [5]. 

(2) Si le quotient de A par son radical de Jacobson est noeth&n 6 gauche, 
tout module projectif uniformLment gros est libre [2]. 

(3) Si le quotient de A par son radical de Jacobson est noetht%n ci droite, 
tout module projectzf uniformement gros de type > kI, est libre [2]. 

Notons que la technique d’Hinohara peut etre utilisee pour donner une 
demonstration de la deuxieme assertion plus simple que celle de Bass. 

THBORBME 9. Etant donne’ un anneau A, il existe un plus petit cardinal 
inji,i c,(A) tel que tout A module projectif uniformtkzent gros de type suptG%ur 
ou kgal h c,(A) est libre. 
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Soit P un tres gros module projectif uniformement gros. D’apres le 
theoreme 5, P = &, Pi , les Pi &ant uniformement gros de type H,, . 
On peut Ccrire I = J” et poser Qj = @IcEJ Pj,k . Le module Qj est uniforme- 
ment gros. Si on montre que Qj contient un unimodulaire, P contiendra un 
facteur direct libre de m&me type que lui et sera done libre [2]. Supposons que 
type (P) = card I = card J > c, en designant par c le cardinal de l’ensemble 
des classes d’isomorphie de A-module projectifs uniformement gros de 
type Ei,, . Pour tout i, il existe une suite k, ,..., k, ,... d’elements de J tels que 
tous les Pi k ’ 12 soient isomorphes. Comme Tr(P,,,l) = A, il existe 

fi ,...,fm E PjTkE et Xl >..*, &n E Pi.kl 

te*s we fi(xl) + ... + fm(x,) = 1. Grace aux isomorphismes ci-dessus, on 
peut supposer que fn E Pzk, et x, E Pj,k, pour tout n, et x1 + ... + X, est 
alors unimodulaire. C.Q.F.D. 

Comme on ne connait pas c a priori, il faut donner d’autres majorations 
de c,(A). 

THBOR~ME 10. Soit A un anneau, J son radical de Jacobson. 

(1) Si A/J est I&-noethbrien h gauche ou ci droite, c,(A) < kI,+, . 

(2) Si A est commutatif et si son spectre maximal est El,-noetht!rien, on 
a c,(A) < a+, . 

Soit P = &, Pi une somme directe de modules projectifs uniformement 
gros telle que card I > EI, . Pour tout i, on a Tr(P,) = A. Bien ordonnons I; 
on peut done construire par rkurrence transfinie des ClCments xi E Pi et 

f j  E Pi* te*s we f&4 4 Li W&4 + I) (resp. fi(xi) 6 Li (h(xj)A + I), 

resp. D(fi(xi)) Q (Jrci D(f&))). L’hypothtse sur card(l) montre que l’on 
s’arrete quand C (Aft(xz) + J) = A (resp. C (fi(xi)A + J) = A, resp. 
(J D(fj(xj)) = A). 11 existe done il ,..., in et ai, ,..., aC tels que ai,ft,(xi,) + ... 

+ aimfi,(%n) = 1 (rew.fil(x,l) ai1 + *-* + fi,(%,) ain = 1). 

L’tl&nent ailxcl + . ..+ai.Xi,EP~lO...OPi,(resp.Xj~+ ..*+x,*)est 
clairement un unimodulaire, ce qui dbmontre le Asultat, compte-tenu de 
la dkmonstration du thCor&me 9. 

COROLLAIRE 1. Tout A nrodule projectif de rang constant et de cardinal 
in@; strictement supbieur h card(A) est l&e. 

11 suffit de remarquer que type P > card A tquivaut h card P > card A. 
Le cas oti A est fini est facile. 11 faut supposer P de cardinal infini, comme 
on le voit avec un module de longueur 3 sur l’anneau des matrices 2 x 2 
sur un corps fini. 
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COROLLAIRE 2. Si A est commutatif et vt%ij?e les conditions du thbo&ne 2 
(en particulier si A est intigre), tout module projectif tel que card P > card A 
est libre. 

Si A est fini, il est local et tout module projectif est libre. 

COROLLAIRE 3. Soit k un corps commutatif. Si A = k[Xi]d,l , tout A-module 
projectif tel que rang(P) > card I est l&e. 

Si I est fini, cela resulte du theoreme 8 et de [3, corollaire 22.41. 

Remurques. (1) Si on savait montrer que tout gros module projectif sur 

k[XiI isN est libre, on montrerait facilement que tout gros module projectif 
est libre sur les anneaux de polynomes. 

(2) Rappelons que le probleme suivant reste ouvert: Existe-t-i1 des 
modules projectifs uniforrnement gros qui ne sont pas libres ? 

VI. MODULES LOCALEMENT LIBRES 

Dans ce paragraphe nous supposons les anneaux commutatifs. 

DEFINITION. Un A-module Pest dit localement libre s’il existe une famille 
finie d’elements (td) de A telle que C At, = A et que Pt, soit un A+, module 
libre. On definit de m&me un module localement projectif. 

THEO&ME Il. Un module localement projectif est projectif. 

C’est un cas particulier du theoreme suivant. 

THBORBME 11 bis (Gruson). Soit f: A --t B un h omomorphisme univer- 
sellement injectif d’anneaux commutatif. Un A-module P tel que B @ P est 
project;f est h&&me projectif. 

C’est une consequence immediate des resultats 3.1.3, 2.5.1, et 1.2.1 de la 
2eme partie de [8]. 

PROPOSITION 6. Soit P un t&s gros module localement libre, et soient 
t 1 ,..., t, des &ments de A tels que C At, = A et que Pt, soit un A,<-module 
libre. Alors P = @jsJ Pj , les modules Pi itmt de type d&&able et tels q~ 
(Pj)ti soit un ACi-module libre pour tout i et tout j. 

Choisissons, pour tout i une partie B, de P dont l’image dans Pt, est une 
base. Si E,, est une partie de P, designons par E,,,, la reunion des Ei,, , en 
appelant E”,,, la partie de B, qui intervient dans la decomposition de l’image 
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de E, sur l’image de Bi dans Pt. . Si E = E, est une partie de P, il est clair 
que E’ = lJ E, engendre un so& module Q de P tel que les Qti sont libres. 

En outre Q est un facteur direct de P car il est clair que les (P/Q)ti sont libres 
et que P/Q est done projectif. Si E est reduit a un Clement, Q est de type 
denombrable. 

Soit 8 l’ensemble des couples (N, 0) oh N est un facteur direct de P et D 
une decomposition N = ojsJD iVi de N en somme directe de modules de 
type denombrable verifiant: (1) les (N& sont libres, (2) les (P/J/),( sont 
libres. Ordonnons d par l’ordre ((N C N’ et D’ prolonge D>>. Ce qui precede 

montre que d est non vide, inductif et que (N, D) ne peut &tre maximal que 
si P = N, ce qui montre la proposition. 

THBOR~ME 12. Un trks gros module localement libre de rang constant est 
libre. 

Ce theoreme resulte de la proposition 6, de l’argument du theorbme 9 
et du lemme suivant. 

LEMME 5. Soitent t, ,..., t, des t%hents de A tels que C Ati = A. Soient 
P 1 ,..., P, des modules projectifs tels que Pi possLde M t%ment xi dont l’image 
dans (P,),i est A,i-unimodulaire. Alors x = x1 + ... + x, est unimodulaire dans 
P1@.**@P,. 

En effet fief = A,* pour tout i. Done o(x) = A. Ceci montre que, dans 

la proposition 6, toute somme directe de n modules Pi contient un uni- 
modulaire et que P contient un facteur direct libre de type card(J) = type(P). 

PROBLAME. Un gros module localement libre de rang constant est-il libre ? 

APPENDICE: 

REL~VEMENT DES BALES MODULO LE RADICAL D'APRBS L. GRUSON 

11 y  a deja assez longtemps, Gruson a dCmontrC mais n’a jamais publie 
le theoreme suivant qui ameliore le theoreme de Beck ([4] ou proposition4): 

THI?OF&ME. Soient P un A-module projectif et a un id&al bilatkre contenu 
dam le radical de A. Si P/aP est UA Ala-module libre de base C il existe une 
base B de P done l’image dans PjaP est C. 

DCsignons pour simplifier par T le foncteur A/a @A ?. 
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LEMME 1. Pourtoutx~P,onax~~(~).P. 

Cela s’obtient immediatement en ecrivant P comme facteur direct d’un 
module libre, en le decomposant sur une base de celui-ci, et en projetant 
sur P. 

LEh4iwE 2. Soient e 1 ,..., e, des t%!ments de P tels que e; ,..., 2% ferment 
une base d’un facteur direct libre e de P; les ei forment une ‘base du module L 
qu’ils engendrent et L est un facteur direct de P. 

Les hypotheses se traduisent dans le diagramme commutatif suivant 

dans lequelg est un relevement quelconquedeg (Pest projectif)et oug 0J = id. 
Comme coker (g 0 f) est de type fini, il est nul grace a par Nakayama. Done 
g 0 f admet une section, ce qui montre que ker(g 0 f) est de type fini et que 

ker(g 0 f) = ker(g 0)‘). D one, (lemme de Nakayama) ker(g 0 f) = 0, et 
g of est un isomorphisme; la conclusion est maintenant immCdiate. 

LEMME 3. Pour tout x de P, il existe e, ,. .., e, E: P tels que x EC Ae, et 
que les 5 soient des Gments distincts de C. 

Soit (Al ,..., A,) un systeme de generateurs de o(x). Le lemme 1 nous 
affirme que x = C &xi . Soit K = Cj Gfj la decomposition de X$ sur C. 
Soient ej E P tels que .F~ =fj , pour tout j, et Q un supplementaire de C Aej 
(lemme 2). 

En choisissant convenablement le relevement pij de E, on a done 

xi - 1 pijej E aQ, 

pour tout i. Soit cq; = xi h,pii ; ce qui precede montre que 

x - C +ej E Q(X) * aQ, 

c’est-a-dire o(x) C C ocjA + pa; Nakayama nous donne o(x) = C ajA, 
puisque 2 ariA Co(x). On peut done Ccrire x - 2 e+ei = C ajxj’ avec 

xi’ E aQ. Si on pose e,’ = ej + x,‘, le lemme est demontre, car 7 = 5 . 

LEMME 4. Le th.4orJme est vrai si P est de type dkombrable. 

Soit x1 ,..., x, ,... un systeme de generateurs de P. 



450 DANIEL LAZARD 

Definissons par recurrence des elements e, ,..., e,(,) tels que 

et que les < soient des elements distincts de C. Soit &+r l’image de x,,, dans 
Q = P/L, . On peut appliquer le lemme 3 B Q et x:+~, ce qui permet de 
da%-& ek(n)+l ,..., w,+,) - 

Les ej ainsi definis sont lirkairement independants (lemme 2) et engen- 
drent P. 

De’monstration du thhrhe. On Ccrit P comme somme directe de modules 
de type denombrables P = @<El Pi . Remarquons d’abord que tout sous 
module de type denombrable Q,, de P est contenu dans un sous module de 
type denombrable Q de P tel que Q soit somme dune partie des Pi et que Q 
ait pour base une partie de C. Soit en effet (ej)js, un rekvement de C dans P. 
Soient par recurrence Q,,’ le sous module engendre par Q,, et ceux des ej tels 
que ej intervienne dans la decomposition des elements de z sur C, et Qn+l 
la somme des Pi qui interviennent dans la decomposition de Qn’. 11 est clair 
que Q = U Qn = lJ Q,,’ est le module cherche. 

DCfinissons par recurrence transfinie des sous-modules QU de P (U ordinal) 

tels que Qu = Uutcu Qu * si u est un ordinal limite et que Q0 = 0; nous voulons 
en outre que, pour tout u, Q,, soit une somme partielle des Pi et que rU soit 
engendre par une partie de C. Si QU # P, on peut appliquer l’argument 
precedent a P/Q,, pour construire QU+r r) Qw de maniere que Q,,+JQ,, soit 
somme directe partielle denombrable des Pi et que QU+JQU soit engendree 
par une partie de C. 11 est clair que QU+l = QU @ Qw+JQU satisfait 
aux conditions cherchees. La recurrence s’arrke quand Q,, = P; ainsi 
P = @ (QU+r/QU) selon l’argument classique de Kaplan&i, [8, lemme 3.1.21 
et il suffit d’appliquer le lemme 4 B chacun des QU+r/QU pour conclure. 
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