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Soit ðatÞt>0 un semi-groupe dans une algèbre de Banach, et soit n un entier positif.

On montre que si lim supn!þ1 jjat � atðnþ1Þjjo n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

; alors ou bien at ¼ 0 pour t > 0;

ou bien la sous-algèbre A engendrée par le semi-groupe ðatÞt>0 est unitaire, et il existe
u 2 A tel que at ¼ etu pour t > 0: Un exemple très simple montre que la constante

n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

est optimale.

Let ðatÞt>0 be a semigroup in a Banach algebra, and let n be a positive integer. We

show that if lim supn!þ1 jjat � atðnþ1Þjjo n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

; then either at ¼ 0 for t > 0; or the

closed subalgebra A generated by the semigroup ðatÞt>0 is unital, and there exists

u 2 A such that at ¼ etu for t > 0: A simple example shows that the constant n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

is

best possible. # 2002 Elsevier Science (USA)
1. INTRODUCTION

Soit n51 un entier et soit ðatÞt>0 un semi-groupe dans une algèbre de

Banach. On montre ici que si lim supt!0þ jjat � atðnþ1Þjjo n

ð1þnÞ
1þ
1
n

; alors ou bien

at ¼ 0 pour t > 0; ou bien la sous-algèbre fermée A engendrée par ðatÞt>0 est
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unitaire, et il existe u 2 A tel que at ¼ etu pour t > 0: Ce résultat avait été
obtenu par le second auteur dans [10] pour n ¼ 1 en supposant ðatÞt>0
continu pour t > 0 et borné à l’origine, puis dans une partie non publiée de
sa thèse pour n ¼ 1 et n ¼ 2 en supposant seulement ðatÞt>0 continu pour
t > 0: La méthode présentée ici, valable pour tout entier positif, permet
d’éliminer toute hypothèse de continuité.

Le point de départ de cet article est la discussion des semi-groupes dans C;
c’est à dire des applications y : Kþ ! C telles que yðs þ tÞ ¼ yðsÞyðtÞ
pour s 2 Kþ; t 2 Kþ; Kþ désignant l’ensemble des élements strictement
positifs d’un sous-corps K de R: On vérifie que si y n’est pas continu alors ou
bien lim supt!0þ jyðtÞ � yðtðgþ 1ÞÞj ¼ 2; ou bien lim supt!0þ jyðtÞ�yðtðgþ1ÞÞj
¼ þ1 pour tout g 2 Kþ: Soit maintenant ðatÞt2Kþ un semi-groupe dans une
algèbre de Banach commutative A. 0n voit que si g 2 Kþ; et si lim supt!0þ

rðat � atðgþ1ÞÞo2; rðat � atðgþ1ÞÞ désignant le rayon spectral de at � atðgþ1Þ;
alors l’application t/fðatÞ est continue sur Kþ pour tout f 2 Â:

Un deuxième ingrédient tout à fait élémentaire de cet article est basé sur
l’étude des variations de la fonction f : x/ x � xgþ1 sur l’intervalle

½0; 1� pour g > 0: On voit que si d 2�0; g

ð1þgÞ
1þ
1
g
[ alors f �1ð½0; d�Þ est la

réunion de deux intervalles disjoints ½0; s1� et ½s2; 1�: On en déduit que si

lim supt!0þ rðat � atðgþ1ÞÞo g

ð1þgÞ
1þ
1
g
et si le semi-groupe ðatÞt2Kþ n’est pas

quasinilpotent alors A=RadðAÞ est unitaire, A désignant la sous-algèbre
fermée engendrée par le semi-groupe. On montre plus précisément au
Théorème 3.3 que dans ce cas il existe un idempotent J de A; un élément u de
JA et une application additive r : Kþ ! RadðJAÞ possédant les propriétés
suivantes:

(i) fðJÞ ¼ 1 pour f 2 Â:
(ii) ðat � JatÞt2Kþ est un semi-groupe quasinilpotent.
(iii) at ¼ etuþrðtÞ pour t 2 Kþ:

Un exemple très simple montre que la constante g

ð1þgÞ
1þ
1
g
est optimale pour

le résultat ci-dessus.
Soit g > 0; et soit ðatÞt2Kþ un semi- groupe non quasinilpotent tel que

lim supt!0þ jjðat � atðgþ1ÞÞjjo g

ð1þgÞ
1þ
1
g
: On montre au Théorème 3.2 que dans ce

cas on a la décomposition plus précise Jat ¼ etu pour t 2 Kþ; avec u 2 JA:
Ceci revient à montrer que l’application additive r : Kþ ! RadðAÞ obtenue
plus haut est continue. Ceci provient d’un résultat simple d’Analyse
complexe : il existe une fonction analytique g sur le disque ouvert U de

centre 0 et de rayon g

ð1þgÞ
1þ
1
g
telle que gð0Þ ¼ 0 et telle que egðzÞ � eðgþ1ÞgðzÞ ¼ z
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pour z 2 U : On montre alors que si l’hypothèse ci-dessus est vérifiée alors
tu þ rðtÞ ¼ gðJat � Jatðgþ1ÞÞ pour t assez petit. On en déduit que lim supt!0þ

jjrðtÞjjoþ1; et on voit alors facilement que l’application r est continue. On
est donc ramené au cas d’un semi-groupe quasinilpotent.

Soit n un entier positif, et soit ððctÞt2Kþ
Þ un semi-groupe quasinilpotent tel

que lim supt!0þ jjct � ctðnþ1Þjjo n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

: On veut montrer que ct ¼ 0 pour

t 2 Kþ. Les outils pour conclure proviennent de nouveau de l’Analyse
Complexe. D’après un théorème d’Arens et Calderòn [1], l’équation
x � xnþ1 ¼ u possède une unique solution dans R si R est une algèbre de
Banach radicale, donnée par la formule x ¼ gðuÞ où g est une fonction
holomorphe au voisinage de l’origine. On montre que la série de Taylor de g

a l’origine est à coefficients positifs et a pour rayon de convergence
n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

: Ceci prouve en particulier que si x est quasinilpotent, et si

jjxjj5 1

ðnþ1Þ
1
n

; alors jjx � xnþ1jj > n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

: On en déduit le résultat cherché.

Par conséquent si un semi-groupe non nul ðatÞt2Kþ vérifie lim supt!0þ

jjat �atðnþ1Þjjo n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

; alors avec les notations ci-dessus on a bien at �Jat ¼ 0

pour t 2 Kþ; donc l’algèbre fermée A engendrée par le semi-groupe est
unitaire d’unité J; et at ¼ Jat ¼ etu pour t 2 Kþ:

Dans la dernière partie de l’article on s’intéresse aux semi-groupes

ðatÞt2Kþ tels que lim inf t!0þ jjat � atðnþ1Þjjo n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

: On ne peut pas espérer des

résultats aussi précis qu’avec les limites supérieures,car on peut construire
des semi-groupes très discontinus tels que lim inf t!0þ jjatjj ¼ 0; ce qui
implique trivialement que lim inf t!0þ jjat � atðnþ1Þjj ¼ 0 pour n51: D’autre
part on peut construire un semi-groupe ðatÞt>0 dans l’algèbre co; continu
pour t > 0 tel que jjatjj ¼ 1 pour t > 0 et tel que lim inf t!0þ jjat � atðgþ1Þjj ¼ 0
pour tout g > 0:

Soit n51 un entier, et soit x un élément d’une algèbre de Banach

commutative A tel que jjxjj5 n

ðnþ1Þ
1
n

et jjx � xnþ1jjo n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

: On voit facilement

que dans ce cas il existe un idempotent non nul J de A tel que

ff 2 Â j fðJÞ ¼ 1g ¼ ff 2 Â j jfðxÞj > 1

ðnþ1Þ
1
n

g: On donne au Théorème 5.2

une formule explicite pour calculer un tel idempotent, valable pour tout
entier positif n: Cette formule coincide pour n ¼ 1 avec la formule donnée
par le premier auteur dans [6], et pour n ¼ 2 est plus maniable que la
formule donnée par le second auteur dans la partie non publiée de sa thèse
[11]. Nous renvoyons à [4] pour la comparaison entre ces idempotents. On
trouvera également dans [4] des formules plus génerales du même type, avec
des applications aux algèbres de Banach à unité approchée bornée. Le
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Théorème 5.2 implique notamment que si une algèbre de Banach A ne
possède aucun idempotent non nul alors on a lim inf t!0þ jjatjj ¼ 0 pour
tout semi-groupe ðatÞt2Kþ d’éléments de A tel que lim inf t!0þ

jjat � atðnþ1Þjjo n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

:

Dans le cas général on se limite aux semi-groupes qui sont localement
bornés, c’est à dire aux semi-groupes tels que supa4t4b jja

tjjoþ1 pour
0oaoboþ1: On montre que si la condition ci-dessus est vérifiée par un
semi-groupe localement borné non nul alors la sous-algèbre fermée A

engendrée par le semi-groupe contient une suite croissante ðJpÞ d’idempo-
tents telle que

S
p51 JpA est dense dans A: Si le semi-groupe ðatÞt>0 est

continu alors on a un résultat plus précis: ou bien A est unitaire, et dans ce
cas il existe u 2 A tel que at ¼ etu pour t > 0; ou bien il existe une suite ðjpÞp51

d’idempotents non nuls de A telle que SpanfjpAgp51 est dense dans A et telle
que pour tout p51 il existe up 2 jpA vérifiant jpat ¼ etup pour p51:

Les méthodes utilisées dans les quatrièmes et cinquièmes parties de cet
article ne donnent des résultats concernant le comportement asymptotique
en 0 de jjat � aðgþ1Þjj que dans le cas où g est entier. On peut se demander si
on peut obtenir des résultats analogues pour g > 0; au moins en ce qui
concerne les semi-groupes localement bornés. On donne à la fin de l’article
des résultats très partiels dans cette direction pour les rationnels positifs.
L’étude des semi-groupes d’opérateurs fortement continus sera developpée
ultérieurement.

2. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE EN 0 DU RAYON
SPECTRAL DE LA DIFFÉRENCE ENTRE ÉLÉMENTS

D’UN SEMI-GROUPE

Si K est un sous-corps de R; on notera Kþ l’ensemble des éléments
strictement positifs de K : Soit y : Kþ ! C une application non identique-
ment nulle vérifiant yðs þ tÞ ¼ yðsÞyðtÞ pour s 2 Kþ; t 2 Kþ; de sorte que
yðtÞa0 pour t 2 Kþ: On va tout d’abord établir en utilisant des arguments
classiques deux propriétés concernant le comportement asymptotique de y
au voisinage de 0: Ces résultats sont bien connus dans le cas où K ¼ R (voir
[9, Section 4.17]).

Pour t > 0; posons Ft ¼ flogðjyðtÞjgt2K\�0;t½; et soit F :¼
T

t>0
%FF t: Si a 2 F ;

b 2 F ; il existe deux suites ðsnÞn51 et ðtnÞn51 d’éléments de Kþ qui convergent
vers 0 telles que a ¼ limn!þ1 logðjyðsnÞjÞ et b ¼ limn!þ1 logðjyðtnÞjÞ: Quitte à
remplacer la suite ðtnÞn51 par une sous-suite, on peut supposer que tnosn

pour n51; et on obtient a � b ¼ limn!þ1 logðjyðsn � tnÞjÞ 2 F :Donc F est un
sous-groupe additif de R et ou bien F est dense dans R; de sorte que F ¼ R;
ou bien il existe a50 tel que F ¼ aZ: Dans le deuxième cas soit ðtnÞn51 une
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suite d’éléments de Kþ qui converge vers 0 telle que a ¼ limn!þ1 logðjyðtnÞjÞ:

Alors a
2
¼ limn!þ1 logðjyðtnÞj

1
2Þ ¼ limn!þ1 logðjyð1

2
tnÞjÞ 2 F ; de sorte que

a ¼ 0: Dans ce cas limt!0þ logðjyðtÞjÞ ¼ 0: Si on pose cðtÞ ¼ logjyðtÞj pour
t 2 Kþ; cðtÞ ¼ �cð�tÞ pour t 2 �Kþ et cð0Þ ¼ 0; on voit que c est un
morphisme additif de K dans R qui est continu en 0; donc continu sur K : On
a cðtÞ ¼ tcð1Þ pour t 2 Q; et par continuité on obtient cðtÞ ¼ tcð1Þ pour
t 2 K : On voit donc que y vérifie l’une des deux propriétés suivantes

lim sup
t!0þ

jyðtÞj ¼ þ1 et il existe pour tout u 50 une suite ðtnÞn51

d 0éléments de Kþ qui converge vers 0 telle que u ¼ lim
n!þ1

jyðtnÞj; ð2:1Þ

lim
t!0þ

jyðtÞj ¼ 1 et il existe a 2 R tel que jyðtÞj ¼ eta pour t 2 Kþ: ð2:2Þ

Posons maintenant fðtÞ ¼ yðtÞ
jyðtÞj pour t 2 Kþ; Gt ¼ ffðtÞgt2Kþ\�0;t½ pour t >

0; G ¼
T

t>0
%GGt: De même que plus haut on voit que G est un sous-groupe

multiplicatif du cercle unité T: Soit H ¼ fx 2 R j eix 2 Gg: Alors H est un
sous-groupe fermé de R donc ou bien H ¼ R; de sorte que G ¼ T; ou bien il
existe b50 tel que H ¼ bZ: Comme 2p 2 H; il existe dans le deuxième cas

un entier p51 tel que b ¼ 2p
p
: Posons u ¼ e

2ip
p : On a alors G ¼ fukg04k4p�1:

Soit ðtnÞn51 une suite d’éléments de Kþ qui converge vers 0 telle que
limn!þ1 fðtnÞ ¼ u; et soit v une valeur d’adhérence de la suite ðfðtn

p
ÞÞn51: On

a vp ¼ u; et vp ¼ 1 puisque v 2 G: Donc p ¼ 1; et G ¼ f1g: Par conséquent
limt!0þ fðtÞ ¼ 1: Posons fðtÞ ¼ f�1ð�tÞ pour t 2 �Kþ et fð0Þ ¼ 1: Alors f
est continu en 0, donc uniformément continu sur K ; et il existe un
morphisme de groupe continu *ff : ðR;þÞ ! T tel que *ffðtÞ ¼ fðtÞ pour t 2
Kþ: Ceci montre qu’il existe b 2 R tel que fðtÞ ¼ eitb pour t 2 Kþ: Donc y
vérifie l’une des propriétés suivantes

lim sup
t!0þ

1�
yðtÞ
jyðtÞj

����
���� ¼ 2; et pour tout u 2 T il existe une suite ðtnÞn51

d 0elements de Kþ qui converge vers 0 telle que lim
n!þ1

yðtnÞ
jyðtnÞj

¼ u: ð2:3Þ

lim
t!0þ

yðtÞ
jyðtÞj

¼ 1; et il existe b 2 R tel que
yðtÞ
jyðtÞj

¼ eitb pour t 2 Kþ: ð2:4Þ

On a alors le lemme suivant

Lemme 2.1. Soit K un sous-corps de R et soit y : Kþ ! C une application

non nulle telle que yðs þ tÞ ¼ yðsÞyðtÞ pour s 2 Kþ; t 2 Kþ:
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(i) Si lim supt!0þ jyðtÞj ¼ þ1; alors lim supt!0þ jyðtÞ � yðtðgþ 1ÞÞj ¼
þ1 pour g 2 Kþ:

(ii) Si lim supt!0þ jyðtÞjoþ1; et si lim supt!0þ j1� yðtÞj > 0; alors

lim supt!0þ jyðtÞ � yðtðgþ 1ÞÞj ¼ 2 pour g 2 Kþ:
(iii) Si limt!0þ yðtÞ ¼ 1; alors il existe c 2 C tel que yðtÞ ¼ etc pour

t 2 Kþ:

Démonstration. Il est évident que si g est rationnel, et si lim supt!0þ jyðtÞj
¼ þ1; alors lim supt!0þ jyðtÞ � yðtðgþ 1ÞÞj ¼ þ1; puisque jyðtðgþ 1ÞÞj ¼
jyðtÞjgþ1 pour g 2 Kþ; mais on va voir que ce résultat est valable
pour tout g 2 Kþ: Fixons g 2 Kþ; et supposons que lim supt!0þ

jyðtÞ � yðtðgþ 1ÞÞjoþ1: Soit R > lim supt!0þ jyðtÞ � yðtðgþ 1ÞÞj; et soit
t0 2 Kþ tel que jyðtÞ � yðtðgþ 1ÞÞjoR pour t 2 E :¼�0; t0½

T
K :

Soit t 2 E et supposons que jyðtðgþ 1ÞÞj52R: On a alors

2R 1�
1

yðtgÞ

����
����4 yðtðgþ 1ÞÞ �

yðtðgþ 1ÞÞ
yðtgÞ

����
���� ¼ jyðtðgþ 1ÞÞ � yðtÞj4R:

Donc j1� 1
yðtgÞj4

1
2
et jyðtgÞj42: Supposons maintenant que t 2 E et que

jyðtÞj52R: On a

2Rj1� yðtgÞj4jyðtÞ � yðtðgþ 1ÞÞj4R;

donc j1� yðtgÞj41
2
et jyðtgÞj51

2
: Soit alors t 2 E tel que jyðtÞj4jyðt0Þj

2R
: On a

t0 � t 2 E et jyðt0 � tÞj ¼ jyðt0Þj
jyðtÞj52R: D’après ce qui précède, jyððt0 � tÞgÞj51

2
;

donc jyðtgÞj42jyðt0gÞj: Finalement si t 2 E; et si jyðtðgþ 1ÞÞj42R et jyðtÞj5
jyðt0Þj
2R

; alors jyðtgÞj ¼ jyðtðgþ1ÞÞj
jyðtÞj 4 4R2

jyðt0Þj
: Posons M ¼ maxð2; 2jyðt0gÞj; 4R2

jyðt0 j
Þ: On

obtient jyðtgÞj4M pour t 2 K ; 0otot0: Donc s’il existe g 2 Kþ tel
que lim supt!0þ jyðtÞ � yðtðgþ 1ÞÞjoþ1 on a lim supt!0þ jyðtÞj ¼
lim supt!0þ jyðtgÞjoþ1; ce qui prouve (i).

Supposons maintenant que lim supt!0þ jyðtÞjoþ1 et que lim supt!0þ j1
�yðtÞj > 0: Alors y vérifie (2.2) et (2.3). Soit g 2 Kþ: On a lim supt!0þ jyðtÞ �
yðtðgþ 1ÞÞj � lim supt!þ0þ jyðtÞj þ lim supt!þ0þ jyðtgÞj ¼ 2: D’autre part

d’après la propriété (2.3) il existe une suite ðsnÞn51 d’éléments de Kþ qui

converge vers 0 telle que limn!þ1
yðsnÞ
jyðsnÞj

¼ �1: Posons tn ¼ sn

g pour n51:

Comme limn!þ1 jyðsnj ¼ limn!þ1 jyðtnj ¼ 1; et comme limn!þ1 yðtngÞ ¼
�1; on a limn!þ1 jyðtnÞ � yðtnðgþ 1Þj ¼ limn!þ1 jyðtnÞjj1� yðtngÞj ¼ 2:
Donc dans ce cas lim supt!0þ jyðtnÞ � yðtnðgþ 1Þj ¼ 2 pour tout g 2 Kþ; ce
qui prouve (ii).

Supposons maintenant que limt!þ1 yðtÞ ¼ 1: Alors y vérifie les propriétés
(2.2) et (2.4), ce qui prouve (iii). ]
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Si A est une algèbre de Banach,on notera Â l’ensemble des caractères de
A; et on notera rðxÞ le rayon spectral d’un élément x de A: Soit K un sous-
corps de R: On dira qu’une famille ðatÞt2Kþ d’éléments de A est un semi-
groupe si asþt ¼ asat pour s 2 Kþ; t 2 Kþ; et on dira qu’un semi-groupe
ðatÞt2Kþ est quasinilpotent si rðatÞ ¼ 0 pour t 2 Kþ (ce qui équivaut à
rða1Þ ¼ 0).

Nous aurons besoin plus loin du résultat bien connu suivant

Lemme 2.2. Soit A une algèbre de Banach commutative unitaire, et soit G

l’ensemble des éléments inversibles g de A tels que fðgÞ ¼ 1 pour tout f 2 Â:
Alors l’application x ! ex est une bijection de RadðAÞ sur G:

Démonstration. Soit I l’unité de A; et soient x 2 RadðAÞ; y 2 RadðAÞ tels

que ex ¼ ey: On a ðx � yÞðI þ
P

k52

P
04p4k�1

xpyk�1�p

k! Þ ¼ 0: Comme I þ
P

k52P
04p4k�1

xpyk�1�p

k! 2 RadðAÞ; I þ
P

k52

P
04p4k�1

xpyk�1�p

k! est inversible dans A et

x ¼ y: D’autre part si g 2 G alors la série
P

k51ð�1Þkþ1ðg�IÞk

k
converge dans

RadðAÞ: Posons x ¼
P

k51ð�1Þkþ1ðg�IÞk

k
: Il résulte des propriétés standard

du calcul fonctionnel holomorphe que g ¼ ex; ce qui achève la
démonstration. ]

On a le résultat général suivant.

TheŁ oreØ me 2.3. Soit K un sous-corps de R; soit ðatÞt2Kþ un semi-groupe

non quasinilpotent dans une algèbre de Banach, soit A la sous-algèbre fermée

engendrée par ðatÞt2Kþ et soit g 2 Kþ:

Si lim supt!0 rða
t � atðgþ1ÞÞo g

ð1þgÞ
1þ
1
g

alors A=RadðAÞ est unitaire, et il

existe un idempotent J de A; un élément u de JA et une application r : t ! rðtÞ
de Kþ dans RadðJAÞ possédant les propriétés suivantes

(i) fðJÞ ¼ 1 pour tout f 2 Â:
(ii) rðs þ tÞ ¼ rðsÞ þ rðtÞ pour s 2 Kþ; t 2 Kþ:
(iii) Jat ¼ etuþrðtÞ pour t 2 Kþ; où ev ¼ J þ

P
k51

vk

k! pour v 2 JA:
(iv) ðat � JatÞt2Kþ est un semi-groupe quasinilpotent.

Démonstration. Soit f 2 Â: D’après le Lemme 2.1, on a jfðatðgþ1ÞÞj ¼
jfðatÞjgþ1 pour t 2 Kþ: Soit d 2 R tel que lim supt!0þ rðat � atðgþ1ÞÞodo

g

ðgþ1Þ
1þ
1
g
: Il existe t0 2 Kþ tel que j jfðatÞj � jfðatÞjgþ1j4jfðatÞ � fðatðgþ1ÞÞj4d

pour t 2 E0 :¼ Kþ\�0; t0�: La fonction f : x/ x � xgþ1 est positive sur ½0; 1�;
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croissante sur ½0; ðgþ 1Þ
�1
g� et décroissante sur ½ðgþ 1Þ

�1
g ; 1�; et

f ððgþ 1Þ
�1
gÞ ¼ g

ð1þgÞ
1þ
1
g
:

Soient s1 et s2; avec s1os2; les deux solutions sur �0; 1½ de l’équation
f ðxÞ ¼ d: On a jfðatÞjos1 ou jfðatÞj > s2 pour t 2 E0: Soit t 2 E0: Comme
jfðartÞj ¼ jfðatÞjr pour r 2 Qþ; on voit que si jfðatÞjo1 alors un sous-
ensemble dense de l’intervalle ½jfðatÞj; 1� ne rencontre pas ½s1; s2�: Par
conséquent jfðatÞj5s2 pour f 2 Â: En particulier jfðat0 Þj5s2 pour f 2 Â ce
qui prouve que Â est compact. D’après les Théorème 3.6.3 et 3.6.6 de [12],
l’algèbre quotient A=RadðAÞ est unitaire, et il existe un idempotent J de A tel
que fðJÞ ¼ 1 pour tout f 2 Â: Il est clair que ðat � JatÞt2Kþ est un semi-
groupe quasinilpotent.

L’algèbre B ¼ JA a pour unité J: Posons bt ¼ Jat pour t 2 Kþ: Soit c 2 B̂:

Il existe f 2 Â tel que cðJxÞ ¼ fðxÞ pour x 2 A: On a st
2j1� cðbtgÞj4jfðatÞ �

fðatðgþ1ÞÞj4do1 pour t 2 E0 et par conséquent il existe t1 2 E0 tel que rðJ �

btÞo1 pour t 2 E1 :¼ K\�0; t1�: Posons ut ¼
P

k51
ð�1Þkþ1ðbt�JÞk

k
pour t 2 E1:

On a bt ¼ eut pour t 2 E1:
Soit maintenant t 2 Kþ; et soit n le plus petit entier positif tel que

t4nt1: On pose ut ¼ nut
n
; de sorte que bt ¼ eut : Soit c 2 B̂; et soit f 2 Â

tel que fðxÞ ¼ cðJxÞ pour x 2 A: D’après le Lemme 2.1 il existe cf 2 C

tel que cðbtÞ ¼ fðatÞ ¼ etcf pour t 2 Kþ: Les notations étant les mêmes
que plus haut on voit que cðut

n
Þ coincide avec la détermination

principale du logarithme de cðbtÞ: Donc cðut
n
Þ ¼ tcf

n
et cðutÞ ¼ ncðut

n
Þ

¼ tcf:
Posons u ¼ t�1

1 ut1 ; rðtÞ ¼ ut � tu: On a cðrðtÞÞ ¼ tcf � tcf ¼ 0; donc rðtÞ 2
RadðAÞ pour t 2 Kþ: On a erðsÞþrðtÞ ¼ e�ðsþtÞubsþt ¼ erðsþtÞ et il résulte du
Lemme 2.2 que rðs þ tÞ ¼ rðsÞ þ rðtÞ pour s 2 Kþ; t 2 Kþ; ce qui achève la
démonstration. ]

On a alors le corollaire suivant

Corollaire 2.4. Soit K un sous-corps de R; soit ðatÞt2Kþ un semi-groupe

non nul dans une algèbre de Banach commutative semisimple, soit A la sous-

algèbre fermée engendrée par ðatÞt2Kþ et soit g 2 Kþ:

Si lim supt!0 rða
t � atðgþ1ÞÞo g

ð1þgÞ
1þ
1
g

alors A est unitaire, et il existe un

élément u de A tel que at ¼ etu pour t 2 Kþ:

On va maintenant donner un exemple très simple qui montre que la
constante g

ð1þgÞ
1þ
1
g
est optimale.

Exemple 2.5. Pour t > 0; x 2 ½0; 1�; posons atðxÞ ¼ xt:
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Alors jjat � atðgþ1Þjj1 ¼ g

ðgþ1Þ
1þ
1
g
pour g > 0; t > 0; et la sous-algèbre fermée

de Cð0; 1Þ engendrée par le semi-groupe ðatÞt>0 est semi-simple et non
unitaire.

En effet on déduit du théorème de Stone–Weierstrass que la sous-algèbre
fermée de Cð0; 1Þ engendrée par a1 coincide avec M :¼ ff 2 Cð0; 1Þ j f ð0Þ ¼
0g: Donc la sous-algb̀re fermée de Cð0; 1Þ engendrée par ðatÞt>0 coincide
également avec M; qui est semisimple et non unitaire. D’autre part pour
g > 0; t > 0 on a jjat � atðgþ1Þjj1 ¼ max04x41 x � x1þg ¼ g

ð1þgÞ
1þ
1
g
:

3. DISTANCE ENTRE ÉLÉMENTS D’UN SEMI-GROUPE:
RÉDUCTION AU CAS DES SEMI-GROUPES QUASINILPOTENTS

La fonction f : x/ ex � eðgþ1Þx est une bijection de � � logðgþ1Þ
g ;þ1½ sur

� �1; g

ð1þgÞ
1þ
1
g
½: Le lemme suivant traduit le fait que que le rayon de

convergence du développement de Taylor en 0 de la fonction réciproque

f �1 : � �1; g

ð1þgÞ
1þ
1
g
½!� � logðgþ1Þ

g ;þ1½ est égal à g

ð1þgÞ
1þ
1
g
:

Lemme 3.1. Soit g > 0; et soit U le disque ouvert de centre 0 et de rayon
g

ð1þgÞ
1þ
1
g
: Il existe une fonction analytique g : U ! C telle que gð0Þ ¼ 0 et telle

que egðzÞ � eðgþ1ÞgðzÞ ¼ z pour z 2 U :

Démonstration. Posons f ðzÞ ¼ ez � eðgþ1Þz: Comme f ð0Þ ¼ 0; et comme
f 0ð0Þ ¼ �ga0; il résulte du théorème d’inversion locale qu’il existe deux
voisinages ouverts V et W de 0 tels que la restriction de f à V soit une
transformation conforme de V sur W : Il existe donc une fonction analytique
g : W ! V telle que gðf ðzÞÞ ¼ z pour z 2 V et telle que f ðgðzÞÞ ¼ z pour
z 2 W : On a gð0Þ ¼ 0: Soit

P
k51 akzk le développement de Taylor de g en 0.

Comme f ðRÞ � R; ak 2 R pour k51: Soit R le rayon de convergence de la

série
P

k51 akzk: On étend g au disque ouvert Dð0;RÞ en posant gðzÞ ¼P
k51 akzk pour jzjoR; et on a f ðgðzÞÞ ¼ z pour jzjoR: Pour x 2� � R;R ½ on

a f 0ðgðxÞÞa0; donc gðxÞa1
g logð

1
gþ1

Þ: L’étude des variations de f sur R montre

alors que x ¼ f ðgðxÞÞaf ð1g logð
1

gþ1
ÞÞ ¼ g

ðgþ1Þ
1þ
1
g
: Donc R4 g

ðgþ1Þ
1þ
1
g
:

Soient s1 et s2; avec s14s2; les deux solutions (ou la solution double) de
l’équation f ðxÞ ¼ R sur � �1; 0½; et soit s3 la solution de l’équation f ðxÞ ¼
�R sur �0;þ1½:
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Si jzjoR; on a R > jf ðgðzÞÞj5j jegðzÞj � jeðgþ1ÞgðzÞj j ¼ jeReðgðzÞÞ � eðgþ1ÞReðgðzÞÞj:
Donc ou bien ReðgðzÞÞ 2� �1; s1½; ou bien ReðgðzÞÞ 2�s2; s3½: Comme
Reðgð0ÞÞ ¼ 0; un argument de connexité montre que s2oReðgðzÞÞos3:

D’autre part es2 j1� eggðzÞj4eReðgðzÞÞj1� eggðzÞj ¼ jegðzÞ � eðgþ1ÞgðzÞjoR4
g

ðgþ1Þ
1þ
1
g
: Comme es2 > 1

ðgþ1Þ
1
g
; on obtient j1� eggðzÞjo g

gþ1
o1 pour jzjoR: Donc

g ImðgðzÞÞ 2
S

k2Z� �
p
2
þ 2kp; p

2
þ 2kp½: Comme Imðgð0ÞÞ ¼ 0; un argument

de connexité montre que gjImðgðzÞÞjop
2
pour jzjoR: On voit donc que

gðDð0;RÞÞ est borné.
Soit l 2 C tel que jlj ¼ R: Il existe une suite ðznÞn51 d’éléments de Dð0;RÞ

telle que limn!þ1 zn ¼ l et telle que la suite ðgðznÞÞn51 soit convergente.
Posons mðlÞ ¼ limn!þ1 gðznÞ: On a f ðmðlÞÞ ¼ l:

Si f 0ðmðlÞÞa0; il existe d’après le théorème d’inversion locale un
voisinage ouvert Vl de mðlÞ et un voisinage ouvert Wl de l tels que la
restriction de f à Vl soit une tranformation conforme de Vl sur Wl:
Soit gl : Wl ! Vl l’application réciproque. Comme zn 2 Wl et gðznÞ 2 Vl

pour n assez grand on voit que g et gl coincident au voisinage de zn pour n

assez grand, donc g et gl coincident sur la composante connexe de l dans
Wl \ Dð0;RÞ: Ceci montre que l est un point régulier de la série entièreP

k51 anzn: Mais cette série admet au moins un point singulier l tel que
jlj ¼ R; et on a alors f 0ðmðlÞÞ ¼ 0:

Donc mðlÞ ¼ � logðgþ1Þ
g þ 2ikp

g ; avec k 2 Z; et l ¼ f ðmðlÞÞ ¼ e
2ikp
g g

ð1þgÞ
1þ
1
g
; ce

qui montre que R ¼ jlj ¼ g

ð1þgÞ
1þ
1
g
: La fonction g construite ci-dessus vérifie

donc les conditions du lemme. ]
On a alors le théorème suivant

TheŁ oreØ me 3.2. Soit K un sous-corps de R; soit ðatÞt2Kþ un semi-groupe

non quasinilpotent dans une algèbre de Banach, soit A la sous-algèbre fermée

engendrée par ðatÞt2Kþ et soit g > 0: Si lim supt!0þ jjat � atðgþ1Þjjo g

ðgþ1Þ
1þ
1
g
; alors

il existe un idempotent J de A et u 2 JA vérifiant les propriétés

suivantes

(i) fðJÞ ¼ 1 pour f 2 Â;
(ii) ðat � JatÞt2Kþ est un semi-groupe quasinilpotent,
(iii) Jat ¼ etu pour t 2 Kþ:

Démonstration. On reprend les notations du Théorème 2.3. Il suffit de
montrer que l’application additive r : Kþ ! RadðJAÞ est de la forme
rðtÞ ¼ t:rð1Þ: Posons B ¼ JA; et posons uðtÞ ¼ tu þ rðtÞ pour t 2 Kþ: Soit



DISTANCE ENTRE ÉLÉMENTS 177
g : z/
P

k51 akzk la fonction analytique sur le disque ouvert U de centre 0

et de rayon g

ðgþ1Þ
1þ
1
g
obtenue au Lemme 3.1, soit d 2�0; g

ðgþ1Þ
1þ
1
g
½ et soit t0 2 Kþ

tel que jjat � atðgþ1Þjj4d pour t 2 E :¼ K\�0; t0�: Comme la série
P

k51 jak jd
k

est convergente, la série
P

k50 akðJat � Jatðgþ1ÞÞk converge dans B pour t 2

E: Posons vðtÞ ¼ gðJat � Jatðgþ1ÞÞ :¼
P

k50 akðJat � Jatðgþ1ÞÞk: D’après les

propriétés standard du calcul fonctionnel holomorphe, on a evðtÞ � eðgþ1ÞvðtÞ

¼ Jat � Jaðgþ1Þt ¼ euðtÞ � eðgþ1ÞuðtÞ:

La fonction f : z/ ez � eðgþ1Þz est entière. Posons hðz1; z2Þ ¼
f ðz1Þ�f ðz2Þ

z1�z2

pour z1az2 et hðz1; z2Þ ¼ f 0ðz1Þ pour z1 ¼ z2: Alors h est une fonction entière

sur C2: Comme f 0ð0Þa0; il existe e > 0 tel que f soit injective sur le disque
ouvert Dð0; eÞ: Par conséquent hðz1; z2Þa0 pour jz1joe; jz2joe:

Pour t 2 E; on a rðuðtÞÞ ¼ trðuÞ; donc limt!0þ rðuðtÞÞ ¼ 0; et
rðJat � Jaðgþ1ÞtÞ ¼ rðeuðtÞ �eðgþ1ÞuðtÞÞ ¼ rðetu � etðgþ1ÞuÞ4etrðuÞrðJ � etguÞ: Donc
limt!0þ rðJat � Jaðgþ1ÞtÞ ¼ 0: Comme gð0Þ ¼ 0 on a limt!0þ rðvðtÞÞ ¼ 0:
Donc pour t assez petit on a fðhðuðtÞ; vðtÞÞ ¼ hðfðuðtÞ;fðvðtÞÞa0 pour tout
f 2 B̂; et dans ce cas hðuðtÞ; vðtÞÞ est inversible dans B: Donc il existe t1 2 E

tel que uðtÞ ¼ vðtÞ pour t 2 K\�0; t1½:
Posons M ¼ jjJ jj

P
k51 jak jd

k: On a lim supt!0þ jjrðtÞjj4M : Soit main-
tenant l 2 An: On pose yðtÞ ¼ Re ðlðrðtÞÞ pour t 2 Kþ; yð0Þ ¼ 0 et yðtÞ ¼
�Re lðrð�tÞÞ pour t 2 �Kþ: De même qu’au début du paragraphe précédent
on voit que l’ensemble G des valeurs d’adherence de y en 0 est un sous-
groupe additif borné de R: Donc G ¼ f0g et y est continue sur K : Donc
Re lðrðtÞÞ ¼ t Re lðrð1ÞÞ pour t 2 Kþ: De même Im lðrðtÞÞ ¼ t Im lðrð1ÞÞ;
et lðrðtÞÞ ¼ tlðrð1ÞÞ pour t 2 Kþ: On voit donc que Jat ¼ etðuþrð1ÞÞ pour
t 2 Kþ; ce qui achève la démonstration. ]

4. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE EN 0 DE LA
DISTANCE ENTRE ÉLÉMENTS D’UN SEMI-GROUPE

QUASINILPOTENT

Soit n51: L’application x/ x � xnþ1 est strictement croissante sur

½� 1

ðnþ1Þ
1
n

; 1

ðnþ1Þ
1
n

�:Notons fn : ½�
1

ðnþ1Þ
1
n

ð1�ð�1Þn

ðnþ1ÞÞ;
n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

� ! ½� 1

ðnþ1Þ
1
n

; 1

ðnþ1Þ
1
n

� l’ap-

plication réciproque. Alors fn est strictement croissante, dérivable sur

� � 1

ðnþ1Þ
1
n

; n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

½ et f0
n n’est pas bornée sur ½0; n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

½: Le résultat suivant

traduit notamment le fait que le rayon de convergence du développement de
Taylor en 0 de fn est égal à n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

:
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Lemme 4.1. Soit n51 un entier, et soit U le disque ouvert de centre 0 et de

rayon n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

: Il existe une application h analytique sur U et continue sur %UU

telle que hð0Þ ¼ 0 et telle que hðzÞ � hðzÞnþ1 ¼ z pour z 2 U : De plus hðkÞð0Þ50

pour k51; et hð n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

Þ ¼ 1

ðnþ1Þ
1
n

:

Démonstration. Posons f ðzÞ ¼ z � znþ1 pour z 2 C; soit V le disque

ouvert de centre 0 et de rayon 1

ðnþ1Þ
1
n

; et soit G ¼ @V le cercle de cen-

tre 0 et de rayon 1

ðnþ1Þ
1
n

: Soient z1 2 V ; z2 2 V : On a f ðz1Þ � f ðz2Þ ¼

ðz1 � z2Þð1�
P

04k4n zk
1zn�k

2 Þ: Comme j
P

04k4n zk
1zn�k

2 jo1; f est injective

sur V :
Soit l 2 U : Posons fðzÞ ¼ z � l; cðzÞ ¼ z � znþ1 � l: Pour z 2 G; on a

jfðzÞj5jzj � jlj >
1

ðn þ 1Þ
1
n

�
n

ðn þ 1Þ1þ
1
n

¼
1

ðn þ 1Þ
1
n

1�
n

n þ 1

� �
¼

1

ðn þ 1Þ1þ
1
n

¼ jzjnþ1 ¼ jfðzÞ � cðzÞj: Il résulte alors du théorème de Rouché que
l’équation cðzÞ ¼ 0 possède une solution dans V ; et U � f ðV Þ:

L’application f est une application conforme de V sur l’ouvert f ðV Þ: Soit
h : f ðV Þ ! V l’application réciproque, et soit hðzÞ ¼

P
k50 akzk le dével-

oppement de Taylor de h en 0: On a hðzÞ � hnþ1ðzÞ ¼ z pour z 2 f ðV Þ; et
a0 ¼ hð0Þ ¼ 0: Soit R le rayon de convergence de la série

P
k51 akzk: Comme

U � f ðV Þ; on a R5 n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

: D’autre part on a h0 � ðn þ 1Þhnh0 ¼ 1; donc
a1 ¼ h0ð0Þ ¼ 1:

Soit k52: Il existe un polynôme Qk de k variables à coefficients positifs tel

que hðkÞ ¼ ðn þ 1ÞhnhðkÞ þ Qkðh; h0; . . . ; hðk�1ÞÞ: On voit donc par une récur-

rence immédiate que hðkÞð0Þ50 pour k52: Par conséquent ak50 pour k51:
On a évidemment hðtÞ ¼ fnðtÞ pour 04to n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

(ce qui prouve que

R ¼ n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

puisque la dérivée de fn n’est pas bornée sur ½0; n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

½ Þ:

Comme ak50 pour k51; on en déduit que la série.P
k51 akð n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

Þk est convergente et a pour somme 1

ðnþ1Þ
1
n

: ]

On en déduit le résultat suivant, qui avait été obtenu par le premier auteur
dans [7] pour n ¼ 1 (voir également [2, 3]).

Lemme 4.2. Soit A une algèbre de Banach, soit n51 un entier,
soit h la fonction analytique construite au Lemme 4:1 et soit u 2 A:

Si jjujj4 n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

alors la série
P

k51
hðkÞð0Þ

k! uk converge dans A, et si on



DISTANCE ENTRE ÉLÉMENTS 179
pose hðuÞ :¼
P

k51
hðkÞð0Þ

k! uk; on a hðuÞ � hðuÞnþ1 ¼ u: De plus jjhðuÞjj4hðjjujjÞ

4 1

ðnþ1Þ
1
n

:

Démonstration. D’après les propriétés standard du calcul fonctionnel
holomorphe, on a hðruÞ � hðruÞn ¼ ru pour r 2 ½0; 1½; et par continuité
hðuÞ � hðuÞnþ1 ¼ u: D’autre part jjhðuÞjj4

P
k51

jhðkÞð0Þj
k! jjujjk ¼ hðjjujjÞ4 n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

:

Lemme 4.3. Soit A une algèbre de Banach, et soit u 2 A: Si u est

quasinilpotent alors x ¼ hðuÞ est l’unique élément quasinilpotent de A vérifiant

x � xnþ1 ¼ u:

Démonstration. Cette propriété est une conséquence d’un thèorème
classique d’Arens et Calderon [1], mais on peut en donner une démonstra-
tion directe. Soit Ã l’algèbre obtenue en ajoutant une unité I à A: Posons
x ¼ hðuÞ:

On voit comme plus haut que x � xnþ1 ¼ u: Si y 2 A vérifie y � ynþ1 ¼ u;
alors uy ¼ yu; donc xy ¼ yx: On a ðx � yÞðI �

P
04k4n xkyn�kÞ ¼ 0:

Comme x et y sont quasinilpotents, I �
P

04k4n xkyn�k est inversible dans
Ã; et x ¼ y: ]

On déduit alors des lemmes précédents le résultat suivant, établi par le
premier auteur dans [7] pour n ¼ 1; et par le second auteur dans la partie
non publiée de sa thèse [11] pour n ¼ 2 (avec la condition restrictive
jjxjjo 2 ffiffi

3
p ).

TheŁ oreØ me 4.4. Soit A une algèbre de Banach, soit n51 un entier, et soit

x 2 A tel que jjxjj5 1

ðnþ1Þ
1
n

: Si x est quasinilpotent, alors jjx � xnþ1jj > n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

:

Démonstration. Supposons que jjx � xnþ1jj4 n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

; et soit h la fonction

analytique construite au Lemme 4.1. D’après ce qui précède, on a x ¼
hðx � xnþ1Þ: Il est clair que la fonction h est transcendante. Comme

limk!þ1 jjðx � xnþ1Þkjj
1
k ¼ 0; on a jjxjjo

P
k51

jhðkÞð0Þj
k! jjujjk4hð n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

Þ ¼

1

ðnþ1Þ
1
n

: ]

Corollaire 4.5. Soit K un sous-corps de R; soit ðatÞt2Kþ un

semi-groupe quasinilpotent dans une algèbre de Banach, et soit n51 un

entier.
Si lim supt!0þ jjat � atðnþ1Þjjo n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

; alors at ¼ 0 pour t 2 Kþ:
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Démonstration. Soit t 2 Kþ: Si ata0 on aurait a la fois

lim supp!þ1 jja
t
pjj5lim supp!þ1 jjatjj

1
p51 et lim supp!þ1 jja

t
p � a

tðnþ1Þ
p jjo

n

ð1þnÞ
1þ
1
n

; ce qui contredirait le Théorème 4.4. ]

On a alors le théorème suivant.

TheŁ oreØ me 4.6. Soit K un sous-corps de R; soit ðatÞt2Kþ un semi-groupe

dans une algèbre de Banach, soit A la sous-algèbre fermée engendrée par

ðatÞt2Kþ et soit n51 un entier.

Si lim supt!0þ jjðat � atðnþ1ÞÞjjo n

ð1þnÞ
1þ
1
n

alors ou bien at ¼ 0 pour t 2 Kþ; ou

bien A est unitaire, et il existe un élément u de A tel que at ¼ etu pour t 2 Kþ:

Démonstration. Supposons que ðatÞt2Kþ est quasinilpotent. Il résulte
alors du Corollaire 4.5 que at ¼ 0 pour t 2 Kþ: Dans le cas contraire on sait
d’après le Théorème 3.2 qu’il existe un idempotent J de A; avec fðJÞ ¼ 1
pour f 2 Â et un élément u de JA tels que Jat ¼ etu pour t 2 Kþ: Soit B ¼
A=JA et soit p la surjection canonique de A sur B: Comme p est
contractante, et comme fðJÞ ¼ 1 pour f 2 Â; B est radicale, et il résulte
du Corollaire 4.5 que pðatÞ ¼ 0 pour t 2 Kþ: Donc at ¼ Jat ¼ etu pour
t 2 Kþ et A est unitaire d’unité J; ce qui achève la démonstration du
théorème. ]

On va maintenant donner un exemple simple qui montre que la constante
n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

est ici aussi optimale. Soit AðDÞ l’algèbre des fonctions continues sur

le disque unité fermé dont la restriction au disque unité ouvert D est
holomorphe, munie de la norme jjf jj1 ¼ maxjzj41 j f ðzÞj ¼ maxjzj¼1 j f ðzÞj qui
en fait une algèbre de Banach uniforme. Pour z 2 C; z non réel40; t > 0 on
pose zt ¼ jzjeit argðzÞ; argðzÞ designant la détermination de l’argument de z

qui appartient à � � p;p½; et on pose zt ¼ 0 pour t ¼ 0: On pose également
atðzÞ ¼ ð1�z

2 Þt pour jzj41; t > 0: Il est alors bien connu et facile de voir que
ðatÞt>0 est un semi-groupe continu dans AðDÞ; et jjatjj1 ¼ 1 pour t > 0: On a
alors l’exemple suivant, qui provient de la partie non publiée de la thèse du
second auteur [11].

Exemple 4.7. Soit M ¼ ff 2 AðDÞ j f ð1Þ ¼ 0g; et posons fðzÞ ¼ e
zþ1
z�1

pour jzj41; za1: Soit R l’algèbre quotient M=fM; et soit p :M ! R la
surjection canonique. Alors R est radicale, la sous-algèbre fermée engendrée
par pðatÞt>0 coincide avec R; le semigroupe pðatÞt>0 est continu, jjpðatÞjj41
pour t > 0; et on a limt!0þ jjpðatÞ�pðatðnþ1ÞÞjj ¼ n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

pour tout entier n51:

En effet on déduit du fait que les polynômes sont denses dans AðDÞ que
la sous-algèbre de AðDÞ engendrée par a1 est dense dans M: Donc la
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sous-algèbre fermée de R engendrée par le semi-groupe ðpðatÞÞt>0 coincide
avec R: L’application t/ pðatÞ est une application continue de �0;þ1½
dans R; et il est clair que jjpðatÞjj41 pour t > 0: Comme M est le seul idéal
maximal de AðDÞ contenant fM; R est radicale.

On a jargðatðzÞÞjotp
2
pour t > 0; jzjo1; za1; donc atðzÞ � jatðzÞj converge

uniformément vers 0 sur %DD quand t ! 0þ: On en déduit que
lim supt!0þ jjpðatÞ�pðatðnþ1ÞÞjj4lim supt!0þ jjat�atðnþ1Þjj14max04x41 x�xnþ1

¼ n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

:

Comme le semi-groupe ðatÞt>0 est continu, on a limt!0þ jjpðatÞjj ¼ 1; et on
déduit alors du Théorème 4.4 que limt!0þ jjpðatÞ � pðatðnþ1Þjj ¼ n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

:

5. LIMITE INFÉRIEURE EN 0 DE LA DISTANCE ENTRE
ÉLÉMENTS D’UN SEMI-GROUPE

Soit K un sous-corps de R: On se propose maintenant de discuter les
semi-groupes ðatÞt2Kþ0 d’éléments d’une algèbre de Banach tels que

lim inf t!0þ jjat � atðnþ1Þjjo n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

: On ne peut pas espérer obtenir ici des

résultats aussi précis qu’avec les limites supérieures. En effet soit ðbtÞt>0 un
semi-groupe dans une algèbre de Banach tel que lim supt!0þ jjbtjjoþ1; et
soit y : �0;þ1½!�0;þ1½ une application telle que yðs þ tÞ ¼ yðsÞyðtÞ pour
s > 0; t > 0 et telle que lim inf t!0þ yðtÞ ¼ þ1:

Posons at ¼ yðtÞbt pour t > 0: D’après la Propriété (2.1) on a
lim inf t!0þ jjatjj¼0; d’où trivialement lim inf t!0þ jjat�atðnþ1Þjj ¼ 0 pour n51:

De même soit f : �0;þ1½! T une application telle que fðs þ tÞ ¼ fðsÞfðtÞ
pour s > 0; t > 0 et telle que limsupt!0þ j1� fðtÞj > 0; soit A une algèbre de
Banach unitaire et soit u 2 A: Posons at ¼ fðtÞetu pour t > 0: Il résulte de la
Propriété (2.3) et du Lemme 2.1 que lim inf t!0þ jjat � atðnþ1Þjj ¼ 0 et
limsupt!0þ jjat � atðnþ1Þjj ¼ 2 pour n51:

Même si on suppose que ðatÞt>0 est continu, le fait que

lim inf t!0þ jjat � atðnþ1Þjjo n

ðnþ1
1þ
1
n

n’implique pas que la sous-algèbre fermée

engendrée par le semi-groupe ðatÞt>0 est unitaire, comme le montre l’exemple
suivant (on note co l’algèbre des suites d’éléments de C qui convergent vers
0; munie de la norme jjðxpÞp51jj1 :¼ maxp51 ðjxpj).

Exemple 5.1. Posons at ¼ ðe�tðp!Þ2 Þp51 pour t > 0: Alors l’algèbre
engendrée par ðatÞt>0 est dense dans co; et lim inf t!0þ jjat � atðgþ1Þjj1 ¼ 0
pour g > 0:

En effet on déduit du théorème de Stone–Weierstrass appliqué à l’algèbre
obtenue en adjoignant une unité à co que l’algèbre engendrée par ðatÞt>0 est
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dense dans co: Posons tp ¼ p

ðp!Þ2
pour p51; et soit g > 0: On a tpðq!Þ

25p pour

q5p et tpðq!Þ
241

p
pour 14qop: Pour p assez grand on a e�p4 1

ðgþ1Þ
1
g
4e

�1
p ;

donc jjatp � atpðgþ1Þjj14maxðe
�1

p � e
�
ðgþ1Þ

p ; e�p � e�ðgþ1ÞpÞ; ce qui montre que

lim inf t!0þ jjat � atðgþ1Þjj1 ¼ 0 pour g > 0:
On va cependant obtenir un certain nombre de résultats, basés sur le fait

que si un élément x d’une algèbre de Banach commutative A vérifie jjxjj5

n

ðnþ1Þ
1
n

et jjx � xnþ1jjo n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

; avec n51 entier, alors A possède un idempotent

non nul. Plus précisément il est alors facile de voir (cf. le résultat ci-dessous)

que l’ensemble O ¼ ff 2 Â j jfðxÞj > 1

ðnþ1Þ
1
n

g est une partie ouverte, compacte

et non vide de Â; et par conséquent A possède un idempotent non nul J tel

que O ¼ ff 2 Â j fðJÞ ¼ 1g:
Dans le cas n ¼ 1 on sait d’après [7] que J ¼ I

2
þ ðx � I

2
ÞðI � 4x þ 4x2Þ�

1
2;

I désignant l’unité de l’algèbre Ã obtenue en ajoutant une unité à A: On va
maintenant donner une formule explicite valable pour un entier n51
quelconque. On peut déduire de cette formule que si une algèbre de Banach
A possède une unité approchée bornée séquentielle ðepÞp51 telle que

lim infp!þ1 jjep � enþ1
p jjo n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

alors A possède une unité approchée

bornée séquentielle formée d’idempotents. Nous renvoyons pour cette
question à [4], où on trouvera des résultats plus généraux dans cette
direction.

La méthode est inspirée de la méthode de calcul des projecteurs
basée sur l’identité de Bézout dans le théorème des noyaux en algèbre
linéaire. On va utiliser de nouveau la fonction analytique introduite au
Lemme 4.1.

TheŁ oreØ me 5.2. Soit A une algèbre de Banach, soit n51 un entier et soit

x 2 A tel que jjxjj5 n

ðnþ1Þ
1
n

et jjx � xnþ1jjo n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

: Soit U le disque ouvert de

centre 0 et de rayon n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

; et soit h la fonction analytique sur U construite

au Lemme 4.1. Alors jfðxÞja 1

ðnþ1Þ
1
n

pour f 2 Â; I � ðn þ 1Þhnðx � xnþ1Þ est

inversible dans l’algèbre Ã obtenue en ajoutant une unité I à A; et J :¼

ðI �ðnþ1Þhnðx�xnþ1ÞÞ�1
X

24k4nþ1

Ck
nþ1ðx�hðx�xnþ1ÞÞk�1hðx�xnþ1Þnþ1�k

 !
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est un idempotent non nul de A vérifiant x � hðx � xnþ1Þ ¼
Jðx � hðx � xnþ1ÞÞ: De plus si f 2 Â on a fðJÞ ¼ 1 si jfðxÞj > 1

ðnþ1Þ
1
n

; et fðxÞ ¼
0 si fðxÞo 1

ðnþ1Þ
1
n

:

Démonstration. Soit u 2 A tel que jjujjo n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

: Comme jjhðuÞjj4hðjjujjÞ

o 1

ðnþ1Þ
1
n

; I � ðn þ 1ÞhnðuÞ est inversible dans Ã: Soit y 2 A: On a

y þ hðuÞ � ðy þ hðuÞÞnþ1 � u ¼ yðI � ðn þ 1ÞhnðuÞÞ

� y2
X

24k4nþ1

Ck
nþ1y

k�2hðuÞnþ1�k

 !
:

Posons maintenant u ¼ x � xnþ1; y ¼ x � hðuÞ; b ¼ ðI � ðn þ 1ÞhðuÞnÞ�1

ð
P

24k4nþ1 Ck
nþ1y

k�2hðuÞnþ1�kÞ: Comme ðy þ hðuÞÞ � ðy þ hðuÞÞnþ1 � u ¼ 0;

on a y ¼ y2b; donc y2b2 ¼ yb; et J ¼ yb est un idempotent de A: Comme

jjhðuÞjjo 1

ðnþ1Þ
1
n

; on a ya0 et Ja0 puisque y ¼ Jy: Soit maintenant f 2 Â:

Comme jfðxÞj � jfðxÞjnþ14jfðx � xnþ1Þjo n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

; on a jfðxÞja 1

ðnþ1Þ
1
n

:

On a vu dans la démonstration du Lemme 4.1 que la fonction z/ z �
znþ1 est injective sur le disque ouvert de centre 0 et de rayon 1

ðnþ1Þ
1
n

: Comme

fðxÞ � fðxÞnþ1 ¼ fðhðuÞÞ � fðhðuÞÞnþ1 et comme jfðhðuÞÞj4hðjjujjÞo 1

ðnþ1Þ
1
n

on

voit que si jfðxÞjo 1

ðnþ1Þ
1
n

alors fðyÞ ¼ fðxÞ � fðhðuÞÞ ¼ 0; donc fðJÞ ¼ 0:

D’autre part si jfðxÞj > 1

ðnþ1Þ
1
n

; alors fðxÞafðhðuÞÞ donc fðyÞa0 et fðJÞ ¼ 1

puisque y ¼ Jy: ]
On peut évidemment calculer la fonction h donnée par le Lemme 4.1 dans

le cas n ¼ 1: On trouve hðzÞ ¼ 1�ð1�4zÞ
1
2

2 pour jzj41
4; où ð1� 4zÞ

1
2 est donné

par le développement en série usuel. La formule du Théorème 5.2 donne

alors J ¼ ðI � 2hðx � x2ÞÞ�1Þðx � hðx � x2ÞÞ ¼ ðx � I
2
þ 1

2
ðI � 4x þ 4x2Þ

1
2Þ

ðI � 4x þ 4x2Þ�
1
2 ¼ I

2
þ ðx � I

2
ÞðI � 4x þ 4x2Þ�

1
2; ce qui est la formule donnée

par le premier auteur dans [7].

On déduit du Théorème 5.2 le corollaire suivant, qui est un peu moins
precis que le Théorème 4.4.
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Corollaire 5.3. Soit A une algèbre de Banach. Si A ne possède aucun

idempotent non nul, alors jjx � xnþ1jj5 n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

pour tout x 2 A tel que jjxjj5
1

ðnþ1Þ
1
n

:

Le corollaire suivant montre que si A ne possède aucun idempotent non
nul on ne peut avoir lim inf t!0þ jjat � atðnþ1Þjjo n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

que dans le cas trivial
où lim inf t!0þ jjatjj ¼ 0:

Corollaire 5.4. Soit K un sous-corps de R; et soit ðatÞt2Kþ un semi-

groupe dans une algèbre de Banach A. On suppose que A ne possède aucun

idempotent non nul.

(i) Si lim supt!0þ jjat � atðnþ1Þjjo n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

; alors at ¼ 0 pour t 2 Kþ:

(ii) Si lim inf t!0þ jjatjj > 0; alors lim inf t!0þ jjat � atðnþ1Þjj5 n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

:

Démonstration. (i) provient du fait que lim infp!þ1 jja
t
pjj51 si ata0:

D’autre part posons m ¼ lim inf t!0þ jjatjj: On a m2 ¼ lim inf t!0þ jjatjj25
lim inf t!0þ jja2tjj ¼ m: Donc si m > 0; alors m51; et l’assertion (ii) découle
immédiatement du Théorème 5.2. ]

On va maintenant utiliser le Théorème 5.2 pour étudier les semi-groupes

tels que lim inf t!þ1 jjat � atðnþ1Þjjo n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

: On sait déjà que la sous-algèbre

fermée engendrée par ðatÞt2Kþ possède un idempotent non nul si lim inf t!0þ

jjatjj > 0: On va maintenant introduire une condition plus forte. On dira
qu’un semi-groupe ðatÞt2Kþ est localement borné si supt2½a;b�\Koþ1 pour
0oa4boþ1: Il résulte évidemment du théorème de Banach–Steinhaus
qu’un semi-groupe ðTtÞt2Kþ d’opérateurs bornés sur un espace de Banach
qui est continu sur Kþ pour la topologie forte des opérateurs est localement
borné. D’autre part si lim inf t!0þ jjatjj ¼ 0 et s’il existe s 2 Kþ tel que asa0;
alors le semi-groupe ðatÞt2Kþ n’est pas localement borné puisque jjas�tjjjjatjj
5jjasjj pour 0otos:

On dira qu’une suite d’idempotents ðJpÞp51 d’une algèbre de Banach est
croissante si Jpþ1Jp ¼ Jp pour p51; ce qui implique que JqJp ¼ Jp pour
q5p51:

TheŁ oreØ me 5.5. Soit K un sous-corps de R; soit ðatÞt2Kþ un semi-groupe

dans une algèbre de Banach tel que lim inf t!þ1 jjat � atðnþ1Þ jjo n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

et soit

A la sous-algèbre fermée engendrée par le semi-groupe ðatÞt2Kþ :
Si le semi-groupe ðatÞt2Kþ est localement borné et non nul, alors il existe une

suite croissante ðJpÞp51 d’idempotents non nuls de A telle que Â ¼
S

p51 ff 2
Â jfðJpÞ ¼ 1g et telle que

S
p51 JpA est dense dans A.
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Démonstration. Soit d 2� lim inf t!0þ jjat � atðnþ1Þjj; n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

½ et soit ðtpÞp51

une suite décroissante d’éléments de Kþ qui converge vers 0 telle que

jjatp � atpðnþ1Þjj4d pour p51: Comme lim inf t!0þ jjatjj51; on peut supposer

que jjatp jj > 1

ðnþ1Þ
1
n

pour p51: Soit Jp l’idempotent associé à atp par le

Théorème 5.2.

Soit f 2 Â: Comme fðatÞa0 pour t 2 Kþ; on a lim supt!0þ jfðatÞjoþ1;
et d’après la Propriété 2.2 il existe a 2 R tel que jfðatÞj ¼ eta pour t 2 Kþ:

Donc jfðatpÞj ¼ jfðatpþ1 Þj
tp

tpþ1 pour p51: Si fðJpþ1Þ ¼ 0 alors jfðatpþ1 Þjo 1

ðnþ1Þ
1
n

:

Donc on a également jfðatpÞjo 1

ðnþ1Þ
1
n

; ce qui montre que fðJpÞ ¼ 0: On a

donc Jp ¼ Jpþ1Jp pour p51; et la suite ðJpÞp51 est croissante. Considérons à

nouveau f 2 Â: Comme limt!0þ jfðatÞj ¼ 1; on a jfðatp Þj > 1

ðnþ1Þ
1
n

pour p

suffisamment grand, et par conséquent Â ¼
S

p51 ff 2 Â j fðJpÞ ¼ 1g: Soit
M l’adhérence de l’idéal

S
p51 JpA; et soit p : A ! A=M la surjection

canonique. L’algèbre quotient A=M est radicale, et il résulte du Corollaire
5.4 que lim inf t!0þ jjpðatÞjj ¼ 0: Comme pðatÞ est localement borné, on voit

que pðatÞ ¼ 0 pour t 2 Kþ: Donc M ¼ A; ce qui achève la démonstration. ]
Le corollaire suivant montre qu’en ce qui concerne les semi-groupes

continus pour t > 0 vérifiant lim inf t!0þ jjat � atðnþ1Þ jjo n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

ou bien la

sous-algèbre fermée engendrée par le semi-groupe est unitaire, ou bien on a
une situation analogue à celle de l’Exemple 5.1.

Corollaire 5.6. Soit ðatÞt>0 un semi-groupe non nul dans une algèbre de

Banach, soit A la sous-algèbre fermée engendrée par ðatÞt>0; et soit n51
un entier On suppose que ðatÞt>0 est continu sur �0;þ1½ et que lim inf t!0þ

jjat � atðnþ1Þjjo n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

:

Alors ou bien A est unitaire, et dans ce cas il existe u 2 A tel que at ¼ etu

pour t > 0; ou bien il existe une suite ðjpÞp51 d’idempotents non nuls de A

vérifiant les conditions suivantes

(i) jpjq ¼ 0 pour paq:
(ii) Â ¼

S
p51 ff 2 Â j fðjpÞ ¼ 1g; et SpanfjpAgp51 est dense dans A.

(iii) Pour p51 il existe up 2 jpA tel que jpat ¼ etup pour t > 0; où

ev ¼ jp þ
P

k51
tkvk

k! pour v 2 jpA:

Démonstration. On reprend les notations de la démonstration du
Théorème 5.5. Soit ðJpÞp51 la suite croissante d’idempotents donnée par le
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théorème. S’il existe p51 tel que Jq ¼ Jp pour q5p; alors A est unitaire
d’unité J :¼ Jp: Il résulte du Théorème 5.2 que J 2 atp Ã; où Ã désigne
l’algèbre obtenue en adjoignant une unité à A; et on a donc limt!0þ jjJ �
Jatjj ¼ 0: Il résulte alors du Théorème 9.4.2 de [9] qu’il existe u 2 A tel que
at ¼ etu pour t > 0:

Supposons maintenant que pour tout p51 il existe q > p tel que JqaJp:
Quitte à remplacer la suite ðJpÞp51 par unez sous-suite on peut supposer que
JpaJpþ1 pour p51: Posons j1 ¼ J1 et jp ¼ Jp � Jp�1 pour p52: Soit p52:
On a jpJp�1 ¼ JpJp�1 � Jp�1 ¼ 0; donc jpJq ¼ jpJp�1Jq ¼ 0 pour 14q4p �
1: Ceci montre que jpjq ¼ 0 pour paq: D’autre part SpanfjpAgp51 ¼S

p51 JpA; donc SpanfjpAgp51 est dense dans A; ce qui implique que
Â ¼

S
p51 ff 2 Â jfðjpÞ ¼ 1g:

Soit p51: Comme Jp 2 atp A; et comme jp ¼ Jpjp; on a limt!0þ jjjp � jpatjj ¼
0: On déduit alors à nouveau du Théorème 9.4.2 de [9] qu’il existe up 2 jpat

tel que jpat ¼ etup pour t > 0; ce qui achève la démonstration. ]

Les résultats de cet article donnent une idée assez complète du
comportement asymptotique en 0 de jjat � atðnþ1Þjj pour n51 entier, et les
constantes intervenant dans les diverses inégalités obtenues sont optimales.
Signalons cependant que si A est unitaire d’unité I et si x 2 A est
quasinilpotent alors x ¼ gðex � eðgþ1ÞxÞ; où g est la fonction analytique
construite au Lemme 3.1, ce qui donne un certain contrôle sur jjxjj si

jjex � eðgþ1Þxjjo g

ðgþ1Þ
1þ
1
g
: Il serait interessant d’expliciter les inégalités obtenues

ainsi. La même question se pose pour les élements quasinilpotents x vérifiant

jjðI þ xÞ � ðI þ xÞnþ1jjo n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

car il ne semble pas que la fonction

analytique sur le disque ouvert de centre 0 et de rayon n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

associée à

cette inégalité ait ses dérivées successives en 0 de signe constant pour n

suffisamment grand.
On peut également se demander si on peut obtenir des résultats

concernant le comportement asymptotique en 0 de jjat � atðgþ1Þjj pour g >
0 dans le cas d’un semi-groupe quasinilpotent. Pour g rationnel ceci revient à
étudier le comportement de jjatp � atðpþqÞjj avec p et q entiers positifs
premiers entre eux. On ne peut espérer obtenir des majorations de jjxjj en
fonction de jjxp � xpþqjj pour p52 dans une algèbre de Banach radicale à
cause des algèbres triviales où le produit de deux éléments quelconques est
nul, mais on travaille ici avec des algèbres de Banach radicales R possédant
un semi-groupe rationnel non nul, et on sait que de telles algèbres ont une
structure très riche : le premier auteur a montré dans [6] que si on admet
l’hypothèse du continu alors une telle algèbre contient une copie de toute
algèbre intègre non unitaire de cardinal 2@0 : En particulier si on admet
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l’hypothèse du continu il existe pour tout groupe abélien totalement
ordonné G de cardinal 2@0 un morphisme injectif F :Gþ ! R tel que
Fðs þ tÞ ¼ FðsÞFðtÞ pour s 2 Gþ; t 2 Gþ; Gþ désignant l’ensemble des
éléments strictement positifs de G:

Nous concluons cet article avec des résultats partiels concernant le cas où
g est un rationnel positif. Nous utiliserons la variante suivante du Théorème
5.2 (la formule explicite du Théorème 5.2 reste valable dans ce contexte,
mais nous n’en aurons pas besoin plus loin).

Lemme 5.7. Soit n51 un entier, soit x un élément d’une algèbre de Banach

tel que rðxÞ5 1

ðnþ1Þ
1
n

et rðx � xnþ1Þo n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

; soit A la sous-algèbre fermée

engendrée par x, soit Ã l’algèbre obtenue en adjoignant une unité I à A et soit

Cn le cercle de centre 0 et de rayon 1

ðnþ1Þ
1
n

orienté positivement.

Alors x � l est inversible dans Ã pour jlj ¼ 1

ðnþ1Þ
1
n

; et J :¼

1
2ip

R
Cn

l�1xðx � lIÞ�1 dl est un idempotent non nul de xÃ � A tel que fðJÞ ¼
1 pour f 2 Â; jfðxÞj > 1

ðnþ1Þ
1
n

; et fðJÞ ¼ 0 pour f 2 Â; jfðxÞjo 1

ðnþ1Þ
1
n

:

Démonstration. Soit f un caractère de Ã: Comme j jfðxÞj � jfðxÞnþ1jj4

rðx � xnþ1Þjo n

ðnþ1Þ
1þ
1
n

; on a jfðxÞja 1

ðnþ1Þ
1
n

: Posons F ðzÞ ¼ 1 pour jzj > 1

ðnþ1Þ
1
n

et

F ðzÞ ¼ 0 pour jzjo 1

ðnþ1Þ
1
n

; et soit C le cercle de centre 0 et de rayon jjxjj þ 1

orienté positivement. Il résulte de propriétés standard du calcul fonctionnel

holomorphe que J :¼ F ðxÞ ¼
R

C
ðlI � xÞ�1 dl�

R
Cn

ðlI � xÞ�1 dl est un

idempotent de Ã tel que fðJÞ ¼ 1 pour f 2 Â; jfðxÞj > 1

ðnþ1Þ
1
n

; et fðJÞ ¼ 0

pour f 2 Â; jfðxÞjo 1

ðnþ1Þ
1
n

: D’autre part 1
2ip

R
C
ðlI �xÞ�1dl¼ I ¼ 1

2ip

R
Cn

I
l dl;

et J ¼ 1
2ip

R
Cn

l�1xðx � lIÞ�1 dl 2 xÃ � A: ]

Proposition 5.8. Soit K un sous-corps de R; soit ðatÞt>0 un semi-groupe

localement borné dans une algèbre de Banach, soit A la sous-algèbre fermée

engendrée par le semi-groupe ðatÞt>0 et soient p et q deux entiers positifs.

Si lim inf t!0þ jjat � a
tð

p
q
þ1Þ

jjo p

qðpþ1Þ
1þ
1
p

; alors ou bien at ¼ 0 pour t > 0; ou

bien il existe une suite croissante ðJkÞk51 d’idempotents non nuls de A tels que

Â ¼
S

k51 ff 2 Â jfðJkÞ ¼ 1g et telle que
S

k51 JkA est dense dans A:
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Démonstration. Supposons qu’il existe t 2 Kþ tel que ata0: Comme
le semi-groupe ðatÞt2Kþ est localement borné, il résulte de propriétés
élémentaires bien connues des fonctions sous-additives sur R que

limt!þ1 jjatjj
1
t ¼inf t2Kþ jjatjj

1
t : Il existe donc a 2 R tel que limt!þ1 etajjatjj ¼ 0:

Soit A la sous-algèbre fermée engendrée par le semi-groupe ðatÞt2Kþ ; soit
H ¼ fx 2 A j xA ¼ f0gg; soit B :¼ A=H et soit p : A ! B la surjection
canonique. Posons bt ¼ pðatÞ pour t 2 Kþ: Si x 2 A; et si pðxÞB ¼ 0; alors
xyz ¼ 0 pour y 2 A; z 2 A: En particulier xat ¼ 0 pour t 2 Kþ et pðxÞ ¼ 0:
On va maintenant utiliser des normes auxiliaires introduites en 1953 par
Feller [8] pour étudier les semi-groupes d’opérateurs non bornés au
voisinage de l’origine. Soit M :¼ fy 2 B j jjyjj0 :¼ supt2Kþ etajjybtjjoþ1g:
Alors M est un idéal de B; et bt 2 M pour t 2 Kþ; donc M est dense dans B:

On a jjxyjj04jjxjjjjyjj0 pour x 2 B; y 2 M: Soit Mn l’ensemble des éléments
non nuls de M; et posons jjxjj1 ¼ supy2Mn

jjxyjj0
jjyjj0

pour x 2 B: On obtient une
norme sous-multiplicative sur B; et on a jjxjj14jjxjj pour x 2 B: Soit B1 la
complétée de B pour la norme jj:jj1:

Comme jjbsyjj04e�asjjyjj0 pour y 2 B; on a jjbsjj14e�as pour s 2 Kþ:
Notons yðfÞ la restriction de f à B pour f 2 B̂1: Il est clair que y : B̂1 ! B̂

est continue et injective. Soit maintenant f 2 B̂: Pour y 2 M ; t 2 Kþ on a
etajfðbtÞj jfðyÞj4jjyjj0: Comme le semi-groupe ðbtÞt2Kþ est localement borné,
on a lim supt!0þ jfðbtÞjoþ1; et il résulte alors de la Propriété 2.2 que
limt!0þ jfðbtÞj ¼ 1: Donc jfðyÞj4jjyjj0 pour y 2 M : On a alors jfðyÞjmþ14
jjyjj0jjyjj

m
1 pour m51; et jfðyÞj4jjyjj1 pour y 2 M : Il existe donc c 2 B̂2 tel que

cðyÞ ¼ fðyÞ pour y 2 M : Par continuité on a cðyÞ ¼ fðyÞ pour y 2 B; et y est
surjective. D’autre part Â est trivialement homéomorphe à B̂; et on voit

que Â et B̂1 sont homéomorphes. On a vu que jjbsjj14e�as pour s 2 Kþ:

Soit L ¼ lim inf t!0þ jjbt � b
tð

p
q
þ1Þ

jj1 et soit ðtkÞk51 une suite d’éléments de

Kþ qui converge vers 0 telle que L ¼ limk!þ1jjbtk � b
tkð

p
q
þ1Þ

jj1: On a alors

lim supk!þ1 jjb
tkð

mp
q
þ1Þ

� b
tkð

ðmþ1Þp
q

þ1Þ
jj14L pour 04m4q � 1; et par con-

séquent lim supt!0þ jjbtk � btkð1þpÞjj1o
p

ðpþ1Þ
1þ
1
p

: Comme Â et B̂1 sont homé-

omorphes, on en déduit que lim supk!þ1 rðatk � atkð1þpÞÞo p

ðpþ1Þ
1þ
1
p

: Il résulte

du Théorème 4.4 que B n’est pas radicale, donc A n’est pas radicale.

Soit f 2 Â: Comme le semi-groupe ðatÞt2Kþ est localement borné, on a
limt!0þ jfðatÞj ¼ 1: On voit donc qu’il existe k051 tel que atk vérifie les

conditions du Lemme 5.7 pour k5k0: Soit Jk l’idempotent associé à atk par
le Lemme 5.7. Les mêmes arguments que dans la démonstration du
Théorème 5.5 montrent que la suite ðJkÞk5k0

vérifie les conditions de la

Proposition. ]
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On déduit alors immédiatement du Théorème 3.2 le résultat suivant.

Corollaire 5.9. Soit K un sous-corps de R; soit ðatÞt2Kþ un semi-groupe

localement borné dans une algèbre de Banach, soit A la sous-algèbre fermée

engendrée par ðatÞt2Kþ et soient p et q deux entiers positifs.

Si lim supt!0þ jjðat � a
tð

p
q
þ1Þ

Þjjo p

qðpþ1Þ
1þ
1
p

; alors ou bien at ¼ 0 pour t 2 Kþ;

ou bien A est unitaire, et il existe un élément u de A tel que at ¼ etu pour

t 2 Kþ:
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