-

View metadata, citation and similar papers at core.ac.uk brought to you byt CORE

provided by Elsevier - Publisher Connector

Journal of Functional Analysis 195, 167-189 (2002)
doi:10.1006/jfan.2002.3963

Distance entre éléments d’'un semi-groupe dans une algebre
de Banach

J. Esterle!?

Laboratoire de Mathematiques Pures, U.M.R.5467, Université Bordeaux 1,
351 cours de la Liberation, 33405-Talence, France
E-mail: esterle@math.u-bordeaux.fr

and

A. Mokhtari

Centre Universitaire de Laghouat, 3000 Laghouat, Algeria

Communicated by Paul Malliavin

Received September 8, 2001; accepted February 26, 2002

Soit (a')5¢ un semi-groupe dans une algebre de Banach, et soit n un entier positif.

On montre que si lim sup,,_, , . |la’ — a""*V|| <—~—, alors ou bien a' = 0 pour >0,
o+

ou bien la sous-algebre 4 engendrée par le semi-groupe (a'),, est unitaire, et il existe
ue A tel que @' = e™ pour > 0. Un exemple trés simple montre que la constante
ﬁ est optimale.
(n+1) 'n

Let (¢"),»( be a semigroup in a Banach algebra, and let n be a positive integer. We
show that if lim sup,_, ., |la’ — a'®*D||<—2— then either a’ = 0 for >0, or the

()"
closed subalgebra A generated by the semigroup (a')., is unital, and there exists

u € A such that a' = ™ for > 0. A simple example shows that the constant —"— is

(n+1)“;

best possible.  © 2002 Elsevier Science (USA)

1. INTRODUCTION

Soit n>=1 un entier et soit (¢')~, un semi-groupe dans une algébre de

Banach. On montre ici que si lim su et — @@t D) <—2— alors ou bien
t—0 1>
1+=
(14n) n

a' = 0 pour ¢ > 0, ou bien la sous-algébre fermée A engendrée par (¢), est
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unitaire, et il existe u € A tel que a’ = e™ pour ¢ > 0. Ce résultat avait été
obtenu par le second auteur dans [10] pour n =1 en supposant (a’),
continu pour ¢ > 0 et borné a 'origine, puis dans une partie non publié¢e de
sa thése pour n =1 et n =2 en supposant seulement (a')., continu pour
t>0. La méthode présentée ici, valable pour tout entier positif, permet
d’éliminer toute hypothése de continuité.

Le point de départ de cet article est la discussion des semi-groupes dans C,
c’est a dire des applications 6: K" — C telles que 0(s + 1) = 0(s)0(¢)
pour se K*, te K*, Kt désignant ’ensemble des élements strictement
positifs d’un sous-corps K de R. On vérifie que si 0 n’est pas continu alors ou
bien lim sup,_,q: |0(¢) — 0(¢(y + 1))| = 2, ou bien lim sup,_,q+ |0(¢) — 0(¢(y + 1))
= 400 pour tout y € K™. Soit maintenant (a'), - un semi-groupe dans une
algébre de Banach commutative A. On voit que si y € KT, et si lim sup,_¢+
p(d' — a' "ty <2, p(a’ — a'@*D) désignant le rayon spectral de a' — a’0+D),
alors Papplication 7 — ¢(a') est continue sur K* pour tout ¢ € A.

Un deuxiéme ingrédient tout a fait élémentaire de cet article est basé sur
I'étude des variations de la fonction f:x > x — x’*! sur lintervalle
[0,1] pour »>0. On voit que si 6 €]0,—-—[ alors f~1([0,5]) est la

(+p) 7
réunion de deux intervalles disjoints [0,s;] et [s2,1]. On en déduit que si
lim sup,_¢. p(a’ — a’0*V)<—2— et si le semi-groupe (a'),.x- n'est pas
a7

quasinilpotent alors A/Rad(A) est unitaire, A désignant la sous-algebre
fermée engendrée par le semi-groupe. On montre plus précisément au
Théoréme 3.3 que dans ce cas il existe un idempotent J de A4, un élément u de
JA et une application additive r: Kt — Rad(JA) possédant les propriétés
suivantes:

(i) ¢(J) =1 pour ¢ € A.
(i) (@' — Ja'),ex+ est un semi-groupe quasinilpotent.
(iii) a' = ™" pour te K.

2

Un exemple trés simple montre que la constante —— est optimale pour
le résultat ci-dessus. (47

Soit y >0, et soit (a'),.x+ un semi- groupe non quasinilpotent tel que
lim sup,_¢- |[(a’ — @'+ V)||<—~L—. On montre au Théoréme 3.2 que dans ce

(7
cas on a la décomposition plus précise Ja' = ¢™ pour t € KT, avec u € JA.
Ceci revient a montrer que 'application additive r: K+ — Rad(A) obtenue
plus haut est continue. Ceci provient d’un résultat simple d’Analyse
complexe: il existe une fonction analytique g sur le disque ouvert U de
centre 0 et de rayon "I - telle que g(0) = 0 et telle que €9 — +DIC) = 7
() 7
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pour z € U. On montre alors que si I’hypothése ci-dessus est vérifiée alors
tu+ r(t) = g(Ja' — Ja'"+V) pour ¢ assez petit. On en déduit que lim sup, -
[[r(?)]| < + oo, et on voit alors facilement que I’application r est continue. On
est donc ramené au cas d’un semi-groupe quasinilpotent.

Soit n un entier positif, et soit ((¢'),k, ) un semi-groupe quasinilpotent tel
que limsup,_: [ — ™D <—2—. On veut montrer que ¢’ =0 pour

(n+1)1+2

te K*. Les outils pour conclure proviennent de nouveau de I’Analyse
Complexe. D’aprés un théoréme d’Arens et Calderon [1], 1’équation
x — x™! =y posséde une unique solution dans R si R est une algébre de
Banach radicale, donnée par la formule x = g(u) ou g est une fonction
holomorphe au voisinage de I’origine. On montre que la série de Taylor de ¢
a lorigine est a coefficients positifs et a pour rayon de convergence

. Ceci prouve en particulier que si x est quasinilpotent, et si
(1)
lIx||>—L+, alors |x — x""!||>—2— On en déduit le résultat cherché.

(n+1yn 1)
Par conséquent si un semi-groupe non nul (a')g+ vérifie limsup,_q:
lla' — '+ V|| <—2— alors avec les notations ci-dessus on a bien a' — Ja' = 0
1)

pour 7€ K, donc l'algébre fermée A4 engendrée par le semi-groupe est
unitaire d’unité J, et a’ = Ja' = ™ pour re K+.

Dans la derniére partie de larticle on s’intéresse aux semi-groupes
(a") e+ tels que lim inf, o+ ||la’ — a’™ V|| <—2—. On ne peut pas espérer des

1) n

résultats aussi précis qu’avec les limites supérieures,car on peut construire
des semi-groupes trés discontinus tels que liminf, ¢+ ||¢’|| =0, ce qui
implique trivialement que liminf,_ o+ ||@’ — a’"*V|| = 0 pour n>1. D’autre
part on peut construire un semi-groupe (a)., dans ’algébre c,, continu
pour >0 tel que ||a'|| = 1 pour ¢> 0 et tel que liminf,_ ¢+ ||a' — a’0TV|| =0
pour tout y > 0.

Soit n>=1 un entier, et soit x un élément d’une algébre de Banach
commutative 4 tel que ||x||>—2+ et ||x — x"*!||<—2—. On voit facilement

(n+1)n ()
que dans ce cas il existe un idempotent non nul J de A tel que
{ped| p()=1}={ped||p(x)>—17}. On donne au Théoréme 5.2
(n+1)n

une formule explicite pour calculer un tel idempotent, valable pour tout
entier positif n. Cette formule coincide pour n = 1 avec la formule donnée
par le premier auteur dans [6], et pour n =2 est plus maniable que la
formule donnée par le second auteur dans la partie non publiée de sa thése
[11]. Nous renvoyons a [4] pour la comparaison entre ces idempotents. On
trouvera également dans [4] des formules plus génerales du méme type, avec
des applications aux algébres de Banach a unité approchée bornée. Le
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Théoreme 5.2 implique notamment que si une algebre de Banach A ne
posséde aucun idempotent non nul alors on a liminf, ¢+ ||¢']| = 0 pour
tout semi-groupe (a'), g+ d’é¢léments de A tel que liminf,_ o+
“at _ at(n+l)||< n -

(1)1

Dans le cas général on se limite aux semi-groupes qui sont localement
bornés, c’est a dire aux semi-groupes tels que sup,<,<p ||| < + oo pour
0<a<pf< + 0co. On montre que si la condition ci-dessus est vérifiée par un
semi-groupe localement borné non nul alors la sous-algebre fermée A4
engendrée par le semi-groupe contient une suite croissante (J,) d’idempo-
tents telle que Up>1JpA est dense dans A. Si le semi-groupe (a)., est
continu alors on a un résultat plus précis: ou bien A4 est unitaire, et dans ce
cas il existe u € 4 tel que a’ = e™ pour ¢ > 0, ou bien il existe une suite (j,), >
d’idempotents non nuls de 4 telle que Span{j, 4}, est dense dans 4 et telle
que pour tout p>1 il existe u, € j,A4 vérifiant j,a’ = e™ pour p>1.

Les méthodes utilisées dans les quatriemes et cinquiemes parties de cet
article ne donnent des résultats concernant le comportement asymptotique
en 0 de |la’ — a"*V|| que dans le cas ou y est entier. On peut se demander si
on peut obtenir des résultats analogues pour y >0, au moins en ce qui
concerne les semi-groupes localement bornés. On donne a la fin de I'article
des résultats trés partiels dans cette direction pour les rationnels positifs.
L’étude des semi-groupes d’opérateurs fortement continus sera developpée
ultérieurement.

2. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE EN 0 DU RAYON
SPECTRAL DE LA DIFFERENCE ENTRE ELEMENTS
D’UN SEMI-GROUPE

Si K est un sous-corps de R, on notera K I’ensemble des éléments
strictement positifs de K. Soit §: K+ — C une application non identique-
ment nulle vérifiant O(s + ) = 0(s)0(¢) pour se€ K*, t € K+, de sorte que
0()#0 pour 1 € K*. On va tout d’abord établir en utilisant des arguments
classiques deux propriétés concernant le comportement asymptotique de 0
au voisinage de 0. Ces résultats sont bien connus dans le cas ou K = R (voir
[9, Section 4.17]).

Pour © >0, posons F; = {log(|0(2)|} ek ~jo.o» €t SOIt F' =y F. SiaeF,
b € F, il existe deux suites (s,), et (¢),; d’¢léments de K* qui convergent
vers 0 telles que a = lim,,, ;o log(|0(s,)|) et b = lim,,_, | «, log(|0(2,)]). Quitte a
remplacer la suite (7,),-; par une sous-suite, on peut supposer que #,<s,
pour n>=1, et on obtient a — b = lim,,_, o, log(|0(s, — t,,)|) € F. Donc F est un
sous-groupe additif de R et ou bien F est dense dans R, de sorte que F = R,
ou bien il existe >0 tel que F = «Z. Dans le deuxiéme cas soit (#,),~ une
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suite d’éléments de K+ qui converge vers 0 telle que o = lim,,_, , « 1log(|0(z,))).

Alors 5 =lim,_ 10g(|6(t,,)|%) = lim, o 10g(|9(% t)))) € F, de sorte que
o = 0. Dans ce cas lim,_+ log(|0(¢)]) = 0. Si on pose Y(t) = log|0(¢)| pour
te K*, y(t) = —y(—1) pour te —K" et (0) =0, on voit que  est un
morphisme additif de K dans R qui est continu en 0, donc continu sur K. On
a Y(r) = ny(1) pour t € Q, et par continuité on obtient () = ny(1) pour
t € K. On voit donc que 0 vérifie 'une des deux propriétés suivantes

lim sup |0(¢)| = +oc et il existe pour tout u >0 une suite (1,),,

t—0*

d'éléments de K qui converge vers 0 telle que u= 111+n 0(t)l, (2.1)
n—+00

,l_i,%i 10()| = 1 et il existe aeR tel que |0(t) = €' pour te K™. (2.2)
Posons maintenant ¢(¢) = |38| pour € K*, G; = {p(1)} ;ek+ o POUT T >
0, G=\wo G.. De méme que plus haut on voit que G est un sous-groupe
multiplicatif du cercle unité T. Soit H = {x e R| e € G}. Alors H est un
sous-groupe fermé de R donc ou bien H = R, de sorte que G = T, ou bien il
existe =0 tel que H = fZ. Comme 27 € H, il existe dans le deuxiéme cas
2in

un entier p>1 tel que f = %". Posons u=e¢# . Onaalors G = {tF} g, 1.
Soit (t,),»; une suite d’¢léments de K™ qui converge vers 0 telle que
lim,,, . o ¢(2,) = u, et soit v une valeur d’adhérence de la suite (¢(’ Np>1- On
a v’ =u, ety =1 puisque v € G. Doncp =1,et G={1}. Par consequent
lim, o+ ¢(z) = 1. Posons ¢(7) = ¢~ '(—1) pour 1 € —K* et $(0) = 1. Alors ¢
est continu en 0, donc uniformément continu sur K, et il existe un
morphisme de groupe continu ¢ : (R,+) » T tel que ¢(z) = ¢(¢) pour t €
K*. Ceci montre qu’il existe b € R tel que ¢(¢) = ¢ pour t € K*. Donc 0
veérifie I'une des propriétés suivantes

lim sup|1 — @ =2, et pour tout ueT il existe une suite (),
10+ 10(0)]
+ 0(tn)
d'elements de K™ qui converge vers 0 telle que lim = (2.3)
n—-+00 |0(2,)|
.00 0@ _
lim —= =1, et il existe be R tel que —= =" pour te K*. (2.4)
150+ |0(2)] 70 I (

On a alors le lemme suivant

LEMME 2.1.  Soit K un sous-corps de R et soit 0 : K™ — C une application
non nulle telle que 0(s + t) = 0(s)0(t) pour se K+, te K.
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(1) Si limsup,_q: [0(2)] = +00, alors limsup,_q: [0(z) — O(¢(y + 1)) =
“+00 pour y € K.

(i1) Si limsup, o+ |0()|< + 00, et si limsup, o+ |1 —0(¢) >0, alors
lim sup,_,o: |0(z) — 0(¢(y 4+ 1))| = 2 pour y € K+.

(iii) Si lim,_ o+ 0(r) = 1, alors il existe ¢ e C tel que 0(t) = e pour
teKt.

Demonstration. 11 est évident que si y est rationnel, et si lim sup,_,o+ |0(?)]
= +00, alors lim sup,_4: |0(t) — 0(t(y + 1))| = 400, puisque [0((y + 1))| =
|0(r) ™! pour yeK', mais on va voir que ce résultat est valable
pour tout ye K*'. Fixons ye KT, et supposons que limsup,_ ¢
|0(t) — 0(¢(y + 1))|<+00. Soit R>limsup,_ - |0(r) — 0(¢(y + 1))|, et soit
to € KT tel que |0(¢) — 0(¢(y + 1))| <R pour t € E =]0, [ K.

Soit ¢ € E et supposons que |0(z(y + 1))|=2R. On a alors

0y + 1)

oy |~ U+ D) - 00l R.

1
2R‘1 —MHH(«H 1) —

Donc |1 —ﬁk% et |0(ty)|<2. Supposons maintenant que 7€ E et que
|0(t) =2R. On a

2RIl — 0(1y)|<10(1) — 0(«(y + 1)< R,

donc |1 — 0(ry)| <} et |0(ry)|=3. Soit alors ¢ € E tel que |0(t)|<%. On a

to—teEet|0(ty—1)= ‘I%((’;‘))ll>2R. Daprés ce qui précede, [0((1o — 1)y)|>1,

donc |0(ty)|<2|6(toy)|. Finalement si ¢ € E, et si |0(¢(y + 1))|<2R et |0(¢)| =

0 O(t(v+-1 2 2
Pl alors [0(zy)| :Htlg(;\ ))lglg(’;)‘. Posons M:max(2,2|0(tgy)|,%). On

obtient |0(zy)| <M pour te K, 0<t<ty. Donc sl existe ye KT tel
que limsup, o [0(5) —0(t(y + 1))|]< +00 on a limsup, g |0(0)] =
lim sup,_,+ [0(zy)| < + o0, ce qui prouve (i).

Supposons maintenant que lim sup,_,q+ |0(¢)| < + 0o et que lim sup,_, o+ |1
—0(£)| > 0. Alors 0 vérifie (2.2) et (2.3). Soit y € K*. On a lim sup,_,+ |0(¢) —
0(t(y + 1))| < limsup,_, o+ [0(2)] + limsup,_, o+ [0(ty)] =2. D’autre part
d’aprés la propriété (2.3) il existe une suite (s,),>; d’¢léments de K+ qui

converge vers 0 telle que lim,H_mlz%l = —1. Posons ¢, :57 pour n>=1.

Comme lim,_, 1 |0(s,] = lim, 1« |0(t,] = 1, et comme lim,_ . 0(f,)) =
=1, on a Lm0 [0(2) — 0(ta(y + DI = limy— o0 [0(z0)I[1 — 0(2a7)] = 2.
Donc dans ce cas lim sup,_, - |0(¢,) — 0(¢,(y + 1)| = 2 pour tout y € K+, ce
qui prouve (ii).

Supposons maintenant que lim;_, o, 0(¢) = 1. Alors 0 vérifie les propriétés
(2.2) et (2.4), ce qui prouve (iii). 1
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Si A est une algébre de Banach,on notera 4 I'ensemble des caractéres de
A, et on notera p(x) le rayon spectral d’un ¢élément x de A. Soit K un sous-
corps de R. On dira qu’'une famille (a'),cx+ d’¢léments de A est un semi-
groupe si a*t' = a*a’ pour se KT, te K*, et on dira qu'un semi-groupe
(¢"),ex+ est quasinilpotent si p(¢’) =0 pour re K" (ce qui équivaut a
pla') = 0).

Nous aurons besoin plus loin du résultat bien connu suivant

LEMME 2.2, Soit A une algebre de Banach commutative unitaire, et soit G
lensemble des élements inversibles g de A tels que ¢p(g) = 1 pour tout ¢ € A.
Alors Tapplication x — e est une bijection de Rad(A) sur G.

Démonstration. Soit I 'unité de A, et soient x € Rad(A), y € Rad(A) tels

Z k—1-p
()<,,<A l y

quee’=¢" . Ona(x— I+, )=0.Comme I+,

k—1—p
Z(}<,,<A 1Yy
k!

x = y. D’autre part si g € G alors la série ), (-1

Rad(A). Posons x = Zkzl(—l)k“(g%)k. Il résulte des propriétés standard
du calcul fonctionnel holomorphe que g=e¢€*, ce qui achéve Ila
démonstration. 1

}/]17

€ Rad(A), I + 3 -, Z“S’g,’(—ix est inversible dans A4 et

Yyl 1) converge dans

On a le résultat général suivant.

THEOREME 2.3.  Soit K un sous-corps de R, soit (a'),cx+ un semi-groupe
non quasinilpotent dans une algebre de Banach, soit A la sous-algebre fermée
engendrée par (a'),.x+ et soit y € K.

Si limsup,_,o p(a’ — a0V <—L— alors A/Rad(A) est unitaire, et il

a7
existe un idempotent J de A, un élement u de JA et une application r: t — r(t)
de Kt dans Rad(JA) possédant les propriétés suivantes

(i) ¢(J) =1 pour tout ¢ € A.

(i) r(s+1)=r(s) +r(t) pour se K*, te K. »

(%ii) Ja' = e pour te K+, ou e = J + Zk%%ﬁpour veJA.
(iv) (a' — Ja'),cx+ est un semi-groupe quasinilpotent.

Démonstration. Soit ¢ € A. D’aprés le Lemme 2.1, on a |¢p(a'0TD)| =
lp(a")|"*! pour te K*. Soit § e R tel que limsup, o p(a' —a'"V)<d<

Ol = Ip@) ™ <Ipa’) = p(ao ) <6

1+
G+ 7
pour ¢ € Ey := KTn]0, #]. La fonction f : x — x — x7*! est positive sur [0, 1],
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1 1

croissante; sur [0,(y +1)"7] et décroissante sur [(y+1) 7, 1], et

fG+17) =—1.
(1+p) 7

Soient s; et s, avec sy <s», les deux solutions sur ]0, 1] de I’équation
f(x)=0. On a |p(a")|<s; ou |p(a')| > s, pour t € Ey. Soit t € E;. Comme
|p(a@™)| = |p(a’)]” pour re@F, on voit que si |p(a’)]<1 alors un sous-
ensemble dense de lintervalle [|¢(a’)],1] ne rencontre pas [si,s;]. Par
conséquent |¢p(a')|= s> pour ¢ € A. En particulier |$p(a”)|=s, pour ¢ € 4 ce
qui prouve que A est compact. D’aprés les Théoréme 3.6.3 et 3.6.6 de [12],
I’algébre quotient A/Rad(A) est unitaire, et il existe un idempotent J de A tel
que ¢(J) =1 pour tout ¢ € A. 11 est clair que (¢' — Ja'),cx+ est un semi-
groupe quasinilpotent.

L’algébre B = JA a pour unité J. Posons b = Ja' pour ¢ € K*. Soit i € B.
Il existe ¢ € 4 tel que Y(Jx) = ¢(x) pour x € 4. On a S — (b)) < |¢p(a") —
P(@0tD) <5< 1 pour t € Ey et par conséquent il existe 7, € Ey tel que p(J —
b")<1 pour t € Ey := Kn]0,1]. Posons u; =}, -, M pour ¢ € Ej.
On a b’ = ¢* pour t € E|.

Soit maintenant t€ K, et soit n le plus petit entier positif tel que
1<nt;. On pose u, = nuz, de sorte que b’ = e*. Soit y € B, et soit ¢ € A
tel que ¢(x) = Y(Jx) pdur x € 4. D’apres le Lemme 2.1 il existe ¢4 € C
tel que Y(b') = ¢p(a’) = "¢ pour te K*t. Les notations étant les mémes
que plus haut on voit que yY(u:) coincide avec la détermination
principale du logarithme de (b’)." Donc y(us) = tc7¢ et Y(u) = mp(ur)
— lC¢. n n

Posons u = t7'u,,, r(t) = u; — tu. On a Y(r(1)) = tcy — tcy = 0, donc 1(1) €
Rad(A) pour te K. On a W) = o=(+upstt — o7(s+0) et j] résulte du
Lemme 2.2 que r(s + £) = r(s) + r(¢) pour se K*, te K+, ce qui achéve la
démonstration. 1

On a alors le corollaire suivant

COROLLAIRE 2.4. Soit K un sous-corps de R, soit (a"),.x+ un semi-groupe
non nul dans une algebre de Banach commutative semisimple, soit A la sous-
algebre fermée engendrée par (a'),.x+ et soit y € K.

Si lim sup,_q p(a’ — a'"*Vy<—2— alors A est unitaire, et il existe un

a+p) 7
éléement u de A tel que a' = e™ pour t € K+.

On va maintenant donner un exemple trés simple qui montre que la
constante —'— est optimale.
!
) 7

EXEMPLE 2.5. Pour >0, x € [0, 1], posons a’(x) = x'.
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Alors [la' — a'7* V||, = —L— pour y >0, 1> 0, et la sous-algébre fermée
G’
de %(0,1) engendrée par le semi-groupe (a'),., est semi-simple et non
unitaire.

En effet on déduit du théoréme de Stone—Weierstrass que la sous-algebre
fermée de %(0,1) engendrée par a' coincide avec .# = {f € €(0,1)|f(0) =
0}. Donc la sous- algBre fermée de %(0,1) engendrée par (a'),, coincide
également avec .#, qui est semisimple et non unitaire. D’autre part pour
7>0,1>0o0na |la — a0 = maxgercy x — x!7 = —L—

a7

3. DISTANCE ENTRE ELEMENTS D’UN SEMI-GROUPE:
REDUCTION AU CAS DES SEMI-GROUPES QUASINILPOTENTS

La fonction fix> e’ — e(“/“)x est une bijection de 1— 10g(‘+‘+1) ,+0oo[ sur

],

(lﬂ) ]
convergence du développement de Taylor en 0 de la fonction réciproque
Sl =00, —L~[-]— log('ﬂ) ,+00[ est égal a T
)7 a7

LEMME 3. 1 Soit y > 0 et soit U le disque ouvert de centre 0 et de rayon
=0 et telle

(1+y) T
que e9?) — 0TI — 7 poyr z e U.

Démonstration. Posons f(z) = ¢ — eU+tD?. Comme f(0) = 0, et comme
1'(0) = —y+#0, il résulte du théoréme d’inversion locale qu’il existe deux
voisinages ouverts ¥ et W de 0 tels que la restriction de f/ a V soit une
transformation conforme de V" sur W. 1l existe donc une fonction analytique
g: W - V telle que g(f(z)) =z pour ze V et telle que f(g(z)) = z pour
ze W.0Onag(0)=0.Soit ), -, axz* le développement de Taylor de g en 0.
Comme f(R) = R, o € R pour k> 1. Soit R le rayon de convergence de la
série Zk>1 axz®. On étend g au disque ouvert D(0,R) en posant g(z) =
Doks1 axz* pour |z| <R, et on a f(g(z)) = z pour |z| < R. Pour x €] — R, R[ on
a f"(g(x))#0, donc g(x) #1 log(ﬁ) L’étude des variations de f sur R montre

alors que x = f(g(x)) ;éf(l log( 1)) = — . Donc R< T
G+ G+
Soient s; et 55, avec 51 <7, les deux solutions (ou la solution double) de
I’équation f(x) = R sur | — 00, 0[, et soit s3 la solution de I’équation f(x) =
—R sur ]0, 4-o0].
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Si |z|]<R, on a R>|f(g(2))|=]]e9@] — |e0+190)| | = |eRe9() _ o+ DRg()],
Donc ou bien Re(g(z)) €] — 00,s1[, ou bien Re(g(z)) €]sz,s3[. Comme
Re(g(0)) = 0, un argument de connexité montre que s, < Re(g(z)) <s3.

D’autre  part 2|1 — /9| L eRUD|] — 19| = |e9() — 0+DID)| < R

L. Comme e >—1, on obtient |1 — e"f'g(-’)|<7%<1 pour |z]<R. Donc
e IN] G+
7 Im(g(2)) € Urez] — 5 + 2kmn, 5 + 2kn[. Comme Im(g(0)) = 0, un argument
de connexit¢é montre que y|Im(g(z))|<5 pour |z|<R. On voit donc que
g(D(0, R)) est borné.

Soit 4 € C tel que |4] = R. Il existe une suite (z,),; d’éléments de D(0, R)
telle que lim,, o z, = 4 et telle que la suite (g(z,)),>; soit convergente.
Posons u(4) = lim,,_, ; « g(z,). On a f(u(1)) = 4.

Si f'(u(2))#0, il existe d’aprés le théoréme d’inversion locale un
voisinage ouvert V), de u(4) et un voisinage ouvert W, de 4 tels que la
restriction de f a V), soit une tranformation conforme de V), sur W,.
Soit g, : W, — V, I'application réciproque. Comme z, € W, et g(z,) e V;
pour n assez grand on voit que ¢ et g, coincident au voisinage de z, pour n
assez grand, donc ¢ et g, coincident sur la composante connexe de A dans
W, n D(0, R). Ceci montre que / est un point régulier de la série entiére
> k>1 %z". Mais cette série admet au moins un point singulier 4 tel que
|2] = R, et on a alors f’(u(4)) = 0.

2ikm
Donc u(4) = — D 4 25 qyec ke Z, et 4 =f(u(A) = e 7 —L—, ce
47
qui montre que R = || = ——. La fonction g construite ci-dessus vérifie
(7
donc les conditions du lemme. 1
On a alors le théoréme suivant

THEOREME 3.2. Soit K un sous-corps de R, soit (a'),cx+ un semi-groupe
non quasinilpotent dans une algebre de Banach, soit A la sous-algebre fermee
engendrée par (a')cx- et soit y > 0. Silim sup,_o: [|a’ — a0 V|| <—L—, alors

G+ 7
il existe un idempotent J de A et ueJA verifiant les proprietes
suivantes

() ¢(J) =1 pour ¢ € 4,
(i) (&' — Ja'),ex+ est un semi-groupe quasinilpotent,
(i) Ja' = e™ pour t e K.

Démonstration. On reprend les notations du Théoreme 2.3. 1 suffit de
montrer que lapplication additive r: K™ — Rad(JA) est de la forme
r(f) = t.r(1). Posons B = JA, et posons u(t) = tu+ r(f) pour t € K*. Soit
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gz D is axz¥ 1a fonction analytique sur le disque ouvert U de centre 0
et de rayon —— obtenue au Lemme 3.1, soit 6 €]0, ——[ et soit 7p € K™
14

o+ 7

) G+

tel que ||la' — a'7TV|| <6 pour 1 € E = K]0, p]. Comme la série Y, . lote |6
est convergente, la série 3. o o(Ja' — Ja'™+D)* converge dans B pour ¢ €
E. Posons u(t) = g(Ja' — Ja'0*V) = 3" g oy(Ja' — Ja'"*V)*. Draprés les
propriétés standard du calcul fonctionnel holomorphe, on a " — (e
— Jat _ Ja(y+1)t — eu(z) _ e(",'+l)u(t).

La fonction [ :z > e — e0tD7 est entiére. Posons h(zy,z,) =LEU=/E)

Z1—2»
pour zy #z; et h(z1,z;) = f'(z1) pour z; = z,. Alors h est une fonction entiére
sur C2. Comme /7(0)#0, il existe ¢ > 0 tel que f soit injective sur le disque
ouvert D(0,¢). Par conséquent /(zy, z;) #0 pour |z1|<e, |z2| <e.

Pour teE, on a p(u(t))=1tp(u), donc lim, ¢+ p(u(z))=0, et
p(Ja’ _ Ja(y+1)t) — p(eu(t) _ e(y+1)u(t)) — p(etu _ et(y+l)u) < elp(u)p(J _ et*,-u). Donc
lim,_o+ p(Ja' — Ja¥*V") = 0. Comme ¢(0)=0 on a lim, ¢ p(v(£)) = 0.
Donc pour ¢ assez petit on a ¢p(h(u(t), v(?)) = h(p(u(t), p(v(1)) #0 pour tout
¢ € B, et dans ce cas h(u(r), v(r)) est inversible dans B. Donc il existe ¢, € E
tel que u(f) = v(¢) pour t € KNJ0, ¢].

Posons M = |lJ]|> .+, lo|0¥. On a lim sup,_o+ [[r(®)|| <M. Soit main-
tenant / € A*. On pose 0(r) = Re(I/(r(z)) pour te K*, 0(0)=0 et 0(r) =
—Rel(r(—1)) pour t € —K . De méme qu’au début du paragraphe précédent
on voit que I'ensemble G des valeurs d’adherence de 6 en 0 est un sous-
groupe additif borné de R. Donc G = {0} et 0 est continue sur K. Donc
Rel(r(f)) = tRel(r(1)) pour te KT. De méme Imli(r(z)) =t Imi(r(1)),
et I(r(1)) = tl(r(1)) pour te K*. On voit donc que Ja' = ™) pour
t e K+, ce qui achéve la démonstration. 1

4. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE EN 0 DE LA
DISTANCE ENTRE ELEMENTS D’UN SEMI-GROUPE

QUASINILPOTENT
Soit n>1. L’application x > x — x"*! est strictement croissante sur
. 1y ,
[~~~ Notons ¢, : [~ ——(1 &), —*—] ~ [~ —.— ] Tap-
(n+Dn (n+1)n (n+1)n (n+1)""n (n+1n (n+1)n
plication réciproque. Alors ¢, est strictement croissante, dérivable sur
]—-—L »— [ et ¢! n’est pas bornée sur [0,—2~ 7l. Le résultat suivant
(D (1) 1)1

traduit notamment le fait que le rayon de convergence du développement de
Taylor en 0 de ¢, est égal & ——.

(n+1)l+;
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LEMME 4.1.  Soit n>1 un entier, et soit U le disque ouvert de centre 0 et de

rayon ——. Il existe une application h analytique sur U et continue sur U

(1)
telle que h(0) = 0 et telle que h(z) — h(z)"™' = z pour z € U. De plus h®(0)=0
pour k=1, et h(—"—) = —L+.
@+

Démonstration. Posons f(z) =z —z""! pour zeC, soit V le disque
ouvert de centre 0 et de rayon ——, et soit I' =20V le cercle de cen-
(n+1yn
tre 0 et de rayon —+. Soient zye V,ze V. On a f(z1) —f(z) =

(n+1)n
(z1 — 2)(1 = Y gcpenziza™ ). Comme |3 c,ziz8 ¥I<1, [ est injective
sur V.
Soit A e U. Posons ¢(z) =z — A, Yy(z) =z — "' — L. Pour ze I, on a

1 n 1 n 1
[p@) =2 — 141> I T 1<1‘ +1>: 1
mn+Dn m+ D" @+ " (n+1)""n

= |zI"*! = |¢(2) — Y(z)|. T résulte alors du théoréme de Rouché que
I’équation Y(z) = 0 posséde une solution dans V, et U < f(V).

L’application f est une application conforme de ¥ sur ’ouvert f(V). Soit
h:f(V) - V Tapplication réciproque, et soit /(z) = ZkZoOCka le dével-
oppement de Taylor de 4 en 0. On a h(z) — i""'(z) = z pour z e f(V), et
o = h(0) = 0. Soit R le rayon de convergence de la série ) ;- azX. Comme
U c f(V), on a R>—2—. D’autre part on a /' — (n+ )"’ =1, donc
o = H(0) = 1. ) n

Soit k>=2. 1l existe un polynome Qy. de k variables a coeflicients positifs tel
que A% = (n+ DI"H® + Or(h, I, ..., h*=D). On voit donc par une récur-
rence immédiate que A% (0)>0 pour k >2. Par conséquent o >0 pour k> 1.
On a évidemment /(f) = ¢,(f) pour 0<r< ”l r (ce qui prouve que
(n+D)'"n
R=—1. 1 puisque la dérivée de ¢, n’est pas bornée sur [0, l+l[).
(1) (1)

Comme oy >0 pour k=1, on en déduit que la série.

doks1 k(" ¥ est convergente et a pour somme ——. 1

1) (n+1yn

On en déduit le résultat suivant, qui avait été obtenu par le premier auteur
dans [7] pour n = 1 (voir également [2, 3]).

LEMME 4.2. Soit A une algebre de Banach, soit n>=1 un entier,

soit h la fonction analytique construite au Lemme 4.1 et soit ue€ A.
. . ®) .
St ||ul| <—2 1 alors la série ) -, hk!(o) uk converge dans A, et si on

(1) "n
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pose h(u) =3, -, hUZfO) Uk, on a h(u) — h(u)"™' = u. De plus ||h(w)|| < h(|ul])

<
(n+1)n

Démonstration. D’aprés les propriétés standard du calcul fonctionnel
holomorphe, on a h(ru) — h(ru)" = ru pour re[O I[, et par continuité
h(u) = (""" = u. Dautre part || < sy “pul = A(lul) <

(n+1)"n

LEMME 4.3. Soit A une algebre de Banach, et soit ue A. Si u est

quasinilpotent alors x = h(u) est l'unique élement quasinilpotent de A verifiant
x—x" =

Démonstration. Cette propriété est une conséquence d’un théoréme
classique d’Arens et Calderon [1], mais on peut en donner une démonstra-
tion directe. Soit A I’algébre obtenue en ajoutant une unité / a A. Posons
x = h(u).

On voit comme plus haut que x — x"*! = u. Si y € 4 vérifie y — y"*! = u,
alors uy =yu, donc xy=yx. On a (x-— y)(I D o<k<n X kyn=ky = 0.
Comme x et y sont quasinilpotents, I —» o <, xKy"=k est inversible dans
Ayetx=y. 1

On déduit alors des lemmes précédents le résultat suivant, établi par le
premier auteur dans [7] pour n = 1, et par le second auteur dans la partie
non publiée de sa thése [11] pour n =2 (avec la condition restrictive
x| <—27).

NG

THEOREME 4.4. Soit A une algebre de Banach, soit n>=1 un entier, et soit
n+1 || >

1 1
(n+1)n (n+l)1+n

Démonstration. Supposons que ||x — x"*!||< 1, €t soit /1 la fonction
(1)
analytique construite au Lemme 4.1. D’aprés ce qui précéde, on a x =
h(x —x™1). 11 est clair que la fonction h est transcendante. Comme
1
. N = A) k
limye oo [I(x = X =0, ona vl < Sy Bl <h——p) =
(1)
1
—1 1

(n+1yn

COROLLAIRE 4.5. Soit K un sous-corps de R, soit (a'),x+ un
semi-groupe quasinilpotent dans une algebre de Banach, et soit n=1 un
entier.

Si lim sup,_ ¢+ |la’ — a'"+V|| < - alors a' = 0 pour t € K.

1)
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Démonstration. Soit t € KT. Si a’#0 on aurait a la fois
) t ) 1 ) t t(n+1)
limsup,_, , , [le?[[=limsup,_, , lld|lP=1 et lim SUp, 4o ll@? —a 7 |I<

— 1, ce qui contredirait le Théoreme 4.4. I
(+m)'n

On a alors le théoréme suivant.

THEOREME 4.6. Soit K un sous-corps de R, soit ('), .+ un semi-groupe
dans une algebre de Banach, soit A la sous-algebre fermée engendrée par
(") g+ et soit n=1 un entier.

Si lim sup,_, o+ ||(a' — @' V)||<—2— alors ou bien a' = 0 pour t € K™, ou

(+m''n
bien A est unitaire, et il existe un élément u de A tel que a' = e™ pour t € K+.

Démonstration. Supposons que (a’),.g+ est quasinilpotent. Il résulte
alors du Corollaire 4.5 que @’ = 0 pour 1 € K*. Dans le cas contraire on sait
d’aprés le Théoreme 3.2 qu’il existe un idempotent J de A4, avec ¢(J) = 1
pour ¢ € A et un élément u de JA tels que Ja' = e pour te K*. Soit B=
A/JA et soit m la surjection canonique de 4 sur B. Comme 7 est
contractante, et comme ¢(J) = 1 pour ¢ € A, B est radicale, et il résulte
du Corollaire 4.5 que n(a’) =0 pour 1€ K'. Donc &' = Ja' = e™ pour
te KT et A est unitaire d’unité J, ce qui achéve la démonstration du
théoréme. |1

On va maintenant donner un exemple simple qui montre que la constante

" est ici aussi optimale. Soit .«7(D) I'algebre des fonctions continues sur
(1)
le disque unité fermé dont la restriction au disque unité ouvert D est
holomorphe, munie de la norme ||f]|,, = max <1 | f(z)| = max; = | f(z)] qui
en fait une algébre de Banach uniforme. Pour z € C, znon réel <0, > 0on
pose z! = |z|e" “93) | arg(z) designant la détermination de I'argument de z
qui appartient a ] — 7, 7], et on pose z' = 0 pour ¢ = 0. On pose également
a'(z) = (%)’ pour |z| <1, > 0. Il est alors bien connu et facile de voir que
(@") 5 est un semi-groupe continu dans (D), et ||a’||,, = | pour > 0. On a
alors I’exemple suivant, qui provient de la partie non publiée de la thése du
second auteur [11].

ExEMPLE 4.7. Soit .4 = {f € /(D)|f(1) = 0}, et posons ¢(z) — e 1
pour |z|<1, z#1. Soit # 'algebre quotient .# /.4, et soit n: M — R la
surjection canonique. Alors Z est radicale, la sous-algebre fermée engendrée
par n(a")~, coincide avec %, le semigroupe 7n(a’),., est continu, ||n(a’)|| <1
pour > 0, et on a lim,_q+ ||n(a") — n(a’"+V)|| = % pour tout entier n>1.

(n+1)"n

En effet on déduit du fait que les polyndmes sont denses dans .7(D) que

la sous-algébre de .«7(D) engendrée par a' est dense dans .#. Donc la
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sous-algebre fermée de # engendrée par le semi-groupe (n(a’))., coincide
avec #. L’application 7+ n(a’) est une application continue de ]0, +oo[
dans 4, et il est clair que ||z(a")||<1 pour ¢ > 0. Comme .# est le seul idéal
maximal de /(D) contenant ¢.#, Z est radicale.

On a |arg(a'(2))| <5 pour >0, |z|<1, z#1, donc a'(z) — |a'(z)| converge
uniformément vers 0 sur D quand 7—0". On en déduit que

lim sup, .- [|n(@)— (@ V)| <lim sup, o [la'—a D], <maxg<y<i x—x""
— n

1)

Comme le semi-groupe (a'),5, est continu, on a lim,_¢+ ||n(a’)|| = 1, et on
déduit alors du Théoréme 4.4 que lim,_+ ||n(a’) — n(a" V]| = —2—.

@+1)n

5. LIMITE INFERIEURE EN 0 DE LA DISTANCE ENTRE
ELEMENTS D’UN SEMI-GROUPE

Soit K un sous-corps de R. On se propose maintenant de discuter les
semi-groupes (a'),.x+o d’éléments d’une algébre de Banach tels que
liminf,_o+|la’ — a™*D||<—2—. On ne peut pas espérer obtenir ici des

(1) n
résultats aussi précis qu’avec les limites supérieures. En effet soit (b"),., un
semi-groupe dans une algébre de Banach tel que lim sup,_ ¢+ ||b’]| < + o0, et
soit 0:]0, +00[—]0, +00[ une application telle que O(s + ) = 0(s)0(¢) pour
s>0, t>0 et telle que lim inf,_ ¢+ 6(f) = +00.

Posons a' = 6(t)b' pour t>0. D’aprés la Propriété (2.1) on a
lim inf,_¢+ ||a’||=0, d’ou trivialement lim inf,_+ ||a’—a* V|| = 0 pour n>1.

De méme soit ¢ : ]0, +00[— T une application telle que ¢(s + 1) = P(s)p(¢)
pour s> 0,7 >0 et telle que limsup,_,¢:+ |1 — ¢(t)] > 0, soit 4 une algebre de
Banach unitaire et soit u € A. Posons a’ = ¢(t)e™ pour ¢ > 0. Il résulte de la
Propriété (2.3) et du Lemme 2.1 que liminf,¢: |ja’ — @™ D] =0 et
limsup,_,- |la’ — @™ V|| =2 pour n>1.

Méme si on suppose que (d')., est continu, le fait que
liminf,_o+ |la' — a"*D||<—2— n’implique pas que la sous-algébre fermée

(11—0—1”;
engendrée par le semi-groupe (¢'),, est unitaire, comme le montre ’exemple
suivant (on note ¢, I’algebre des suites d’¢léments de C qui convergent vers
0, munie de la norme [|(x,),> |l = max,=1 (1x,)).

EXEMPLE 5.1. Posons a' = (e"(”’)z)@l pour t>0. Alors Ialgébre
engendrée par (@), est dense dans c,, et liminf, - ||a’ — a’@*D|| =0
pour y > 0.

En effet on déduit du théoréme de Stone—Weierstrass appliqué a I’algébre
obtenue en adjoignant une unité a ¢, que ’algébre engendrée par (a'),. est
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dense dans ¢,. Posons ¢, = # pour p=1,etsoity>0.0na tl,,(q!)2 = p pour

=1

g=p et lj,,(q!)2 <}) pour 1<g<p. Pour p assez grand on a e ?<—L<<e?,
G+

1 G+D
donc |la — a0 V|| <max(e » —e P ,e? — e 0FTDP) ce qui montre que
liminf,_o+ ||’ — @'+, = 0 pour y > 0.

On va cependant obtenir un certain nombre de résultats, basés sur le fait
que si un élément x d’une algébre de Banach commutative A vérifie ||x|| =

ret|x— x| <—2 1, avec n> 1 entier, alors 4 posséde un idempotent
(n+1yn ()t
non nul. Plus précisément il est alors facile de voir (cf. le résultat ci-dessous)

que I'ensemble Q = {¢ € 4 | |p(x)| > —L T} est une partie ouverte, compacte
(n+1)n

et non vide de 4, et par conséquent A posséde un idempotent non nul J tel

que @ = {$p e A|p(]) = 1}. 1

Dans le cas n = 1 on sait d’apres [7] que J = §+ (x — %)(1 —4x + 4x?) 2,
I désignant 'unité de I’algebre 4 obtenue en ajoutant une unité a 4. On va
maintenant donner une formule explicite valable pour un entier n>1
quelconque. On peut déduire de cette formule que si une algebre de Banach
A posséde une unit¢ approchée bornée séquentielle (ep),-, telle que
liminf, 4o lle, — eZ“||< ”Hl alors A posséde une unité approchée

(n+1) 'n
bornée séquentielle formée d’idempotents. Nous renvoyons pour cette
question a [4], ou on trouvera des résultats plus généraux dans cette
direction.

La méthode est inspirée de la méthode de calcul des projecteurs
basée sur l'identité de Bézout dans le théoréme des noyaux en algébre
linéaire. On va utiliser de nouveau la fonction analytique introduite au
Lemme 4.1.

THEOREME 5.2. Soit A une algebre de Banach, soit n>=1 un entier et soit

x e A tel que ||x||=>—"+ et ||x — x""||<—L2—. Soit U le disque ouvert de
(n+1yn (+1)n

centre 0 et de rayon ——, et soit h la fonction analytique sur U construite

(1)
au Lemme 4.1. Alors |p(x)| #—— pour ¢ € A, I — (n+ Dh*(x — x"T) est
(nt1yn

inversible dans l'algébre A obtenue en ajoutant une unité I a A, et J =

(I — (n+ DA (x —x"1))™! ( > (o= hx— XY h(x - X )’*”‘)

2<k<n+l1
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est un idempotent non nul de A verifiant x — h(x — x"t") =

J(x — h(x — X)), De plus si ¢ € A on a $(J) = 1 si |p(x)| > —, et p(x) =
0 si p(x)<—1+. (n+1n
(n+1)n
Démonstration. Soit u e A tel que ||ul| <—2—. Comme ||i(u)||<h(]|u|])
(n+1)"n

<+l, I — (n+ D)A"(u) est inversible dans A. Soit y € 4. On a
(n+1)n

Y+ hu) = @+ h@)™ = u =y = (n+ DA")

_ y2 ( Z Cyl:+1yk2h(u)n+lk> )

2<k<n+1

Posons maintenant u = x — x"*!, y = x — h(u), b= I — (n+ Dh(u)")™"

(Cackenes Oy /™). Comme (y + h(w) — (v + h(w)"™" —u =0,
on a y = y*h, donc y?b> = yb, et J = yb est un idempotent de 4. Comme

I 7, on a y#0 et J#0 puisque y = Jy. Soit maintenant ¢ € A.
(n+1yn

Comme [¢(x)] — [p()I" <[p(x — x| <—2—, on a |p(x)| A —.
(n+1) " (n+1)n

On a vu dans la démonstration du Lemme 4.1 que la fonction z +— z —

"1 est injective sur le disque ouvert de centre 0 et de rayon —! 7- Comme

(n+1)n
B(x) = p()"" = G(h(w) — p(h(w))"" et comme |¢(a(w))| <h(|[ul[) <— on
(n+1)n
voit que si |¢p(x)|<— 7 alors ¢(y) = ¢(x) — ¢(h(u)) = 0, donc ¢(J) = 0.
(n+1)n
D’autre part si [¢(x)| > —1 1> alors ¢(x) # ¢(h(u)) donc ¢p(y)#0 et ¢p(J) = 1
(n+1)n

puisque y = Jy. 1
On peut évidemment calculer la fonction s donnée par le Lemme 4.1 dans
1
5 1
le cas n = 1. On trouve A(z) = ﬂ pour |z|<}—‘, ou (1 —4z)2 est donné
par le développement en série usuel. La formule du Théoréme 5.2 donne
1
alors  J = (I — 2h(x — x)) )(x — h(x — ¥2) = (x — 5 + 1(I — 4x + 4x2)2)

| I
(I —4x +4x) 2 =14 (x — H(I — 4x + 4x?)72, ce qui est la formule donnée
par le premier auteur dans [7].

On déduit du Théoréme 5.2 le corollaire suivant, qui est un peu moins
precis que le Théoréme 4.4.
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COROLLAIRE 5.3.  Soit A une algebre de Banach. Si A ne possede aucun
idempotent non nul, alors ||x — x"*!|| > T pour tout x € A tel que ||x||=

1 - (n+1)""n
(n+1)n

Le corollaire suivant montre que si 4 ne posséde aucun idempotent non
nul on ne peut avoir liminf,_¢: ||la’ — a’™* V|| <— que dans le cas trivial

ou lim inf,_¢-+ ||a’|| = 0. 1)1

COROLLAIRE 5.4. Soit K un sous-corps de R, et soit (a'), g+ un semi-
groupe dans une algebre de Banach A. On suppose que A ne posséde aucun
idempotent non nul.

(i) Silimsup,_ o |la’ — @™ V| < r, alors a' = 0 pour t € K.
(n+1)l+;

(ii) Siliminf,_ g+ ||a’|| > 0, alors liminf,_o+ ||a’ — "™V >—".

t (ntl)y n

Démonstration. (i) provient du fait que liminf, . [la?||>1 si a’#0.
D’autre part posons m = liminf,_o+ ||a’l. On a m? = liminf,_o+ ||a'|]* >
lim inf, ¢+ ||@*|| = m. Donc si m >0, alors m>1, et I’assertion (ii) découle
immédiatement du Théoréme 5.2. |

On va maintenant utiliser le Théoréme 5.2 pour étudier les semi-groupes
tels que liminf,_  ||@’ — &'V < . On sait déja que la sous-algébre

(n+l)l+ﬁ

fermée engendrée par (a'),.x+ possede un idempotent non nul si liminf,_,o+
[l@’]| > 0. On va maintenant introduire une condition plus forte. On dira
qu'un semi-groupe (a'),.x- est localement borné si Sup,, g~x < + 00 pour
O<a<<f< + oo. Il résulte évidemment du théoréme de Banach—Steinhaus
qu'un semi-groupe (77),.x+ d’opérateurs bornés sur un espace de Banach
qui est continu sur K+ pour la topologie forte des opérateurs est localement
borné. D’autre part si lim inf,_ ¢+ ||a’|| = 0 et s’il existe s € K tel que a*#0,
alors le semi-groupe (a'),.x+ n’est pas localement borné puisque ||a*’||||a’||
>||a’|]| pour 0<t<s.

On dira qu’une suite d’idempotents (J/,),> d’une algebre de Banach est
croissante si J,.1J, =J, pour p>1, ce qui implique que J,J, = J, pour
g=p=l.

THEOREME 5.5. Soit K un sous-corps de R, soit ('), .+ un semi-groupe
dans une algébre de Banach tel que liminf,_ . ||a’ — a'™*V || <—1 et soit
(n+1) *n
A la sous-algebre fermée engendrée par le semi-groupe (a'),cx+ -
Si le semi-groupe (a"),x+ est localement borné et non nul, alors il existe une
suite croissante (J,),~ d'idempotents non nuls de A telle que A= Up>1 {¢pe
A| ¢(Jp) = 1} et telle que Up>1 JyA est dense dans A.
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Démonstration.  Soit & €] liminf, o+ [la’ — @™V, —2— [ et soit (),
(n+1)]+”
une suite décroissante d’éléments de K* qui converge vers 0 telle que
|l — a»""*D]|<§ pour p=>1. Comme lim inf,_+ ||a’||>1, on peut supposer
que |la”||>—1+ pour p>1. Soit J, Iidempotent associ¢ a a” par le
(n+-1)n

Théoréme 5.2.
Soit ¢ € A. Comme ¢(a’)#0 pour £ € KT, on a lim sup, - |p(a’)| < + o0,
et d’aprés la Propriété 2.2 il existe o € R tel que |¢p(a”)| = ¢ pour t € K+.

1,
Donc |¢(a")| = |p(a>")|»+ pour p=1. Si ¢(Jp41) = 0 alors |p(a'r)| <—.
(1
Donc on a également |p(a”)| <— 7, ¢ qui montre que ¢(J,) =0. On a
(n+1)n

donc J, = J,11J, pour p>1, et la suite (J,), > est croissante. Considérons a

nouveau ¢ € A. Comme lim,_¢+ |p(a’)| = 1, on a |p(a) > —L T pour p

(n+-1)n
suffisamment grand, et par conséquent 4 = UW1 {pedl ¢(J,) = 1}. Soit
M Tadhérence de lidéal U, Jp4, et soit m:4 - A/M la surjection
canonique. L’algébre quotient 4/ M est radicale, et il résulte du Corollaire
5.4 que liminf,_ ¢+ ||m(a")|] = 0. Comme n(a’) est localement borné, on voit
que m(a’) = 0 pour t € K*. Donc M = A, ce qui achéve la démonstration.

Le corollaire suivant montre qu’en ce qui concerne les semi-groupes
continus pour 7> 0 vérifiant liminf,_¢+ [|la' — a'"*V || <—2— ou bien la
(1)
sous-algebre fermée engendrée par le semi-groupe est unitaire, ou bien on a
une situation analogue a celle de I’'Exemple 5.1.

COROLLAIRE 5.6.  Soit (a'),5, un semi-groupe non nul dans une algebre de
Banach, soit A la sous-algebre fermée engendrée par (a'),q, et soit n=1
un entier On suppose que (a'), est continu sur 10,+00[ et que liminf,_ o+
||ar _ at(n+l)||< n -

(n+1)"n

Alors ou bien A est unitaire, et dans ce cas il existe u e A tel que a' = e™
pour t>0, ou bien il existe une suite (j,),~, d’idempotents non nuls de A
vérifiant les conditions suivantes

(1) Jpjqg = 0 pour p#q.
(i) 4= Upzl {p e A| () = 1}, et Spanij, A}, est dense dans A.
(iii) Pour p>=1 il existe u, € j,A tel que j,a' =e™ pour t>0, ou
e =jp+ D k=1 %pour v E jpA.
Démonstration. On reprend les notations de la démonstration du
Théoréme 5.5. Soit (J,),> la suite croissante d’idempotents donnée par le
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théoréme. S’il existe p>1 tel que J, = J, pour ¢g=p, alors A est unitaire
d’unité J = J,. 1l résulte du Théoréme 5.2 que Jea”A4, ou A désigne
l’algébre obtenue en adjoignant une unité a A, et on a donc lim,¢+ ||J —
Ja'l| = 0. 1 résulte alors du Théoréme 9.4.2 de [9] qu’il existe u € 4 tel que
a' = e™ pour ¢ > 0.

Supposons maintenant que pour tout p=>1 il existe ¢ > p tel que J,#J,.
Quitte a remplacer la suite (J,),~ | par unez sous-suite on peut supposer que
Jp#Jp+1 pour p=1. Posons j; = J; et j, =J, —J,_1 pour p=2. Soit p=>2.
On a jpJy,—1 = JpJp1 — Jp-1 =0, donc j,Jy = jpJp-1J; = 0 pour 1<g<p —
1. Ceci montre que j,j, =0 pour p#q. D’autre part Span{j,A},>, =
UWI JpA, donc Spanij,A},-, est dense dans A4, ce qui implique que
A=Upzr (9 dlgGy,) =11,

Soit p=>1. Comme J, € a”» 4, et comme j, = J,jp,, on a lim,_,¢+ [|j, —jpd'l| =
0. On déduit alors a nouveau du Théoreme 9.4.2 de [9] qu’il existe u, € j,a’
tel que j,a' = ™ pour 7> 0, ce qui achéve la démonstration. [

Les résultats de cet article donnent une idée assez compléte du
comportement asymptotique en 0 de ||a’ — a’"*V|| pour n>1 entier, et les
constantes intervenant dans les diverses inégalités obtenues sont optimales.
Signalons cependant que si A est unitaire d’unité I et si xe A est
quasinilpotent alors x = g(e¥ — e0*D¥), ou ¢ est la fonction analytique
construite au Lemme 3.1, ce qui donne un certain controle sur ||x|| si
lle¥ — e+ D¥|| <—L— 1l serait interessant d’expliciter les inégalités obtenues

G+
ainsi. La méme question se pose pour les élements quasinilpotents x vérifiant
I+ x)— U+ x)"“||<¢1 car il ne semble pas que la fonction
(n+1)"n
analytique sur le disque ouvert de centre 0 et de rayon —— associée a
(n+1)l+z
cette inégalité ait ses dérivées successives en 0 de signe constant pour n
suffisamment grand.

On peut également se demander si on peut obtenir des résultats
concernant le comportement asymptotique en 0 de ||la’ — a'%*Y|| pour y >
0 dans le cas d’un semi-groupe quasinilpotent. Pour y rationnel ceci revient a
étudier le comportement de ||a? — a'®*9|| avec p et ¢ entiers positifs
premiers entre eux. On ne peut espérer obtenir des majorations de ||x|| en
fonction de |[x? — x’T4|| pour p=2 dans une algébre de Banach radicale a
cause des algebres triviales ou le produit de deux éléments quelconques est
nul, mais on travaille ici avec des algeébres de Banach radicales R possédant
un semi-groupe rationnel non nul, et on sait que de telles algebres ont une
structure trés riche : le premier auteur a montré dans [6] que si on admet
I’hypothése du continu alors une telle algébre contient une copie de toute
algébre intégre non unitaire de cardinal 2™. En particulier si on admet
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I’hypothése du continu il existe pour tout groupe abélien totalement
ordonné % de cardinal 2% un morphisme injectif ®:%" — R tel que
D(s + 1) = D(s)P(t) pour se%t, teg’, 4t désignant I’ensemble des
¢léments strictement positifs de 4.

Nous concluons cet article avec des résultats partiels concernant le cas ou
y est un rationnel positif. Nous utiliserons la variante suivante du Théoréme
5.2 (la formule explicite du Théoréme 5.2 reste valable dans ce contexte,
mais nous n’en aurons pas besoin plus loin).

LEMME 5.7. Soit n=1 un entier, soit x un elément d'une algebre de Banach

tel que p(x)=—1+ et p(x — x"""Y<—"2—, so0it A la sous-algébre fermée

(n+1yn )"
engendrée par x, soit A 'algébre obtenue en adjoignant une unité I d A et soit
C, le cercle de centre 0 et de rayon —1 [ orienté positivement.
(n+1yn
Alors x— 2 est inversible dans A pour |} =—! L et Ji=
(n4-1)n
ﬁ an 27 x(x — AV d 2 est un idempotent non nul de xA < A tel que ¢p(J) =
1 pour ¢ € A,|p(x)| > —L, et ¢(J) = 0 pour ¢ € A, |p(x)|<—1.
(n+1)n (n+1)n

Démonstration. Soit ¢ un caractére de 4. Comme | |p(x)| — [p(x)"!||<

p(x — X" <—"—, on a |¢(x)|#——. Posons F(z) = 1 pour |z| > —— et
(1) (41 (1)
F(z) = 0 pour |z|<—L—, et soit C le cercle de centre 0 et de rayon [[x]| + 1
(n+1)n

orienté positivement. Il résulte de propriétés standard du calcul fonctionnel
holomorphe que J = F(x) = [, (A — x) tdi— Je, GI - x)"'d2 est un
idempotent de A tel que ¢(J) = 1 pour ¢ €A, |p(x)| > —L+, et ¢p(J) =0
(n+1)n
pour ¢ € 4, |¢(x)|<—1—. D’autre part 5= [. (A —x) " 'di=1= siz Je, $d4,
(n+-1)n
et J = ﬁfcn Jx(x—=D'diexAd < A. N

PROPOSITION 5.8.  Soit K un sous-corps de R, soit (a')5, un semi-groupe
localement borné dans une algebre de Banach, soit A la sous-algebre fermée
engendrée par le semi-groupe (a") et soient p et q deux entiers positifs.

P
41
i

Si liminf,_ ¢+ ||a’ — | <—L—, alors ou bien a' =0 pour t>0, ou

a+) P
bien il existe une suite croissante (Ji), 1 d’idempotents non nuls de A tels que

A= U1 19 € A p(J) = 1} et telle que Uis1 JiA est dense dans A.
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Démonstration. Supposons qu’il existe 7€ K+ tel que a’#0. Comme
le semi-groupe (a'),x+ est localement borné, il résulte de propriétés
¢lémentaires bien connues des fonctions sous-additives sur R que

lim, o ||a’||% =inf,ex+ ||a’||%. Il existe donc o € R tel que lim,_, , », ™||a’|| = 0.

Soit A la sous-algebre fermée engendrée par le semi-groupe (a’),.+, S0it
H={xeA|xA=1{0}}, soit B:=A/H et soit n:4 — B la surjection
canonique. Posons b" = n(a’) pour t€ K*. Si x € A, et si n(x)B = 0, alors
xyz =0 pour y € A, z € A. En particulier xa’ = 0 pour t € K* et n(x) = 0.
On va maintenant utiliser des normes auxiliaires introduites en 1953 par
Feller [8] pour étudier les semi-groupes d’opérateurs non bornés au
voisinage de l'origine. Soit M = {y € B|||ylly = sup,ex+ €”*|lyd'||< + oc}.
Alors M est un idéal de B, et b' € M pour ¢t € K+, donc M est dense dans B.

On a [|xy|lo < |Ix/lIlyllo pour x € B, y € M. Soit M* I’ensemble des éléments
non nuls de M, et posons |[x[|; = sup ”H\;}Hl(‘f pour x € B. On obtient une
norme sous-multiplicative sur B, et on a ||x||; <||x|| pour x € B. Soit B; la
complétée de B pour la norme ||.||;.

Comme [|b°y||p<e *|ylly, pour y€ B, on a [|p’||;<e™™ pour se K.
Notons 0(¢) la restriction de ¢ a B pour ¢ € B;. Il est clair que 0: B, — B
est continue et injective. Soit maintenant ¢ € B. Pour ye M, te K™ on a
e™p(bN] |pI<vlly- Comme le semi-groupe (b'),x+ est localement borné,
on a limsup,_ g+ [¢p(b")|< + 00, et il résulte alors de la Propriété 2.2 que
lim,_ o+ [¢(b")| = 1. Donc |p(y)|<||ylly pour y € M. On a alors |<j>(ﬁy)|’”Jrl <

m

[IYllollyllT pour m=1, et |¢p(»)| <||yll; pour y € M. 1l existe donc Y € B, tel que

¥(y) = ¢(y) pour y € M. Par continuité on a y(y) = ¢(y) pour y € B, et 0 est
surjective. D’autre part A est trivialement homéomorphe a B, et on voit

que A et By sont homéomorphes. On a vu que [|°]|; <e™™® pour se K.

P
Soit L = liminf, o ||b" — """

—os

)||1 et soit (f),>; une suite d’¢léments de
P
. . Lr
K* qui converge vers 0 telle que L = limy_, ;|| — bt )||
(m+-1)p
q

1- On a alors

rk(%ﬂ) Bk +1)H
- 1

lim sup;_, . |16 <L pour 0<m<gqg—1, et par con-

séquent lim sup,_q. ||b% — b +2)||, <—L— Comme A et B, sont homé-
o) P
omorphes, on en déduit que lim sup,_, , ., p(a™* — a*1*P)) <—L Tl résulte
o)’ P
du Théoréme 4.4 que B n’est pas radicale, donc 4 n’est pas radicale.
Soit ¢ € A. Comme le semi-groupe (a').g- est localement borné, on a
lim,_ o+ |¢p(a’)] = 1. On voit donc qu’il existe kg=1 tel que a’* vérifie les
conditions du Lemme 5.7 pour k> k. Soit J; I'idempotent associé a a'* par
le Lemme 5.7. Les mémes arguments que dans la démonstration du
Théoreme 5.5 montrent que la suite (Ji);-, Veérifie les conditions de la

Proposition. |
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On déduit alors immédiatement du Théoréme 3.2 le résultat suivant.

COROLLAIRE 5.9. Soit K un sous-corps de R, soit (a"),cx+ un semi-groupe

localement borné dans une algebre de Banach, soit A la sous-algebre fermée
engendrée par (a'),.x+ et soient p et q deux entiers positifs.

P
1(>+1 .
a'a ))||<%, alors ou bien a' =0 pour t e KT,

1+
q(p+1) P

Si lim sup,_,¢+ (@' —

ou bien A est unitaire, et il existe un élément u de A tel que a' = e™ pour
te K.

10.

11
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