
Linear Algebra and its Applications 322 (2001) 43–49
www.elsevier.com/locate/laa

Description deAlgLatT /W(T ) pour certaines
extensions d’opérateurs auto-adjoints

M’hammed Benlarbi Delai
Départment de Mathématiques et Informatique, Faculté des Sciences, Université Mohammed V,

BP 1014, Rabat, Morocco

Received 17 December 1997; accepted 22 June 2000

Submitted by R.A. Brualdi

Abstract

SoientH etK deux espaces de Hilbert complexes,A un opérateur auto-adjoint surH tel que
0 ne soit pas dans le spectre ponctuel deA etN un opérateur nilpotent cyclique surK. Dans cet
article, nous donnons une description complète deAlgLatT /W(T ) pour certaines extensions
T deA parN. Comme conséquence, nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour
que de telles extensions soient réflexives. Nous montrons aussi que le défaut de réflexivité de
ces extensions est fini. © 2001 Elsevier Science Inc. All rights reserved.
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1. Introduction

Soient H un espace de Hilbert complexe etL(H) l’algèbre des opérateurs
linéaires bornés surH. Pour T ∈ L(H), nous désignons parLatT le treillis
des sous-espaces fermés deH invariants pour T, par AlgLatT l’algèbre
des opérateursS ∈ L(H) tels queLatT ⊂ LatS, parW(T ) la fermeture faible de
l’algèbre des polynômes enT et par{T }′

le commutant deT. Nous appelons défaut de
réflexivité de l’opérateurT, la quantitéα(T ) = dim(AlgLatT /W(T )). Un opérateur
T ∈ L(H) est dit réflexif siα(T ) = 0. Soient maintenantH et K deux espaces de
Hilbert complexes,A ∈ L(H) un opérateur auto-adjoint tel que 0 n’est pas dans
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le spectre ponctuel deA et N ∈ L(K) un opérateur nilpotent cyclique d’ordren
de vecteur générateure ∈ K. Soit T une extension deA parN, l’opérateurT s’écrit
suivant la décompositionH ⊕ K:

T =
[
A X

0 N

]
où X ∈ L(K,H).

Dans cet article, nous donnons une description explicite deAlgLatT /W(T ) dans
le cas oùV ectA(T ne) est de codimension finie dansH. Comme application, nous
donnons une condition nécessaire et suffisante pour queT soit réflexif et nous dédu-
isons que le défaut de réflexivité deT est au plus égal à celui deN. Plus précisément,
nous montrons queα(T ) 6 1

2n(n − 1) et que cette majoration est la meilleure pos-
sible, ce qui constitue une réponse partielle au problème posé dans [2].

2. Notations et définitions

Nous commencons par donner brièvemment quelques propriétés des fonctions
(non nécessairement bornées) d’opérateurs auto-adjoints [8,9]. SoientA ∈ L(H) un
opérateur auto-adjoint etE sa mesure spectrale. Associons au couple(x, y) de vec-
teurs deH, la mesure complexeEx,y définie parEx,y(W) = (E(W)x, y) où W est
un borélien du spectre deA (la mesureEx,x sera notée simplementEx). Soientf une
fonction mesurable complexe définie sur le spectre deA etDf = {

x ∈ H : f ∈ L2

(Ex)} . Parf (A) = ∫
σ(A)

f dE, nous entendons l’unique opérateur ayant pour do-
maine de définition le sous-espaceDf et caractérisé par:

(f (A)x, y) =
∫

σ(A)

f dEx,y (x ∈ Df , y ∈ H).

Le sous-espaceDf est dense dansH et l’opérateurf (A) est de graphe fermé. De
plus, sig est une fonction mesurable bornée, alors pour toutx ∈ H , g(A)x ∈ Df et
f (A)g(A)x = g(A)f (A)x.

Dans toute la suite, siA ∈ L(H), nous désignons parσ(A) le spectre deA, σp(A)

le spectre ponctuel deA. Si y1, y2, . . . , yr ∈ H , V ectA(y1, y2, . . . , yr ) est le sous-
espace fermé deH invariant pourA engendré pary1, y2, . . . , yr etV ect (y1, y2, . . . ,

yr) est le sous-espace deH engendré pary1, y2, . . . , yr .

3. Hauteur d’un vecteur x pour un opérateur auto-adjoint A ∈ L(H)

Définition 1. SoientA ∈ L(H) et x ∈ H . La hauteur dex dansH, notéev(x), est
définie parv(x) = Max{p > 0 : x ∈ Ap(H)}. Si x ∈ Ap(H) pour toutp > 0, on
convientv(x) = ∞.
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Notations et remarques.Dans tout ce qui suit, siA ∈ L(H) est un opérateur auto-
adjoint, nous posonsDk = σ(A)\] − 1/k, 1/k[ (k ∈ N∗) et nous associons à chaque
entierp la suite de fonctionshk

(p) définie par:

hk
(p)(t) =

{
1
tp

pourt ∈ Dk,

0 sinon.
(1)

Notons que pourp ∈ N et k ∈ N∗ donnés,hk
(p)(A) définit un opérateur linéaire

borné surH. De plus, on a les propriétés suivantes:
(i) pour toutq > p, hk

(p)(A)Aq = Aqhk
(p)(A) = E(Dk)A

q−p,
(ii) pour tout 06 q 6 p, hk

(p)(A)Aq = Aqhk
(p)(A) = hk

(p−q)(A).
Commencons par donner quelques lemmes qui nous seront utiles dans la suite.

Lemme 2. SiA ∈ L(H) est un opérateur auto-adjoint tel que0 /∈ σp(A) etx ∈ H,

alorsv(x) = Max{p > 0 : limk→∞ h
(p)
k (A)x existe dansH }.

Preuve.Si x = Apy ∈ Ap(H), alorsh
(p)
k (A)x = h

(p)
k (A)Apy = E(Dk)y. Comme

Dk croit versσ(A) − {0}, 0 /∈ σp(A) etE estσ -additive, alorsE(Dk) converge versI

pour la topologie forte des opérateurs, par suite limk→∞ h
(p)

k (A)x = y. Inversement

si limk→∞ h
(p)

k (A)x = y existe dansH, alorsApy = limk→∞ E(Dk)x = x. �

Le lemme suivant peut s’obtenir via la représentation spectrale des opérateurs
auto-adjoints, cependant une démonstration implicite de ce lemme se trouve dans
[9].

Lemme 3. Si A ∈ L(H) est auto-adjoint cyclique de vecteur générateurx0 ∈ H,

alorsH = {
f (A)x0 : f ∈ L2(Ex0)

}
.

Lemme 4. Soient A ∈ L(H) un opérateur auto-adjoint tel que0 /∈ σp(A) et
x0 ∈ H . Si V ectA(x0) est de codimension finie dans H, alors v(x0) =
Max

{
p > 0 : ∃ h(p) ∈ L2(Ex0) tel queh(p)(A)Ap = I

}
.

Preuve.En vertu du Lemme 2, il suffit de montrer, que pour toutp > 0, h(p)

k (A)x0

converge dansH quandk → ∞ si et seulement si il existeh(p) ∈ L2(Ex0) telle que

h(p)(A)Ap = I . Supposons que limk→∞ h
(p)
k (A)x0 existe dans H et soit{

x1, x2, . . . xq

}
une base de vecteurs propres deA|(H	V ectA(x0))

. Il est clair que

limk→∞ h
(p)
k (A)(

⊕i=q

i=0 xi) existe dansH, donc d’après le Lemme 3, il existe une

fonction h(p) ∈ L2(E⊕i=q
i=0 xi

) telle que limk→∞ h
(p)

k (A)(
⊕i=q

i=0 xi) = h(p)(A)

(
⊕i=q

i=0 xi). CommeE⊕i=q
i=0 xi

= ⊕i=q

i=0 Exi , alors pour touti = 0, . . . , q on obtient

xi ∈ Dh(p) , limk→∞ h
(p)
k (A)xi = h(p)(A)xi et h(p)(A)Apxi = limk→∞ E(Dk)xi =
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xi . Compte tenu de la fermeture du graphe deh(p)(A), il résulte que pour toutx ∈ H

Apx ∈ Dh eth(p)(A)Apx = x.
Inversement, sip ∈ N et h(p) ∈ L2(Ex0) telle que h(p)(A)Ap = I , alors

limk→∞ h
(p)
k (A)x0 = limk→∞ E(Dk)h

(p)(A)x0 = h(p)(A)x0. �

Remarque.Si on notev(x0) = m dans le Lemme 4, on obtient les propriétés sui-
vantes faciles à établir:

Pour tout 06 p 6 m, il existeh(p) ∈ L2(Ex0) telle que:

(i) h(p)(A)Ap = I et limk→∞ h
(p)
k (A)x0 = h(p)(A)x0,

(ii) pour toutp > m, h(m)(A)Ap = Ap−m,
(iii ) pour tout 06 p 6 m, h(m)(A)Apx0 = h(m−p)(A)x0.

4. Description de AlgLatT/W(T)

Dans ce qui suit,A ∈ L(H) est un opérateur auto-adjoint tel que 0/∈ σp(A),
N ∈ L(K) un opérateur nilpotent cyclique d’ordren de vecteur générateure ∈ K et
T l’opérateur défini surH ⊕ K par:

T =
[
A X

0 N

]
où X ∈ L(K,H).

Théorème 5. Soit T l’opérateur défini ci-dessus. Supposons queV ectA(T ne) est
de codimension finie dans H. Soientv(T ne) la hauteur deT ne dans H etm =
Min(v(T ne), n − 1). Pour0 6 p 6 m, soith(p) ∈ L2(ET ne) telle queh(p)(A)Ap =
I . Il y a équivalence pourS ∈ L(H ⊕ K) entre les deux assertions suivantes:
(i) LatT ⊂ LatS,

(ii) Il existeQ ∈ W(T ) etC ∈ L(H ⊕ K) tels queS = Q + C avecC|H = 0,

C(T ie) ∈ V ectT (T n−me − h(m)(A)T ne) pour i = 0, . . . , n − m − 1,

C(T ie) ∈ V ectT (T ie − h(n−i)(A)T ne) pour i = n − m, . . . , n − 1.

Preuve.Supposons queLatT ⊂ LatS. On aLatA ⊂ Lat(S|H), doncS|H ∈ W(A)

par [7] et par suite, d’après le calcul fonctionnel pour un opérateur auto-adjoint, il
existe une fonctiong mesurable bornée telle queS|H = g(A). D’autre part comme
V ectT (T ie) = V ect (T ie, T i+1e, . . . , T n−1e) ⊕ V ectA(T ne) ∈ LatS, on obtient en
vertu du Lemme 3S(T ie) = Pi(T )T ie + fi(A)T ne, avecPi polynôme de degré
inférieur ou égal àn − i − 1 etfi ∈ L2(ET ne)(0 6 i 6 n − 1). Quitte à retrancher
P0 deS, nous pouvons supposer sans perdre de généralité queP0 = 0.

1ereétape. Soientx ∈ H et 06 i 6 n − 1. Nous allons évaluer de deux facons
S(T ie + x). On a S(T ie + x) ∈ V ectT (T ie + x) = V ect (T ie + x, . . . , T n−1e +
An−i−1x) + V ectA(T ne + An−ix), il existe doncQi ∈ C[X] de degré inférieur ou
égal à n − i − 1 et αi ∈ L2(ET ne+An−i x) tels que S(T ie + x) = Pi(T )T ie +
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fi(A)T ne + g(A)x = Qi(T )(T ie + x) + αi(A)(T ne + An−ix). Il résulte que
(Pi(T ) − Qi(T ))T ie = Qi(A)x + αi(A)(T ne + An−ix) − g(A)x − fi(A)T ne ∈
V ect (T ie, T i+1e, . . . , T n−1e) ∩ H = {0}, donc on obtient:

fi(A)T ne + g(A)x = Pi(A)x + αi(A)(T ne + An−ix). (1)

Commeh
(n−i)
k (A)An−i = E(Dk) converge fortement versI, on obtient en substitu-

ant−h
(n−i)
k (A)T ne à x dans l’equation (1),fi(A)An−iT ne = (g(A) − Pi(A))T ne.

Il résulte que pour toutx ∈ V ectA(T ne), An−ix ∈ Dfi et fi(A)An−i |V ectA(T ne) =
g(A) − Pi(A)|V ectA(T ne) puisque fi(A) est de graphe fermé. D’autre part, si{
e1, e2, . . . , eq

}
est une base de vecteurs propres deA|(H	V ectA(T ne)), en substituant⊕j=q

j=1 ej àx dans (1), on obtientfi(A)T ne = αi(A)T ne etαi(A)An−iej = (g(A) −
Pi(A))ej (j = 1, . . . , q). Il en résulte queαi(A)An−iT ne = (g(A) − Pi(A))T ne,
donc pour toutx ∈ H on aAn−ix ∈ Dαi et αi(A)An−ix = (g(A) − Pi(A))x puis-
queαi(A) est de graphe fermé. En tenant compte deP0 = 0, il vient:

S|H = g(A) = α0(A)An,

S(T ie) = Pi(T )T ie + αi(A)T ne,

αi(A)An−i = α0(A)An − Pi(A).

2emeétape. PosonsQ = α0(A)T n. Montrons queQ ∈ W(T ). Commeα0(A)An =
g(A) est borné,α0(A)T n l’est aussi puisqueT est une extension de dimension finie
deA. Soit la suite de fonctionsα0,k définie parα0,k(t) = α0(t)χ{t :|α(t)|6k} oùχ est la
fonction caractéristique. D’après le théorème de convergence dominée, il en résulte
queα0,k(A)An converge versα0(A)An pour la topologie faible des opérateurs et
queα0,k(A)T ne converge versα0(A)T ne. Par suite,α0,k(A)T n converge faiblement
versα0(A)T n. D’après le calcul fonctionnel pour un opérateur auto-adjoint, on peut
approximer faiblementα0,k(A) par un polŷnome enA, ce qui permet de conclure.
Posons maintenantC = S − Q et montrons queC vérifie les conditions du théorème.
On aC|H = 0 et d’après la première étape, on peut écrire:

C(T ie) = Pi(T )T ie + αi(A)T ne − α0(A)T n+i e,

αi(A)An−i = α0(A)An − Pi(A).

Si 0 6 i 6 n − m − 1, en écrivantPi = Xn−m−iBi(X) + Ri(X) avecBi ∈ C[X] et
Ri polynôme de degré inférieur ou égal àn − m − i − 1, on obtient
limk→∞ Ri(A)h

(n−i)
k (A)T ne = Bi(A)h(m)(A)T ne + α0(A)T n+i e − αi(A)T ne. Par

suite, Ri = 0 et C(T ie) = Bi(T )(T n−me − h(m)(A)T ne) ∈ V ectT (T n−me −
h(m)(A)T ne). Si n − m 6 i 6 n − 1, alors on a αi(A)T ne = α0(A)T n+i e −
Pi(A)h(n−i)(A)T ne, doncC(T ie) = Pi(T )(T ie − h(n−i)(A)T ne) ∈ V ectT (T ie −
h(n−i)(A)T ne).

Inversement, supposons les conditions du théorème satisfaites. Il suffit de montrer
queLatT ⊂ LatC. Soit y ∈ H ⊕ K, il existe x ∈ H et ai ∈ C tels quey = x +∑i=n−1

i=0 aiT
ie. Nous pouvons supposer quey = x + ∑i=n−1

i=k aiT
ie avecak = 1.
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Supposons que 06 k 6 n − m − 1, doncCy ∈ V ectT (T n−me − h(m)(A)T ne). En
tenant compte deh(m)(A)Ai = Ai−m pouri > m eth(m)(A)T n+i e = h(m−i)(A)T ne

pour 06 i 6 m, on obtient T n−m−ky − h(m)(A)T n−ky = T n−me − h(m)(A)T n

e + ∑i=m−1
i=1 am+k−i(T

n−i e − h(i)(A)T ne) ∈ V ect (y, T y, . . . , T n−m−ky) + V ectA

(T n−ky) = V ectT (y). Il en résulte queT n−me − h(m)(A)T ne ∈ V ectT (y), donc
Cy ∈ V ectT (y). Si n − m 6 k 6 n − 1, alorsCy ∈ V ectT (T ke − h(n−k)(A)T ne).
En tenant compte deh(n−k)(A)T n+i e = h(n−k−i)(A)T ne pour 06 i 6 n − k et
h(n−k)(A)An−k = I , on obtient y − h(n−k)(A)T n−ky = T ke − h(n−k)(A)T ne +∑i=n−1

i=k+1 ai(T
ie − h(n−i)(A)T ne) ∈ V ectT (y) doncT ke − h(n−k)(A)T ne ∈ V ectT

(y) et Cy ∈ V ectT (y). Ainsi pour touty ∈ H , on aCy ∈ V ectT (y), ce qui achève
la démonstration.

Remarque.Sous les mêmes conditions du théorème 5, l’opérateurT vérifie la pro-
priété AlgLatT ∩ {T }′ = W(T ). Supposons queLatT ⊂ LatS et ST = T S. En
vertu du théorème 5, on peut écrireS = Q + C avecQ ∈ W(T ), C|H = 0 etCe =
P0(T )(T n−me − h(m)(A)T ne) (P0 ∈ C[X]). PosonsC1 = C − P0(T )(T n−m − h(m)

(A)T n). CommeC1e = 0 etC1T = T C1, C1 = 0 et doncS = Q + P0(T )(T n−m −
h(m)(A)T n) ∈ W(T ).

Corollaire 6. Le défaut de réflexivitéα(T ) de l’opérateur T est donné par la form-
ule:

α(T ) = nm − m(m + 1)

2
.

Preuve.D’après le théorème 5, on aS ∈ AlgLatT si et seulement siSs’écrit d’une
facon unique sous la formeS = C + W(T ) avecC|H = 0, Ce = 0, C(T ie) ∈ V ectT
(T n−me − h(m)(A)T ne) pouri = 1, . . . n − m − 1 etC(T ie) ∈ V ectT (T ie − h(n−i)

(A)T ne) pouri = n − m, . . . , n − 1; ce qui permet de calculerα(T ). �

Corollaire 7. L’opérateur T est réflexif si et seulement sim = 0.

Preuve. En tenant compte quem 6 n − 1, le résultat découle immédiatement du
Corollaire 6. �

Remarques. SoientMx l’opérateur de multiplication dansL2(µ) où µ est une me-
sure positive bornée à support compact P etD une matrice diagonale inversible de
Cq . ConsidéronsA = Mx ⊕ D. Il est facile de voir que la condition 0/∈ σp(A) équi-
vaut àµ {0} = 0. Soientf0 ∈ L2(µ) ety0 ∈ Cn tels queT ne = f0 ⊕ y0.
1. Supposons queµ est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue

dt. Soit a(t) ∈ L1(dt) une fonction positive telle quedµ = a(t)dt. En combi-
nant le Corollaire 7 et le Lemme 2, on obtientT non réflexif si et seulement si∫
P

a(t)|f0(t)|2
t2 dt < ∞.
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2. Supposons queµ = ∑r=∞
r=0 crδxr telle que pour toutr, xr /= 0,cr > 0 et

∑r=∞
r=0 cr

< ∞ (δxr est la mesure de Dirac au pointxr ). On obtientT non réflexif si et

seulement si
∑r=∞

r=0
cr |f0(xr )|2

xr
2 < ∞.

Corollaire 8. Le défaut de réflexivitéα(T ) de l’opérateur T est au plus égal à
1
2n(n − 1), de plus cette majoration est la meilleure possible.

Preuve.L’inégalitéα(T ) 6 1
2n(n − 1) résulte immédiatement du Corollaire 6. Soit

A = Mx l’opérateur de multiplication parx dansH = L2([0, 1], t2(n−1)dt). Soient
N nilpotent cyclique d’ordren de vecteur générateure ∈ K etX ∈ L(K,H) défini
par X(Nie) = δn−1,i pour i = 0, . . . , n − 1 (δn−1,i est le symbole de Kronecher).
Commeh(n−1)

k (A) converge vers la fonction1
tn−1 dansH = L2([0, 1], t2(n−1)dt) et

H est cyclique de vecteur générateur la fonction constante égale à 1 et, il résulte que
m = n − 1 par le Lemme 2, donc d’après le Corollaire 6, le défaut de réflexivité
α(T ) de l’opérateurT est égal à1

2n(n − 1). �
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