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Abstract

SoientH etK deux espaces de Hilbert complexasin opérateur auto-adjoint sHirtel que
0 ne soit pas dans le spectre ponctuehdN un opérateur nilpotent cyclique skir Dans cet
article, nous donnons une description completddg.arT/ W (T) pour certaines extensions
T deA parN. Comme conséquence, nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour
que de telles extensions soient réflexives. Nous montrons aussi que le défaut de réflexivité de
ces extensions est fini. © 2001 Elsevier Science Inc. All rights reserved.
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1. Introduction

SoientH un espace de Hilbert complexe & (H) l'algébre des opérateurs
linéaires bornés suH. Pour T € #(H), nous désignons paatT le treillis
des sous-espaces fermés d invariants pour T, par AlgLatT l'algebre
des opérateurS € ¥ (H) tels queLatT C LatS, parW(T) la fermeture faible de
I'algeébre des polyndmes dret par{T}/ le commutant d&. Nous appelons défaut de
réflexivité de I'opérateur, la quantitéx (7)) = dim(AlgLatT/W(T)). Un opérateur
T € Z(H) est dit réflexif sie(T) = 0. Soient maintenari et K deux espaces de
Hilbert complexesA € #(H) un opérateur auto-adjoint tel que 0 n’est pas dans
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le spectre ponctuel d& et N € Z(K) un opérateur nilpotent cyclique d’ordre
de vecteur génératedre K. SoitT une extension dé parN, I'opérateurT s’écrit
suivant la décompositiol & K:

A X N
T = |:0 Ni| ouX e (K, H).

Dans cet article, nous donnons une description explicité/géa: T/ W (T) dans
le cas ouVect4(T"e) est de codimension finie dafts Comme application, nous
donnons une condition nécessaire et suffisante poul goé réflexif et nous dédu-
isons que le défaut de réflexivité dest au plus égal a celui dé Plus précisément,
nous montrons que(7) < %n(n — 1) et que cette majoration est la meilleure pos-
sible, ce qui constitue une réponse partielle au probléme posé dans [2].

2. Notations et définitions

Nous commencons par donner brievemment quelques propriétés des fonctions
(non nécessairement bornées) d’opérateurs auto-adjoints [8,9]. ot (H) un
opérateur auto-adjoint & sa mesure spectrale. Associons au coyple) de vec-
teurs deH, la mesure complexg, , définie park, (W) = (E(W)x, y) oUW est
un borélien du spectre dre(la mesureE, , sera notée simplemeat,). Soientf une
fonction mesurable complexe définie sur le spectré@eD y = {x €eH: fel?

(Ey)}. Parf(A) = fU(A) f dE, nous entendons l'unique opérateur ayant pour do-
maine de définition le sous-espabg et caractérisé par:

(f(A)x,y) = fdEc, (xeDys,yeH).
o (A)
Le sous-espac® est dense darid et 'opérateurf(A) est de graphe fermé. De
plus, sig est une fonction mesurable bornée, alors pourtoatH, g(A)x € Dy et
f(A)g(A)x = g(A) f(A)x.
Dans toute la suite, $i € £ (H), nous désignons par(A) le spectre dé, o, (A)

le spectre ponctuel d&. Siy1, y2,...,y € H, Vecto(y1, y2, ..., yr) €st le sous-
espace fermé dd invariant pourA engendré pays, y2, ..., yr etVect(y1, y2, .. .,
yr) est le sous-espace teengendré pay1, y2, ..., yr.

3. Hauteur d’'un vecteur x pour un opérateur auto-adjoint A € ¥ (H)

Définition 1. SoientA € ¥ (H) etx € H. La hauteur dex dansH, notéev(x), est
définie parv(x) = Max{p > 0:x € AP(H)}. Six € A’(H) pour toutp > 0, on
convientv(x) = oo.



M. Benlarbi Delai / Linear Algebra and its Applications 322 (2001) 43-49 45

Notations et remarques.Dans tout ce qui suit, A € Z(H) est un opérateur auto-
adjoint, nous posong, = o (A)\] — 1/k, 1/k[ (k € N*) et nous associons a chaque
entierp la suite de fonctions, ”) définie par:

L pours € A,

V=17 " (1)
0 sinon.

Notons que poup € N etk € N* donnési;. (" (A) définit un opérateur linéaire
borné suH. De plus, on a les propriétés suivantes:
(i) pourtouty > p, hi P (A)AT = A%h,P)(A) = E(Ay)A97P,
(i) pourtout 0< g < p, hi P (A)A? = A9k (P (A) = b (P~D(A).
Commencons par donner quelques lemmes qui nous seront utiles dans la suite.

Lemme 2. SiA € £ (H) estun opérateur auto-adjointtel qOe¢ o, (A) etx € H,
alorsv(x) = Max{p > 0: lim;_ oo h,((”)(A)x existe dans{}.

Preuve.Six = APy € AP(H), alorsh\”’ (A)x = h\"”’(A)APy = E(4y)y. Comme
Ay croitverso (A) — {0}, 0 ¢ 0, (A) etE esto-additive, alorsE (4;) converge vers

pour la topologie forte des opérateurs, par suitg lim, h,((p)(A)x = y. Inversement
si Iimkﬁooh,ip)(A)x = y existe dan#$i, alorsA?y = limy_o E(4i)x = x. O

Le lemme suivant peut s’obtenir via la représentation spectrale des opérateurs
auto-adjoints, cependant une démonstration implicite de ce lemme se trouve dans

[9].

Lemme 3. Si A € L(H) est auto-adjoint cyclique de vecteur générateplic H,
alorsH = {f(A)xo: f € L?(Exy)}.

Lemme 4. SoientA € #(H) un opérateur auto-adjoint tel qué ¢ o,(A) et

xo € H. Si Vecta(xg) est de codimension finie dans, Halors v(xg) =
Max{p > 0:3hP e L?(Ey,) tel quen'P (A)AP = I}.

Preuve.En vertu du Lemme 2, il suffit de montrer, que pour tput O, h,((”)(A)xo
converge danbl quandk — oo si et seulement si il existe”) e L2(Exo) telle que
hP)(A)AP = 1. Supposons que lim, h,((”)(A)xo existe dansH et soit
{x1,x2,...x4} une base de vecteurs propres Al ovecr , (xo- |1 €St clair que
iMoo h,(c”)(A)(@ig x;) existe dand4, donc d’'aprés le Lemme 3, il existe une
fonction 1 L2(E€B§igxi) telle que lim_ oo h” (A)@D =4 x) = 1P (A)

(@fzg xi). CommeE .- o= eafjg E,,, alors pour tout =0, ..., ¢ on obtient

®l=0
Xi € Dy, iMoo 7 (A)xi = B (A)xi @th P (A)APx; = liMy o E(Ap)x; =
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x;. Compte tenu de la fermeture du graphé & (A), il résulte que pour tout € H
APx € Dy eth'P)(A)APx = x.

Inversement, sip e N et h?) e L%(E,,) telle que hP(A)AP =1, alors
limy 00 B (A)xo = My 00 E(AR)RP) (A)xo = hP) (A)xo. O

Remarque. Si on notev(xg) = m dans le Lemme 4, on obtient les propriétés sui-
vantes faciles a établir:
Pour tout 0< p < m, il existeh(P) € L?(E,,) telle que:

(i) KPP (AP =T etlimisoo h,‘j’)(A)xo = h'P) (A)xo,
(i) pourtoutp > m, h™ (A)AP = AP~™,
(iii ) pour tout 0< p < m, '™ (A)APxg = h~P)(A)xo.

4. Description de AlgLatT/W(T)

Dans ce qui suitA € £ (H) est un opérateur auto-adjoint tel quet@,(A),
N € Z(K) un opérateur nilpotent cyclique d’ordnele vecteur générateure K et
T I'opérateur défini suH @ K par:

A X .
T=|:O N} ol X € (K, H).

Théoréme 5. Soit T 'opérateur défini ci-dessus. Supposons Yuer (7" ¢) est
de codimension finie dans H. SoiantT"e) la hauteur deT"e dans H etm =
Min(v(T"e), n — 1). Pour0 < p < m, soith'?) € L?(E7x,) telle queh P (A)AP =
I.lly a équivalence pouf € Z(H @ K) entre les deux assertions suivantes
(i) LatT C LatS,
(i) llexisteQ € W(T) etC € X (H & K) telsqueS = Q + C avecC|y = 0,
C(Tie) € Vectr (T" ™e — h'"™ (A)T"e) pouri=0,....,n—m —1,
C(Tle) € Vectr (T'e — h"=D(A)T"e) pouri=n—m,...,n—1.

Preuve.Supposons quea:T C LatS.OnalLatA C Lat(S|y),doncS|y € W(A)

par [7] et par suite, d’aprés le calcul fonctionnel pour un opérateur auto-adjoint, il
existe une fonctioig mesurable bornée telle q¢y = g(A). D'autre part comme
Vectr(T'e) = Vect(Tle, T e, ..., T"te) @ Vect s(T"e) € LatS, on obtienten
vertu du Lemme 35(Te) = P;(T)T'e + f;(A)T"e, avec P; polyndme de degré
inférieur ou égal & —i — 1 et f; € L?(E7»,)(0 < i < n — 1). Quitte & retrancher

Po de S, nous pouvons supposer sans perdre de généralitqoueD.

1¢7¢étape Soientx € H et 0<i <n — 1. Nous allons évaluer de deux facons
S(T'e +x). On aS(T'e+x) € Vectr(T'e +x) = Vect(T'e +x, ..., T" te +
A1) 4 Vecer4(T"e + A" ix), il existe doncQ; € C[X] de degré inférieur ou
égal an—i—1 et o € L2(Egn,ypniy) tels que S(T'e+x) = Pi(T)T'e+
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fitA)T"e + g(A)x = Qi(T)(T'e +x) + ;i (A)(T"e + A" 'x). Il résulte que
(P(T) — Qi(T)T'e = Qi(A)x + o (A)(T"e + A"'x) — g(A)x — fi(A)T"e €
Vect(Tle, T' e, ..., T"1e) N H = {0}, donc on obtient;

Ji(A)T"e + g(A)x = Pi(A)x + i (A)(T"e + A" ' x). D

Commeh,(c"_i)(A)A"—f = E(4;) converge fortement veits on obtient en substitu-
ant—h"""(A)T"e ax dans I'equation (1)/; (A)A" T"e = (g(A) — P;(A))T"e.

Il résulte que pour tout € Vecta(T"e), A" 'x € Dy, et fi (A" yoer  (rney =
8(A) = Pi(Dlyeer , rme) puisque f;(A) est de graphe fermé. D’autre part, si
le1. €2, ..., ¢4} estune base de vecteurs Propresifi§, s veer , (rmey) €N Substituant

i—1 ej axdans (1), on obtient; (A)T"e = a; (A)T"e eta; (A)A" 'e; = (g(A) —
Pi(A)ej (j=1,....q). Il en résulte quey; (A)A" ' T"e = (g(A) — P;(A)T"e,
donc pour toutr € H on aA"'x € Dy, eta;(A)A"'x = (g(A) — P;(A))x puis-

quec; (A) est de graphe fermé. En tenant comptePgle= 0, il vient:

S|lH = g(A) = ap(A)A",
S(T'e) = P,(ThT'e + a; (A)T"e,
i (A)A" = ag(A)A" — Pi(A).

2¢megtape PosonsQ = ap(A)T". Montrons queQ € W(T). Commeag(A)A" =

g(A) est bornéwo(A)T" I'est aussi puisqué@ est une extension de dimension finie
deA. Soit la suite de fonctionso x définie patkwo i (r) = @o() x{s:|a(1)|<k) OU x €St la
fonction caractéristique. D'aprés le théoreme de convergence dominée, il en résulte
queag (A)A" converge versy(A)A”™ pour la topologie faible des opérateurs et
queag (A)T"e converge vereg(A)T"e. Par suitegg x (A)T" converge faiblement
versao(A)T". D’aprés le calcul fonctionnel pour un opérateur auto-adjoint, on peut
approximer faiblemendo x (A) par un polyiome enA, ce qui permet de conclure.
Posons maintenaat = S — Q et montrons qu€ vérifie les conditions du théoreme.

On aC|y = 0 etd’aprés la premiéere étape, on peut écrire:

C(Tle) = P(T)T'e + a;(A)T"e — ap(A)T" e,
@i (A) A" = ap(A)A" — P;(A).

Sio<i<n-—m—1,enécrivan’; = X* " B;(X) + R;(X) avecB; € C[X] et

R; polyndbme de degré inférieur ou égal a—m —i—1, on obtient
liMy— o0 Ri (AR (A)T"e = B;(A)h™ (A)T"e + ag(A)T" e — a; (A)T"e. Par

suite, R, =0 et C(Tie)= B;(T)(T" e —h"™ (A)T"e) € Vectr (T" "e —

R (A)T"e). Si n—m <i<n—1, alors on aw;(A)T"e = ag(A)T" e —
P;(A)h"=D(A)T"e, doncC(Tie) = Pi(T)(T'e — h""D(A)T"e) € Vectr(T'e —

R (AT e).

Inversement, supposons les conditions du théoréme satisfaites. Il suffit de montrer

queLatT C LatC. Soity € H @ K, il existex € H eta; € C tels quey = x +

i=0~14;Te. Nous pouvons supposer que= x + > :=¢ 1 a;T'e aveca, = 1.
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Supposons que & k < n —m — 1, doncCy € Vecty(T" ™e — h™ (A)T"e). En
tenant compte de (A)A! = A"~ pouri > m eth"™ (A)T" e = h"=D(A)T"e
pour 0<i < m, on obtient 7"~y — B (A)T"~Ky = T"=Me — BM (A)T"
e+ Z;i’il_lan,+k_i(T”_ie —hDA)T"e) € Vect (v, Ty, ..., T" "k y) + Vecty
(T"*y) = Vectr(y). Il en résulte quel™ e — h™ (A)T"e € Vectr(y), donc
Cy € Vectr(y). Sin —m < k <n—1, alorsCy € Vecty(T*ke — R0 (A)T"e).
En tenant compte dé” 0 (A)T"t e = h"=k=D(A)T"e pour 0< i <n—k et
= (A)A"* = [, on obtient y — "R (AT ky = Tke — H*=0) (A)T"e +
ZEZI} ai(T'e — h'"=D(A)T"e) € Vectr(y) doncT e — h"=5 (A)T"e € Vectr
(y) etCy e Vectr(y). Ainsi pour touty € H, on aCy € Vectr(y), ce qui achéve
la démonstration.

Remarque. Sous les mémes conditions du théoréme 5, I'opérdiendrifie la pro-
priété AlgLatT N{T} = W(T). Supposons quéa:T C LatS et ST = TS. En
vertu du théoreme 5, on peut écrife= Q + C avecQ € W(T), Clg =0 etCe =
Po(T)(T" e — h™ (A)T"e) (Pp € C[X]). Posong’y = C — Po(T)(T"" — h™
(A)T™). CommeCie = 0etC1T = TC1,C1 = 0etdoncS = Q + Py(T)(T" ™ —
R (AT € W(T).

Corollaire 6. Le défaut de réflexivité(T) de I opérateur T est donné par la form-
ule:

m(m + 1)

o(T) =nm — >

Preuve.D’aprés le théoréme 5, onSae AlgLatT si et seulement $s’écrit d’'une
facon unique sous laforme= C + W(T) avecC|y =0, Ce =0, C(T'e) € Vectr
(T ™e — K™ (A)T"e)pouri =1,...n —m — 1etC(T'e) € Vectr (T e — h™=D
(A)T"e) pouri =n —m,...,n — 1; ce qui permet de calculex7). O

Corollaire 7. L'opérateur T est réflexif si et seulemenusi= 0.

Preuve. En tenant compte que < n — 1, le résultat découle immédiatement du
Corollaire 6. O

Remarques SoientM, I'opérateur de multiplication dans?(x) ol i est une me-
sure positive bornée a support compact P etne matrice diagonale inversible de
CY. Considéronst = M, & D. |l est facile de voir que la condition@ o,,(A) équi-
vaut au {0} = 0. Soientfp € L?(u) etyg € C" tels queT"e = fo & yo.
1. Supposons qug est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue
dt. Soita(r) € L1(dr) une fonction positive telle quéw = a(r)dr. En combi-
nant le Corollaire 7 et le Lemme 2, on obtiehhon réflexif si et seulement si

0| fo®)|?
[ WOLBORG o
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r

2. Supposonsque = Y .—q ¢y, telle que pourtout, x, # 0,¢, > Oet) =" ¢,
< 00 (8x, est la mesure de Dirac au point). On obtientT non réflexif si et

- 2
seulementsp . =5’ leg# - 0.
,

Corollaire 8. Le défaut de réflexivité(T) de opérateur T est au plus égal a
%n(n — 1), de plus cette majoration est la meilleure possible.

Preuve.Llinégalité a(T) < %n(n — 1) résulte immédiatement du Corollaire 6. Soit

A = M, l'opérateur de multiplication pat dansH = L2([0, 1], 12"~ Ddr). Soient

N nilpotent cyclique d’ordrex de vecteur génératedre K et X € (K, H) défini
parX(Nie) = Sp—1i pouri =0,...,n—1(8,—1,; est le symbole de Kronecher).
Commeh,(:"l)(A) converge vers la fonctio;al,—l dansH = L2([0, 1], t2"=Ddyr) et

H est cyclique de vecteur générateur la fonction constante égale a 1 et, il résulte que
m =n — 1 par le Lemme 2, donc d’apres le Corollaire 6, le défaut de réflexivité
«(T) de l'opérateul est égal &n(n —1). O
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