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Soit B un ouvert borni: de IR” et m une fonction de C’(n). Sous des conditions 
assez g&kales sur m et SI on montre qu’il existe deux constantes C et d telles que 
pour tout polynBme P de N variables rkelles on ait: 

De plus on donne la valeur optimale exacte de la constante d en prkisant sa 
signification gtomktrique. 

1. 1~~~00ucTIoN 

Notations 

Soit N > 2, a = (a, ,...., av) E kJ*’ et x = (x, ,..., x,v,) E R”. On pose 1 a 1 = 
a,+a,+...+a,, a! =a,! a,! .-- a,!, x==x 7’ . . . Xk”, Di = 3/3x, 
(i = l,..., N), D” = 071 -.. Dp. Nous noterons egalement x = (x’, x,~) avec 
x’ = (x1 ,...) x,- 1 ) E RN-‘. Si c” est un ouvert de RN et f une fonction 
continue sur d on pose llflla = supXEO If(x)l. 

.Fn designe l’espace des polynomes de N variables reelles a coeffkients 
reels, de degre au plus n. 

Enonce’ du rtkltat 

Soient 0 un ouvert borne de R”, 8R la front&e de 0 et m une fonction 
reelle de classe Cs definie sur un voisinage de d Soit r = {x I m(x) = 0 }. 

Nous faisons les hypotheses suivantes: 

(i) Si a E l-n 312, il existe une fonction h rtelle de classe C* detinie 
sur un voisinage V de a telle que: 
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(a) grad h(x) # 0 pour x E ZY2 n V, 
(b) les points ‘de Vn XI sont definis par h(x) = 0, 
(c) les points de Vn Sz sont definis par h(x) > 0. 

(ii) Pour tout point a E D on suppose qu’il existe a E NN tel que 
) aI < s, Dam(a) # 0 et l’on pose 

d(a, m) = inf{ ] a 11 Wm(a) # 0). 

Pour tout point a E rn 8R nous prendrons des coordonnees locales 
x1 ,..., x,,, telles que a soit l’origine et que l’hyperplan tangent en a a 80 soit 
defini par x, = 0 et l’on suppose qu’il existe a tel que ]a] + a, < s, 
Dam(u) # 0. On posera d(u, m) = inf{ 1 aI + aN 1 Dam(u) # 0 (dans les coor- 
don&es locales)}. 

Definition de la constante d: d = d(R, m) = sup 0, m>. 
aeaucrnaaj 

En resume ces hypotheses signifient que le bord de Q est assez regulier au 
voisinage des points ou r rencontre 30 et que la fonction m n’est plate en 
aucun point de fi. 

Donnons quelques exemples. Soit Q = {(x, y) E I?’ 1 x2 + y* ( 1) et 
m(x, y) = y - x2. Alors, d=l. Soit R={(x,y)ER*]~x]<2, O<y< 1). 
Pourm(x,y)=y-~*onad=2,pourm(x,y)=~~-x~onad=2etpour 
m(x,y)=x3-y* on a d=3. 

Le but de cet article est de demontrer le resultat suivant: 

THBOR~ME. Avec les notations prkckdentes, sous les hypothPses (i) et (ii), 
il existe une constante C telle que pour tout n > 1 et pour tout P E .Yn on ait: 

II% G Cnd llp41n. (1) 

De plus la constante d est optimale. 

Des resultats analogues ont ete demontres pour les fonctions d’une 
variable dans [2, 31. Ce theoreme ameliore tres serieusement et par des 
mtthodes differentes les resultats de [ 11. En particulier on precise pour la 
premiere fois la signification geometrique de la constante d. 

Principe de la dbnonstration de l’int!gulite’ (1) 

Pour chaque point de fi nous determinerons un voisinage ouvert B pour 
lequel il existe C, tel que pour tout n > 1 et pour tout P E Yn on ait 

IV-II onn G Grid IIW,. (2) 

L’ensemble fi &ant compact peut 2tre recouvert par un nombre fini de tels 
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ouverts @i ,..., @$ On aura done l’inegalite (1) avec C = Max(C@,,..., Cp). 
Nous serons amen& a considerer trois sortes de points: les points de fl\Z, 
ceux de Zn R et ceux de Zn 80. Pour les points de n\Z le probleme est 
simple: si x,, E fi\Z’, m(x,) # 0, il existe done, puisque m est continue, un 
voisinage ouvert 8 de x0 dans lequel on a /m(x)1 > 4 1 m(x,)l, on a alors 
immediatement l’inegalite (2) avec C, = 2 1 m(xJ -I. 

Nous etudierons au paragraphe 3 le cas points de Zn 0 et au paragraphe 
4 celui des points de ZfT 30. Mais auparavant il nous faut etablir quelques 
lemmes pour les fonctions d’une variable. 

2. R~SULTATS PR~LIMINAIRES 

Pour un intervalle L de IR et une fonction g mesurable reelle sur L on note 
II 4lL = suP,,L I &I* 

Dans toute cette partie Z = [a, b] et J = [c, d] sont deux intervalles tels que 
a < c < d < b. L’espace des polynomes d’une variable reelle a coefficients 
reels et de degre au plus n est note H,. 

LEMME 1 (Inegalites de Bernstein et de Markov). Pour tout n E N et 
pour tout P E H, on a: 

IIP’/I,~~[inf(c-~,b-dJ]~llIPll,, 

IIP’II, < n22(b -a>-’ IIPII,. 

Pour la demonstration de ces inegalites voir [5, pp. 133, 134, et 14 11. 

LEMME 2. Pour tout x0 E iR, pour tout n > 1 et pour tout P E H,_, on a: 

IIPIl,~n2[inf{c-~,b-d)]-’ 11(x-xo)PII,, 

IIPII, G n2W -a>-’ II@-xo)PIl,. 

Dkmonstration. Posons R(x) = (x - x0) P(x). Alors R(x) = 
(x - x,J R’(y) ou y est compris entre x et x0, done P(x) = R’(y). 

Pour x E .Z, si x0 E [f(c + a), i(b + d)], y appartient a ce meme intervalle 
done IR’(y)l < n2[inf{c-a, b-d}]-’ IIRII, (d’apres le lemme 1) et si 
xo @ [f(c + a), f(b + 41, on aura /x-x0/ > inf{j(c - a), f(b - d)} ce qui 
demontre la premiere inegalite. 

Dlmontrons la seconde inegalite. Deux cas sont possibles: si x0 E Z, y E Z, 
et IP( = IR’(y)l < n22(b-a)-’ /[R/l, (d’apres le lemme 1). Si x0 6? Z 
supposons par exemple x0 > b, alors Il(x - x0) P(x)lj, > 11(x - b) P(x)ll, et 
nous sommes ramenes au cas precedent. Raisonnement analogue pour 
X” < a. 
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LEMME 3. Soient x, ,..., x, des e’lkments de I. Pour tout n > r et pour tout 
PEH,-,ona 

llPllJ < (2r)’ [inf{c - a, b - d}]-’ n” /1(x -x1) ... (x - x,) P(x)ll,, 

llPlll < 2’(b - a)-’ nzr 11(x-xl) ... (x -x,) P(x)lll. 

Dkmonstration. On decompose chacun des segments [a, c] et [b, d] en r 
parties igales par les points a=Z,<l,<~~~<I,.=c, b=m,>m,>...> 
m, = d, et on pose di = [li, mi] (i = O,..., r); en particulier d, = I, A, = J. On 
a d’apres le lemme 2: 

llpll., = IIPIIA,< 2Wnf{c - a, b - 41-’ II@ -x1> P(x)ll~,_, 
< **a < (2r)’ [inf(c - a, b - d)]-’ n’ 11(x -x,) .a. (x -x,) P(x&,=~, 

de meme: 

lIPIll G 2(b - aI-’ n2 II@ -4 WN, 
< .e. < 2’(b - a)-r n2’l)(x -xl) =.. (x -x,) P(x)llr. 

LEMME 4. Soit h une fonction dPfnie sur Z par h(x) = (x -x,) ... 
(x-x,) u(x) oti pour tout i, xi E I (les xi ne sont pas nkessairement tous 
distincts) et ozi u est continue duns un voisinage de I. On suppose que h est 
de classe C’ duns ce voisinage et que pour tout x E I, ) h”‘(x)1 > ,u > 0. On a 
alors, pour tout x E I, ) u(x)] > n/r!. 

Dkmonstration. Posons P(x) = (x - x,) ... (x - x,) done h = Pu. Avec 
les notations habituelles pour les differences divisees on a [4, p. 7 ]: 

rt 1 

1x1 ... xv+ I lh = tT, PU(Xt> 
I 

I] (Xi - Xj>. 
i+j 

Posant x ,.+, =x, compte tenu du fait que P(x,) = 0 (i= l,..., r) il reste 
[x, * * * x,x]h = u(x). Par ailleurs on sait [4, p. 61 que pour tout x E Z il existe 
(E I tel que [x, .a. x,x]h = h”‘(r)/ r! ce qui acheve la demonstration du 
lemme. 

LEMME 5. Soit m une fonction de classe C’ sur un voisinage de I 
ve’rifiant pour tout x E I I m’*‘(x)J > p > 0. Alors il existe x, , x2 ,..., x, duns I 
tels que pour tout x E I on ait [m(x)\ > p(r!)-’ 1(x -xl) ... (x -x,)1 avec 
inkgalitt! stricte sauf kventuellement aux points x1 ,..., x,. 

Dkmonstration. Le probleme de la meilleure approximation de m par un 
element de Yr- 1 n W oti W = { g E C(I) ( sgn(g(x)) = sgn(m(x)) et ( g(x)] Q 
2 Im(x>l (xEZN P ossede toujours une ou plusieurs solutions. De plus si P est 
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une solution quelconque on sait qu’elle coincide avec m en au moins r points 
que nous noterons x,,..., x, non necessairement distinct (on compte leur 
multiplicite). Alors, d’apres [4, p. 3] on a avec les memes notations que dans 
le lemme 4 

m(x) = [x,]m + ... + ([x1 .a’ x,]m)(x - x,) . . . (x - x,_ ,) 

+ (lx1 ... x,x]m)(x - x,) .a- (x - xr) 

= P(x) + (lx, ..a x,x]m)(x - x,) ... (x - xI). 

Mais d’une part 1 m(x) - P(x)1 < 1 m(x)1 et d’autre part il existe < E Z tel que 
Ix, ... x,x]m = m”‘(r)/r!. Le lemme en resulte immidiatement. 

PROPOSITION 1. Soit m une fonction rkelle de classe C’ sur un voisinage 
de Z telle que pour tout x E Z, 1 m@‘(x)1 > ,u > 0. Alors pour tout n > r et pour 
tout polynbme P E H, --r on a: 

IIPll,< (2r)’ [inf(c-a, b-d}]-‘r!p-ln” lIPmll,, 

IIPII,~2’(b-a)-‘r!~“‘n2’IIPmII,. 

Dkmonstration. D’apres le lemme 5 il existe x, , x2 ,..., x, dans Z tels que 
l’on ait I m(x)1 > ,u(r!) ’ 1(x - x,) ... (x - x,)1. La proposition resulte done 
immediatement du lemme 3. 

3. CONSTRUCTION DU VOISINAGE B POUR UN POINT DE Tn l2 

Nous allons d’abord etablir le resultat suivant. 

PROPOSITION 2. Soit o un ouvert de RN contenant l’origine et soit 
m E C(w). Supposons que pour tout j3 vPriJiant IpI < r on ait Dam(O) = 0 et 
que pour un a tel que Ial = r on ait Darn(O) # 0. Alors il existe une rotation 
6 de RN telle qu’en notant y = 6(x) la nouvelle variable on ait 
D;(m 0 S-‘)(O) # 0. 

Dkmonstration. Utilisant les hypotheses et la formule de Taylor on 
obtient m(x) = Clo, =r co!)-’ (D4m(0)) xD + o(lxl’) ou encore m(x) = P(x) + 
0(1x1’). Si I’on avait Im(x)l = o(lxl’) au voisinage de 0, on aurait P(x) = 
o(lxl’) et par suite D”P(x) = 0 done Dam(O) = 0 contrairement a 
l’hypothese. 11 existe done une suite de reels (Ei) tendant vers 0, une suite (di) 
veriliant pour tout i E ZV, di E RN et ldiJ = 1 et une constante c > 0 telles que 
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m(e,dJe[ > c. La boule unite de iRN &ant compacte il existe une sous-suite 
encore notee (di) qui converge vers une limite d (IdI = 1). On a alors 

m(eidi) = C ca!)-’ D’m(0) ejda + o(E~) 
IDI=r 

= ,; (J?!)-’ DOm(0) ejdB + o(E;) 
r 

= m(qd) + o(E;) 

ce qui montre l’existence dune constante c’ > 0 telle que m(qd)/E; > c’ pour 
tout i. 

Soit alors 6 une rotation de RN telle que y = 6(x) et que d soit la direction 
de l’axe des y, . 

Posons g(yi) = (m 0 8’) (y,, O,..., 0). 11 est alors clair que g verifie 
g”‘(O) = 0 pour i < r et que (formule de Taylor) g”‘(O) # 0, ce qui demontre 
la proposition. 

Nous sommes maintenant en mesure de determiner le voisinage fl. Soit 
a E rn ~2. D’apris l’hypothbse (ii) du theoreme et la definition de d il existe 
a E NN verifiant Ial < d tel que Darn(a) # 0. Posons r = 1 al. Alors grace i la 
proposition 2, on peut toujours supposer quitte i faire un changement de 
variables (translation + rotation) que le point considert est l’origine et que 
bum # 0. 11 est done possible de trouver e > 0 tel que A = {x 1 /xi1 < E 
(i= l,...,N)} soit contenu dans R et que pour x E A on ait lo:rn(x)l > 
f PWW 

Soit d = {x 1 Ix, I < e/2, /xi] < I (i = 2 ,..., N)}. Fixons x2 ,..., xN. Alors la 
fonction f definie par f(xJ = m(x,,..., xN) est une fonction qui verilie: 
If”‘(x,)l > f lDim(O)l et la fonction Q definie par Q(x,) = P(x, ,..., x,) 
verilie Q E H,. Done d’apres la proposition 1 

IIQII-uw, \ < (n + 4” WV’ IWWT llfQll,-,.+,, 
<C,~‘II~mII,. 

Mais le rlsultat &ant independant de x2,..., x,~ on en conclut que 

II% Q WWJ41A G W llWna 

4. CONSTRUCTION DU VOISINAGE @ POUR UN POINT DE rn X! 

LEMME 6. Soit u un ouvert de RN contenant l’origine et f E C(w). Soit 
c E R. Alors il existe des entiers strictement positif yO(=l), y, ,..., ylr,*] tels 
que: 
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[r/21 
[(D, + CX~~)~.!-I(O) = c c~,D:-~~W- (0). 

p=O I 

Dkmonstration. En developpant formellement le premier membre, nous 
obtenons une somme de termes de la forme 

[D;l(cx, D,$‘l D;*(cx, DN)P2 a.1 D;k(cxI DJPkf ](0) (3) 

ou les ri et les pi sont des entiers non nuls (sauf peut-btre r, et pk) qui 
verifient p, + e-S +pk=p, rl t 9.. tr,=r-p. Si r-,=0 le terme (3) est 
evidemment nul et si r, # 0 on remarque que pour une fonction g E Cl(o) 
d’aprts la formule de Leibniz 

[D;l(x;l g)](O) = 2 (y ) (Dfxf’)(O) D;‘-‘g(0) 
i=O 

= lo,! D ;I-p’g(0) si r, >p,, (4) 

=o sinon, 

et done par une recurrence facile le terme (3) vaut soit 0 soit 
Cp4P 1,“‘. ,,,P-2PxLm9 oii PC, I,..., P,J est un entier strictement positif. 
Pour p = 0, l,..., [r/2] on voit que /I(,, qui provient par le calcul precedent du 
terme [DI;-p(~, DN)Pf](0) vaut r!/p! done yp est non nul. Par ailleurs il est 
clair que y. = 1. 

Nous allons nous placer en un point de rn 8R. 11 est possible grace a 
l’hypothese (i) de supposer, quitte a faire un changement de variables, (trans- 
lation t rotation) qu’il s’agit de l’origine et que dans un voisinage V, de 
l’origine les points de X! sont dtfinis par x, = u(x’) et ceux de R par 
xN > v(x’) ou u E C2 et verilie v(O) = 0, grad v(O) = 0. 

Le plan tangent i 8Q en 0 est delini par l’equation xN = 0. D’apris 
l’hypothese (ii) et la definition de d il existe a E NN tel que 1 a 1 + a,,, < d et 
Dam(O) # 0. On peut toujours i l’aide de la proposition 2 (c’est a dire en 
faisant une rotation dans RN-‘) se ramener au cas ou a = (a,, 0, O,..., 0, as) 
done au cas oti m verifie DfflDpm(0) # 0 avec a1 t 2a, < d. 

Nous allons maintenant faire un changement de variables dont le but est 
de rendre strictement concave le bord de Sz au voisinage de 0, de facon a 
pouvoir recouvrir l’intersection de Q avec un voisinage de 0 par des 
segments ayant une longueur minimum fixee et une direction voisine de celle 
de l’axe Ox,. Sur chacun de ces segments nous pourrons appliquer les 
resultats de la premiere partie (en une variable). 

Soit c > 0. Faisons le changement de variables r defini par X= 7(x), 
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X’=x’, x,=x,-c(x;+x;+ .. . + xi-i). Le changement de variables 
reciproque r-’ est d&i par: 

x’ = X’, XN=XN+C(X:+X:+...+X,~~,). 

Now remarquons que r a la propriete suivante: si P E %Yn alors 
P 0 tc’ E &. 

Nous allons maintenant preciser le choix de c. 

(I) Nous choisissons c suffkamment grand pour que la differentielle 
seconde de la fonction I = v(x’) - c(xi + ... + xi-i) soit une forme 
bilintaire symetrique defmie nc!gutive ce qui implique (voir [6, p. 100)) que 
dans IRN la surface delinie par l’equation x, = o(x’) est strictement concave 

- v(x’) = 
defini au 
concave. 

points de 

au voisinage de l’origine. En d’autres termes comme on a x,% 
X, - (p(X’), dans les nouvelles coordonnees le bord de r(Q) est 
voisinage de l’origine par X, = p(X’) et il est strictement 
Remarquons que l’on a (o(O) = 0, grad ~(0) = 0 et que pour les 
t(Q) au voisinage de l’origine X,v > q(X’). 

(II) On a 3/3X, = D, + 2cx, D, done d’apris le lemme 6: 

a,+2aN 

( mot-’ ) ] (0) = [ “a’$aN’ (2~)~ ypD~1’2”*2PD$m] (0). 
p=O 

Dans la somme du second membre, il y a au moins un terme non nul (celui 
qui correspond i p = aN) done pour c suflisamment grand le second membre 
n’est pas nul. Nous ferons egalement un choix de c qui rtalise cette con- 
dition. 

Puisque (~?/aXi)@l+~~~ (m 0 5-l )(0) # 0 il existe un voisinage V de 0 et un 
nombre E > 0 tel que pour tout L verifiant 111 < E et pour tout X dans V on 
ait 

Pour e et h fixes, positifs, on note 

(5) 

(voir Fig. 1). Nous pouvons choisir e et h de telle sorte que les proprietes 
suivantes soient vtriliees 
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FIG. 1. L’ensemble E,, pour N = 2. 

0) EEh c K 
(ii) E,, c fi, 

(iii) pour tout point c( E Eth il existe un segment S, contenu dans E,, 
passant par a et dbfini par 

avec ) yaJ < E (en termes geometriques simples: on choisit e suffisamment 
petit pour pouvoir recouvrir E,, par des segments “a peu pres” horizontaux 
de direction voisine de celle de OX,). Soit 

(voir Fig. 2). Pour a donne placons nous maintenant sur S, et faisons le 
changement de variable Y = o(X) defini par Y’ = X’, Y, = X, - yaX, - 6,. 
On aura 8/8Y, = (CT/H,) + ~,(a/&). a(S,) est le segment d&i par 

FIG. 2. L’ensemble F,, pour N = 2. 
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Nous avons pour X E S, 

( m 0 z-')(X~,...,X,,-~, X,--yaXl-6,)=(mor 

et done d’apres (5) 

1 0 d)(Y, ,..., Y&l, 0) 

a 
IN-) 

n,t2apg 

ay1 
(mo 7-lou~‘)](~ / > + I[ ($)a’+2aN(,a,l,] (O)(. 

Done d’apres la proposition 1, nous avons, pour a donne: 

et 

llp~~-‘Il s,ne,,,< C2na1+2UNJJP 0 7-l . m 0 r-‘JJs,. 

Mais le resultat est independant du point u choisi dans E,, . 11 en resulte 
puisque E,, p eut Ctre recouvert par des segments S, que IIP 0 7~' 11 

d I,h,,r(n) < C2nnltZax l[P o 7-l . m o r-‘IIElh. On acheve alors en prenant 
Fp = z-‘(@(~) ce qui nous donne JIPJJ,,, < C2na1+2aN JJPmlj,~l,,,hj < 

C2nd IIW,. 

5. OPTIMALIT~ DE LA CONSTANTE d 

Pour demontrer l’optimalite de la constante d nous montrerons que l’on 
peut trouver une constante C, telle que pour tout n il existe P E tYR tel que 
nd IIJWI, S C3 II%. 

Nous utiliserons de facon essentielle les polynomes de Jacobi. Les 
notations Pjp,” concernant ces polyndmes seront celles de [7, Chap. IV]. 

Rappelons les resultats suivants [7, pp. 168-169 1: pour d > 0, 
(pJIp~“)(I,_l,l, = jPIp*O’(l)I = nd, 

(PIp*“)(~~~ e)l< c4n-*/2e-d-*J2 si n-’ <es 42, 

< C,nd si osesn-1, 

Sl si 42 < e Q 7~. 

On en deduit que pour r E [0, d/2], compte tenu du fait que 1 - cos 0 < e2/2: 

(1 - cos 8)’ IpIp.“)(~~~ e)l Q c,n-1~2t12’-d-1/2 < C6nd-2’ si n-’ ,< 8s 742 

< C,ndneZr si O<B<n-‘, 

< 2’ si 42 < e < 71, 
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et par suite pour xE [-1, 11: 

ou encore: 

I( u’PIp*O’( 1 - U)]] 1o,2l G n-” IIpIp30’(1 - ~)ll,o,21. (6) 
Considerons maintenant le polynome pair Qzn(x) = P’,d*o’(l’- 2x2). On a 

II Qznll = I QAYI = nd. Posons x= sin(0/2) (0 < 8< rc) alors x’Q*,,(x) = 
(sin(8/2))’ P~dVo’(cos 19) d one par un raisonnement analogue au raisonnement 
precedent, pour r < d: 

](sin(0/2))‘P1p’“‘(cos f?)] < Cgn-1’2B-d--(“2)+r si n-’ < 0< n/2, 

< C,, ndn-r si O<tl<n-‘, 

,<l si n/2 < e < 71, 

et done puisque Q2,, est pair 

III-C Q2nllL-l,lI < Cllndpr G Cd-’ IIQ2nll,-,,I,. (7) 

11 est clair qu’il suffit de se limiter ici au cas d > 0. Pour un point a E fi 
03 d(a, m) = d(fi, m) = d deux cas sont A considerer: 

Cus 1 (a E n). Puisque d > 0, a E D n r. Nous pouvons supposer que 
a est l’origine et que R est contenu dans [-1, 1 I”. Dans ce cas, d’apres 
l’hypothese la restriction de m a Q se prolonge a un voisinage de [-1, 11” en 
une fonction de classe C” que nous noterons encore m, et l’on pourra ecrire 
pour tout x: 

m(x) = C (x=/a!) m’*‘(IZx) oil A E [O, 11. 
lal=d 

Considerons le polynome P defini par P(x) = JJT=, Qzn(xi). Le degre de P 
est 2Nn et ]]P]],Y,,,,N= ]P(O)] = nNd et d’apres (7): 

llWn G 2 (a!>-’ II~a~~~~II~-~,llh.Il~‘“‘ll,-,,,~~~ 
lal=d 

G Cl2 II% n -d < C,,(2Nn)-d IIPiln. 

Cus 2 (a E an). Nous noterons B(x, p) la boule ouverte de centre x et 
de rayon p. Nous supposerons la encore que a est l’origine et que le plan 
tangent est dtfini en ce point par x,,, = 0. 11 existe un point b = (O,..., 0, bN) tel 
que B(b, ]bN]) n R = 0 et l’on peut toujours se placer dans des conditions 
telles que R c B(0, 1). Posons \]x]]’ = CT= I xf et considerons le polynome R 
defini par: 
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R(x) = n &(Xi) * Pjlzd,O)(l - ]]x]]‘) . Pjl2d,O)(l - ]]x]]2 + 2b*+). 
1 

On a degre de R = 2(N + I)n et ]( R ]I0 = ] R(0)) = n(?vt3)d. La restriction de la 
fonction m a Q peut etre prolongee en une fonction de classe C” dans un 
voisinage de B(0, 1). La fonction prolongee est encore notee m. Un develop- 
pement de Taylor i l’ordre d nous donne: m(x) = C,,, Gd C,xa avec C, = 
(a!)-’ men’(0) pour (a] < d et C, = (a!)-’ m’“’ (Ax), A E [ 0, 1 ] pour ] a / = d. 
D’apres (6) on a pour chaque a tel que I a( t aM > d (pour les autres 
Pm(O) = 0), 

Il~~Rllo = Il-f=‘GW%o,~~ 
< c,,n d(N-lt~la’l IIX;qJ~2d.0’(l _ 1l~il2) 

x ~jt2d~oYl - llxl12 + wv%Jl,(0J, 

et en ecrivant x,,, = (2b,V)-’ (26,x, - l]x(]* + ]]x]]‘) a l’aide de (7) on obtient: 

JIxPR(In < C15~d(N+3)-‘a’-=h < C,,[2(N+ l)n]-‘a’-an J/R/I, 

ce qui acheve la demonstration. 

Je remercie le refere pour ses remarques qui ont permis une simplification 
de cet article. En particulier la demonstration des lemmes 4 et 5 et de la 
proposition 2 lui sont dues. 
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