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Soit £ un ouvert borné de RY et m une fonction de C*(£2). Sous des conditions
assez genérales sur m et £ on montre qu’il existe deux constantes C et d telles que
pour tout polynéme P de N variables réelles on ait:

[1Pll;x(q) < C (degré de PY [Py

De plus on donne la valeur optimale exacte de la constante d en précisant sa
signification géomeétrique.

1. INTRODUCTION

Notations

Soit N >2, &= (a e ay) €NV et x=(x,,..., xy) € RY. On pose |a|=
ay+a,+ o tay, al=alay)cay!, x*=x{xyy, D;=0/0x;
(i=1,..,N), D*=D¢:..- D%~. Nous noterons également x = (x’, x,) avec
X' = Xy Xy_;) ERY"'. Si @ est un ouvert de RY et f une fonction
continue sur ¢ on pose || f|ls = sup,ce|f(x).

.7, désigne l'espace des polynémes de N variables réelles a coefficients
réels, de degré au plus n.

Enoncé du résultat

Soient £2 un ouvert borné de R”", 012 la front_iére de 2 et m une fonction
réelle de classe C® définie sur un voisinage de Q. Soit I'= {x | m(x) = 0}.
Nous faisons les hypothéses suivantes:

(i) Si a€I'maQ, il existe une fonction A réelle de classe C? définie
sur un voisinage V de a telle que:
161
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(a) grad A(x)# 0 pour x€ 22NV,
(b) les points de ¥’ M 402 sont définis par h(x) =0,
(c) les points de "M £2 sont définis par A(x) > 0.

(ii) Pour tout point a € 2 on suppose qu’il existe @ € NV tel que
la| < s, D*m(a)+ 0 et I’'on pose

d(a, m) = inf{|a| | D*m(a) # 0}.

Pour tout point a € 'R nous prendrons des coordonnées locales
X{,..., Xy telles que a soit lorigine et que ’hyperplan tangent en a a o2 soit
défini par xy,=0 et 'on suppose quil existe a tel que |a|+ ay<s,
D®m(a)+# 0. On posera d(a, m) = inf{|a| + ay | D*m(a) + 0 (dans les coor-
données locales)}.

Définition de la constante d: d =d(2, m) = Sup d(a, m).
aeQuUUI'NMeN)

En résumé ces hypothéses signifient que le bord de 2 est assez régulier au
voisinage des points ou I rencontre 92 et que la fonction m n’est plate en
aucun point de 0.

Donnons quelques exemples. Soit 2= {(x,y)ER?|x*+py* <1} et
m(x,y)=y—x%. Alors, d=1. Soit 2={(x,»)ER*||x|<2, 0<y< I}
Pour m(x,y)=y—x* on a d=2, pour m(x,y)=y*—x? on ad=2 et pour
m(x,y)=x>—y*onad=3.

Le but de cet article est de démontrer le résultat suivant:

THEOREME. Avec les notations précédentes, sous les hypothéses (i) et (ii),
il existe une constante C telle que pour tout n > 1 et pour tout P € .9, on ait:

|[P|[Q<Cnd | Pm|, . (1)

De plus la constante d est optimale.

Des résultats analogues ont été démontrés pour les fonctions d’une
variable dans [2,3]. Ce théoréme ameéliore trés séricusement et par des
méthodes différentes les résultats de [1]. En particulier on précise pour la
premiére fois la signification géométrique de la constante d.

Principe de la démonstration de Tinégalité (1)

Pour chaque point de £ nous déterminerons un voisinage ouvert 2 pour

lequel il existe C tel que pour tout n > 1 et pour tout P € .7, on ait
IPllong < Con? || Pmllg, . (2)

L’ensemble 2 étant compact peut étre recouvert par un nombre fini de tels
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ouverts ¢ ,...,&%,. On aura donc Pinégalité¢ (1) avec C=Max(C, ,...,Cp).
Nous serons amenés a considérer trois sortes de points: les points de Q2\T,
ceux de I'M Q2 et ceux de I'M Q. Pour les points de 2\I" le probléme est
simple: si x, € 2\I', m(x,)# 0, il existe donc, puisque m est continue, un
voisinage ouvert /2 de x, dans lequel on a |m(x) > 3 |m(x,), on a alors
immeédiatement l'inégalité (2) avec C, = 2 |m(x,) ™"

Nous étudierons au paragraphe 3 le cas points de /"M {2 et au paragraphe
4 celui des points de I"M 9f2. Mais auparavant il nous faut établir quelques
lemmes pour les fonctions d’une variable.

2. RESULTATS PRELIMINAIRES

Pour un intervalle L de R et une fonction g mesurable réelle sur L on note
| &ll. = supye, | 8(x))

Dans toute cette partie I = [a, b] et J = [c, d] sont deux intervalles tels que
a < c<d<b. Lespace des polynémes d’une variable réelle a coefficients
réels et de degré au plus n est note H,.

LeEMME 1 (Inégalités de Bernstein et de Markov). Pour tout n€ N et
pour tout P€ H, on a:

1P"]; < nlinf{c —a,b—d}] " || P,
1Pl < n*2(6—a)~ || P

Pour la démonstration de ces inégalités voir |5, pp. 133, 134, et 141].

LEMME 2. Pour tout x, € R, pour tout n > 1 et pour tout PE H, _, on a:
1], < n2linf{c —a,b—d}] ™" |(x — xo) Pl
[Pll; <n*2(b—a)~" [|(x — xo)Pl|,-

Démonstration. Posons R(x) = (x — x;) P(x). Alors R(x)=
(x — x,) R'(y) ou y est compris entre x et x,, donc P(x) =R’'(y).

Pour x € J, si x, € [3(c + a), 3(b + d)], y appartient a ce méme intervalle
donc |R'(y) < n2|inf{c —a, b—d}] '||R]|, (daprés le lemme 1) et si
X, & [Hc+a), 3(b+d)], on aura |x —x,| > inf{i(c — a),3(b —d)} ce qui
démontre la premiére inégalité.

Démontrons la seconde inégalité. Deux cas sont possibles: si x, €1, y € I,
et |P(x)=|R'(y)<n?2(b—a) '||R|, (daprés le lemme 1). Si x,&1I
supposons par exemple x,> b, alors [[(x — x,) P(x)||, > ||(x — &) P(x)||, et
nous sommes ramenés au cas précédent. Raisonnement analogue pour
Xo < a.
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LEMME 3. Soient x,,..., x, des éléments de I. Pour tout n > r et pour tout
PeEH, ,ona

1Pl < @) [infle —a,b—d}] =" n" (= x,) -+ (x = x,) P,
1Pl <276 — @)~ n¥ l(x — x,) -+ (x — ) PO

Démonstration On décompose chacun des segments [a, c| et [b,d] en r
arties égales par les points a——ln <L <o <l=c, b=mg>m; > >

,=d, et on pose 4, = [l,, m;| (i =0,..., r) en particulier 4,=14,=J. On
a d’apres le lemme 2

1P, =11Pla, < 2nr[inf{c —a, b — d}] ' |(x — x,) P(x)lla,_,
<@2r) linf(c —a,b—d)] " n"[[(x —x,) -+ (¢ — x,) PO age=)

de méme:

Pl <2(b—a)~ " n?|(x—x,) P(x)ll,
< L2 —a) " A (x — x,) - (x — x,) PO

LEMME 4. Soit h une fonction définie sur I par h(x)=(x—x,) -
(x — x,) u(x) ou pour tout i, x, €1 (les x; ne sont pas nécessairement tous

rllsnncts\ et ou u est continue dnnc un nnrctnngo de I. On suppose que h est

de classe C" dans ce voisinage et que pour tout x € I, |h"”(x)| >u > 0. On a
alors, pour tout x € I, {u(x)| > u/rt.

Démonstration. Posons P(x)=(x—x,)--- (x—x,) donc h=Pu. Avec
les notations habituelles pour les différences divisées on a [4, p. 7|:

m~-mM—thynu—x>

i#j

Posant x,,,=x, compte tenu du fait que P(x;)=0 (i=1,.,r) il reste
[x, -~ x,x]h = u(x). Par ailleurs on sait [4, p. 6] que pour tout x € I il existe
EET tel que [x, -+ x,x]h=h"(&)/r! ce qui achéve la démonstration du
lemme.

LEMME 5. Soit m une fonction de classe C" sur un voisinage de I
vérifiant pour tout x € I|m"(x)| > 1 > 0. Alors il existe x,, X, ..., X, dans 1
tels que pour tout x €I on ait |m(x)| > p@!)~ "' |(x —x,) -+ (x —x,)| avec
inégalité stricte sauf éventuellement aux points x,..., X,.

Démonstration. Le probléme de la meilleure approximation de m par un
élément de 72, W ou W= {g€ C()|sgn(g(x))=sgn(m(x)) et | g(x)| <
2 |m(x)| (x € I)} posséde toujours une ou plusieurs solutions. De plus si P est



UNE INEGALITE POLYNOMIALE DANS RY 165

une solution quelconque on sait qu’elle coincide avec m en au moins r points
que nous noterons X,,.., X, non nécessairement distinct (on compte leur
multiplicité). Alors, d’aprés [4, p. 3] on a avec les mémes notations que dans
le lemme 4

m(x) =[x ]m+ -+ ([x, o x Jm)x —x,) o (x = x, )
+ ([x, o x,x]m)(x — x,) -+ (x — x,)

= P(x)+ ([x, - x,x]m)(x — x,) -+ (x = x,).

Mais d’une part |m(x) — P(x)| < |m(x) et d’autre part il existe £ € I tel que
[x, -+ x,x]Jm=m"(&)/r!. Le lemme en résulte immédiatement.

PROPOSITION 1. Soit m une fonction réelle de classe C” sur un voisinage
de I telle que pour tout x € I, |[m"(x)| > u > 0. Alors pour tout n > r et pour
tout polynéme PE H, _, on a:

1PN, < @2r) [infic —a,b—d}] " rtu='n"||Pm]|;,
1P, <2"(6—a)~" rlu"'n’ | Pm],.

Démonstration. D’apres le lemme 5 il existe x|, x,,..., x, dans I tels que
Pon ait |m(x)| >u(r!) '|(x —x,)--- (x —x,). La proposition résulte donc
immédiatement du lemme 3.

3. CONSTRUCTION DU VOISINAGE (? POUR UN POINT DE '\ 2

Nous allons d’abord établir le résultat suivant.

ProPOSITION 2. Soit w un ouvert de R™ contenant lorigine et soit
m € C'(w). Supposons que pour tout § vérifiant |B| < r on ait D*m(0) =0 et
que pour un « tel que |a|=r on ait D*m(0) + 0. Alors il existe une rotation
60 de R telle quen notant y=0(x) la nouvelle variable on ait
Di(mod ")(0)=+0.

Démonstration. Utilisant les hypothéses et la formule de Taylor on
obtient m(x) =35 _, (8") "' (D®’m(0)) x* + o(|x|") ou encore m(x) = P(x) +
o(lx|"). Si Pon avait |m(x) = o(x|") au voisinage de 0, on aurait P(x)=
o(lx|") et par suite D*P(x)=0 donc D*m(0)=0 -contrairement a
I’hypothése. Il existe donc une suite de réels (¢;) tendant vers 0, une suite (d;)
vérifiant pour tout i € N, d, € R" et {d,| = 1 et une constante ¢ > 0 telles que
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m(e;d;)/e; > c. La boule unité de R™ étant compacte il existe une sous-suite
encore notée (d;) qui converge vers une limite d (jd|=1). On a alors

m(e;d)= 3 (B)"' D*m(0)e[d? + o(e])
1BY=r

=Y (B! D*m(0)eld® + o(e})
1Bt=r

= m(e,d) + o(e])

ce qui montre I’existence d’une constante ¢’ > O telle que m(g,d)/e] > ¢’ pour
tout /.

Soit alors J une rotation de R” telle que y = &(x) et que d soit la direction
de I’'axe des y,.

Posons g(y,)=(mod~") (¥,,0,.,0). Il est alors clair que g vérifie
g@(0) =0 pour i < r et que (formule de Taylor) g (0) # 0, ce qui démontre
la proposition.

Nous sommes maintenant en mesure de déterminer le voisinage . Soit
a € I'M Q. D’aprés I'hypothése (ii) du théoréme et la définition de d il existe
a € NV vérifiant |a| < d tel que D*m(a) # 0. Posons r = |a|. Alors grace a la
proposition 2, on peut toujours supposer quitte a faire un changement de
variables (translation + rotation) que le point considéré est l'origine et que
Dim(0)#0. 11 est donc possible de trouver ¢ > 0 tel que 4 = {x | lx;| < ¢
(i=1,..,N)} soit contenu dans £ et que pour x €4 on ait |D{m(x) >
11D m(0).

Soit @7 = {x | |x,| < €/2, |x| <{ (i=2,.,N)}. Fixons x,,..., xy. Alors la
fonction f définie par f(x,)=m(x,,..,xy) est une fonction qui verifie:
|/ > 3 |Dim(0) et la fonction Q définie par Q(x,)= P(x,,..., xy)
vérifie Q € H,. Donc d’apres la proposition 1

”QH]—{/Z,[/Z[ L(n+r) 2ri(dr) Vqum(O))A] ”fQ”l—(.+/]
L Cin"||Pm]|,.
Mais le résultat étant indépendant de x,.,..., X, on en conclut que

1Pl < Cyn'l| Pm|l < Cyn | Pmlg.

4. CONSTRUCTION DU VOISINAGE ¢Z POUR UN POINT DE I'M 12

LEMME 6. Soit w un ouvert de R contenant lorigine et f € C"(w). Soit
¢ € R. Alors il existe des entiers strictement positifs Po(=1), Vy,...» ¥,/ tels
que:



UNE INEGALITE POLYNOMIALE DANS R 167

tr/2]
(@ +ex Dy 10 =| ¥ @0 0ts | ©)

Démonstration. En développant formellement le premier membre, nous
obtenons une somme de termes de la forme

[D7(ex, Dy)™ Di(ex, Dy)P2 - Diex, Dy)’“f ](0) )

ou les r; et les p; sont des entiers non nuls (sauf peut-étre r, et p,) qui
vérifient p, + --- + py=p, r;+ -+ +r,=r—p. Si r;=0 le terme (3) est
évidemment nul et si 7, # 0 on remarque que pour une fonction g € C"(w)
d’aprés la formule de Leibniz

[D(x} £)1(0)

" (") 400 D0

i=0
ry
b,

=0 sinon,

)pl!D:I—”lg(O) §ionzp. (@)

et donc par une récurrence facile le terme (3) vaut soit 0 soit
Bip,.....ppl DT PDRS1(0) ot B, ., est un entier strictement positif.
Pour p =0, 1,..., [r/2] on voit que §,, qui provient par le calcul précédent du
terme [D}7"(x,Dy)? f](0) vaut r!/p! donc y, est non nul. Par ailleurs il est
clair que y, = 1.

Nous allons nous placer en un point de '™ 9. 1l est possible grace a
I’hypothése (i) de supposer, quitte a faire un changement de variables, (trans-
lation + rotation) qu’il s’agit de 'origine et que dans un voisinage V, de
lorigine les points de 002 sont définis par x,=v(x’) et ceux de 2 par
xy > v(x') ou v € C? et vérifie v(0) =0, grad v(0) = 0.

Le plan tangent a 02 en 0 est défini par I'équation x, =0. D’aprés
’hypothése (ii) et la définition de d il existe a € N tel que |a| + ay < d et
D*m(0)+ 0. On peut toujours a {’aide de la proposition 2 (C’est a dire en
faisant une rotation dans RV~ ') se ramener au cas ou a = (a,, 0, 0,..., 0, )
donc au cas ou m vérifie D{'Dgvm(0) # 0 avec a, + 2a, < d.

Nous allons maintenant faire un changement de variables dont le but est
de rendre strictement concave le bord de £ au voisinage de 0, de fagon a
pouvoir recouvrir l'intersection de £ avec un voisinage de O par des
segments ayant une longueur minimum fixée et une direction voisine de celle
de l'axe Ox,. Sur chacun de ces segments nous pourrons appliquer les
résultats de la premiére partie (en une variable).

Soit ¢ > 0. Faisons le changement de variables 7 défini par X = 1(x),
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X'=x', Xy=xy—c(x}+x3+ -+ +x5_,). Le changement de variables
réciproque 7} est défini par:

x' =X, Xy=Xy+cXI+ X34+ X5 )

Nous remarquons que 7 a la propriété suivante: si P€.7, alors
Por'e.7,.
Nous allons maintenant préciser le choix de c.

(I) Nous choisissons ¢ suffisamment grand pour que la différentielle
seconde de la fonction ¢(x')=v(x’")—c(x]+ -+ +x5_,) soit une forme
bilinéaire symétrique définie négative ce qui implique (voir [6, p. 100]) que
dans R" la surface définie par ’équation x, = @(x') est strictement concave
au voisinage de Porigine. En d’autres termes comme on a x, —v(x’)=
Xy—@(X'), dans les nouvelles coordonnées le bord de 7(£2) est défini au
voisinage de lorigine par X,=¢@(X’) et il est strictement concave.
Remarquons que 'on a ¢(0)=0, grad ¢(0) =0 et que pour les points de
7(£2) au voisinage de l'origine X, > ¢(X’).

(II) On a 9/0X, =D, + 2¢x,D,, donc d’aprés le lemme 6:

o a+2ay [%al-&aN]
((zr)  meen]o=| L7 rnopnim| )
1 p=0

Dans la somme du second membre, il y a au moins un terme non nul (celui
qui correspond a p = a,) donc pour ¢ suffisamment grand le second membre
n’est pas nul. Nous ferons également un choix de ¢ qui réalise cette con-
dition. »

Puisque (8/0X,)*'*?%¥ (m o 7 ')(0) # 0 il existe un voisinage ¥ de O et un
nombre € > 0 tel que pour tout A vérifiant |1] < € et pour tout X dans V on

ait
(i) meeown

ox, " ax,
e T

Pour ¢ et A fixés, positifs, on note

E,={XERY[|X,|=¢(i= 1., N—1), o(X') < Xy < h}

(voir Fig. 1). Nous pouvons choisir ¢ et h de telle sorte que les propriétés
suivantes soient vérifiées
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=P (XD

«

FiG. 1. L’ensemble E,, pour N =2.

(i) EncV,
(i) E,,c®,
(iii) pour tout point a € E,, il existe un segment S, contenu dans E,,
passant par a et défini par
S,= {X|X2:a2""’XN—l =ay_1, Xy=7,X + 6, | X[ < f}

avec |y,| < & (en termes géométriques simples: on choisit ¢ suffisamment
petit pour pouvoir recouvrir E,, par des segments “a peu pres” horizontaux
de direction voisine de celle de 0X,). Soit

Co=1X||1X,| <t (=23, N= 1), |X,]| <3¢, Xy < k)

(voir Fig.2). Pour a donné plagons nous maintenant sur S, et faisons le
changement de variable Y = o(X) défini par Y’/ = X', Yy =Xy —y,X, —4,.
On aura 6/9Y, = (0/0X,) + y,(6/0X,). 0(S,) est le segment défini par

Yy=a,,..Yy_=ay_,, Yy=0, |Y||<C

X
A2

0<h h
%

¢/ ¢

JLLERN

FIG. 2. L’ensemble 7, pour N =2,

-t | -t/

NN
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Nous avons pour X € S,
(Mo T X s Xy 1 Xy = Vo X, =)= (mot™ 007 ) (¥, Yy_1, 0)

et donc d’apres (5)

[ e oo [ ) e o]

Donc d’aprés la proposition 1, nous avons, pour a donné:

[Pot 'og™! Ha(sa>ma<"’n,)

<Gt ?N[Por~log ! - mot o 071”0(50)

(4]
-+

| Po T_l“s,,m?(,,< Cyn® 2| Pot™! . mo T_lnsa-

Mais le résultat est indépendant du point a choisi dans E,,. Il en résulte
puisque E,, peut étre recouvert par des segments S, que [[Por™!|
G iy S Con® 2% [Pot™' - mot™!|g,. On achéve alors en prenant
C=1"YP,) ce qui nous donne |[Pllpng < Con®tVI|Pm|, 1, <
Cyn || Pmlq.

5. OPTIMALITE DE LA CONSTANTE d

Pour démontrer 'optimalité de la constante d nous montrerons que I’on
peut trouver une constante C, telle que pour tout n il existe P € .7, tel que
n?||Pmflg < Cs||Pllg.

Nous utiliserons de fagon essentielle les polynomes de Jacobi. Les
notations P'” concernant ces polyndmes seront celles de [7, Chap. IV].

Rappelons les résultats suivants (7, pp. 168-169]: pour d>0,
”Pg,d'o)”hl,l] =[P O(1) = n",

[P@9(cos ) L Cyn=129=4-1 sio nT1<0<K /2,
< Cyn? si 0gO<nY,
<1 si 1/2<0<n

On en déduit que pour r € [0, d/2], compte tenu du fait que 1 — cos 8 < 6?/2:
(1 —cos ) | P49 (cos B) K Cgn~ 17202412 Cen® %" si n7' <O /2
C,nn=% si 0<

6
2 si n/2<0<m,

y/

NN
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et par suite pour x € [—1, 1]:
(1 —x)" PREO)_1,0 < Con?™ " L Cen™ ¥ [Py iy
ou encore:
Hurpfnd'o)(l - u)“[o,z] <n¥ ”P;d'o)(l - “)”[0,2]- (6)

Considérons maintenant le polynéme pair Q,,(x) = P“”(1 —2x?). On a
12,0l =1Q,,(0) = n?. Posons x=sin(f/2) (0K O n) alors x"Q,,(x)=
(sin(6/2))" P""(cos ) donc par un raisonnement analogue au raisonnement
précédent, pour r < d:

(sin(8/2))" P\@P(cos 8)| K Con~129~9=WDFr  si n=l O /2,
<C,onin" si 0O nt,
<1 si n/2L 0«7,
et donc puisque Q,, est pair
X" Qanlli1,y < Coun® " S Coun™ 1 Qaylli—yyy- M

Il est clair qu’il suffit de se limiter ici au cas d > 0. Pour un point a € 2
ou d(a, m) = d(£, m) = d deux cas sont a considérer:

Cas 1 (a€ £2). Puisque d >0, a € 2N TI. Nous pouvons supposer que
a est l'origine et que £ est contenu dans [—1, 1]¥. Dans ce cas, d’aprés
I’hypothése la restriction de m a £ se prolonge a un voisinage de |—1, 1| en
une fonction de classe C* que nous noterons encore m, et ’on pourra écrire
pour tout x:

mx)= > (x*/a)ym?@x) ou A€][0,1].

lal=d

Considérons le polyndme P défini par P(x)=[]Y_, Q,,(x;)- Le degré de P
est 2Nn et || P[], ,v=|P(0)] = n"? et d’aprés (7):

[Pm|, < Z (a!)_l HxaP(x)”[—l.l]N”m(a)”[—l.l]N

lal=d

<CpulPlg n~1g C13(2Nn)'d 1 Pllq-

Cas 2 (a € 02). Nous noterons B(x, p) la boule ouverte de centre x et
de rayon p. Nous supposerons la encore que a est l'origine et que le plan
tangent est défini en ce point par x, = 0. Il existe un point b = (0,..., 0, b,) tel
que B(b, |by|) M2 = et 'on peut toujours se placer dans des conditions
telles que 2 < B(0, 1). Posons || x||> = 3_¥_, x? et considérons le polynéme R
defini par:
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N—1 ‘
Rx)=[] Quulx) - PE*O(1 = ||x|*) - PREO(1 — [|x[|* + 2byxy).
1

On adegré de R =2(N + )net||R|o =|R(0)| = n™“*¥9. La restriction de la
fonction m a 2 peut étre prolongée en une fonction de classe C° dans un
voisinage de B(0, 1). La fonction prolongée est encore notée m. Un dévelop-
pement de Taylor a I'ordre d nous donne: m(x)=}", ., C,x* avec C, =
(@)~! m™(0) pour |a¢| < det C, = (a!)”"' m®(ix), 1 € [0, 1] pour || = d.
D’aprés (6) on a pour chaque o tel que |a|+ ay>d (pour les autres
D*m(0) =0),

[x*R||q = l|x*"x5*Rlo0.1)
< Cp5= 0710 2P GI(1 — x]?)
X PR = [ x[1* + 2byx a0,
et en écrivant x, = (2b,) "' (2byxy — || x|I* + |[x[|?) & I'aide de (7) on obtient:
Hx&R ”Q < C15 nd(N+3)— lo| —an < C16[2(N + l)n] —lal -ax HR ”Q
ce qui achéve la démonstration.

Je remercie le référé pour ses remarques qui ont permis une simplification
de cet article. En particulier la démonstration des lemmes 4 et 5 et de la
proposition 2 lui sont dues.
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