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In der Theorie der Schunckklassen endlicher au&barer Gruppen wurde das 
Konzept des Randes einer Schunckklasse mit Erfolg benutzt (z.B. in [7] und [12]). 
Dabei versteht man unter dem (Schunck-)Rand einer Schunckklasse B die 
Klasse aller Gruppen G $9, deren echte Faktorgruppen alle in g liegen. Die 
vorliegende Arbeit entstand bei dem Versuch, such in der Theorie der Fitting- 
klassen endlicher auflijsbarer Gruppen durch Betrachtung von Randern zu 
Ergebnissen zu kommen. Dabei wird dual zum Fall der Schunckklassen der 
(Fitting-)Rand b(s) einer Fittingklasse 9 als die Klasse aller endlicher auflds- 
barer Gruppen G +! fl definiert, deren echte Normalteiler alle in 9 liegen. 
Wahrend jede Teilklasse eines Schunckrandes wieder ein Schunckrand ist, ist 
die entsprechende Aussage fur Fittingrander i.a. nicht mehr richtig. In dieser 
Arbeit wird deshalb versucht, Beziehungen zwischen Fittingklassen P und &? 
zu finden, fur die b(s) C b(s) gilt. Als Hauptergebnis wird in Satz 2 gezeigt, 
da13 im Fall 9 # Y aus b(s) C b(P) folgt, da3 g und 2 in demselben 
Lockettabschnitt liegen. Insbesondere ist keine nichtleere echte Teilklasse des 
Randes einer Lockettklasse wieder Rand einer Fittingklasse. 

Eng verkniipft mit diesen Fragen ist die Fittingklasse X(F), die von den 
%-Radikalen der Gruppen aus b(T) erzeugt wird, Der Hauptteil des Beweises 
von Satz 2 besteht darin zu zeigen, da0 fiir 3J’ # Y stets X(s) und F in dem- 
selben Lockett abschnitt liegen. Dabei ist i.a. X(P) #F, und X(P) ist i.a. such 
von der kleinsten Fittingklasse 3?* aus dem Lockettabschnitt zu B verschieden. 

Als eine Anwendung dieser Ergebnisse erhalten wir in Satz 4 eine Charak- 
terisierung der normalen Fittingklassen 9 # FYP, durch die Eigenschaft, 
dal3 ihre Rander disjunkte Vereinigung nichttrivialer Fittingrander sind. 

Alle in diese Arbeit betrachteten Gruppen seien (bis auf Bemerkung 1) endlich 
und auf&bar. Wir bezeichnen mit 

d die Klasse aller endlichen Gruppen, 
Y die Klasse aller endlichen auflijsbaren Gruppen, 
% die Klasse aller endlichen aufliisbaren rr-Gruppen, 
Jv- die Klasse aller endlichen nilpotenten Gruppen, 
d die Klasse aller abelschen Gruppen. 

619 
0021~8693/78/0512-0619$02.00/0 

Copyright 0 1978 by Academic Press, Inc. 
All rights of reproduction in any form reserved. 

brought to you by COREView metadata, citation and similar papers at core.ac.uk

provided by Elsevier - Publisher Connector 

https://core.ac.uk/display/82296482?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1


620 K. DOERK 

Mit G 2 H bezeichnen wir das regular-e Kranzprodukt der Gruppe G mit der 
Gruppe H. 1st U < G, so wird mit 0 g U x “‘1~1 x U die U entsprechende 
Untergruppe des Basisgruppe von G \ H bezeichnet. Insbesondere ist G die 
Basisgruppe von G l H. 

Die Grundtatsachen iiber Fittingklassen findet man in [8]. Im folgenden 
werden weitergehende Resultate aus der Theorie der Fittingklassen, die wir 
benutzen werden, kurz zusammengestellt. 

1st 9 eine Fittingklasse, so setzen wir 

und 

g* = {G / (G x G)p ist subdirekt in G x G} 

SF* = (){2qz* =9*>. 

Dann gilt: 

(I) P. Lockett [16]. F* ist eine Fittingklasse mit 9 _C St* = (9*)* C 
s&. AuBerdem ist 

1st 2 eine weitere Fittingklasse mit 9 _C 2, so ist %* C Z*. 
1st 9 = F*, so nennen wir F eine Lockettklasse. Die Klasse von Fitting- 

klassen Z mit X* = F* nennen wir den Lockettabschnitt zu F. Nach (I) 
enthalt der Lockettabschnitt zu F genau eine Lockettklasse, namlich 3t*. 

(II) P. Hauck [I 11. 1st 9 eine Lockettklasse und sind G und H Gruppen 

mit G 6 9, so ist (G 2 H)s = (Gs). 
Sind F und 2’ Fittingklassen, so ist deren (Fitting-) Produkt 9 * Z = 

{G 1 G/G9 E X} wieder eine Fittingklasse. 1st X abgeschlossen beziiglich 
Bildung epimorpher Bilder, so stimmt F * X’ mit dem iiblichen Produkt 9% 
von Klassen iiberein. 

(III) P. Hauck [II]. 

(a) 1st 9 eine Lockettklasse und 2 eine Fittingklasse, so ist (9 * 2) * = 
9 * (X”). 

(b) Sei 9 eine Fittingklasse und 2 eine Lockettklasse mit 9 _C H. Sei 
ferner q eine Primzahl. Existiert zu jeder Gruppe G E 9 eine natiirliche Zahl n 
mit (G x ...la x G)~C,~&‘,soist9*9~C&‘. 

Eine Fittingklasse 9 # {I} hei& normal, wenn in jeder Gruppe G E 9 das 
9-Radikal GF eine 9-maximale Untergruppe von G ist. 

(IV) D. Blessenokl, W. Gad&z [2], A. R. Makan [15]. Sei 9 eine Fit- 
tingklasse. Dann sind gleichwertig: 
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(a) g* = 9, 

(b) Y = 9~2. 

(c) Der UntergruppenabschluR von {G/G9 / G E 9’“> enthAt nicht alle 
Gruppen aus 9’. 

(d) 1st G E 9 und p eine Primzahl, so gibt es eine natiirliche Zahl TZ = 
n(G, p) mit 

(G x .;. x G){ C,EF. 

Dabei bezeichnen wir mit C, die zyklische Gruppe der Ordnung p. (e) 9ist 
eine normale Fittingklasse. Nach (I) ist demnach Y, die kleinste normale 
Fittingklasse. SchlieBlich beniitigen wir noch das sogenannte Quasi-Z&-Lemma: 

(V) R. A. Bryce, J. Cossey [3]. Sei 9 eine Fittingklasse und G eine Gruppe 
mit Normalteilern N1 und N, . Sei N1 n N, = 1, G/N,N, E A” und G/N, E 9. 
Dann sind G E 9 und G/N, E F gleichwertig. 

1. EINK~PFIGE GRUPPEN 

Wir nennen eine Gruppe G einkiipfig, wenn G genau einen maximalen Normal- 
teiler besitzt. 

HILFSSATZ 1. Se-i G eine Gruppe. 

(a) Sei N 4 G, G/N sei einkopjg und S sei ein minimales subnormales 
Supplement xu N in G. Dann ist S einkopjig. 

(b) Die Gruppe G wird von ihren einkopjgen Subnormalteilern erzeugt. 
Bezeichnen wir mit K das Erzeugnis der maximalen Normalteiler der einkiipfigen 
Subnormalteiler von G, so ist G/K nilpotent und die p-Sylowgruppen von G/K 
haben Exponent < p. 

(c) Seien N1 , N, Normalteiler von G # N,N, mit N1 n N, = 1 und 
einkijpjigem GIN, fiir i = 1, 2. Sei S ein minimales subnormales Supplement zu 
N,N, in G. Dann ist S eine einkijpJige Gruppe mit S/S n Ni s G/Ni fiir i = 1,2. 
Ist auJerdem G/NINZ eine p-Gruppe, so ist S/(S n N,)(S n NJ eine zyklische 
p-Gruppe # 1. 

Beweis. (a) Sei M/N der einzige maximale Normalteiler von G/N. Wegen 
SM = G ist dann S n M ein maximaler Normalteiler von S. Sei L ein weiterer 
maximaler Normalteiler von S. Dann ist L ag G und nach Wahl von S ist 
LN < G. Folglich ist L < M und S ist einkopfig. 

(b) Sei M das Erzeugnis aller einkopfigen Subnormalteiler von G. 1st M < G, 
so sei N ein maximaler Normalteiler von G mit M < N. Nach (a) gibt es dann 

481/51/z-19 
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einen einkiipfigen Subnormalteiler S von G mit G == SN. Wegen S ,( M folgt 
dann G = N, entgegen N < G. Also ist M = G. 

Offensichtlich wird G/K von Subnormalteilern von Primzahlordnung erzeugt. 
Damit ist G/K nilpotent. Angenommen, es gebe eine zyklische Untergruppe 
V/K von G/K mit 1 V/K / = p2. Da G/K nilpotent ist, ist V subnormal in G. 
Sei nun S ein minimales subnormales Supplement zu Kin V. Nach (a) ist S ein 
einkijpfiger Subnormalteiler von G. Folglich ist 1 V/K / = 1 KS/K ( ein Teiler 
von p, entgegen 1 V/K / = p2. Damit haben die p-Sylowgruppen von G/K 
Exponent < p. 

(c) 1st S = G, so ist nichts zu zeigen. Sei deshalb S < G und M ein 
maximaler Normalteiler von G mit S < M. Wir setzen Mi = 111 CT Ni fur 
i = 1,2 und zeigen, dal3 M, MI , IM, , S anstatt G, Nr , Na , S die in (c) gestellten 
Voraussetzungen erfiillen. Eine Induktion nach der Gruppenordnung zeigt dann, 
dal3 S die gewiinschten Eigenschaften besitzt. 

Wegen SNrN, = G und G # N,N, ist MIM, # M. Angenommen, es sei 
SNi < G fur ein i. Da G/N, einkiipfig ist und der einzige maximale Normalteiler 
von G/Ni den Normalteiler N,N,/N, enthalt, folgte G = SN,N, < G. Also ist 
G = SNi = SN, = MN, = MN, . Folglich ist G/N, z M/Mi g S/S n Ni 
fur i = 1,2. Insbesondere folgt M = SNI n M = S(N, IT M) = SMI = 
SM,Mz . AuBerdem ist ‘5’ ein minimales subnormales Supplement zu MIMz 
in M. Wegen 

CM n N&hy Ml e [W%, Ml = [NIP M][N, , M] G IM,M, 

ist (MI n NIN,)/MIMz < Z(M/MIMs). Sei nun GINiN, eine zyklische 
p-Gruppe. Dann ist M/M n N,N, g G/NrNa eine zyklische p-Gruppe. 
Folglich ist M/MIMz eine abelsche Gruppe, deren Ordnung durch p teilbar ist. 
Da M/M,M, einkiipfig ist, ist M/MIMz selbst eine zyklische p-Gruppe # 1. 

HILFSSATZ 2. Sei p eine Primzahl und s&n GI , G, zwei eirzkbpjge Gruppen, 
deren Kommutarfaktorgruppe p-Gruppen sind. Danngibt es eine einkipfige Gruppe 
S mit folgenden Eigenschaften: S besitzt zwei Normalteiler S, und S, mit Sin S, = 1, 
S/&S, ist eine zyklische p-Gruppe # 1 und S/S, E Gi fiir i = 1,2. 

Beweis. Sei G = G,/G, ein direktes Produkt von Gi mit G, mit vereinigter 
Faktorgruppe der Ordnungp (siehe [13], I, 9.11). Dann gibt es in G Normalteiler 
N,,N,mitG/N,~GGifiiri=1,2,jG/N,N,I=pundN,nN,=1.Nach 
Hilfssatz 1 hat dann ein minimales subnormales Supplement S zu N,N, in G die 
gewiinschten Eigenschaften. 
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2. DIE FITTINGKLASSE X(F) 

DEFINITION. 1st 9 eine Fittingklasse, so sei b(9) die Klasse aller Gruppen 
G 4 9, deren echte Normalteiler alle in 9 liegen. Offensichtlich besteht b(9) 
aus einkopfigen Gruppen, deren maximaler Normalteiler das Y-Radikal ist. 
Wir nennen b(9) den Rand von 9. Einfache Uberlegungen zeigen, da8 9 
sich wieder durch seinen Rand bestimmen Ial%: Es ist F die Klasse derjenigen 
Gruppen, die keine Subnormalteiler aus b(g) besitzen. 

1st r eine Primzahlmenge, so setzen wir 

b,,(F) = {G E b(g) 1 [ G/G9 / E r}. 

Wir verschaffen uns zunachst die Moglichkeit, aus Randgruppen neue Rand- 
gruppen zu konstruieren: 

H~LFSSATZ 3. Sei 9 eine Fittingklasse und p eine Primxahl. Sei au.erdem 
G, F b,(F) und G, eine eink@jige Gruppe aus 9 mit On(G,) < G, . Bilden wir 
zu Gl und G, die Gruppe S aus Hilfssatz 2, so ist S E b,(F). 

Beweis. Ware S E 9, so ware wegen S/S, g G, E .9 such Gi E S/S, E g 
nach (V), entgegen G1 E b,(P). Also ist S $9. Sei nun 111 der maximale 
Normalteiler von S. Wegen M/S, (3 S/S, g G1 ~b,(g) ist M/S, E B. 
AuBerdem ist wegen ICI/S, a S/S, s G, E F such MIS, E 9. Aus (V) folgt 
daher ME F. Da S einkopfig ist, ist S damit in b,(9). 

Ein Schunckrand kann nach [7] endlich viele Isomorphietypen von 
Gruppen enthalten. Der nachste Satz zeigt, da8 dies fiir Fittingklassen g mit 
9 f  9 nie der Fall ist: 

SATZ 1. Sei p eine Primxahl und s eine Fittingklasse mit b,(F) # 2~. Dann 
gibt es zu jeder Gruppe G, E b,(P) eine Gruppe S E b,(9), die G, als echte 
Faktorgruppe besitzt. Insbesondere enthtilt b,(F) unendlich viele nichtisomovphe 
Gruppen. 

Beweis. Sei zunachst C, E 9. Dann ist nach [lo] such die zyklische Gruppe 
G, der Ordnung p” in 9 enthalten. Wir bilden zu Gi und G, die Gruppe 
S E b,(F) aus Hilfssatz 3. Nach Hilfssatz 2 ist G, eine Faktorgruppe von S. 
Wahlt man auBerdem n hinreichend groD, so ist I G, ; < 1 S I. 

1st C, $9, so ist 9 C Yap nach [lo]. Wir bilden nun mit G, und G, = G, 
die Gruppe S aus Hilfssatz 2. Wegen g C Sp,, ist dabei S $9. Dieselben 
Argumente wie beim Beweis von Hilfssatz 3 zeigen nun, daR S E b,(F) gilt. 
Wegen 9 C YD, ist wieder I G, ; < / S ‘. 

Nach [7] ist jede Teilklasse eines Schunckrandes wieder ein Schunckrand. 
Dies ist fur Fittingrander nach Satz 1 nicht richtig. Wir betrachten deshalb 
den Fall zweier Fittingklassen % und Z mit b(p) C b(X). Dabei sind die 
folgenden zu 9 gebildeten Fittingklassen von groBer Hilfe: 
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DEFINITION. 1st 9 eine Fittingklasse, so sei X(P) die von den 9-Radikalen 
der Gruppen aus b(9) erzeugte Fittingklasse. Entsprechend sei X,(.9) die 
von den 9-Radikalen der Gruppen aus b,(9) erzeugte Fittingklasse. Offen- 
sichtlich ist X,(g) C X(F) C 9. 

HILFSSATZ 4. Seien F und 8 Fittingklassen. 

(a) Genau dunn ist b(F) C b(X), wenn X(3) C Z _C 9. 

(b) Es ist X(X(F)) = X(g). 

Beweis. (a) Aus b(%) C b(2) folgt sofort X(P) C X(x) C # _C T. Sei 
umgekehrt X(F) C & C 9 und GE b(9). Wegen & C 9 ist G $x und 
wegen G.9 E X(s) _C Z ist daher GF = GP . Folglich ist GE b(Z). 

(b) Nach (a) ist b(9) _C b(X(9)) C b(X(X(9))). Daraus folgt mit (a) dann 
X(S) c X(X(F)). 

HILFSSATZ 5. Sei p eine Primzahl und 9 eine Fittingklasse mit b,(S) + a. 
Ist G E 9 eine einkiipfge Gruppe mit Op(G) < G und ist N der maximale Normal- 
tea&v von G, so ist NE X,(F). 

Beweis. Sei Gr E b,(F) und G, = G. Wir bilden zu Gr und G, die Gruppe 
SE b,(9) aus Hilfssatz 3. 1st M der maximale Normalteiler von S, so ist 
ME X,(s) und M/S, z (G&F E X,(P). Nach (V) ist daher such N y 

W& E x&v 

HILFSSATZ 6. Se&n 9 und 2 Fittingklassen mit fl _C Af. Ist p eine Primzahl 
mit b,(Z) # o , so ist X,(9) C X,(Z). 

Beweis. Sei G E b,(F). 1st G $ z?‘, so ist G E b,(S) und damit Gs E X,(Z). 
1st G E %, so ist Gy E X,(Z) nach Hilfssatz 5. Da X,(9) von den .9r-Radikalen 
der Gruppen aus b,(.F) erzeugt wird, ist daher X,(9) C X,(Z). 

SATZ 2. (a) Ist .9 # Y, so ist X(9)* = 9*, d.h. X(F) und 9 liegen in 
demselben Lockettabschnitt. 

(b) Sind F # 9 und Z Fittingklassen mit b(S) C b(H), so ist 9* = Z*. 

Beweis. Die Aussage unter (b) folgt aus (a) sofort mit Hilfssatz 4. Es genugt 
deshalb die Aussage unter (a) zu beweisen. Wir setzen % = X(9). 

(a) Wir zeigen zuerst in Schritten: 1st %* # $*, so ist g eine normale 
Fittingklasse. 

(1) Es ist 9 $ %“*: Aus 9 C %* folgte F* C (%*)* = I* nach (I). 
Wegen ?Z _C 9 folgt aus (I) aul3erdem .!2”* C .F*. Also ware .9* = 9*, entgegen 
der Annahme P* # X*. 
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(2) Wir setzen YD = (GE S\Z” 1 p teilt / G/G%* I}. 1st GE Yyl,, so ist 
G \ C, E .9 fur alle Primzahlen q # p: Wir setzen H = G \ C, und nehmen 
H 6 F an. 1st G die Basisgruppe von H, so ist deshalb G = Hs . Sei nun N ein 
minimales subnormales Supplement zu G in H. Nach Hilfssatz 1 ist N einkopfig. 
AuBerdem hat NY = N n GF Index q in N. Folglich ist NE b,(g) C b,(x). 
Setzen wir &’ = %*yg, so ist daher NE &’ und damit N < Hz. Nach (III) 
ist 2 eine Lockettklasse, und dap ein Teiler von 1 G/G%* 1 ist, ist G $ %*y& = 

3E”. Aus (II) folgt daher H 2 = (Gm). Wegen N < H# ergibt sich damit 

H = c%’ < e(H,) = C(Gz) = e, 

ein Widerspruch zu G < H. Folglich ist H E g. 

(3) Sei n die Menge der Primzahlen p mit Y9 # o . 1st p E rr and H E S, 
so ist H \ C, E 9 fur alle q # p: Nach Wahl vonp gibt es eine Gruppe G f Yp . 
Dann ist such G x H E Yys. Aus (2)folgt daher (G x H) 2 C, E 9 und G 2 C, E %? 

Wegen G) CJG g H 2 C, und G C,/R E G { C, folgt aus (V) 
nunH? C,E~. 

(4) Es ist 1 Z- / 3 2: Nach (1) ist 7r # a. Wir nehmen n = {p} an. Dann 
ist * C 9?*9?, . Da 3?*y9 nach (III) eine Lockettklasse ist, ist s* C S*Ya . 
Es folgt 9*$, C 9?*yQ$, = !Z*.9?p. Wegen %* C 9* ist daher 9*9, = 
S*ya. Andererseits folgt wegen (3) aus (III) nun 9*9?9, = 9*. Damit gilt 
zPYp* c .F-*ya. = 9* c EPYD ) also %*yD, = .!Z*. Folglich ist S?*M = 
9?*yD = %*J”. Nach [6], 4.4 ist dann %‘* = 9*, entgegen %* # %*. 
Damit ist / rr 1 2 2. 

(5) Nach (4) ist j rr 1 > 2. Aus (3) folgt daher G 2 C, E 9 fur alle G E .% 
und alle Primzahlen q. Damit ist g nach (IV) eine normale Fittingklasse. 

(b) Sei Y’* die kleinste normale Fittingklasse. Dann ist ?Z = X(9*) = 9.. : 

Es ist b,(9’.+) # @ fur alle Primzahlen p (Nach [17] weiD man sogar, daD 
es zu jeder endlichen abelschen Gruppe A eine Gruppe GE Y gibt mit 
G/G,* s A). Aus Hilfssatz 5 folgt daher, da13 der maximale Normalteiler 
jeder einkijpfigen Gruppe aus 9.. in d enthalten ist. Nach Hilfssatz lb ist damit 
9* _C S?J’“. Wegen 9+&’ = 9’ ist daher %“J+‘-& = Y. Damit ist % nach (IV) 
eine normale Fittingklasse, d.h. Sp, C 3. Wegen ?Z C 9.+ ist daher !Z = 9.. . 

(c) Sei p eine Primzahl. Dann ist X,(9..) = 9.. : 

(1) 1st q eine Primzahl und G E b,(9’..), so ist G E X,(9’*) $,Jr/-: 1st 
q = p, so ist G E X,(9*) 9= . S ei nun q # p, A = G l C, und G die Basis- 
gruppe von A. Sei weiterhin 52 die Menge aller minimalen subnormalen Supple- 
mente zu G in A. 1st NE Q, so ist N nach Hilfssatz 1 einkiipfig und N n e ist 
der einzige maximale Normalteiler von N. Dabei ist N/N n G eine p-Gruppe. 
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Wir setzen M = (N ! NE Q) und K = (N n e ( NE Q). Dann sind M and lY 
Normalteiler von A und M/K ist einep-Gruppe. 

Sei nun NE Q. 1st NE Y, , so ist N n e E X,(9*) nach Hilfssatz 5. 1st 

N$y+c, so ist N/N,, nach (IV) abelsch. Da N einkijpfig ist und N/N n i: eine 
p-Gruppe ist, ist N/N,, eine zyklische p-Gruppe. Andererseits ist wegen 
GE b,(Y*) die Gruppe c/(e)sF, eine q-Gruppe. Und da N einkopfig ist und 
wegen NY, < N ist (e),., n N = NY* . Folglich hat N,v, Index p in N und es 
gilt NE b,(sP,). D amit ist such in diesem Fall N n G = N.,, E XD(Y.+). 
Folglich ist K E XD(.sP,). Sei nun B eine Kopie von G in G. Da im regularen 
Kranzprodukt G ) C, stets [C, , e] 3 (G)’ gilt, ist 

Folglich ist KB’ < M n C?. Wegen K E X,(9+.) und da M/K eine p-Gruppe 
ist, ist KB’ und damit such B’ in X,(9*) Y, . Damit erhalten wir G s B E 

X,(~*) %J-* 

(2) Nach (b) ist Y* = X(9*) und aus (1) folgt X(.5?*) _C X,(9*) YpJ”. 
Wegen Y*,d = Y ist daher X,(Y;;) SP,JY& = Y. Nach (IV) ist folglich 
X,(9*) eine normale Fittingklasse. Damit ist Y. C X9(9*) C X(9*) = Y* , 
d.h. XJY*) = Y* . 

(d) Wir zeigen abschlieflend, daB X(g) f iir eine normale Fittingklasse 
F # Y wieder normal ist: Wegen fl # Y gibt es eine Primzahl p mit 
b,(F) # 0. Aus Hilfssatz 6 folgt daher X,(&J C X,(F). Mit (c) erhalten 
wir damit Y* C X,(F) C X(s), d.h. X(F) ist normal. 

Bemerkung 1. Da wir den Rand einer Fittingklasse im Universum Y der 
auflijsbaren endlichen Gruppen bilden, ist b(Y) = o und X(Y) = (I}. 
Folglich ist Satz 2 fur 37- = .Y nicht richtig. Dieser Schtinheitsfehler la& sich 
durch eine VergroRerung des Universums zu der Klasse 8 aller endlichen Grup- 
pen bereinigen: 

(1) 1st fl eine Fittingklasse endlicher au&barer Gruppen, so sei 6(F) 
die Klasse aller Gruppen G E S\F, deren echte Normalteiler in 3 liegen. Offen- 
sichtlich ist b(P) C 6(F). Analog zu X(F) sei X(F) die Fittingklasse, die von 
den s-Radikalen der Gruppen aus 6(F) erzeugt wird. Wegen b(F) C 6(s) ist 
dann X(g) C X(Y) 2 9. 

(2) Es ist X(Y) = 9%: Sei G eine beliebige endliche auf&bare Gruppe 
und E eine einfache nichtabelsche endliche Gruppe. Sei auBerdem Z = G 2 E 
und G die Basisgruppe von Z. 1st B eine Kopie van G in c, so ist G’ s B’ 4 
(cq a Z’E6(9). Al so ist G” E X(Y). Nach (IV) ist daher Y* C X(Y). 
Umgekehrt ist nach [9] jeder auflijsbare Subnormalteiler einer perfekten Gruppe 
in Y* enthalten. Folglich ist GY E Y* fur alle G E 6(S). Damit ist X(Y) C 9;: . 
Zusammen ergibt sich X(Y) = Y* . 
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(3) Satz 2 gilt mit X(s) fur alle Fittingklassen F’, d.h. fiir alle Fittingklas- 
sen 9 gilt (X(g))* = F*: Nach (2) ist X(Y) = Ye , d.h. (X(Y))* = Y = 
(P.+.)*. 1st F # ,40, so ist X(P)* = g* nach Satz 2. Aus X(F) C X(F) C F 
folgt daher (X(g))* = (X(s))* = F* nach (I). 

(4) Gilt fur % # Y die sogenannte Locketvermutung, d.h. gilt Y* = 
%Fnn*, so ist X(s) = x(F) (Die Lockettvermutung gilt nach [4] zum 
Beispiel fur alle primitiv gesattigten Formationen, nach [l] gibt es jedoch 
Fittingklassen, fur die sie nicht richtig ist.): 

1st G E 6(F) und ist G au&bar, so ist GF E X(F). 
1st dagegen G nicht aufliisbar, so ist Gr E g n Y* nach [9]. 
Aus Satz 2 folgt jedoch mit (I), dalj Y.. C X(F). Also ist stets GF E X(P) 
fur alle G E 6(P). D amit ist X(g) C X(F) und es gilt X(5-) = X(F). 

Bemerkung 2. Sei g # Y eine Lockettklasse. 1st s eine Fittingklasse mit 
b(s) c b(F), so ist nach Satz 2 entweder Z = Y oder 8* = F* = 9. 
Wegen F Z .YY gilt im zweiten Fall sogar St = 2. Folglich sind aul3er 0 
und b(F) keine Teilklassen von b(F) wieder Rander von Fittingklassen. 
Insbesondere gilt: 1st ,0 C &’ C b(F), so ist 

(Y = {G I G hat keinen Subnormalteiler isomorph zu einer Gruppe aus P} 

keine Fittingklasse. Denn ware %’ eine Fittingklasse, so wire b(g) = %. 

Die Bildung von X(F) zu 9 # Y ist nach Satz 2 eine Moglichkeit, im 
Lockett abschnitt zu F nach unten zu gehen. Im allgemeinen ist jedoch 
X(F) # s* , wie Satz 3 zeigt: 

SATZ 3. Sei F eine Fittingklasse. 

(a) Ist p eine Prim&d mit 9Yv # 9 und ist GE g”, so hat G/G,(F) 
elementarabelsche p-Sylowgruppen. 

(b) Ist gYp # .9 fiir alle Prim&den p und ist G E 9, so ist G/Gxc9j ein 
direktes Produkt van elementarabelschen Gruppen. 

Beweis. (a) Nach Satz 2 und (I) ist G/G,(F) abelsch. Wir k&men deshalb 
0.B.d.A. annehmen, daB G/G,(,) eine p-Gruppe ist. Sei nun N ein einkopfiger 
Subnormalteiler von G und M der maximale Normalteiler von N. 1st N/&i 
eine q-Gruppe mit q # p, so ist N c Gxt,~) , also NE X(g). 

1st N/M eine p-Gruppe, so ist ME X(F) nach Hilfssatz 5. Aus Hilfssatz I 
folgt daher, da8 G/G,(F) elementarabelsch ist. 

(b) Da G/G,(F) nach Satz 2 und (I) abelsch ist, folgt (b) sofort aus (a). 

Als Anwendung von Satz 2 werden die normalen Fittingklassen durch eine 
Eigenschaft ihres Randes characterisiert. Dazu benijtigen wir den folgenden 
Hilfssatz: 
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HILFSSATZ 7. Sea’ T eine Primzahlmenge und &en F und Z Fittiqklassen 
mit b(P) = b,(S) # 0. Dann ist &’ = gYv, und F* = 9’*Yfl, . 

Beweis. Wegen b(Z) C b(5) ist 9 C # und nach Satz 2 ist p* = &?*. 
Aus bT(Z) = o folgt aul3erdem ZYT, = X. Insbesondere ist daher 9YT, _C 
2. Sei nun GE b(FYm,) = b,,(FYT,). 1st Gob, so ist G ~b,(#). 1st 
G 4 b(&), SO folgt wegen Flynn C L%? nun GE 2. Wegen $* = Z* ist dann 
G/G9 abelsch. Damit ist G/G9 eine zyklische r-Gruppe. Folglich ist G, = 
GF~,.,, und GE b,(s) = b(Z), entgegen G&b(%). Wir erhalten also 
b(cFY$) C b,(F). D a re umgekehrte Inklusion trivialerweise richtig ist, ist d’ 
b(FY=,) = b,(F) = b(S), also ti = 9YT, . Aus fl* = X* folgt daher 
F* = (F&j)*. Aus (III) folgt dann 9* = 9*9,, . 

Der folgende Satz zeigt, dalj sich die normalen Fittingklassen 9 # .9Yp, 
dadurch charakterisieren lassen, da8 sich deren Rander in eine disjunkte 
Vereinigung nichttrivaler Fittinggrander zerlegen la&: 

SATZ 4. (a) Sei / I 1 # 1 und seien e , i E I Fittingklassen mit E # 9 
fiir alle i E I. Sei 9+ eine weitere Fittingklasse mit b(P) = Vie, b(q) und 
b(S$) n b(e) = 0 f’ tir i # j. Dann ist 9 eine normale Fittingklasse und es gibt 
Primzahlmengen ni , i E I, mit T$ n rri = ia fiir i # j und e. = 3YTir fiir alle 
i EI. 

(b) Ist 9 eine normale Fittingklasse und {ri 1 i E I} eine Partition der Menge 
aller Primzahlen, so ist 

b(9) = u b(9CQ) mit b(SYm,,) = bTi(9). 
&I 

Beweis. (a) Nach Satz 2 ist 9 L & C & * = F* fur alle i E I. Seien nun 
i,i E I mit i # j. 1st G E b(SJ, so ist GFj E e wegen G E b(9) und 9 C %j . 
Aus b(9$) n b(9J = m folgt daher GE e . 1st p eine Primzahl und ist 
Gi E b,(%), Gj E b,(6), so bilden wir zu Gi und Gj die Gruppe S aus Hilfs- 
satz 3. Wegen Gi E e und Gj E & ist dann SE b,(e) n b,(q) = D, ein 
Widerspruch. Folglich gibt es Primzahlmengen TT~ , i E I mit ri n nj = ia fur 
i # j und b(PJ = b,*(F). A us Hilfssatz 7 folgt dann z = flnsni, und 
9* = %t*YTit fur alle i E I. Wegen CT~ n rj = 0 erhalten wir 9* = 9*Y = 
Y, d.h. 9 ist normal. 

(b) Es geniigt offensichtlich zu zeigen: 1st TT eine Primzahlmenge, so ist 
b(FYm) = b,,(g). 1st G E b,(S), so ist GF = GsYg, , also G E b(9Ymt). Sei 
umgekehrt GE b(gYZ,). Dann ist G/Gscg,, eine p-Gruppe mit p E = und es 
ist G9Yrpn,/G~ eine w’-Gruppe. Da F normal ist, ist G/G9 abelsch. Aus der 
Einkiipfigkeit von G folgt daher GF = GF,,, und damit ist G E b,(F). 

Als letzte Anwendung von Satz 2 beweisen wir 

SATZ 5. Seien X und C?J Fittingklassen mit .T $ Y. AuJerdem sei 2 = 
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H(%, CV) = {G j Gz E Y} ebenjalls eine Fittingklasse. Dunn ist 44/ C S und 
Y*=(%nfY)*=X*nGY*=a?*C%*. 

Beweis. Mb(Z)= ~,soistZ’=Yund.%CC.Alsoistb(&‘)# %* 
Sei G E b(x). 1st G, < G, so ist G% = (Gx), E C4’ und damit G E Z, entgegen 
GE b(Z). Folglich ist GE ?Z und damit G, = GT . Also ist GE b(g) n 
b(9T n %). Aus Satz 2 erhalten wir dann #* = $Y* = (ZT n %‘)*. Nach [16], 
2.3 ist (?Z” n tY)* = J?T* n V. 

FOLGERUNGEN. Seien x und +Y Fittingklassen mit ?Z $ ?Y. 

(a) 1st +Y oder % n %’ eine Lockettklasse und ist H(%, g) eine Fitting- 
klasse, so ist H(%, CV) = C?/. 

(b) 1st $Y eine normale Fittingklasse und ST eine nichtnormale Fitting- 
klasse, so ist H(T, ?Y) keine Fittingklasse. 

(c) 1st J $ b, so ist H(!T, Y) keine Fittingklasse. 

Beweis. (a) Nach Satz 5 ist 0 n SY C CY C 2 C P* = CY* = (9 n %V)*. 
1st CY* = CY oder (ZE n Y)* = 5? n ?Y, so ist daher Z = cY. 

(b) 1st CY normal und H(%, CY) eine Fittingklasse, so ist nach Satz 5 such S 
normal. 

(c) 1st ?E n sp, = (1) so ist H(%, TV) = H(X, gyp). 

1st H(S, g) eine Fittingklasse, so folgt daher %Y*YD = (?YYD)* C ET* aus 
Satz 5. Damit ist Yp C !T* und folglich such Yp C I, entgegen Sp, n % = { 1). 

BEISPIELE. (a) Sei Z-’ # ,B. Nach Satz 4 ist dann b(Y*YT) = b,(Y+.). Aus 
Satz 2 folgt daher X(9?) YT= Y* . Da es nach [17] zu jeder endlichen abelschen 
Gruppe A eine Gruppe G gibt mit GIGS, E A, zeigt dies, da0 die Voraussetzung 
FYD # 9 in Satz 3 notwendig ist. 

(b) Sei CT’ # o . Dann ist X(YT) = YZ n Y’* = (Yn),: Aus Satz 2 
fokt X(x7> 2 (%I* und nach [4] ist Y- n Y.+ = (Yn), . Sei nun 
G E b(Z,,). Dann ist G einkijpfig und G’ = Gym . Folglich ist G, m = G’ < G,, 
und X(YT) Z YT n Y.+ . 

(c)l Sei A die sogenannte Lauschgruppe (siehe [14]) und B eine Unter- 
gruppe van A von Primzahlindex. Sei auRerdem g die zu B im Sinne von [I41 
gehijrende Fittingklasse. 1st G eine Gruppe, so ist entweder G ~a oder G, 
ist ein maximaler Normalteiler von G. 1st nun F eine Fittingklasse, so ist deshalh 
X(g) C 9’. Also ist X(F) C F n %?, wobei ?Z der Durchschnitt aller solcher 
Fittingklassen g ist. 

(d) Sei 9 eine Fittingklasse und sei q = 2n + 1 eine Primzahl mit 
ungeradem n. 1st die Diedergruppe Dz.pa fur ein a > 1 in 9 enthalten, so ist 
X(9) # 9: 

1 Auf dieses B&pie1 hat uns Dr. J. Cossey aufmerksam gemacht. 
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Sei Soa die Klasse aller Gruppen G, deren Elemente auf der Menge der 
Elemente der Ordnung qa in O,(G) durch Konjugation nur gerade Permutationen 
bewirken. Nach [5] istZt”, eine normale Fittingklasse mit V _CZY2”, . Aus (c) folgt 
daher X(9) C LSY~ . 1st andererseits t eine Involution aus D2.pa, so induziert t auf 
den qa-l(q - 1) = qa-l II .2 Elementen der Ordnung 4” von D2.*" durch 
Konjugation eine Permutation, die Produkt von q”-l . n Transpositionen ist. 
Folglich ist Dzna $T", . 

(e) Es ist (JV)* C X(Mz) C Jr*: Wegen D, E Jlrz ist X(x2) C J2 nach 
(d). Auberdem ist die Diedergruppe D,, als echter Normalteiler einer einkop- 
figen Gruppe der Ordnung 20 aus Jlrz nach Hilfssatz 5 in X(Jlr2). Wegen 
Zllo $9* ist (M2).+ C X(M”). 
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