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In der Theorie der Schunckklassen endlicher auflosbarer Gruppen wurde das
Konzept des Randes einer Schunckklasse mit Erfolg benutzt (z.B. in [7] und [12]).
Dabei versteht man unter dem (Schunck-)Rand einer Schunckklasse F die
Klasse aller Gruppen G ¢ &, deren echte Faktorgruppen alle in & liegen. Die
vorliegende Arbeit entstand bei dem Versuch, auch in der Theorie der Fitting-
klassen endlicher auflosbarer Gruppen durch Betrachtung von Rindern zu
Ergebnissen zu kommen. Dabei wird dual zum Fall der Schunckklassen der
(Fitting-)Rand b(F) einer Fittingklasse & als die Klasse aller endlicher auflos-
barer Gruppen G ¢ % definiert, deren echte Normalteiler alle in & liegen.
Wihrend jede Teilklasse eines Schunckrandes wieder ein Schunckrand ist, ist
dic entsprechende Aussage fiir Fittingrinder i.a. nicht mehr richtig. In dieser
Arbeit wird deshalb versucht, Beziehungen zwischen Fittingklassen & und &
zu finden, fiir die b(#) C b(o#) gilt. Als Hauptergebnis wird in Satz 2 gezeigt,
daB im Fall & # % aus b(F) C b(#) folgt, daB F und # in demselben
Lockettabschnitt liegen. Insbesondere ist keine nichtleere echte Teilklasse des
Randes einer Lockettklasse wieder Rand einer Fittingklasse.

Eng verkniipft mit diesen Fragen ist die Fittingklasse X(#), die von den
#-Radikalen der Gruppen aus b(#) erzeugt wird, Der Hauptteil des Beweises
von Satz 2 besteht darin zu zeigen, daB fiir & % & stets X(#) und & in dem-
selben Lockett abschnitt liegen. Dabei ist i.a. X(&) =%, und X(&) ist i.a. auch
von der kleinsten Fittingklasse %, aus dem Lockettabschnitt zu & verschieden.

Als eine Anwendung dieser Ergebnisse erhalten wir in Satz 4 eine Charak-
terisierung der normalen Fittingklassen & # %%, durch die Eigenschaft,
daB ihre Rinder disjunkte Vereinigung nichttrivialer Fittingrander sind.

Alle in diese Arbeit betrachteten Gruppen seien (bis auf Bemerkung 1) endlich
und auflgsbar. Wir bezeichnen mit

die Klasse aller endlichen Gruppen,

die Klasse aller endlichen auflésbaren Gruppen,
die Klasse aller endlichen auflosbaren 7-Gruppen,
die Klasse aller endlichen nilpotenten Gruppen,
die Klasse aller abelschen Gruppen.
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620 K. DOERK

Mit G ¢ H bezeichnen wir das regulire Kranzprodukt der Gruppe G mit der
Gruppe H. Ist U< G, so wird mit U o U x - x U die U entsprechende
Untergruppe des Basisgruppe von G { H bezeichnet. Insbesondere ist G die
Basisgruppe von G} H.

Die Grundtatsachen iiber Fittingklassen findet man in [8]. Im folgenden
werden weitergehende Resultate aus der Theorie der Fittingklassen, die wir
benutzen werden, kurz zusammengestellt.

Ist # eine Fittingklasse, so setzen wir

F* ={G | (G X G)g ist subdirekt in G x G}
und
Fo = Y | H* = F*}.

Dann gilt:

(I) P. Lockett [16]. F* ist eine Fittingklasse mit &F C F* = (F*)* C
F . AuBerdem ist

(| HF = F*) = (| F, CHCFH.

Ist ## eine weitere Fittingklasse mit # C 5, so ist F* C #°*,

Ist # = #*, so nennen wir # eine Lockettklasse. Die Klasse von Fitting-
klassen 2 mit #* = F* nennen wir den Lockettabschnitt zu %. Nach (I)
enthilt der Lockettabschnitt zu # genau eine Lockettklasse, nimlich % *,

(II) P. Hauck [11]. Ist & eine Lockettklasse und sind G und H Gruppen

mit G ¢ #,soist (G H)z = (Gx).

Sind % und 2 Fittingklassen, so ist deren (Fitting-) Produkt % « J# =
{G | G/Gz € s} wieder eine Fittingklasse. Ist S abgeschlossen beziiglich
Bildung epimorpher Bilder, so stimmt .# * £ mit dem iiblichen Produkt % #
von Klassen iiberein.

(1) P. Hauck [11].

(a) Ist # eine Lockettklasse und S# eine Fittingklasse, so ist (# * J#)* =
F ok (HF).

(b) Sei & eine Fittingklasse und # eine Lockettklasse mit # C 5. Sei
ferner g eine Primzahl. Existiert zu jeder Gruppe G € & eine natiirliche Zahl »
mit (G X =, X G)}C, e, s0ist F*¥XF, C H.

Eine Fittingklasse & 5« {1} heiBt normal, wenn in jeder Gruppe G €.% das
F-Radikal G eine & -maximale Untergruppe von G ist.

(IV) D. Blessenohl, W. Gaschiitz [2], A. R. Makan [15]. Sei & eine Fit-
tingklasse. Dann sind gleichwertig:
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(a) F*¥=,

(b) ¥ =%

(¢) Der UntergruppenabschluB von {G/G# | Ge &} enthilt nicht alle
Gruppen aus &.

(d) Ist Ge# und p eine Primzahl, so gibt es eine natiirliche Zahl n =
n(G, p) mit

(G X = X G)CyeZF.

Dabei bezeichnen wir mit C,, die zyklische Gruppe der Ordnung p. (¢) Z ist
eine normale Fittingklasse. Nach (I) ist demnach %, die kleinste normale
Fittingklasse. SchlieBlich benétigen wir noch das sogenannte Quasi-Ry-Lemma:

(V) R. A. Bryce, J. Cossey [3]. Sei F eine Fittingklasse und G eine Gruppe
mit Normalteilern N, und N, . Sei N, N, = 1, G/IN,N, € # und G/N, € #,
Dann sind G € # und G/N, € F gleichwertig.

1. EINkOPFIGE GRUPPEN

Wir nennen eine Gruppe G einképfig, wenn G genau einen maximalen Normal-
teiler besitzt.

Hiirssatz 1. Sei G eine Gruppe.

(a) Sei N <0 G, GIN sei einkopfig und S sei ein minimales subnormales
Supplement zu N in G. Dann ist S emnkipfig.

(b) Die Gruppe G wird von ihren einkipfigen Subnormalteilern erzeugt.
Bezeichnen wir mit K das Erzeugnis der maximalen Normalteiler der einkipfigen
Subnormalteiler von G, so ist G|K nilpotent und die p-Sylowgruppen von G|K
haben Exponent < p.

(c) Seien N,, N, Normalteiler von G = NN, mit NyN N, =1 und
einkopfigem G|N; fiir i =1, 2. Sei S ein minimales subnormales Supplement zu
NN, in G. Dann ist S eine einkipfige Gruppe mit S|S N N; o= GIN, firi = 1, 2.
Ist auflerdem G|N,N, eine p-Gruppe, so ist S|[(S N NS N N,) eine zyklische
p-Gruppe +# 1.

Beweis. (a) Sei M[N der einzige maximale Normalteiler von G/N. Wegen
SM = G ist dann S N M ein maximaler Normalteiler von S. Sei L ein weiterer

maximaler Normalteiler von S. Dann ist L <]<J G und nach Wahl von S ist
LN < G. Folglich ist L <{ M und S ist einkdpfig.

(b) Sei M das Erzeugnis aller einképfigen Subnormalteiler von G. Ist M < G,
so sei N ein maximaler Normalteiler von G mit M < N. Nach (a) gibt es dann
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einen einkdpfigen Subnormalteiler S von G mit G = SN. Wegen S < M folgt
dann G = N, entgegen N << G. Also ist M = G.

Offensichtlich wird G/K von Subnormalteilern von Primzahlordnung erzeugt.
Damit ist G/K nilpotent. Angenommen, es gebe eine zyklische Untergruppe
V/K von G/K mit | V/K | = p2 Da G/K nilpotent ist, ist " subnormal in G.
Sei nun S ein minimales subnormales Supplement zu K in V. Nach (a) ist .S ein
einkopfiger Subnormalteiler von G. Folglich ist | V/K | = | KS/K | ein Teiler
von p, entgegen | V'/K| = p? Damit haben die p-Sylowgruppen von G/K
Exponent < p.

(c) Ist S = G, so ist nichts zu zeigen. Sei deshalb S < G und M ein
maximaler Normalteiler von G mit .S << M. Wir setzen M; = M N N, fiir
¢ = 1, 2 und zeigen, daB M, M, , M, , S anstatt G, N, , N, , S die in (c) gestellten
Voraussetzungen erfiillen. Eine Induktion nach der Gruppenordnung zeigt dann,
daB S die gewiinschten Eigenschaften besitzt.

Wegen SN N, = G und G % N;N, ist MM, = M. Angenommen, es sei
SN,; < G fiir ein 7. Da G/N; einkdpfig ist und der einzige maximale Normalteiler
von G/N, den Normalteiler V,N,/N; enthilt, folgte G = SN;N, < G. Also ist
G = SN, = SN, = MN, = MN, . Folglich ist G/N; >~ M/M, ~ S/S N N;
fir ¢ = 1,2. Insbesondere folgt M = SNyNM = S(N; N M) = SM, =
SM, M, . AuBerdem ist S ein minimales subnormales Supplement zu MM,
in M. Wegen

[M A NNy, M] < [NNy, M] = [N, , M][N,, M] < MM,

ist (M, O NNy)/ MM, < Z(MJ/MM,). Sei nun G/N;N, eine zyklische
p-Gruppe. Dann ist M/M N NN, >~ G/N,N, eine zyklische p-Gruppe.
Folglich ist M/M, M, eine abelsche Gruppe, deren Ordnung durch p teilbar ist.
Da M/M,M, einkopfig ist, ist MM M, selbst eine zyklische p-Gruppe = 1.

HiLrssatz 2. Set p eine Primzahl und seien G, , G, zwei einkipfige Gruppen,
deren Kommutarfaktorgruppen p-Gruppen sind. Dann gibt es eine einkipfige Gruppe
S mit folgenden Eigenschaften: S besitzt zwei Normalteiler Syund S, mit ;N Sy=1,
S/8,S, ist eine zyklische p-Gruppe = 1 und S|S; ~ G, fir i = 1, 2.

Beweis. Sei G = G4/G, ein direktes Produkt von G; mit G, mit vereinigter
Faktorgruppe der Ordnung p (siehe [13], 1, 9.11). Dann gibt es in G Normalteiler
N, , N, mit G/N; =~ G, fiiri = 1, 2, | GIN,N, | = p und N; " N, = 1. Nach
Hilfssatz 1 hat dann ein minimales subnormales Supplement .S zu N, NV, in G die
gewiinschten Eigenschaften.
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2. Die FrrTiNgkLassE X(#)

DrriniTION.  Ist & eine Fittingklasse, so sei b(#) die Klasse aller Gruppen
G ¢ F, deren echte Normalteiler alle in # liegen. Offensichtlich besteht b(#)
aus einkopfigen Gruppen, deren maximaler Normalteiler das S -Radikal ist.
Wir nennen b(#) den Rand von &. Einfache Uberlegungen zeigen, dal #
sich wieder durch seinen Rand bestimmen ld6t: Es ist & die Klasse derjenigen
Gruppen, die keine Subnormalteiler aus b(#') besitzen.

Ist 7 eine Primzahlmenge, so setzen wir

b,(F) = {Geb(F) || GIGs | ).

Wir verschaffen uns zunichst die Moglichkeit, aus Randgruppen neue Rand-
gruppen zu konstruieren:

Hiirssatz 3. Sei F eine Fittingklasse und p eime Primzahl. Sei auferdem
G, e b, (F) und G, eine einkipfige Gruppe aus F mit OP(G,) < G, . Bilden wir
2u Gy und G, die Gruppe S aus Hilfssatz 2, so ist S € b,(F).

Beweis. Wire S € Z, so wire wegen S/S, >~ G, € # auch G, == S/S, e F
nach (V), entgegen G, eb,(F). Also ist S¢.#. Sei nun M der maximale
Normalteiler von S. Wegen M/S, <0 /S| = G, €b,(¥F) ist M|S,eZF.
Auflerdem ist wegen M/S, <1 S/S, =~ G, € F auch M|S,e %. Aus (V) folgt
daher M € #. Da § einkopfig ist, ist S damit in b (F).

Ein Schunckrand kann nach [7] endlich viele Isomorphietypen von
Gruppen enthalten. Der nichste Satz zeigt, da8 dies fiir Fittingklassen % mit
F % .Y nie der Fall ist:

Satz 1. Sei p eine Primzahl und F eine Fittingklasse mit b (F) # . Dann
gibt es zu jeder Gruppe G, b (F) eine Gruppe S eb (F), die G, als echte
Faktorgruppe besitzt. Insbesondere enthilt b, (F) unendlich viele nichtisomorphe
Gruppen.

Beweis.  Sei zunichst C, € #. Dann ist nach [10] auch die zyklische Gruppe
G, der Ordnung p” in & enthalten. Wir bilden zu G, und G, die Gruppe
S eb,(F) aus Hilfssatz 3. Nach Hilfssatz 2 ist G, eine Faktorgruppe von S.
Wiihlt man auBerdem 7 hinreichend grof}, so ist | G, | < | S|.

Ist C, ¢ #, s0ist # C &, nach [10]. Wir bilden nun mit G, und G, = G,
die Gruppe S aus Hilfssatz 2. Wegen % C &, ist dabei S ¢ .#. Dieselben
Argumente wie beim Beweis von Hilfssatz 3 zeigen nun, dal S eb,(F) gilt.
Wegen F# C &, ist wieder | G, | < | S,

Nach [7] ist jede Teilklasse eines Schunckrandes wieder ein Schunckrand.
Dies ist fiir Fittingrander nach Satz 1 nicht richtig. Wir betrachten deshalb
den Fall zweier Fittingklassen % und 5 mit b(#) C b(s#). Dabei sind die
folgenden zu % gebildeten Fittingklassen von groBer Hilfe:
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DrerFINITION.  Ist # eine Fittingklasse, so sei X(#) die von den #-Radikalen
der Gruppen aus b(#) erzeugte Fittingklasse. Entsprechend sei X, (#) die
von den % -Radikalen der Gruppen aus b, (%) erzeugte Fittingklasse. Offen-
sichtlich ist X (#) C X(#) C #.

Hivrssatz 4. Seien F und A Fittingklassen.
(a) Genau dann ist b(F) C b(H), wenn X(F)CH C F.
(b) Es ist X(X(F)) = X(F).

Beweis. (2) Aus b(F) C b(s¢) folgt sofort X(F) C X(5#) C# C F. Sei
umgekehrt X(F)C # CF und Geb(F). Wegen o C .F ist G¢ A und
wegen Gg € X(F) C # ist daher G = G,p . Folglich ist G € b(J#).

(b) Nach (a) ist b(F) C b(X(#)) C b(X(X(F))). Daraus folgt mit (a) dann
X(F) C X(X(F)).

Hivrssatz 5. Sei p eine Primzahl und F eine Fittingklasse mit b (F) # o .
Ist G € F eine einkipfige Gruppe mit O*(G) < G und ist N der maximale Normal-
teiler von G, so ist N € X (#).

Beweis. Sei G, e b,(#) und G, = G. Wir bilden zu G und G, die Gruppe
S eb,(#) aus Hilfssatz 3. Ist M der maximale Normalteiler von S, so ist
M e X, (F) und M[S, ~ (G))z € X,(#). Nach (V) ist daher auch N =~
M[S, € X (F).

HiLrssaTz 6. Seien F und S Fittingklassen mit & C . Ist p eine Primzahl
mit b, () == o, soist X (F) C X, ().

Beweis. Sei G eb,(F).Ist G ¢ o, so ist G € b,(5) und damit G» € X (7).
Ist G € &, so ist Gz € X(#) nach Hilfssatz 5. Da X (#) von den % -Radikalen
der Gruppen aus b (%) erzeugt wird, ist daher X ,(#) C X, ().

Satz 2. (a) Ist F 5+ &, soist X(F)*¥ = F*, dh X(F) und F legen in
demselben Lockettabschnitt.

(b) Sind F = & und H Fittingklassen mit b(F) Cb(), so ist F* = H*.

Beweis. Die Aussage unter (b) folgt aus (a) sofort mit Hilfssatz 4. Es geniigt
deshalb die Aussage unter (a) zu beweisen. Wir setzen Z = X(&).

(2) Wir zeigen zuerst in Schritten: Ist 2* = F*, so ist # eine normale
Fittingklasse.

(1) Es ist & L &* Aus F CZ* folgte F* C(F*)* = Z* nach (I).
Wegen 4 C # folgt aus (I) auBerdem &'* C F*. Also wire # * = Z'*, entgegen
der Annahme F* = '*.
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(2) Wir setzen ¥, = {Ge F\Z | p teilt | G|Gg- |}. Ist Ge¥,, so ist
G} C,e & fiir alle Primzahlen ¢ # p: Wir setzen H = G { C; und nehmen
H ¢ & an. Ist G die Basisgruppe von H, so ist deshalb G = Hg . Sei nun N ein
minimales subnormales Supplement zu G in H. Nach Hilfssatz 1 ist N einképfig.
AuBlerdem hat Ny = N N Gy Index ¢ in N. Folglich ist N e b(F) C b(¥).
Setzen wir # = Z*Y,, so ist daher N € & und damit N < Hx . Nach (III)
ist J# eine Lockettklasse, und da p ein Teiler von | G/Gg~ | ist, ist G ¢ Z*S, =

——

M. Aus (I1) folgt daher Hy = (Gx). Wegen N < Hyp ergibt sich damit
H =GN < G(Hy) = GGx) =G,

ein Widerspruch zu G < H. Folglich ist H € &.

(3) Seiw die Menge der Primzahlen p mit %, # @.Istpewand He &,
soist H } C,e # fiir alle ¢ 7 p: Nach Wahl von p gibt es eine Gruppe Ge ¥, .
Dann ist auch GX He % ,. Aus (2)folgt daher (Gx H)} C, € Fund G} C e Z.

e ———
Wegen (G x H)C,/G ~ H)} C, und (G x H) C,JH =~ G} C, folgt aus (V)
nun H Q) C,e #.

(4) Esist|w| > 2: Nach (1) ist 7 5= &. Wir nehmen = = { p} an. Dann
ist # CZ*F,. Da £*F, nach (111} eine Lockettklasse ist, ist F* CE*¥, .
Es folgt #*9,CE*S,F, =F*F,. Wegen I* C F* ist daher F*¥, =
Z*Y, . Andererseits folgt wegen (3) aus (III) nun F*&,, = F* Damit gilt
F*Fy CFXS Yy = F*CE*XY,, also T+, = Z*. Folglich ist F*A =
X+, = F*AN. Nach [6], 44 ist dann Z'* = F*, entgegen Z* ¢ F*.
Damit ist | 7 | > 2.

(5) Nach (4)ist | w | = 2. Aus (3) folgt daher G} C € & fiir alle Ge &
und alle Primzahlen ¢. Damit ist # nach (IV) eine normale Fittingklasse.

b) Sei ¥, die kleinste normale Fittingklasse. Dann ist & = X(%,) = %, :
* g * *

Es ist b (&) # & fir alle Primzahlen p (Nach [17] weil man sogar, daf3
es zu jeder endlichen abelschen Gruppe A eine Gruppe Ge & gibt mit
G|/Ggy, == A). Aus Hilfssatz 5 folgt daher, daB der maximale Normalteiler
jeder einképfigen Gruppe aus &, in & enthalten ist. Nach Hilfssatz 1b ist damit
S CAN. Wegen &/ = & ist daher ZA'Z = &. Damit ist 2 nach (IV)
eine normale Fittingklasse, d.h. &, CZ. Wegen 2" C ¥, ist daher & = &, .

(c) Seip eine Primzahl. Dann ist X (%) = %, :

(1) Ist g eine Primzahl und G eb, (%), so ist GeX (F%) Fpt: Ist
g=7p,s0ist GeX, (%) F,.Seinun ¢ # p, A = G) C, und G die Basis-
gruppe von A. Sei weiterhin £ die Menge aller minimalen subnormalen Supple-
mente zu G in 4. Ist N € £, so ist N nach Hilfssatz 1 einképfig und N N G ist
der einzige maximale Normalteiler von N. Dabei ist N/N N G eine p-Gruppe.
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Wirsetzen M — (N Nef2>und K = (NN G| Ne2>. Dannsind Mand K
Normalteiler von 4 und M/K ist eine p-Gruppe.

Sei nun Ne 2. Ist Ne %, , so ist NN G e X,(F;) nach Hilfssatz 5. Ist
N ¢ %, , soist N/Ng, nach (IV) abelsch. Da N einképfig ist und N/N N G eine
p-Gruppe ist, ist N/Ng_ eine zyklische p-Gruppe. Andererseits ist wegen
G eb(¥,) die Gruppe G/(G)y, eine ¢-Gruppe. Und da N einképfig ist und
wegen N, < Nist (G)y, NN = N . Folglich hat Ny Index p in N und es
gilt Neb,(#,). Damit ist auch in diesem Fall NN G = N, e X (F)
Folglich ist K € X,(.% ). Sei nun B eine Kopie von G in G. Da im reguliren
Kranzprodukt G C,, stets [C, , G] = (G)' gilt, ist

MnG>=[MGl=[C,, Gl = (G) =B.

Folglich ist KB << M N G. Wegen K € X,(#,) und da M|/K eine p-Gruppe
ist, ist KB’ und damit auch B’ in X (%,) %, . Damit erhalten wir G >~ Be
X(Ls) SN

(2) Nach (b) ist F4 = X(F%) und aus (1) folgt X(F) C X,(F) Lpt".
Wegen &pf = & ist daher X (%) &N/ = . Nach (IV) ist folglich
X,(¥%) eine normale Fittingklasse. Damit ist &, C X, (%) C X(¥) = <.
dh. X, (%) = &,

(d) Wir zeigen abschlieBend, daB X(#) fiir eine normale Fittingklasse
F +# & wieder normal ist: Wegen & £ & gibt es eine Primzahl p mit
b,(#) # @. Aus Hilfssatz 6 folgt daher X, (&) C X,(¥#). Mit (c) erhalten
wir damit &, C X (#) C X(#), d.h. X(&) ist normal.

Bemerkung 1. Da wir den Rand einer Fittingklasse im Universum & der
auflosbaren endlichen Gruppen bilden, ist b(#) = & und X(&) = {1}.
Folglich ist Satz 2 fiir # = & nicht richtig. Dieser Schénheitsfehler 1i8t sich
durch eine VergréBerung des Universums zu der Klasse & aller-endlichen Grup-
pen bereinigen:

(1) Ist & eine Fittingklasse endlicher auflosbarer Gruppen, so sei b(#)
die Klasse aller Gruppen G € £\&, deren echte Normalteiler in # liegen. Offen-
sichtlich ist b(#) C b(#). Analog zu X(F) sei X(#) die Fittingklasse, die von
den #-Radikalen der Gruppen aus b(#) erzeugt wird. Wegen b(#) C b(Z) ist
dann X(#) C X(#) C #.

(2) Es ist X(F) = F: Sei G eine beliebige endliche auflésbare Gruppe
und E eine einfache nichtabelsche endliche Gruppe Sei auflerdem Z = G E
und G die Basisgruppe von Z. Ist B eine Kopie von G in G, so ist G' >~ B’ <]
(G <1 Z' eb(#). Also ist G’ e X(¥). Nach (IV) ist daher % C X(f)
Umgekehrt ist nach [9] jeder auflésbare Subnormalteiler einer perfekten Gruppe
in %, enthalten. Folglich ist G € %, fiir alle G € b(#). Damit ist X(#)C % .
Zusammen ergibt sich X(&) =
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(3) Satz 2 gilt mit X(F) fiir alle Fittingklassen &, d.h. fiir alle Fittingklas-
sen F gilt (X(F))* = F*: Nach () ist X(¥) = F , d.h. ()-((.?))j‘ = =
(F)* Ist F 5 &, soist X(F)* = F* nach Satz 2. Aus X(F) C X(F)C &
folgt daher (X(F))* = (X(F))* = F* nach (I).

(4) Gilt fir # # &% die sogenannte Locketvermutung, d.h. gilt &, =
F NSy, so ist X(F) = X(F) (Die Lockettvermutung gilt nach [4] zum
Beispiel fiir alle primitiv gesittigten Formationen, nach [1] gibt es jedoch
Fittingklassen, fiir die sie nicht richtig ist.):

Ist Geb(#) und ist G aufléshar, so ist G& € X(F).

Ist dagegen G nicht auflgsbar, so ist G € F N ¥, nach [9].

Aus Satz 2 folgt jedoch mit (I), daBl &, C X(F). Also ist stets Gy € X{(F)
fir alle G € b(#). Damit ist X(#) C X(F) und es gilt X(F) = X(F).

Bemerkung 2. Sei F == % eine Lockettklasse. Ist 2# eine Fittingklasse mit
b(#’) C b(F), so ist nach Satz 2 entweder # = & oder #* = F* = F.
Wegen & C 5 gilt im zweiten Fall sogar # = #°. Folglich sind aufler @
und b{F) keine Teilklassen von b(#) wieder Rinder von Fittingklassen.
Insbesondere gilt: Ist & C 5 C b(F), so ist

% = {G | G hat keinen Subnormalteiler isomorph zu einer Gruppe aus H#}

keine Fittingklasse. Denn wire % eine Fittingklasse, so wire b(%) = .

Die Bildung von X(¥) zu &# # & ist nach Satz 2 eine Mdoglichkeit, im
Lockett abschnitt zu & nach unten zu gehen. Im allgemeinen ist jedoch
X(F) = F, , wie Satz 3 zeigt:

Satz 3. Sei F eine Fittingklasse.

(2) Ist p eine Primzahl mit F5, + F und ist GeF, so hat G|Gg )
elementarabelsche p-Sylowgruppen.

(b) Ist FF, # F fiir alle Primzahlen p und ist G € F, so ist GGy« ein
direktes Produkt von elementarabelschen Gruppen.

Bewess. (a) Nach Satz 2 und (I) ist G/Gxs) abelsch. Wir kénnen deshalb
0.B.d.A. annehmen, daB G/Gx ) eine p-Gruppe ist. Sei nun N ein einképfiger
Subnormalteiler von G und M der maximale Normalteiler von N. Ist N/M
eine g-Gruppe mit ¢ % p, so ist N C Gx(#) , also N € X(F).

Ist N/M eine p-Gruppe, so ist M € X(#) nach Hilfssatz 5. Aus Hilfssatz 1
folgt daher, daB3 G/Gx(#) elementarabelsch ist.

(b) Da G/Gx(#) nach Satz 2 und (I) abelsch ist, folgt (b) sofort aus (a).
Als Anwendung von Satz 2 werden die normalen Fittingklassen durch eine

Eigenschaft ihres Randes characterisiert. Dazu benétigen wir den folgenden
Hilfssatz:



628 K. DOERK

Hivrrssatz 7. Sei w eine Primzahlmenge und seien F und A Fittingklassen
mit b(#) = b (F) £ @. Dann ist H = FF, und F* = F*&.. .

Bewess. Wegen b(o#) C b(F) ist F C # und nach Satz 2 ist F* = 7%,
Aus b,(#) = & folgt auBerdem 5#°,. = . Insbesondere ist daher .7, C
H. Sei nun Geb(FY,) =b (FI). Ist Geb(H), so ist Geb,(H#). Ist
G ¢ b(H#), so folgt wegen F.7» C # nun G € 5. Wegen F* = s#* ist dann
G/Gg abelsch. Damit ist G/Gg eine zyklische m-Gruppe. Folglich ist G =
Gzy, und Geb, (F) = b(H), entgegen G ¢b(#). Wir erhalten also
b(#%,) C b, (F). Da die umgekehrte Inklusion trivialerweise richtig ist, ist
b(#Y,) = b, (F) =b(H), also H# = F.F, . Aus F* = H#* folgt daher
F* = (FS,)* Aus (III) folgt dann F* = F*F,. .

Der folgende Satz zeigt, daB sich die normalen Fittingklassen & # %%,
dadurch charakterisieren lassen, daBl sich deren Riénder in eine disjunkte
Vereinigung nichttrivaler Fittinggrinder zerlegen lif3t:

Sarz 4. (a) Sei |1]| 5= 1 und seien F;, il Fittingklassen mit F; # &
fiir alle iel. Sei F eine weitere Fittingklasse mit b(F) = s b(F) und
b(#) Nb(F) = @ fir i + j. Dann ist F eine normale Fittingklasse und es gibt
Primzahlmengen =; , i€ l, mit m; N\ w; = & fiir i  j und F; = F S, - fiir alle
iel

(b) Ist F eine normale Fittingklasse und {m; | ¢ € I} eine Partition der Menge
aller Primzahlen, so ist

b#) =UbFS,) mit BFL) =Db, (F)
iel

Beweis. (a) Nach Satz 2 ist # C &, C F* = F* fiir alle i € I. Seien nun
i, jel miti # j. Ist Geb(F), so ist Gz € F; wegen Geb(F) und F C Z;.
Aus b(F) Nb(F) = o folgt daher GeF . Ist p cine Primzahl und ist
G, b (%), G;€b,(F), so bilden wir zu G, und G; die Gruppe .S aus Hilfs-
satz 3. Wegen G, e % und G, %, ist dann Seb,(F) Nby(#F) = &, ein
Widerspruch. Folglich gibt es Primzahlmengen =, , 1€l mit m; N 7; = & fiir
i #j und b(#) =b, (¥). Aus Hilfssatz 7 folgt dann & — F .7, und
F*r = F*F, . firallei e I. Wegen m; N\ 7; = & erhalten wir F* = F*XF =
&, d.h. F ist normal.

(b) Es geniigt offensichtlich zu zeigen: Ist = eine Primzahlmenge, so ist
b(Z %) = b,(F). Ist Geb,(F), so ist Gz = Gzg,, also Geb(F ;). Set
umgekehrt G € b(F¥,). Dann ist G/Gg g, eine p-Gruppe mit p €= und es
ist Gz 4, |Gz eine w'-Gruppe. Da # normal ist, ist G/G# abelsch. Aus der
Einkopfigkeit von G folgt daher G = Gz g, und damit ist G € b,(F).

Als letzte Anwendung von Satz 2 beweisen wir

Satz 5. Seien X und % Fittingklassen mit & € ¥. Auflerdem sei H =
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HZ, %) ={G |Gy c¥} cbenfalls eine Fittingklasse. Dann ist % CH# und
H* = (XN =T*NFH* =H#*CI*

Beweis. Ist b(#) = &, so ist # = & und Z C ¥. Also ist b(#) == o
Sei G e b(HF). Ist G < G, so ist Gy == (Gg)e € ¥ und damit G € 5, entgegen
G eb(H#). Folglich ist Ge ¥ und damit G, = Gy . Also ist Geb(@) N
b(Z N ¥). Aus Satz 2 erhalten wir dann #* = #* = (¥ N ¥)*. Nach [16],
23ist (F NFY =T¥ N+

FOLGERUNGEN. Seien & und % Fittingklassen mit & ¢ %.

(a) Ist & oder Z N ¥ eine Lockettklasse und ist H(Z', %) eine Fitting-
klasse, so ist H(Z, %) = ¥.

(b) Ist ¥ eine normale Fittingklasse und Z eine nichtnormale Fitting-
klasse, so ist H(Z, %) keine Fittingklasse.

(¢) Ist A" L&, soist H(Z, #)keine Fittingklasse.

Beweis. (a) Nach Satz Sist ¥ N CH CH CH* = U* = (X NF)*~
Ist #* = ¥ oder (F N¥)* =% N ¥, soist daher o = ¥.
(b} Ist% normal und H(Z, #) ¢ine Fittingklasse, so ist nach Satz 5 auch &

normal.

(©) Ist XN, ={1}soist HZ,¥) = HZ, V).

Ist H(Z, %) eine Fittingklasse, so folgt daher #*¥, = (&) CZ'* aus
Satz 5. Damit ist &, C Z'* und folglich auch %, C &, entgegen &, N & = {1}.

BrisPIELE. (a) Sein # @. Nach Satz 4 ist dann b(¥,%,) = b,(%,). Aus
Satz 2 folgt daher X(#) &= %, . Daes nach [17] zu jeder endlichen abelschen
Gruppe 4 eine Gruppe G gibt mit G/G g, ~ 4, zeigt dies, daB die Voraussetzung
F &, 7= F in Satz 3 notwendig ist.

(b) Sei 7' % @. Dann ist X(%,) = &, NSy = (%) Aus Satz 2
folgt X(&) 2 (%)« und nach [4] ist &, N S = (%)x. Sei nun
G eb(+,). Dann ist G einkdpfig und G’ = Gy, . Folglichist Gy, = G' < G,
und X(4) C L. N Y, .

(c)' Sei A die sogenannte Lauschgruppe (siehe [14]) und B eine Unter-
gruppe von 4 von Primzahlindex. Sei auBerdem # die zu B im Sinne von [14]
gehdrende Fittingklasse. Ist G eine Gruppe, so ist entweder G e oder Gy
ist ein maximaler Normalteiler von G. Ist nun & eine Fittingklasse, so ist deshalb
X(F) LA Also ist X(F)C F N €, wobei € der Durchschnitt aller solcher
Fittingklassen 4 ist.

(d) Sei Z ecine Fittingklasse und sei ¢ = 2n - 1 eine Primzahl mit
ungeradem 7. Ist die Diedergruppe D, .. fiir ein @ > 1 in . enthalten, so ist
X(&F) # Z:

! Auf dieses Beispiel hat uns Dr. J. Cossey aufmerksam gemacht.
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Sei Z, die Klasse aller Gruppen G, deren Elemente auf der Menge der

Elemente der Ordnung ¢° in Oy(G) durch Konjugation nur gerade Permutationen
bewirken. Nach [5] ist Z, eine normale Fittingklasse mit 4 C %, . Aus (c) folgt
daher X(%#)C &, . Ist andererseits ¢ eine Involution aus D,., so induziert ¢ auf
den ¢°(g — 1) = ¢*' -n -2 Elementen der Ordnung ¢* von D,.,. durch
Konjugation eine Permutation, die Produkt von ¢! -z Transpositionen ist.

Folglich ist D,,u ¢ Z, .

(d

(e) Esist (A7), CX(A?) C A2 Wegen Dg e 42 ist X(A%) C A2 nach
). Auferdem ist die Diedergruppe D, als echter Normalteiler einer einkép-

figen Gruppe der Ordnung 20 aus 4% nach Hilfssatz 5 in X(A4"%). Wegen
Dy, ¢ &y ist (A7), CX(A2).
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