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PROBLiMES DE L'HISTOIRE DE 

L'ANALYSE MATHhATIQUE AU XIX~ME SIlkLE, 

CAS DE KARL WEIERSTRASS ET DE RICHARD DEDEKIND 

BY PIERRE DUGAC, UNIVERSITY OF PARIS 

L'exposg qui suit a 6t& fait le 23 aofit 1974 a Tokyo, dans 
le cadre du collogue "Examen de l'historiographie math&katique 
a la lumi&-e des tendences r&entes", pr&id& par J. Dieudon& 
et A. Kobori. Invitg 2 y prendre part, peu de temps avant le 
dgbut du XIVsme CongrSs international d'histoire des sciences, 
l'auteur n'a pas pu faire paraetre cette rgdaction dans les 
Texts of symposia (Proceedings No. 1) publi& avant le d&but 
de ce congr&.) 

SUMMARIES 

Le but de notre exposg va &re de pr&enter nos 
recherches, bas&es sur des documents ingdits, portant 
sur l'histoire de l'analyse math&matique au XIV&me 
si&zle (et en particulier sur les oeuvres de Karl Weierstrass 
Weierstrass et de Richard Dedekind), et de signaler 
quelques "probl&nes non r&olus" que nous avons re- 
contres. Nous allons essayer de montrer dans quelle 
mesure ces documents i&dits ont permis de mieux 
comprendre cette gpoque du d&eloppement de l'analyse 
mathgmatique. 

The aim of our expositions is to present our research 
based on unpublished documents, relating to the history 
of analysis in the XIX century (and in particular to 
the work of Karl Weierstrass and Richard Dedekind), 
and to note some "unsolved problems" that we have 
encountered. We try to show the extent to which 
these unpublished documents permitted a better under- 
standing of this period in the development of analysis. 

1. Karl Weierstrass analyste, a la lumikre des ingdits. 

Nous allons examiner les BlEments d’analyse de Karl 
Weierstrass mis en lumihe grke 2 de nombreux in6dits que nous 
avons public?s dans [Dugac 19711. Nous n’avons pas analys6 dans 
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[ibid. 19741 le plus ancien tours ingdit de Weierstrass sur les 
fonctions analytiques, dgcouvert B l’occasion de nos recherches 
sur Dedekind [Principien der Theorie der analytischen Functionen, 
Wintersem. 1865-66, rgdig6 par Moritz Pasch (Nachlass Pasch, 
Bibl. Univ. Giessen)]. Dans cette rGdaction de Pasch il manque 
la thgorie weierstrassienne des nombres irrationnels. Elle 
montre (p. 16) l’h&itation de Weierstrass sur les notions de 
continuite et de d&rivabilitG, ce que confirme encore notre con- 
clusion [Dugac 1971, 75, 92-941 qu’il n’avait pas construit sa 
fonction continue, dErivable en aucun point, avant 1872. On y 
trouve egalement (p. 17) sa premiere formulation de la notion 
du point d’accumulation. Notons que notre etude sur Weierstrass, 
faite dans le cadre g4nBral d’un travail sur les diffgrentes 
theories des nombres r8els, a gt6 pr8cGdGe d’une analyse de 
l’oeuvre de Charles MBray [Dugac 19701, mais nous n’avons pas 
encore pu trouver les papiers et la correspondance de Meray qui 
seraient t&s utiles pour d&rire la situation mathgmatique en 
France dans la deuxisme moitie du XIX?me siscle, travail qui 
reste entigrement ?i faire, 

1 .l. Le tours ingdit de Weierstrass de 1861. 

Pendant le semestre d’et& 1861, Weierstrass fait un tours de 
Calcul differentiel, a Gewerbeinstitut de Berlin, et dont nous 
avons publit? des extraits de la redaction de H. A. Schwarz 
[Dugac 1971, 118-1251. On trouve dans ce tours le modele dont 
s’inspirera Weierstrass pour construire sa thgorie des nombres 
irrationnels. En effet, il y disait [ibid. 1211 qu’il y a des 
nombres que 1 ‘on ne peut pas exprimer a 1 ‘aide d’une unite et de 
ses parties et pour lesquels il faut utiliser la forme des series 
infinies. Mais si l’idee du concept weierstrassien du nombre 
irrationnel est bien 18, on est loin de la thEorie telle que 
Weierstrass l’exposera dans son introduction a la thGorie des 
fonctions analytiques (dont le premier expose se situe, d’apr& 
nous, pendant le semestre d’hiver 1863-64 [ibid. 571. D’autant 
plus que, en 1861, pour dgfinir la s&ie infinie, Weierstrass 
utilisedans ce tours la definition de la convergence et la notion 
du reste qui n’interviendront pas dans sa dgfinition des nombres 
irrationnels . 

Ce tours est le premier que l’on connaissedeWeierstrass et 
il est pre’cieux pour l’etude de ses idles, a cette gpoque, sur 
les notions fondamentales de la theorie des fonctions. 

11 est particulisrement intgressant de lire dans ce tours 
la premiere dgfinition, a notre connaissance, de la limite b 
l’aide de 6 et E [ibid., 1191. Weierstrass sly exprime de la 
faqon suivante : “S’il est possible de determiner une borne 6 
telle que pour toute valeur de h, plus petite en valeur absolue 
que 6, f(x+h)-f(x) soit plus petite qu’une quantite E aussi 
petite que l’on veux, alors on dira qu’on a fait correspondre a 
une variation infiniment petite de la variable une variation 
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infiniment petite de la fonction.” Ainsi on peut dater la 
substitution des i&galit&, qui impliquent une notion topologique 
de voisinage, ?I l’id&e intuitive de “tendre vers”. D’aill.eurs 
Weierstrass introduit la notion de voisinage (Nachbarschaft) d’un 
point x0 [ibid., 1201: Ce sont tous les x ‘Ipour lesquels la 

difference x - x en valeur absolue ne depasse pas une borne 
0 

dgterminge” . Notons que, d’aotit a octobre 1844, Weierstrass fait 
un sGjour ?i Berlin [ibid., 501, et 2 cette occasion il rendit 
visite 3 Dirichlet. 11 a probablement pu alors prendre connais- 
sance de certains tours de Dirichlet qui ont pu l’inspirer pour 
sa definition de la limite. En effet, dans son tours su-c l’int& 
gration [Dirichlet 1904, 41, fait par Dirichlet a Berlin pendant 
le semestre d’Gt6 1854, est dgmont&e la proposition suivante 
(citge dans le texte entre guillemets): “Soit y = f(x) une 
fonction continue de x dans l’intervalle fini de a a b. Par 
sow-intervalle on entend la diffe’rence de deux valeurs quel- 
conques de x, c’est-a-dire toute partie de l’axe des abscisses 
entre a et b. Alors il est toujours possible de faire correspondre 
2 un nombre p, aussi petit que l’on veut, un nombre ii... de 
facon que dans tout sous-intervalle, qui est < u, la fonction 
y varie au plus de p”. Le genie de Weierstrass consistera ?i 
prendre cette proposition, en la simplifiant, comme dgfinition 
de la continuite. 

Le tours de Weierstrass de 1861 montre aussi, grace B 1’Btude 
du paragraphe consacr4 ?i la derivation, que Weierstrass ne se 
posait pas, 5 cette gpoque, la question de la construction d’une 
fonction continue et qui n’est d&ivable en aucun point. De meme, 
il donne dans ce tours la d4finition des infiniment petits telle 
que nous la connaissons aujourd’hui. 

Une partie importante de ce tours est 1’Btude de la dgrivation 
des series infinies [Dugac 1971, 122-1241, problsme qui:, ‘a cette 
Gpoque, est loin d’etre trait6 avec la rigueur et la nettetg que 
1 ‘on trouve dans ce tours. Pour cela, Weierstrass introduit la 
notion de convergence uniforme (Konvergenz in gleichem Grade) et 
demontre que la limite uniforme de fonctions continues est une 
fonction continue. Puis il dBmontre le thgor‘eme sur la dbriva- 
tion terme & terme d’une s&ie de fonctions. 

L,a nouveautg de ce tours est incontestable et cette redaction 
de H. A. Schwarz montre que, dGj5 en 1861, Weierstrass ;avait 
introduit et utilise certaines notions qui sont ?i la ba:se de 
l’analyse moderne. 

1.2. iks tours inedits de Weierstrass sur sa th&orie des nombres 
r6el.s. 

Dans notre travail sur Weierstrass [1971], nous avons 6tudiG 
trois rgdactions in&dites du tours de Weierstrass sur les fonctions 
analytiques (celles de Hettner (1874), de Hurwitz (1878) et de 
Thieme (1886)), tours dans lequel il pr&entait sa theorie des 
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nombres rGels. Weierstrass exposait dans un cycle, g&-&ralement 
de deux ans, l’ensemble de son Cdifice mathgmatiques dont le 
schgma Btait le suivant: La thgorie des fonctions analytiques; 
La thgorie des fonctions elliptiques; Applications de la thgorie 
des fonctions elliptiques; La th&orie des fonctions abEliennes. 

La theorie weierstrassienne des nombres reels est exposCe 
dans l’introduction B la thEorie des fonctions analytiques, et 
ainsi on la trouve 5 la base de son edifice mathematique. Notre 
publication des inGdits de Weierstrass, en particulier son 
tours de 1878 r&dig& par Hurwitz, permet enfin de savoir comment 
Weierstrass prgsentait sa thgorie des nombres irrationnels. 
Remarquons que nous avons essay& de montrer dans notre m6moire 
[1971] que Weierstrass s’est inspirG, pour sa conception d’une 
theorie g&&ale des fonctions analytiques, introduction B sa 
theorie des fonctions elliptiques et abgliennes, des theories 
in6dites de J. Liouville [ibid., 58-591. Ces thgories avaient 
et6 exposBes, d’une part, par Briot et Bouquet [1859] et, d’autre 
part, par Borchardt dans une rgdaction ingdite du tours de 
Liouville sur les fonctions elliptiques. Notons 5 ce propos 
qu’il serait trks souhaitable de faire une &tude d’ensemble sur 
Liouville analyste (en utilisant, entre autres, ses nombreux 
inEdits qui se trouvent B la Bibliotheque de 1’Institut de 
France, ainsi que son tours inGdit de 1851, r&dig6 par Holmgren, 
et qui se trouve a 1’Institut Mittag-Leffler de Djursholm) pour 
montrer la grand influence de ce mathematicien sur l’analyse de 
son temps, 

Examinons maintenant la tht?orie des nombres reels telle 
qu’elle est donnee dans le tours inedit de Weierstrass r6dig6 
par Hurwitz. 

L’existence de l’ensemble des nombres entiers positifs N 
gtant admise par Weierstrass, il commence par dCfinir [Dugac 
1971, 961 la notion d’BgalitG qui va jouer un r61e fondamental 
dans sa theorie des nombres rQels. 11 postule que la relation 
d’Qgalit6 doit etre une “relation d’equivalence”. En effet, on 
dit que deux objets son Ggaux, s’il existe entre eux une 
“correspondance d&ignGe par a = b, telle qu’on ait aussi b = a 
et telle que, si a = b et b = c, on ait aUSsi a = c. 

Pour d6finir les nombres rationnels positifs, Weierstrass 
introduit [ibid., 981 la notion de “parties exactes de l’unite”: 
l/n est la nieme partie exacte de l’unit& si, et seulement si, 
n(l/nl=l. Alors, pour donner la d<finition de 1’6galite de 
deux nombres rationnels, qui sont des combinaisons lineaires B 
coefficients entiers de ces nouveaux nombres (parties exactes 
de l’unitg), Weierstrass montre que l’on peut faire sur ces 
nouveaux nombres les transformations suivantes: (1) n r518ments 
quelconques de la forme l/n peuvent 6tre remplak par l’unite; 
(2) tout nombre peut kre remplace par ses parties exactes. 
(Par example, 1 par p(l/p). 
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Alors un nombre rationnel sera repr6sent6 par un "agr6gat" 
dont les Elements appartiennent ?i Q. Ainsi, par exemple, 4/3 
pourra gtre rep&sent6 par l'agrbgat l/3, l/3, l/3, l/3 (qui est 
une des repr&entations, parmi une infinitd de possibles, de 4/3). 

Maintenant on peut d6finir 1'6galit6 de deux nombres 
rationnels: on dira que deux nombres rationnels a et b sont 
Bgaux, si a peut $tre transform6 en a' de facon que a' contienne 
les m6mes 616ments, et le m$me nombre de fois, que b. 

A partir de l'unit6 et de ses parties exactes, qui sont en 
nombre infini, on pourrait constituer des agr6gats ayant un 
nombre infini d'B16ments (c'est-a-dire des suites d'une infini- 
t6 de nombres rationnels). Mais pour definir rigoureusement ces 
nouveaux nombres, compos& d'une infinite d'616ments, "il est 
n6cessaire que ces 616ments soient pris dans le domaine des nom- 
bres existants (unit6 et ses parties exactes) d'aprss une loi 
bien d6termin6e" [Dugac 1971, 1011. 

Le premier pas vers la definition de ces nouveaux nombres, 
qui sont une extension des nombres rationnels positifs, va 6tre 
l'introduction de la notion "ensembliste" d'un nombre a' partie 
de a: "NOUS dirons que a' est une partie de a, si l'on peut 
transformer a' en a", de facon que tous les 616ments de a" 
se trouvent autant de fois en a qu'en a" 'I, a pouvant contenir 
d'autres 616ments. 

Cette notion permet 21 Weierstrass de donner une nouvelle 
definition de 1'6galit6: "NOUS dirons que deux nombres a et b 
sont Bgaux si toute partie de a peut Ctre transformee en une 
partie de b, et r6ciproquement toute partie de b en une de a". 
Notons que a' est appel6 une partie de a si a' contient seule- 
ment "un nombre fini d'Bl$ments de a I', ce qui permet de definir 
1'6galit6 de deux agr6gats composeIs d'une infinit6 d'bl6ments 
de Q. L'6galit6 ainsi d6finie posssde les propri6t6s de sym&trie 
et de transitivite [Dugac 1971, 1031. Cette nouvelle d6finition 
de 1'6galit6 entrarne une nouvelle ddfinition de l'incgalit6 
entre deux nombres a et b: on dira que b > a, si toute partie 
de a est une partie de b mais n'est pas une partie de a. 

Pour d4finir maintenant les nouveaux nombres compos6s d'une 
infinit6 d'616ments, Weierstrass introduit un critkre de finitude: 
“NOUS dirons qu'un nombre a a une valeur finie, s'il existe un 
nombre b plus grand que a, b Btant composd d'un nombre fini 
d'616ments" de Q, c'est-g-dire les nombres rationnels. Grace 3 
lui, Weierstrass peut d6finir les nouveaux nombres compos& 
d'une infinite d'616ments et montrer que les op6rations fonda- 
mentales de l'arithm6tique sont encore valables pour ces nou- 
veaux nombres. En d6finissant la soustraction pour ces nouveaux 
nombres [ibid., 1081, on obtient alors l'ensemble R des nombres 
reels. 

Ainsi, en dhfinitive, le nombre r6el pour Weierstrass est 
la classe d'gquivalence pour la relation d'Bquivalence d6finie 
par 1'6galit6 des agrbgats. Si l'agrggat satisfait au critere 



lU Pierre Dugac HM 3 

de finitude, alors ou bien il existe dans Q un nombre qui lui 
correspond, ou bien sa classe reprgsentera un nouveau nombre, un 
nombre irrationnel. 

Remarqons 5 propos de la troisieme redaction inedite du 
tours de Weierstrass, celle de 1866 re’digee par Thieme, et qui 
est le dernier tours d’analyse fait par Weierstrass, que c’est 
seulement la [ibid., 1321 que l’on trouve chez Weierstrass, 
exprimee de fason explicite, l’idge que la notion de limite ne 
peut &tre d&fihie correctement qu’8 condition de d&finir d’abord 
les nombres Gels. Weierstrass precise que lorsque seulement 
l’ensemble des nombres rationnels est construit, nombres repre- 
sent& par des agregats finis, “il n’y a aucun sens de parler de 
la limite”, car dans le domaine conside’rd une limite “n’existe 
pas en ggne’ral”. Weierstrass prgcise plus loin [ibid., 134-1351: 
Si nous partons de l’existence des nombres rationnels, il est 
absurde de dgfinir les nombres irrationnels comme limites des 
nombres rationnels, car a priori nous ne pouvons pas du tout 
savoir si, en dehors des nombres rationnels, il y a d’autres 
nombres” . Une fois que les nombres rationnels et les nombres 
irrationnels sont dgfinis, alors seulement, indique Weierstrass, 
on peut considGr&r les nombres irrationnels comme des limites de 
nombres rationnels. 

1.3. Les inedits publih 2 propos de 1'6tude sur Weierstrass. 

Lors de notre travail sur Weierstrass [1971], nous avons 
publie un certain nombre d’in6dits qui permettent d’&lairer son 
oeuvre ainsi que son Bpoque. Nous allons dire quelques mots B 
propos des recherches que ces ine’dits permettraient d’entre- 
prendre . 

La correspondance de Karl Weierstrass et de Hermann Amandus 
Schwarz offre un champ privilegie pour une etude de l’oeuvre 
mathematique de Weierstrass, ainsi que pour celle de Schwarz. 
(Cette correspondance se trouve dans le Zentrales Archiv der 
Deutschen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, DDR; d’ailleurs 
une Etude de l’oeuvre de Schwarz a partir de son Nachlass serait 
tres instructive). Cette analyse serait prgcieuse pour comprendre 
l’&olution des mathdmatiques entre 1870 et 1890. Ainsi, par 
excmple, la lettre de Weicrstrass du 16 ddcembre 1874 [Dugac 
1971, 1401 nous informe que Weierstrass avait utilise le theoreme 
de Cantor, affirmant que 1 ‘ensemble des nombres algGbriques est 
ddnombrable, pour construire une fonction r6elle de la variable 
reel le continue n’ayant aucun maximum ni minimum, et admettant 
seulement des d&ivGe s aux points qui ne sont pas des nombres 
algGbriques. La lettre de Weierstrass du 28 mai 1885 [ibid., 
1411 nous renseigne sur la tentative de Weierstrass de donner 
une d6finition de l’intggrale plus g&&ale que celle de Riemann 
en utilisant encore les recherches de Cantor. (Cette tentative 
a Gt& poussBe assez loin dans le tours de Weierstrass de 1886, 



HM 3 Weierstrass et Dedekind 11 

r8digG par Thieme). Cette correspondance entre Weierstrass et 
Schwarz est essentielle pour comprendre le diffgrence entre 
Kronecker et Weierstrass (par exemple les lettres de Weierstrass 
des 12 aoQt 1885 et 12 juin 1888; la lettre de Schwarz du 16 mars 
1885). Quelques blgments interessants de la controverse entre 
Kronecker et Weierstrass se trouvent dans le manuscrit ingdit 
de Hilbert "Compte rendu de mon voyage du 9 mars au 7 avril 1888" 
(Bibliothsque de 1'Universitg de GZjttingen Cod.Ms.Hilbert). 
(Des lettres inedites de la correspondance de Dedekind avec E. 
Selling [Dugac 1973, 181 et avec Frobenius [ibid., 137-140, 143- 
1441 mentionnent le conflit qu'eut Dedekind avec Kronecker). 
Signalons que nous n'avons pas pu trouver trace du Nachlass de 
Kronecker qui serait trss utile pour comprendre cette Bpoque 
(la correspondance de Kronecker avec tous les grands mathGmati- 
ciens de son temps serait essentielle B cette fin). 

La correspondance de Gaston Darboux avec Jules Hougl [Dugac 
1971, 148-1531, qui se trouve dans les Archives de 1'Academie 
des Sciences de Paris, est trss importante pour Studier l'Gvolu- 
tion de la mathematique franqaise entre 1870-1880. Les deux 
rddacteurs du Bulletin des Sciences mathgmatiques s'ecrivaient 
plusieurs fois par semaine et commentaient "'a chaud" les gvsnements 
mathgmatiques de leur temps, ainsi que les articles, portant 
souvent sur des sujets neufs, qu'ils allaient publier dans leur 
revue. Dans sa lettre du 5 mars 1870 [ibid., 148-1491, Darboux 
se plaint de ce que tous les grands mathematiciens fran$ais de 
cette Bpoque, "quoique fort distingugs, semblent appartenir ?I 
un autre age. Ce sont des savants Gminents rest& 3 la science 
d'il y a vingt ou trente ans qu'ils perfectionnent, developpent 
avec beaucoup de succes, mais toutes les branches modernes sont 
pour eux t&s accessoires". Darboux nous apprend, le 30 mars 
[ibid., 1501, ?i propos du memoire de Riemann "Sur la possibilitg 
de representer une fonction par une sgrie trigonom&rique", que 
"c'est de l'a qu'il a tir6 une foule de fonctions qui n'ont pas 
de dGrivGs". Dans sa lettre du 12 janvier 1874 [ibid., 1511, 
Darboux exprime sa conception de l'analyse: "Quant aux theor&mes 
du Calcul intggral, je crois de plus en plus que tout cela aurait 
besoin d'etre repris B fond et que l'on devrait s'astreindre 2 
une double loi: bien d&finir les hypothkses sur lesquelles on 
s'appuie, ne donner que celles qui sont rkessaires pour l'exac- 
titude du th&orSme". 

La correspondance de Charles Hermite avec Gilsta Mittag-Leffler 
(dont une partie importante se trouve B 1'Institut Mittag-Leffler 
51 Djursholm) est utile pour comprendre l'&olution des idles 
mathgmatiques entre 1875-1900. Ainsi la lettre de Mittag-Leffler 
du 26 f&rier 1883 [ibid., 1601 nous donne des renseignements 
prCcieux sur la traduction en fran$ais des memoires de Georg 
Cantor. C'est Charles Hermite qui servait d'intermgdiaire entre 
Mittag-Leffler et le traducteur (et il ne semble pas que Poincare 
ait particip6 3 ces traductions). A propos de ces memoires de 
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Cantor, Mittag-Leffler &rit: “Je regrette que M. Cantor a 
employ6 tant de philosophie. La partie mathgmatique me parait 
admirable et l’introduction de nouveaux nombres qui ont l’infini 
pour unit6 doit etre d’une grande importance. Weierstrass en 
est trks int&essG”. Sa lettre du 8 mars 1883 sugggre mQme, 
. a propos des memoires de Cantor: “Je crois que M. Poincare m8me 
en tirerait une fois des avantages consid6rables”. Dans sa 
lettre du ler mai 1883, il Bcrit encore 3 propos de Cantor: “Je 
crois que vous etes pourtant trop severe envers lui et que vous 
trouverez une fois que ces recherches ont beaucoup d’importance 
pour la th&orie des fonctions. M. Weierstrass n’est pas de 
votre opinion. 11 estime beaucoup les travaux de Cantor, main 
je dois avouer que la pluralit des geom&tres allemands est de 
votre opinion”. Les lettres de Mittag-Leffler, des 18 f&rier 
et 19 mai 1885, 7 octobre 1886, 13 mai 1888 et 28 mai 1890, 
portent sur le diff6rent entre Weierstrass et Kronecker. 

2. Richard Dedekind analyste, 2 la lumisre des ingdits. 

Nous avons ggalement utilise dans notre etude [1974] sur 
“Richard Dedekind analyste ” de trZs nombreux inedits (publi& 
dans [Dugac 19711 et nous allons exposer les 616ments nouveaux 
qu’ils ont apport& a l’dtude de l’oeuvre de ce mathematicien et 
de son temps. 

2.1. Sur un tours de M. A. Stern de 1850. 

Pendant le premier semestre de ses e’tudes universitaires a 
Gijttingen, le semestre d’&tg 1850, Dedekind suit un tours de 
M. A. Stern sur le Calcul diffGrentie1 et integral [Dugac 1974, 
51.21. Nous avons trouve une r&daction de ce tours par Dedekind 
et en avons publie quelques pages [1971, 131. Bien que ce tours, 
comme le dit Dedekind lui-meme, “ne pouvait lui apporter rien 
de neuf”, il nous semble intPressant d’&tudier ces quelques pages, 
extraites de son dEbut, pour montrer combien gtaient incertains 
les fondements de l’analyse 3 cette Epoque. 

Stern commence d’abord par une introduction historique 
dans laquelle il estime que l’oeuvre de Lagrange en analyse 
“masquait simplement, sans les lever, les difficult& du Calcul 
diffgrentiel”, et c’est pourquoi, disait-il, certains mathgmati- 
ciens, dans ces dernigres ann6es, revenaient 9 la conception de 
Newton. Pour Stern, “les difficult& qui se trouvent B la base 
de ces conceptions ne sont nullement mathgmatiques, mais logiques”. 
Peut-etre est-ce lh que debuta la reflexion de Dedekind sur les 
fondements des mathdmatiques. Stern y affirme aussi que le 
point de depart des recherches mathgmatiques se trouve dans le 
monde visible et que “les mathdmatiques n’analysent pas la notion 
du continu”, laissant aux philosophes le soin de elucider. 11 
en donne seulement une justification intuitive, en s’appuyant sur 
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l'id8e de dgplacement le long d'une courbe, ce qui l'amsne a 
affirmer que la continuitg implique la derivabilite. 

2.2. Sur le tours de Riemann: "Thgorie des fonctions complexes". 

Dans sa th&e de doctorat, qu'il passa sous la direction de 
Gauss en 1852, Dedekind insiste sur la ne'cessite' de pre'ciser les 
hypoth&es lors d'interversion des signes d'int6gration dans une 
inte'grale double [Dugac 1974, 51.2.11. Cela est d'autant plus 
intgressant 2 noter que ces questions d'e'change des passages B 
la limite gtaient traite's de facon fort peu rigoureuse B cette 
gpoque. Ainsi Riemann lui-meme, dans un tours ingdit sur la 
"Theorie des fonctions complexes" [Dugac 1973, 811, dans une 
redaction portant le nom de H. Hankel, "de'montre" que si une 
serie de fonctions est convergente alors on peut l'int6grer 
terme a terme. Mais sa d&monstration est quant m$me interessante, 
car elle utilise la convergence uniforme saris que Riemann l'ait 
meme d&finie. Partant du fait que 

lim 
n=+m 

[u,(x) + Un+l(X) + . . . + Un+m(X)] = 0 , 

Riemann veut dgmontrer que 

I 
b 

lim 
n=+m a 

[un(x) + u~+~(x) + . . . + un+m(x) ldx = o - 

Pour cela, en d&ignant par dn la borne supt?rieure de 

~u~~x~+u~+~~x)+...+u~+~(x) 1 dans [a,b], il suppose que 

lim d, = 0. 
n=+m 

2.3 La premi&e rgdaction ingdite de "Stetigkeit und irrationale 
Zahlen". 

Lorsque Dedekind arrive 2 Ziirich, comme professeur 2 1'Ecole 
polytechnique, il donne, pour la premisre fois de sa vie, pendant 
le semestre d'hiver 1858-59, un tours sur la "Premiere partie 
du Calcul diff&entiel et integral" [Dugac 1974, 51.61. C'est 
en preparant ce tours qu'il se rendit compte combien les dif- 
fGrentes theories des nombres irrationnels etaient lacunaires 
et qu'il glabora sa notion de coupure. Nous avons trouv6, parmi 
les papiers de Dedekind conservBs 3 la Bibliothsque de I'Universitg 
de Gottingen, le plan de son tours sur le Calcul diff&entiel et 
intggral du semestre d'hiver 1862-63 [Dugac 1973, lo-111 dont le 
5 1 de l'introduction est intitulg: "Le domaine des nombres rEels; 
sa continuit?, qui indique que Dedekind enseignait B cette Epoque 
a Brunswick sa theorie des nombres reels. 11 introduit, dans 
le § 4, la notion de limite, done seulement aprcs avoir construit 
l'ensemble des nombres reels R. 
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Dedekind avait pens&, 2 plusieurs reprises, ecrire un livre 
sur la continuitg et les nombres irrationnels, avant de le faire 
en 1872. De ce disir de Dedekind d’&rire un livre sur ce prob- 
l&me, un Gmoignage en est fourni par la lettre inGdite que lui 
&crit son ami A. Dauber le 20 juin 1871 [ibid., 521. Dauber y 
dit : “11 y a une annge, tu m’as 6crit que, toi aussi, tu envisages 
la publication d’une thGorie de la continuit8”. Done, au moins 
dGjh en 1870, Dedekind avait envisagG de publier son livre “Stetig- 
keit und irrationale Zahlen”. 

C’est le mgmoire de Heine, “Les 4lgments de la theorie des 
fonctions”, que Dedekind resoit le 14 mars 1872 [Dugac 1974, 53.1.11 
qui le “raffermit dans sa r&solution” d’ecrire son livre. En 
Gcrivant la p&face B “Stetigkeit und irrationale Zahlen”, Dedekind 
reyoit, le 20 mars 1872, l’article de Cantor oh celui-ci developpe 
sa theorie des nombres irrationnels. Dans la courte preface de 
la premi;lre rGdaction inGdite de son livre [Dugac 1973, 631, seul 
I’article de Heine se trouve mentionn6, et pas celui de Cantor, 
ce qui permet de conclure que les deux Gdactions, l’in;dite et 
la dgfinitive, furent &rites dans un t&s tours laps de temps. 

Dans son livre [Dugac 1974, 93.1.11, Dedekind exige “que 
l’arithmgtique se d&eloppe a partir d’elle-m&me”, quant aux 
nombres , ils sont des “libres crgations” de l’esprit humain. 
Notons que le mot “libres” fut suivi d’un point d’interrogation 
significatif dans la premisre redaction inedite du livre. 

Cette premisre Gdaction, faite avant de recevoir le 
mGmoire de Cantor sur le mGme sujet, semble confirmer que Dedekind 
avait enon& son axiome de continuitG indgpendamment de Cantor. 

Le dernier paragraphe du livre est intitule “Analyse infini- 
tesimal err, ce que indique clairement que Dedekind, une fois cons- 
truite sa thgorie des nombres rgels, va l’utiliser pour construire 
les fondements de l’analyse. Ce paragraphe n’exist pas dans la 
premisre rgdaction et il est probable que, pour le rediger, Dedekind 
se soit servi de ses notes du tours d’analyse, comme il a du le 
faire pour sa th&!orie des nombres irrationnels, car ce livre, comme 
nous l’avons dGj2 dit, fut r&dig; trgs vite, ce qui confirme que 
Dedekind avait &labor6 sa thgorie depuis fort longtemps. 

2.4. La correspondance ingdite avec R. Lipschitz. 

Cette correspondance d;buta ?i propos de l’article que Darboux 
avait demandi ?i Dedekind, par l’intermgdiaire de Lipschitz, sur 
sa nouvelle thgorie des ide’aux [Dugac 1974, §3.1.2]. Les lettres 
de Dedekind ont gt6 publiges dans ses oeuvres mathematiques, mais 
nous avons publig les rgponses de Lipschitz dans [Dugac 1973, 75- 
791. Elles Qclairent un debat important sur des questions fonda- 
mentales de l’analyse. 

Dans sa lettre 2 Dedekind, du 8 juin 1876, Lipschitz affirme 
que la thgorie des nombres irrationnels de Dedekind ne se 
“distingue que par la forme, mais pas quant au fond, de celle 
donnee par les Anciens”. Pour ce qui est de la d&finition 5 du 
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livre des Elgments d’Euclide: “Des grandeurs sont dites avoir une 
raison entre elles, lorsque ces grandeurs, Btant multipliees, 
peuvent se surpasser mutuellement”, Lipschitz la trouve “aussi 
satisfaisante” que celle de Dedekind. Faisant allusion a une 
note, que Dedekind avait ajoutee a son article de 1877 pour le 
Bulletin de Darboux, et qu’il avait envoy6 avant sa publication 
a Lipschitz, celui-ci lui Ccrit qu’il souhaiterait que “l’asser- 
tion, que les th.SorSmes comme ,‘;i .6=&i n’Gtaient pas 

reellement demontr& jusqu’a present, soit supprimEe”. Car 
Lipschitz Btait persuade que le livre citG d’Euclide “contient 
les principes n&essaires et suffisants pour la dGmonstration de 
ce theoreme”. 

L’objection essentielle de Dedekind [Dugac 1973, 53.1.2.1, 
;2 la thCorie des nombres irrationnels contenue dans les Elements 
d’Euclide, Btait qu’en complGtant l’ensemble des nombres rationnels 
elle ne mention& jamais la “fermeture” de cette complf5tion, a 
savoir la notion d’un domaine de grandeurs continues tel que si 
l’on partage l’ensemble des grandeurs en deux classes de facon 
que toute grandeur de la premiBre soit plus petite que toute 
grandeur de la seconde, alors il existe ou bien dans la premiere 
classe une grandeur qui est la plus grande, ou bien dans la seconde 
classe une grandeur qui est la plus petite. Et si cette propriEt& 
n’est pas incluse explicitement dans le concept du domaine des 
grandeurs, alors il reste incomplet, et il est impossible de de- 
finir, dans un tel domaine, toutes les op&ations arithmgtiques. 

Lipschitz rgpond a Dedekind, le 6 juillet 1876, que celui-ci 
a "comme but, d&s le &part, de supposer seulement l'existence 
des nombres rationnels et des quantitk mesurables par les nombres 
rationnels", mais Euclide pro&de autrement, et c’est la “le point 
essentiel de la difference de Dedekind avec lui”, car Euclide se 
“repr&sente une quantite comme dgterminGe par sa mesure a l’aide 
d’une longueur definie avec pr&ision et, de ce point de vue, il 
peut exhiber de longueurs qui ont un rapport avec la longueur donnee 
et qui ne peut pas &tre exprime par le rapport de deux nombres 
entiers. L’exemple de la diagonale du carr6 dont les c6t& sont 
donnes suffit parfaitement”. Ainsi done, poursuit Lipschitz, dans 
la mesure oh l’on “supposera” l’existence des rapports non ration- 
nels, la d&finition de l’&galit& donnge par Euclide est suffisante 
pour faire des calculs arithmetiques avec de tels rapports, et 
“c’est au fond exactement la meme chose que Dedekind realise avec 
son principe” . PrGvoyant l’objection de Dedekind qu’il n’est pas 
suffisant de “dgduire, des constructions gGomGtriques, l’existence 
des nombres irrationnels, Lipschitz r&pond par une profession de 
foi “l’esprit humain a tire principalement les forces qu’il possede 
actuellement de l’emploi de la gGometrie, et la rigueur geometrique 
a et6 considG&e, pendant des millenaires, comme la plus haute 
exigence. Et lorsqu’on pose maintenant d’autres exigences, “nous 
en sommes au fond redevables a l’emploi de la geomGtrie, et 
intrinsequement ces exigences ne sont pas, m&me maintenant, dif- 
ferentes” de celles de la ggomgtrie. Quant au problsme essentiel, 
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soulevg par Dedekind, de la completude du domaine des nombres, 
Lipschitz lui rgpond qu’elle “coincide, en fait, avec la propri6tg 
fondamentale d’une droite, sans laquelle aucun homme ne peut se 
repr&senter cette droite”. Ces objections de Lipschitz nous ren- 
seignent sur les conceptions qui rggnaient, chez de trSs bons 
mathgmaticiens, sur ces questions avant la publication des 
theories de Dedekind, de Weierstrass et de Mgray-Cantor. 

Remarquons que cette lettre de Lipschitz, du 6 juillet 1876, 
B propos de l’article de Dedekind pour le Bulletin de Darboux, 
confirme que ces deux mathhmaticiens ne vivaient pas tout ?i fait 
B la meme Bpoque mathGmatique. En effet, si Lipschitz admet avec 
Dedekind que le traitement systgmatique d’une question doit re- 
poser sur des notions fondamentales simples, il affirme, par 
contre, qu’il “n’en rc%ulte pas que, lors de la prEsentation de 
ces questions, ces notions fondamentales doivent etre traitges en 
premier”. Ainsi Lipschitz veut gommer un apport important de 
Dedekind, B savoir pi&enter d’abord, dans un chapitre “zGro”, 
les dEfinitions et les th’So&mes fondamentaux, avant de les appli- 
quer a des problBmes particuliers, methode opposGe B celle de 
Lipschitz qui voulait aller “du connu Si l’inconnu”. 

2.5 La premike rgdaction ingdite de "Was sind und was sollen 
die Zahlen?" 

Dedekind commence a rediger “Was sind und was sollen die 
Zahlen?” des 1872 (la premisre Bbauche du livre, que nous avons 
publiee dans [Dugac 1973, 150-681, est &rite entre 1872 et 
1878). De ses rgdactions successives, on en trouve des &chos 
dans sa correspondance et dans ses livres [Dugac 1974, 57.11. 

Ainsi, dans une lettre inedite du 13 novembre 1878 [Dugac 
1973, 1301, H. Weber Gcrit ?I Dedekind qu’il attend, avec une 
extreme curiosit’S, son livre “Que sont et que representent les 
nombres?“. Dans sa rgponse, Dedekind indique que ses recherches 
sur les debuts de 1’arithmGtiques sont arr&tees, et il doute 
qu’elles soient jamais publiees. Weber regrette, dans sa lettre 
du 28 novembre, l’intention de Dedekind d’abandonner, ou d’en 
differer longtemps, la publication de ses recherches sur les 
bases de l’arithmetique, car elles rendraient un grand service a 
la communaute mathgmatique. “Ton manuscrit m’int&esserait beau- 
coup, &crit Weber, si tu voulais me le confier, tel qu’il est, 
pour un bref examen”. Les deux amis ont dO parler, des cette 
Gpoque , des problsmes trait& dans ce livre. Notons B ce propos 
que Dedekind Gcrit a Cantor, dans une lettre inedite du 9 janvier 
1882 [ibid., 1041, qu’il a pu apprgcier les vastes connaissances 
de H. Weber “lors d’un travail sur les fonctions alggbriques, dont 
nous sommes Venus B bout, dans une curieuse correspondance, de 
janvier 1879 jusqu’en et6 1880”. 11 serait important de faire 
une etude diStaill8e de cette correspondance (dont und partie 
importante se trouve B la Clifford Memorial Library at the 
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University of Evansville aux Etats Unis) pour comprendre comment 
est n8e toute une serie de notions qui sont devenues fondamentales 
en mathematiques. 

Dans la preface 5 la deuxisme Edition de son livre, publige 
en 1883, Dedekind donne quelques pr&cisions sur sa definition de 
l'infini, que nous allons completer grace a des documents ine'dits. 
Reconnaissant que Bolzano avait deja utilise la proprigte d'un 
ensemble infini dlQtre isomorphe B une de ses parties propres, 
ainsi que Cantor, Dedekind &crit avec raison: "Mais aucun de 
ces Gcrivains n'a fait la tentative d'Briger cette propriete en 
&finition de l'infini et de construire, sur cette base, rigoureuse 
ment et logiquement, la science des nombres; et c'est prGcisement 
en cela qu'a consist6 mon dur labeur, dont l'ensemble a gtt5 deja 
ache& plusieurs an&es avant la parution du mdmoire de Cantor et 
en un temps 0; l'oeuvre de Bolzano m'gtait, meme de nom, tout 'a 
fait inconnue". Nous sommes maintenant en Btat, avec nos ingdits, 
de faire une mise au point sur cette question. Notons d'abord 
que la lettre ingdite de Georg Cantor B Dedekind, du 7 octobre 
1882 [ibid., 1121, nous apprend que Cantor venait de lui envoyer 
le livre de Bolzano "Paradoxes de l'infini". Remarqons ensuite 
que dans le premisre ebauche ingdite de "Was sind und was sollen 
die Zahlen?" Bcrite entre 1872 et 1878, on trouve [ibid., 1511 
la dEfinition dedekindienne de l'infini. Ainsi se trouve confirm'5 
ce que disait Dedekind dans cette prGface 5 la deuxi.Sme &ition 
de son livre. D'autre part, la note de Dedekind: "Une conside'r- 
ation analogue se trouve dans le 913 des Paradoxes de l'infini 
de Bolzano" note qui suit le mot dGmonstration de la proposition 
66 de son livre: "11 y a des ensembles infinis", signifie que 
Dedekind s'est inspire' de Bolzano pour 11&onc6 et la dBmonstra- 
tion de ce th8o&me, car il ne figure pas dans la premisre gbauche 
de "Was sind und was sollen die Zahlen?" que est de 1872-78 et 
que la deuxisme gbauche est de juin-juillet 1887. 

Dedekind signale dans son livre qu'il est "avantageux" 
(vorteilhaft), pour uniformiser les notations, de considerer les 
ensembles compos& d'un seul element, mais il note de la meme 
faqon a en tant qu'un ensemble composd d'un seul iSlgment et en 
tant qu'glGment d'un ensemble. Mais deja dans une lettre ingdite 
du 24 janvier 1888 a H. Weber [ibid., 1311, son ouvrage a paru 5 
Nogl 1887, Dedekind regrette de n'avoir pas utilis6 un signe 
distinguant un ensemble composd d'un seul element de cet t5lGment 
lui-m&me. 

Notons que les premisres Gbauches de "Was sind und was sollen 
die Zahlen?" portent comme titre [ibid., 1501: "R'Sflexions sur 
les nombres", suivi d'un sous-titre significatif: "Essai d'une 
analyse de la notion de nombre d'un point de vue nai'f". Dedekind 
y indique ggalement que si l'on poursuit, de facon consequente, 
ce que l'on fait lors du d&ombrement des BlEments d'un ensemble, 
"alors on est amen6 n&essairement B la notion de correspondance 
ou d'application". C'est Dedekind qui attribue, pour la premiere 
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fois dans l’histoire des mathematiques, ce r61e fondamental a 
l’application. Dans ce manuscrit inedit, Dedekind utilise la 
notation qui, m$me aujourd’hui, serait considGr&e comme “r&rolu- 
tionnaire”, car il note f(a) par a/f. Dans un autre inGdit, oh 
il commente un manuscrit de H. Weber sur la thgorie des ensembles 
[ibid., 13.31, il insiste sur cette notation af ou Af, qu’il 
trouve “plus naturelle que f(a) ou f(A)“. 

Les brouillons de la premiere redaction de “Was sind und was 
sollen Zahlen?” portent en marge [ibid., 1511: “Construction d’une 
suite simpl ement infinie”. 11 semble done que Dedekind avait 
voulu “construire” un ensemble simplement infini, avant de se 
d&cider B “d&montrer” 1 ‘existence d’un ensemble infini. 

2.6. La correspondance inedite Cantor-Dedekind. 

Une grande partie de la correspondance Cantor-Dedekind fut 
publiGe par Emmy Noether et Jean Cavaillss. Nous avons publig 
[ibid., 83-1171 la partie ingdite de cette correspondance qui 
permet une mise au point sur cette “amitig math+5matique” et que 
nous avons faite dans [1974]. (Ces lettre inGdites, sauf une, 
ont gtg retrouvees recemment aux Etats Unis, oh les avait amerGes 
Emmy Noether, par C. H. Kinherling.) 

Cette correspondance inedite nous apprend, par exemple, que 
lorsque Cantor avait communiqug ?I Weierstrass ses r&ultats sur 
la non-existence d’une bijection entre N et R, le 27 d&embre 
1873 [ibid., 5111, celui-ci lui conseille de les publier, mais, 
comme l’gcrit le mCme jour Cantor % Dedekind [Dugac 1973, 861, 
il lui suggere de supprimer dans son article “la remarque sur la 
difference de nature (Wesensunterschied) des ensembles”. Notons 
3 ce propos une curieuse lettre inbdite de Cantor 3 Felix Klein 
du 8 d&embre 1895 [ibid., 241. Cantor &rit B Klein qu’il n’est 
pas d’accord avec lui sur “la prGpond&ence qu’il attribue 5 
Weierstrass dans 1 “‘arithmetisation des math~matiques”“. Car, 
d’apres Cantor, on doit “distinguer chez Weierstrass ce qu’il 
a reellement fait du mythe dans lequel l’ont enveloppg ses gleves, 
pour ainsi dire comme dans un 6pais brouillard, pour le raffermis- 
sement et 1 Cl&ation de leur propre r&putation” . 

11 est intgressant de noter que, dans sa lettre inhdite du 
20 janvier 880 [ibid., 921, Cantor avait proposB 5 Dedekind 
“d’assumer a rgdaction de la premisre partie, si importante sur 
les nombres rationnels et irrationnels” du livre de Dini “Fonde- 
ments pour 1 a thGorie des fonctions de variables reelles”, paru 
en 1878, et que Cantor voulait faire editer en allemand, ce qui 
montre l’importance de ce trait6 de Dini, le premier exposg 
“moderne” de l’analyse. Ce projet ne fut finalement pas r&alis& 
par Cantor. 

Cette correspondance inedite est particulierement interes- 
Sante pour l’histoire de la nommination “manquge” de Dedekind 5 
1’UniversitG de Halle oh enseignait Cantor. La dgception de 
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Cantor, a la suite du refus de Dedekind d'accepter ce post", a 
Bt6 bien exprimGe par Cantor lui-mCme dans sa lettre inGdite B 
Felix Klein du 25 f&rier 1882 [ibid., 221. Indiquant "combien 
il lui sera difficile de se consoler de ce que le souhait qu'il 
avait nourri" de voir Dedekind B Halle ne se soit pas realis6, 
Cantor prgcise qu'il y avait "tenu trSs particuli$rement, car 
il 6tait en droit d'esperer beaucoup d'une collaboration avec 
lui". 

3. Elgments d'une histoire de l'analyse mathematique de 1860 
B 1910. 

Nos etudes [1970-19741 ont jet6 quelques jalons d'une his- 
toire de l'analyse mathGmatique entre 1860 et 1910. Nous allons 
les continuer par un examen de l'oeuvre mathGmatique de Rene 
Baire, dont le travail c&ateur s'arrete vers 1910. Nous es- 
pErons ainsi contribuer un peu a pr4parer une histoire de 
l'analyse mathematique de cette Bpoque si essentielle en 
mathgmatique. 

BIBLIOGRAPHIE 

Briot et Bouquet 1859 Thsorie des fonctions doublement 
periodiques Paris (Mallet-Bachelier). 

Dirichlet, Lejeune P. G. 1904 Vorlesungen iiber die Lehre von 
den einfachen und mehrfachen bestimmten Integralen, edit& 
par G. Arendt, Braunschweig (Vieweg). 

Dugac, Pierre 1970 Charles MBray et la notion de limite 
Revue d'histoire des sciences 23, 333-350. 

.- 1971 Elements d'analyse de Karl Weierstrass Archive 
for History of Exact Sciences 10, 41-176. 

1973 Documents pour une Etude sur Richard Dedekind 
Paris (Universite de Paris VI), 175 p. 

1974 Richard Dedekind analyste Paris, 164 p. 
(dactylographie; Si paraitre avec les documents de [3] et 
une preface de Jean DieudonnG). 


