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SOMMAIRE

La determination de la plus grande fonction convexe sur une partie ouverte et
convexe d 'un espaee localement convexe E, minorant une fonction frontiere donnas,
definit un problems de Dirichlet et merne une throne locale du potentiel non-linea-ire
dans E.

INTRODUCTION

La theorie axiomatique des espaces harmoniques, comme deorite par
exemple dans Constantinescu et Cornea [1972], est une theorie lineaire
sur un espace de base localement compact.

Le debut d'une theorie axiomatique non-lineaire sur un espace locale
ment compact est donne dans Constantinescu [1965] et [1976], les axiomes
de cette theorie etant inspires par une certaine classe d'equationa aux
derivees partielles non-lineaires. Dans [1976] nous etudions du point de
vue potentialiste une generalisation de l'equstion non-lineaire de Monge
Ampere aux espaces localement convexes.

Le present memoire introduit les rudiments d'une autre theorie du
potentiel non-axiomatisee et fortement non -lineaire, sur un espace non
nsoessairement localement compact. Elle a ete inspiree par le problems
geometrique suivant.

Soit U une partie ouverte, borneo et convexe de 1\2 et soit f: bU ~ B.
une fonction bornee. On cherche le corps convexe (eventuellement
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degenere) K C '62 X B, de volume minimal, tel que U soit la projection
de K sur '62 et tel que Ie graphe de t soit contenu dans K. Soit 'It, resp. v,
la plus grande fonction convexe s.o.i. sur fl, minorant t, resp. - [.
Designant par T u et T" les epigraphes de 'It et de v, on deduit aisement
des resultats du paragraphe 4 que la solution du problems est donne par
K = T u '"' (-T,,). Nous n'insisterons pas sur les consequences arohitec
toniques de ce resultat dans une societe sans fermes.

Les trois premiers paragraphes donnent une partie necesaaire de la
theorie des fonetions oonvexes dans un espace looalement oonvexe. Dans
ce cadre, Ie theor, 3.5 nous parait nouveau.

Dans le paragraphe 4, on introduit l'operateur de type Dirichlet t 1-7 Hf,
ou H't est la plus grande fonction convexe s.o.i., minorant t dans aU.
O'est un operateur concave, non-additif et continu par rapport a la
topologie de la convergence uniforme.

Dans le paragraphe 5 on introduit les prefaisceaux 011, Iff et £'* des
fonctions "hyperharmoniques", "harmoniques" et "hypoharmoniques".
Chaque £,*(U) est un cone convexe ; OII(U) et Iff(U) sont en general des
cones non-convexes. £'* est un faisoeau; til! et 8 ne sont pas, en general,
des faiseeaux. Le theorems de convergence des fonctions harmoniques
n'est valable, en general, que pour les familles decroissantes (5.9-10).

Dans le paragraphe 6 on deduit quelques theoremes de regularite. En
partioulier, tout espace de Banach reflexif possede une base d'ouverts
reguliers par rapport a l'operateur H~ (6.8).

Le paragraphe 7 donne quelques principes du minimum, satisfaits par
un prefaisoeaux. Oependant, le principe le plus utile est preuve seulement
pour Ie cas de dimension finie et nous ne savons pas s'il est valable pour
des cas plus generaux (7.4).

1. NOTATIONS, PRELIMINAIRES

E sera toujours un espace vectoriel reel, de dimension c-1, muni d'une
topologie localement convexe separee 011. Le dual topologique de (E,OII)
sera designe par E'. Sauf mention du contraire, E' sera muni de la topologie
faible a(E', E). Si M est un sous-espaoe de E', on designe par 1'tM I'appli
cation canonique de E' sur E'IM et par Mo Ie polaire de M dans E.

Soit (F, 'i'"') un espace topologique. On note 'i'"'(x) , respectivement
'i'"'(A), I'ensemble des voisinages ouverts de x E F, respectivement de
A C F. L'ensemble des parties compactes de F sera designe .Yr (ou, si
besoin est, par .Yr(F), .Yr(F, 'i'"') ou .Yr('i'"')). La frontiere d'une partie A
de F sera designee par aA.

On identifiera parfois une partie A de F a sa tonction indicatrice XA,
definie par XA(X) = 0 si x E A, XA(X) = 00 si x ¢ A. Pour ohaque ensemble
ofF de fonotions numeriques sur F, ofF! deeignera l'ensemble des fonctions
finies t E ofF, ofFe I'ensemble des fonctions continues t E ofF et ofFb l'ensemble
des fonctions bornees t E ofF. Pour toute fonction numerique t, definie
dans un ensemble B et pour toute partie A de B, on designe par lAt la
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fonction egale aI dans A, egale a0 ailleurs, Pour toute fonction numerique
I, definie dans B:) F, on eorira I E fF si lpl E fF. On ecrit I> -<Xl dans F,
respectivement 1<oo dans F, si I ne prend pas 180 valeur -<Xl, respective
ment 180 valeur oo, dans F.

Si (F, Y"") est un espace lineaire topologique, on ecrit A «;B s'il existe
un voisinage WE Y""(O) tel que A + WeB C F. L'enveloppe convexe d'une
partie A de F est designee par co (A), l'enveloppe convexe equilibree
par aco (A), les enveloppes fermees par 00 (A) et aco (A) respectivement.
On note L q , respectivement u, 180 droite engendree par un vecteur q* 0
de F, respectivement 180 demi-droite {Aq: A:>O}.

Pour toute fonction numerique I, definie dans A C F, on designe par f,
et l'on appelle regularisee e.c.i., 180 borne superieure des minorantes de I,
definies et s.c.i. dans A. Evidemment, on a

!(x) = lim inf I(Y)
.AI 1/-+ a:

pour tout x E..4 et!est s.o.i. dans..4. La rlgularisee e.c.s. de I est 180 fonction
v

1= -( -f).
Soit 0 une partie convexe de F. Utilisant (en outre) la convention

oo + (- oo] = - oo + oo = oo, une fonction numerique I E l\C est convexe
dans 0 si elle verifie 180 relation

x, YEO, O<A< 1 ~ I(il.x+ (l-A)Y) <AI(x)+ (l-A)/(Y).

On designs par ~(O) l'ensemble des fonctions convexes dans O. On
ecrit parfois ~ au lieu de ~(F). En vertu de 180 convention introduite ci
dessus, on a 0 E~ si et seulement si 0 est une partie convexe de F. On
designe par .91(0), respectivement par .91, l'ensemble des fonctions affines
finies et continues dans 0, respectivement dans F.

REMARQUE 1.1. Soient x, Y E U E 'ft () ~ et O*u E E. Les relations
Z +Lt C U et Y+u C U sont equivalentea.

En effet, supposons A> 0 et X+AU e bU. Soient pEE' et c E'8 tels que
p(Z+AU)=C et U C p-l«( -<Xl, c). On a p(u»O, dono sup~>o p(Y+lXU»C
et y+Lt ¢ u. 0

DEFINITION 1.2. Une partie U E 'ft () ~ de E est dite epauUe si
tt=co (bU). L'ensemble des parties ouvertes, convexes et epaulees de E
est note die.

LEMME 1.3. Soit U E 'ft ()~. Les relations suivantes sont equivalentes:
1. U E die.
2. rJ = co (bU).
3. U () co (bU)=0 ~ U =0.
4. U*E et U n'est pas un demi-eapace ouvert.
5. U = 0 ou il existe x E U et une droite L, contenant x, tels que L () U

soit un intervalle ouvert borne.
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6. Quel que soit XE U il existe une droite L, contenant x, telle que L () U
soit un intervalle ouvert borne.

7. U =0 ou f E <6'(U), f> -ex:> ==> sUPu f= SUPllU f·
1 ==> 2 ==> 3 ==> 4: C'est evident.
4 ==> 5: Soit Z E U; comme U,* E il existe un point WE 0U. Choisissons

p E E'\{O} et c E'6 tels que p(w) =c et U C p-1«C, ex:»). II existe y ¢ U
tel que p(y»c, et il existe A E [0,1) tel que A> (P(z)-p(y))f(p(z)-c).
On a X=AW+ (I-A)z E U et p(x) <p(y). Par suite, 180 droite L passant par
x et y satdsfait a

L n U C [ p(y)-c x- p(x)-c ]
p(y)-p(x) p(y)-p(x) y, y .

5 ==> 6: C'est une consequence immediate de 180 remarque 1.1.
6 ==> 7: Soit V un voisinage connexe de a = sUPz. ii I(x) E ( - oc, eo] et

soit y E U tel que I(y) E V. Il existe Y1, Y2 E oU tels que y E (Y1' Y2) et par
suite max (f(Y1), I(Y2)) E V.

7 ==> 1: On pose 1=0 dans co (oU), I=ex:> dans U () C co (oU).

DEFINITION 1.4. On dit qu'une partie U E 1/6 de E est hyperepaulee,
notation U E 1/116' si dim (E) = 1 ou si U () H = co (0U () H), quel que soit
l'hyperplan ferme H.

PROPOSITION 1.5. Soient '1', 8 deux elements lineairement independants
de E' et U E Ol/ () <6', U C y-1<[-1, 1]) n 8-1<[-1, 1]). Alors U est hyper
epaule. En particulier, 1/116 est une base de 0lI.

Il est clair que 1/6=1/116 est une base de Ol/ si dim (E) = 1. Supposons
done que dim (E» 1, que '1' et 8 soient lineairement independants, et que
U C '1'-1<[ -1, 1]) () S-1<[ -1, I). D'apres le lemme 1.3 il suffit a prouver
l'absurdite de 180 relation p, q E E', q-1« -ex:>, 0]) () p-1(0) C U. Or il est
immediat que q-1« - ex:>, 0]) () p-1(0) est alors contenu dans r 1(0) () s-1(0),
done que p-1(0) C '1'-1(0) () 8-1(0). On en deduit p-1(0) =r1(0) =8-1(0), ce
qui contredit I'independance de '1' et de 8. 0

2. FONCTIONS CONVEXES

Pour chaque fonction numerique 1definie dans ACE, l'epigraphe de
fest I'ensemble Tt,A = {(x, A) E Ex '6: x E A, I(x) <A}. Rappelons:

LEMME 2.1. Soient A une partie de E, 0 E <6', 1E '6 A et g E '6 c.

1. Si A est forme, alors 1 s.c.i. dans A -<=> Tt,A ferme dans Ex B.
2. Pi,A =Tt,A.
3. g E ~(G) -<=> Tg.cE~(Ex'6).

4. 0 ferme, alors g convexe et s.o.i, dans 0 -<=> g convexe et a(E, E')-
s.o.i. dans O. 0

5. g E ~(O) ==> gE <6'(0), UE <6'(0).
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1-4: Comparer Ekeland et Temam [1976], p. 9-11. 0

5: La premiere assertion resulte de 2 et 3. Supposons dono x,y,zEO
et AE(O, I), tels que x=t.y+(I-A)z. II existe un voisinage vee de x
tel que

-A I
I-AY + I-A veo.

Par consequent,

g{x) = I~~z'~u? g{x') = I~~,::~p g (AY+ (I-A) (I-=-~y + 1~ Ax')) <

(
- A I)< Ag(y) + {I - A) lim sup g 1 _ 1 Y + 1_ 1 X' <

v.z' ...... z A A

<Ag(y)+ (I-A) lim sup g{z')=Ag(y)+{I-A)g(z). 0
O.I' .... S

LEMME 2.2. Soient X,hEE, V1,V2 ;;;'0 et IE~([x-v1h,x+v2h]), telle
que l{x)=Foo. La fonction A 1-+ (f(x+A.h)-/(x))ft. est croissante dans
[ -VI, 0) U (0, V2].

Cela resulte de Valentine [1964] et 180 remarque suivante. 0

REMARQUE 2.3. Soient L+ une demi-droite dans E d'extremite x et
I E ~(L+), I(x) = - 00. Alors 1= - 00 dans L + ou iI existe un point y E L+
telle que 1= -00 dans [x, y), I(y) En et 1=00 dans (y, ~).

PROPOSITION 2.4. Soient 0 E "C, muni de 180 topologie induite, H e ~(O)

et x EO. Supposons qu'on ait 1<00 dans 0 pour chaque IEH, que
I'ensemble H' = {f E H: I(x) =F - oo} soit borne en x et qu'il existe un
voisinage W de x tel que W () oe O. Pour que H soit equi-s.c.e. en x,
iI faut et il suffit que Ies conditions suivantes soient satisfaites:

o
lX. Si 0 =F 0, H est majore dans un voisinage de x.

o
p. Si x f/: 0, I'ensemble des restrictions a W () bO des fonctions de B

est equi-s.c.s. en x.

II est clair que oes conditions sont neceasaires. Reciproquement, soit
V un voisinage de la diagonale de nxn, contenant tout ensemble de 180

forme {J..} x [-00, J.] . II faut prouver I'existence d'un voisinage U de 0
tel que (/{x), I{y}} E V quels que soient IE B et y E (x+ U) () e.

De la remarque precedente, appliquee a la fonction Icl+ ICcoo, il
o

resulte que toute fonction IEH\H' est egale a -00 dans 0 U {x}. Par
suite, H\H' est equi-s.c.s. en x. Supposons done desormais que H =H'.
II existe lX> I, U E 0/1(0) () ~ et M>O tels que

I/(x)1<M, I(y) <M, x+ U e w, (/{x), I(t)) E V
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et {(.t., .t.+ 2M/ex): 1,1.1 <M} C V, quels que soient 1E H, y E (x+ U) n 0 et
t E (x+ U) n bO. Pour chaque z E l/ex Un (-x+O) tel que [x, x+exz] CO,
on a

I(x+z) -/(x) < (f(x+ exz) -/(x))/ex < 2M/ex (2.2).

Pour ohaque z E l/ex Un (-x+ 0) tel que [x, x+ exz] 1. 0, il existe PE [1, ex)
tel que x+pzE(x+U)nbO. Comme I(x+z)-/(x)<(f(x+pz)-/(x))/P et
(f(x), I(X+PZ))E V, on a (f(x), I(w)) E V quel que soit WE (x+ l/ex U) n O.

o

COROLLAIRE 2.5. Soient U E all n <'C, x E U et H un aous-ensemble de
<'C(U). Supposons qu'on ait 1<00 dans U pour toute fonction 1E H et
que H' = {I E H: I(x) =1= - oo} soit borne en z.
1. Pour que H soit equicontinu en z, il faut et il suffit que H soit majore

dans un voisinage de z.
2. Soit H' borne pourIa topologie de la convergence simple. Pour que

H soit equicontinu dans U, il faut et il suffit que H soit majore dans
un voisinage d'un point y E U.

1: Dans les notations de la demonstration preoedente on a

I(x+z) -/(x);;;. (f(x - exz) -/(x))/( - ex);;;. - 2M/ex,

quel que soit z E Y]« Un (-x+O).
2: On a H'=H ou H=H' U {-oo}. La demonstration d'usage (com

parer Ekeland et Temam [1976], p. 12) montre que H est majore dans
un voiainage de tout point y E U. 0

REMARQUE 2.6. Si H' est borne uniformement dans U, l'equiconti
nuite est meme uniforme dans tout ensemble A ~ U.

DEFINITION 2.7. Soient U C E et 1Eny. On dit que 1est localement
convexe dans U, notation 1E <'C1(U), s'il existe un recouvrement ouvert
(V')'lrC<1In<'Cde U,tel que V,n U soit convexe et Iv,nuIE<'C(V, n U)
pour tout i E 1.

LEMME 2.8. Soient U E <11, WE all connexe, 00 > 1E f'C1( U) et g E f'C1( W),
g<oo dans W.
1. x E W, g(x) = -00 ==> lwg= -00.
2. (x, y) C U ==> 1E <'Cc((x, y)).
3. U:J V E <11 n <'C ==> 1E <'C( V).

1: Soit A = {y E W: g(y) = - co], A est non vide. En effet, soit
V E all(0) n <'C tel que (x+ V) n W soit eonvexe et g E <'C((x+ V) n W).
D'apres la remarque 2.3, g= -00 dans l'ouvert non vide (x+ V) n W.
Pour achever la demonstration il suffit a. prouver la relation z E .A n W ==>
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'* Z EA. Choisissons V E 'ft(0) ("I C(f symmetrique tel que (z+ V) C W et
g E C(f(z+ V). II existe un point p E (z+ V) ("I A. Comme z+! Vest contenu
dans la reunion des demi-droites d'extremite p, l'asserion resulte de la
remarque 2.3.

2: D'apres le corollaire 2.5 et 1, on a 'Ec-cr·O((X,y)) ou 1=-00 dans
(x, y). Si 1n'est pas convexe dans (x, y), il existe deux points distincts
x', y' E (z, y) et une fonction affine q" tels que (q,-/)(x')=(q,-/)(y')=O
et tels que q, - 1atteigne une borne inferieure < 0 dans un point x" E (x', y').
La fonction q, - 1 etant localement concave, elle est constante dans un
voisinage de z", ce qui contredit la connexion de (x', y'). 0

On a la propriete de tronquage suivante:

PROPOSITION 2.9. Soient U, VE'ft, OO>UE~l(U), OO>VE~l(V) et
supposons U C V, On pose u= lu sup (u, v)+ Iv\uV. Les proprietes sui
vantes sont equivalentes:
1. uE C(fl( V).
2. Pour chaque droite L, la restriction de u a L ("I Vest s.c.s.

1 '* 2 : Cela resulte du lemme precedent.
2 '* 1: Soient W E 'ft ("I C(f, W C V, Y E U ("I W et z E W ("I (V\U). II

suffit a verifier qu'on ait U E C(f((y, z)). Si la fonction v n'est pas finie dans
(y, z), on a V= -00 dans (y, z) et par suite aussi u= -00. Supposons
done que v E ~f((y, z)). Quel que soit e> 0, la fonction

u.= lu sup (u-e, v)+ Iv\uV,

etant egale a v dans un voisinage de ohaque point frontiere de U dans
(y, z), est localement eonvexe dans (y, z). Par suite, u. est convexe dans
(y, z) (2.8) et a.: lim.~oU. E ~((y, z)). 0

3. SOUSDIFFERENTIELS

Rappelons:

DEFINITION 3.1. Soient ACE, 1E'ijA, X E A et pEE'.
1. On dit que p est un 8ous-gradient de f en x par rapport a A, notation

p E Wf,A(X) (ou parfois p E Wf(X)), si I(x) E'6 et si l'on ayE A '* f(y)
- I(x) ;;.p(y-x).

2. La fonction multivoque x 1-+ Wf,A(X) est appelee le 8ous-difterentiel de 1
(comparer Pogorelov [1973], p. 513).

3. La fonction multivoque reciproque w"i.A. est definie par

w"i.A.(P) = {x E A: p E Wf.A(X)}.

4. L'image reciproque forte w"il<X) d'une partie X de E' est l'ensemble
{x E A: Wf,A(X) eX}.

5. x E A est un point exP08e de 1s'il existe p E Wf,A(X) tel que {x}=w"i.1(P).
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Dans Ekeland et Temam [1976] p. 20-28 on trouvera 180 plupart des
resultats suivants:

LEMME 3.2. Soient x E ACE, j E 'BA et pEE'.

1. Wf,A(X) est un ensemble convexe et a(E', E)-ferme.
2. B C A ~ Wf,A(X) C Wf,B(X).
3. g E UA ~ Wf,A(X)+Wg,A(X) C Wf+g,A(X).

4. A>O ~WAf,A(X) = AWf,A(X).
5. y E E, t E (z, y), [x, t] C A, j E ~([x, y]) ~ Wf,A(X) C Wf,[Z,U](x).
6. V E O//(x), V CAE~, j E ~(A) ~Wf,V(x)=Wf,A(X).
7. j-p est une fonction constante dans l'ensemble convexe Wf...!(p).

8. P E Wt,A(X) si et seulement si j(x) En et y 1-+ j(x)+p(y-x) definit un
hyperplan d'appui de Tt,A dans Ex n.

9. Wf,A(y)~0 pour chaque YEA, A E ~ ~ j E ~(A).

1: Soit r un point d'adMrence de Wt,A(X) et soient yEA et e> O. II
existe q E Wf,A(X) tel que Ir(x) -q(x)1 <e et Ir(y)-q(y)1 < 8 done j(y)-j(x) ;;.

>q(y-x);;.r(y-x)-2e et r E Wf,A(X).
5: Soient r E Wt,A(X), Z E [z, y] et supposons j(z) - j(x) <r(z-x). On a

z i A et t=.A.x+ (I-A)z pour un A E (0,1), done

j(t) - j(x) <:(I-A)(f(z) - j(x)) < (1- A)r(z-x) =r(t-x),

ce qui est absurde. o

LEMME 3.3. Soient y E U E alln~, g E ~(U) finie et continue en y,
AI> 0 et YI E E tels que y + AYI E U et g(y + AYI) ;;' g(y) quel que soit
A E [0, AI]. Alors il existe p E Wg,u(y) verifiant

o<:P(YI) = {sup q(YI): q E Wg,U(y)}.

Castaing et Valadier [1977], p. 26. 0 En particulier, Wg,u(y)#0 si g

est finie et continue en y .
Dans les enonoes suivants, o/j designe une deuxieme topologie locale

ment convexe sur E, compatible avec 180 dualite,

PROPOSITION 3.4. Soient U E all, A ~ U et H une partie de nu.
1. Si H est equicontinue uniformement dans A, l'ensemble wH,u(A)=

= U {Wt,u(x): j E B , z E A} est equicontinu.
2. Reciproquement, supposons U E ~ et B C ~c(U) . Si Best une partie

convexe de U, l'equicontinuite de wH,u(B) par rapport a ~ entraine
l'equicontinuite uniforme par rapport a oft de l'ensemble des restric
tions de H a B.

I: Soit WE all(0) n ~ symmetrique tel que A + W C U. Pour chaque
XEA, YEW, fEB et pEWt,u(x) on a p(y) <.t(x+y)-f(x) et p( -y) <.

<t(x-y) - t(x).
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2 : Soient e> 0 et W E ~(O) tels que Ip (t )1«:e pour t E Wet p EWH,U<B).
Soient YEW, 1E H et z E B tels que x+y E B . II suffit a etablir I'existence
d'une fonctionuelle p E OJI,u<B) telle que p(y) =/(x+y)-/(x). Or, il existe
un point zE(x,x+y)CB tel que l'application Z+Ay 1-+ A(f(x +y)-/(y» +
+I(z) definit une variete lineaire dans E x B, ne recontrant pas l'ensemble

o
convexe non vide Tf •U • La forme geometrique du theoreme de Hahn-
Banach entraine alors l'existenoe d'une fonctionnelle p E Wf,U(z) telle que
p(y) = I(x+ y) -/(x). 0

Rappelons (Smithson [1972], p. 32), qu'une fonction multivoque est dite
continue (ou s.c.i .) si I'image reciproque d'un ensemble ouvert est ouvert
et qu'elle est dite cocontinue (ou s.c.s.) si l'image reciproque d'un ensemble
ferme est ferme,

THEOREME 3.5. Soient U E "It () ~ et H C ~f.c(U). Munissons H de la
topologie de la convergence simple dans U et U de la topologie induite
par 0/1. Supposons que, qucl que soit x E U, il existe V E ~(O) tel que
OJH,U«X+ V) () U ) soit equicontdnu par rapport a ~. Alors , la fonction
multivoque (z, f) 1-+ OJf,U(X) est cocontinue dans U x H. En outre, on a
wF,u<K ) E ,/('(E') quels que soient FE ,/('(H) et K E .)('(U, ~).

Prouvons que I'image reciproque A = {(x, f) E U x H: OJf,U(X) {\ L#0}
d'une partie fermee L de E' est fermee dans U x H . Soit (x , I) E U x H
limite d'une base de filtre fF sur A. II existe V E ~(O) tel que
OJH.U«X+ V) () U ) soit une partie equieontdnue, et par suite relativement
compacte (Bourbaki, EVT, chap. IV, § 2, prop. 2), de E'. La trace s:
sur L () OJH,U«X + V) () U) de I'image par w"u( ·) de la trace de fF sur
(U () (x+ V)) x H est une base de filtre. fF' possede done un point
d'adherence pEL et il reste a prouver que p E OJf,U(X).

Soient e>O et y E U. II existe W E ~(x), W C x+ V, tel que

hE H, t E W () U => Ih(t) -h(x) \ «:e

(prop. 3.4.2) et

t E W, q E WH,U(X) => Iq(t)-q(x)/<e.

En outre, il existe F E fF tel que F C (W () U) x H et

(t, g) E F => Ig(x)-/(x)1 <e, Ig(y)-/(y) 1<e.

La forme lineaire p etant adherente a fF', il existe t E W () U, g E H et
qEOJv,u(t)()L, tels que (t,g)EF, Ip(x)-q(x)l <e et Ip(y)-q(y)l <e. Entin,
on a

I(y)-p(y»g(y) -q(y) - 2e>g(t) -q(t) - 2e;;>g(x) -q(x) - 4e>

;> I(x) - p(x) - 6e.

Par suite, p E OJf.U(X).
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Pour etablir Ia deuxieme assertion, il suffit a remarquer que, d'apres
le lemme 3.2.1 et la prop. 3.4.1, ohaque ensemble WI,U(X) est a(E', E)
compact. L'enonee resulte alors d'un theoreme general pour les fonctions
multivoques cocontinues (Smithson [1972], p. 34). 0

REMARQUE 3.6. Dans le cas .:1i = all, la condition d'equicontinuite
locale de WH,U(U) est satisfaite si H est localement uniformement equi
continue (prop. 3.4.1).

COROLLAIRE 3.7. Soit I la limite d'une base de filtre .'F sur H et soit
K E :£(U, oU). Pour chaque voisinage °de wl,u(K) il existe FE.'F et
WE cfi(K) tels que WF,U(W f""I U) C 0.

En effet, w"U(· )-1(0) = Cwo ,u(· )-(CO) est ouvert dans U x H et contient
K x {f}, U etant muni de la topologie induite par a. 0

PROPOSITION 3.8. Soient M un sous-espace ferme de E', U Ealln f(f,
V E all(0) f""I f(f et x E E tels que x+ V C U et tels que V n Mo soit borne
dans Mo, He f(f1,C(U), IE rcl.c(U) limite d'une base de filtre .'F sur H
pour la topologie de la convergence uniforme dans (x+ V) f""I (x+Mo) et
pEE'. Supposons qu'on ait:
1. x est un point expose de I, de sorte que {x}=w,-:-u(p).
2. Mo est reflexif,
3. 0 rr'est pas Ie seul point adherent pour a(Mo, E'IM) de tout filtre f§

sur la frontiere de V dans Mo veriflant

lim (/-p)(y) = (f-p)(x).
y,x+~

Alors, ilexisteFE.'F tel que pEWg,u(X+ V)+M quel que soit gEF.

II est clair qu'on peut supposer x=o. Posons e=Mo, e'=E'IM,
-0 = Un e, f = V n e,!= lui, p=nM(p), j; la restriction de .'F a -0 et
wle sous-differentiel dans e. r est un voisinage a(e, e')-compact de °
et l'on a pEWJ:ir(O) et !(y)-p(y»!(O) quel que soit YEbf. Montrons
d'abord qu'il existe s > °tel que inf H!- p)(y) : y E bf}:>!(O)+e. Supposons
le contraire. II existe alors une suite (Yn) C ()f telle que

(!-p)(O) + lin:> (!- P)(Yn) > c.J-p)(O).

Soit Z E} un point adherent pour la topologie affaiblie de e du filtre
elementaire associe a (Yn). II existe un filtre plus fin f§ sur bf, de limite z,
tel que

lim (J-p)(y) =/(0).
y,'6

D'apres la troisieme condition on peut supposer zif=O. Pour chaque t E U
on a donc

I(t) - I(z):> I(t) - lim inf (f(y) - p(y)) - lim p(y) = I(t) - 1(0) - p(z);;.
y,'N y,'N

>p(t)-p(z)
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(Bourbaki, EVT, Chap. 2, § 6). On en deduit p E Wt,u(z), ce qui contredit
l'hypothese que x soit un point expose. Finalement, comme Jest dans
b t limite de $; pour 180 topologie de 180 convergence uniforme, il existe
P E $; tel que g(y) -g(O) >p(y) pour tout y E bt et g E P. La fonction
g-p atteint dono sa valeur minimale dans un point Z E t, ee qui preuve
pE w;.v(z) Coo;, u<t). La forme geometrique du theorems de Hahn
Banach entraine alors que l'on apE nM<W,1,U<V». 0

REMARQUE 3.9. Dans cette proposition, 180 condition 3 est dono equi
valente a l'existence d'un nombre e>O tel que (f-p)(z»(f-p)(x)+e
pour tout point z dans 180 frontiere de x + V dans x +Mo. Si 180 codimension
de M est finie, les conditions 2 et 3 sont vides. En particulier, si E est de
dimension finie, on peut supposer M = {O}.

EXEMPLE 3.10. Soit (en)...N 180 base oanonique de l'espace de Hilbert
E=l2(N), muni de 180 norme 11-1I: (xn) 1-+ (!...N IXnI2)1. Designons par nn(x)
180 composante d'indice n de x par rapport a (en). Soit U 180 boule unite
ouverte. Les fonctions

U: x 1-+ ! Inn(x)1 et UN: x 1-+ f jnn(x)1 + I nn(X)
.. n+1 0 n+1 N+1n+1

sont finies et eonvexes (Cauchy-Schwarz). L'ensemble H de ces fonctions
est uniformement equicontinu dans U et UN -+ U uniformement dans U.
Identifions E et E'. On verifie aisement que

Wu,u(x) = II An, OU A n= [- ~1' ~lJ si nn(x)=O,
.. n+ n+

A - {Sign (nn(x))}. () 0n - 1 SI nn x:l' ,
n+

1. La fonction multivoque (x, e) 1-+ w",u(x) n'est pas continue dans U xH.
En effet,

V. = (p E E': n<; i => Inn(P) I< n: 2 }

est un voisinage ouvert de 0 dans E', tandis que nn<W;'u<V.»={O}
si n<;i. Par suite, l'ensemble w;'u<V.) n'est pas ouvert et meme Is.
fonction multivoque x 1-+ wu,u(x) n'est pas continue.
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2. En posant M = {O} dans la proposition 3.8, cet exemple ne verifie ni
la troisieme condition ni I'enonce de cette proposition. En effet, 0 est un
point expose de u, {O}=w.zu(p), p 1. wufI.u<U) et lim (u-p)(~)=O

i-+OO

pour tout P E IJ(- n ~ 1 ' n ~ 1) .

(To be oontinued)
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