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EINLEITUNG 

Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit Charakterisierungea einiger 
Schunckklassen endlicher au&barer Gruppen; es handelt sich ei vor allem 
tlm die Bestimmung von Schunckklassen, deren Projckeoren in j ~e~di~cbe~. 
auflosbaren) Gruppe vorgegebene Eigenschaften besitzen. 

Die abschnitte 1 und 2 haben vorbereitenden und einfiihrenden Charakter. 
In Abschnitt 1 stellen wir hauptsachlich die spater benotigten Hilfsmitte~ 
aus der Darstellungstheorie der Gruppen zusammen, wohingegen Abschnitt 2 
eine Zusammenfassung der wichtigsten elementaren Tatsachen aus der Theo+ 
der Schunckklassen, soweit sie spater beniitigt werden, bietet. Definitionen 
und Ergebnisse wie such bestimmte Schreibweisen aus diesen Abschnitten 
werden spater oft ohne besonderes Zitat als bekannt vorzusgesetzt. Gleiches 
trifft auf die grundlegenden Eigenschaften von Projektoren zu Schunckklassen 
zu, wie sie beispielsweise aus [S, 1.21, entnommen werden konnen. Besonders 
ha&g benutzen wir, daI3 in einer Gruppe G mit nilpotentem Normalteiler N 
jedes X-maximale Supplement von N bereits &-Projektor von G ist, vorausge- 
setzt 2 ist eine Schunckklasse, die Gji\i enthalt. 

Das Hauptziel dieser Arbeit ist die Bestimmucg aller Schunckkiassen mit 
normal eingebetteten Projektoren, em Problem, das von Schaller in [13] acf- 
geworfen wurde. Dabei gehen wir zwar von der S&aPlerschen hdee, diesen 
Schunckkiassen gewisse Formationen zuzuordnen, aus, k&men aber das von 
SchalPer erzielte Teilergebnis iiber diese Schunckkiassen in unserer 
fiihrung nicht verwenden: Der fur den Nachweis der Tc:oraussctzungen aus 
Schallers Hauptsatz notwendige Aufwand reicht uns aus, urn die Bestimmung 
der Schunckklassen mit normal eingebetteten Projektoren direkt durchzv;fiPhrel-t. 

* Ted einer Arbeit, die dem Fachbereich Mathematik der Johannes Gutenberg- 
Universitlit, Mainz, als Dissertation vorgelegt wurde (D 77). 
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Die wesentliche Idee besteht dabei in unserer Beschreibung der lokalen 
Erklarungen der oben erwahnten Formationen mittels Projektoren der zu 
bestimmenden Schunckklasse-wir kijnnen namlich nachweisen, da13 diese 
Formationen gesattigt sind, indem wir ihre lokale Erklarbarkeit zeigen. 

Die Bestimmung der Schunckklassen mit normal eingebetteten Projektoren ist 
nicht nur von selbstandigem Interesse, sondern sie liefert such einen einfachen 
Zugang zum Problem der Charakterisierung aller Schunckklassen mit der sog. 
Deck-Meide-Eigenschaft. Wir werden die hier dargestellten Ergebnisse in 
einem zweiten Teil unserer Arbeit zur Herleitung von Resultaten iiber Schunck- 
klassen mit Deck-Meide-Eigenschaft anwenden. 

Daneben sind in den ersten Abschnitten unserer Arbeit folgende Ergebnisse, 
die nicht aus dem Problemkreis der Deck-Meide-Schunckklassen stammen, 
eingeschlossen: In Abschnitt 2 ein Ergebnis iiber gesattigte Formationen, das als 
triviales Korollar den Satz von Lubeseder iiber die lokale Erklarbarkeit gesattigter 
Formationen liefert, in Abschnitt 3 zwei Charakterisierungen von YT , deren 
zweite im Folgenden nicht mehr bendtigt wird, und in Abschnitt 4 einige Unter- 
suchungen iiber das normale Eingebettetsein von Projektoren zu beliebigen 
Schuncklassen, die nicht in vollem Umfang zur Bestimmung der Schunckklassen 
mit normal eingebetteten Projektoren notig sind, die jedoch aufgrund der 
Einfachheit der Ergebnisse interessant sind. 

VEREINBARUNGEN UND BEZEICHNUNGEN 

Alle in dieser Arbeit auftretenden Gruppen sind auf&bar und von endlicher 
Ordnung. Gruppen betrachten wir dabei in der Regel nur bis auf Isomorphie 
(mit den offensichtlichen Ausnahmen: bei Untergruppen bestimmter Gruppen 
interessiert i.a. nicht nur ihr Isomorphietyp), insbesondere enthalten Gruppen- 
klassen mit einer Gruppe G stets such samtliche zu G isomorphen Gruppen; 
dennoch-schreiben wir LB. die Klasse aller zu G isomorphen Gruppen einfach 
(G>. Enthnlt die Gruppenklasse X genau n verschiedene Isomorphietypen von 
Gruppen, so schreiben wir gelegentlich 1 &” 1 = n. 

Fur die Definition von AbschlieBungsoperatoren und damit verbundene 
Konventionen verweisen wir auf [2, 3, 4, lo], ebenso fur die Definition der 
Gruppenklassen 9, Ym und JV. Des Gfteren kiirzen wir fur eine Gruppenklasse 
X die Klasse % n Yr durch XV ab (V eine Primzahlmenge); ahnlich wird XD 
definiert. 9 ist die Klasse der Gruppen von Ordnung 1, d die Klasse aller 
abelschen Gruppen mit elementar-abelschen Sylowgruppen. 9%Y wird fur zwei 
Gruppenklassen I und Y wie in [3] definiert. 

1st LX? eine Gruppenklasse, so bezeichnet x(Y) die Charakteristik von L%?, d.h. 
die Menge aller Primzahlen p mit 2, E X - 2, ist die zyklische Gruppe der 
Ordnung p. Eine X-maximale Untergruppe von G ist eine Untergruppe K E X, 
die in keiner in LX? liegenden Untergruppe von G echt enthalten ist. Proj&(G) 
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fur eine Schunckklasse 2 bezeichnet die Konjugiertenklasse der X-Projektoren 
von G. Die Bedeutung von S&(G) und Hall,(G) ist klar; G, bezeichnet meist 
irgendein Element von Hall,(G). m(G) iw die Menge aller Primteiler der 
Gruppe G. 

Ist I’ ein Modul der Gruppe El iiber einem endlichen Kijrper K, so schreiben 
wir HE’ fur das semidirekte Produkt von N mit V mit den durch die Darstellung 
von H auf F’ gegebenen Automorphismen. In (El/C&( V))V wird ‘ci in natiirlicher 
Weise als Modul fur die Gruppe H/C,(V) angesehec. 

Ist li eine Untergruppe von G, so ist Corec(U) der gr6Bte in bi enthaltene 
i%ormalteiler naec Iix von 6. 

Sot(G) bezeichnet das Produkt aller minimalen Normalteiler der Gruppe G, 
Soc(l/) fur einen G-Modul v die Summe aller irreduziblen Teilmoduln von V. 

cl(G) ist die Klasse der nilpotenten Gruppe 6. 
S, und A, stehen fur die symmetrische und alternierende Gruppe vom 

Grad n. 
Die weiteren van uns verwendeten Vereinbarungen und Bezeichmmgen sind 

denen aus [ll, 71 angepaI3t. 

1. EINIGE GRUPPEN- UND M~DULKONSTRUKTIONEP 

Die Standard-Beweistechnik in der Theorie der Schunckklassen endlicher 
at&l&barer Gruppen besteht darin, aus gegebenen Gruppen und Moduln zu 
diesen tiber Primkorpern GF( p) zerfallende Erweiterungen mit gewiinschten 
Eigenschaften zu bilden. Wir stellen daher an den Anfang unserer -Arbeit eine 
Sammlung von Gruppen- und Modulkonstruktionen, von denen spater mehr 
oder weniger haufig Gebrauch gemacht wird. Bei sehr elementaren und bei 
bekannten Lemmata verzichten wir auf die Durchftihrung von Beweisen. 

Wir beginnen mit einigen Aussagen iiber eine p-Gruppenkonstruktion van 
Wuppert ([ll, VI.7.221). 

1.1 LEMMA. Seien VI und V, Moduln der Gvuppe G i&r GF(p). Dann wird 
auf der Menge 

p = ((VI + vu2 1 t) / VI + v2 E v, @ v, mit VI E vt j%r i = 1,2, t E v, @ vz> 

Arch 

(VI i v2 , t)(v; + v; , t’) = (VI + v; + v2 + v; ) 2 + t’ i v)1 c&3 vi) 

eine Multiplikation definiert, die P zu einer p-Gruppe ma&t. 
G imduziert agf P durch komponentenweise Operation eine Gruppe von Auto- 

morphines. Wir iderttifizieren die Vi mit den G-i%varianten ~~teyg~~ppe~ 
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{(vi , 0) 1 vi E Vi} und beme&en, da$’ such T = ((0, t) 1 t E V, @ V,} G-invmiunt 
ist, und zwar G-isomorph zum GF( p)- T ensorprodukt Vl @ V, , das in kanonischer 
Weise ein G-Mod& ist. Mit Vi und T ist such die Untergruppe Pi = V,T von 
P G-invariant, und sie ist ein G-Modul iiber GF( p) mit direkten Summanden Vi 
und T. Ferner gilt P/T go V, @ V, . 

Man beachte such P’ = Z(P) = Q(P) = T = [V, , V,] sowie [U, , U,] = 
((0, u1 @ u2) j ui E Vi fii~ i = 1,2) fiir alle Untergruppen lJi von Vi . 

Gilt V, = V$ (s. 1.2) so sei R der Kern des kanonischen G-Homomorphismus 
von V, @ V, auf 1: (s. ebenfalls 1.2) und u = URIR fiiy alle Untergruppen U 
von P. 

Wir werden an mehreren Stellen dieser Arbeit Ergebnisse der modularen 
Darstellungstheorie ohne besonderes Zitat verwenden und weisen deshalb hier 
den Leser auf die einschlagige Literatur, z.B. [7] oder, zum Teil, such [ll], 
hin. Es stellt sich als bequem fur uns heraus, die folgenden Bezeichnungen 
festzulegen, die wir im Folgenden (gleichfalls meist ohne ein Zitat) benutzen: 

1.2 DEFINITION. (a) 1st G eine Gruppe und p eine Primzahl, so bezeichne 
1: den irreduziblen, trivialen G-Modul iiber GF(p). 

(b) 1st Vein G-Modul iiber irgendeinem K&per K, so bezeichne V* den 
zu V dualen Modul. 

(c) 1st V ein irreduzibler G-Modul iiber einem Korper K, so 
bezeichne P(V) den projektiven, direkt unzerlegbaren K[C;I-Modul mit 
P( V)/Rad(P( V)) =c V; Rad(M) sei dabei fiir jeden G-lModul M das Radikal 
von M, der Durchschnitt aller G-Teilmoduln T von M mit vollstandig 
reduziblem Ml T. 

1.3 LEMMA. Ist V ein G-Modul iiber GF(p), so ist Rad( V) in der Fyattini- 
gruppe des semidirekten Produkts GV enthalten. 

Unter geeigneten Voraussetzungen an den Korper K gilt fur die sogenannten 
Cartan-Invarianten ci3 des Gruppenrings K[G] (siehe [7, $461 fur deren Defini- 
tion) cij = cji. Unser nachstes Lemma zeigt, ohne Forderungen an K zu 
stellen, die Aquivalenz von ct3 # 0 mit cli # 0. 

1.4 LEMMA. Kommt W als G-Kompositionsfaktov von P(V) VOY (V ein 
irreduxibler G-Mod& Giber irgendeinem IGvper K), so kommt V als G-Komposi- 
tionsfaktor von P(W) VOY. 

Beweis. Der Teilmodul T von P(V) werde minimal gewahlt beziiglich der 
Eigenschaft, einen zu W isomorphen Faktormodul zu besitzen. Dann gilt 
T/Rad( T) z W, und P(W) ist die projektive Hi.ille von T. Insbesondere ist T 
Faktormodul von P(W). Da jeder vom Nullmodul verschiedene Teilmodul von 
P(V) den einzigen irreduziblen Teilmodul von P(V), namlich Soc(P( V)) so V 
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((s. das nachstehende Lemma) enthaIt, kommt I; somit als ~omposit~onsfakto~- 
von T und P(W) vor. 

1.5 LEMMA. 23% jeden ivreduziblen G-Modul Vgilt 

Soc(P(V)) $ v % P(V)~Rad(P(V)). 

1.6 LENMA. P(V)* s P(V*) gilt fiir jeden iy~ed~~~b~e~ G-Modul V iiber deem 
&%per K. 

B~meis. Im regularen K[G]-Modul K[G] hat der Teilmodul P(V) einen 
komplementaren Teilmodul T. Unter Beachtung der atsache, d& KEG] (wie 
jeder Permutationsmodul einer Gruppe) selbstdual ist, erhaiten wir 

V)* ist als direkter Summand von K[G] somit projektiv. Da sich 
von P(V) und Teilmoduln von P(V) * durch 

eineindeutig entsprechen, is: zuerst einma! P(V)* direkt unzerlegber. Daneben 
geht Soc(P(V)) bei i-Bildung in Rad(P(V)*) iiber. Wir haben also 

P( V)*/Rad(P( V)*) = P(V)“/(Soc(P(V)))’ s (Soc(P(V)))* s T’* 

(letztere Isomorphie gem33 1.5), denn aligemein gilt M*jTi sc T” Es 
eilmoduln T eines G-Moduls M. Zlithin ist (V)” der projektive, direkt 

unzeriegbare X[&=l-Modul mit Radikaifaktormodul V*: 

P(v)* g P(v*). 

1.7 LEMMA. Die Gruppe G sei das Produkt eifzer Cnterguqpe H mit &em 
elemental-abelschem p-No~malte~ler N, wobei H CI N = I gelte. 

(a) Es ist Rad((lg)G) = @iENr(e @ n - e @ 1 j mlt &em zroa NC& 
verschiedezen Element e des GF( p)-Vektorraumes Ii;, wobei 

i~. der in [I 1, Rap. V, $ 161, festgelegten Bezeichnungsweise als direkte Summe voiz 
~~(~)-Vekto~~~umen (e @ n> geschrieben wird und die obige direkte Sbsmme 
ebenfalls e&e Summe van Vektorriiumen (und nicht G--~od~~n) me&. Itisbesondere 
saber wir (l$)G/Rad((ls)G) zG 1:. 

Ferner besitzt pi = Rad((lg)G) e&en G-~akto~mod~~ R/C’ =-G N) der durch. 
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die Festsetzung von C als Kern der GF( p)[G] I’ - znearen Abbildung Y’ von R auf N 
mit 

&ha@ @ n - e @ 1) y = n-$ ncAn) (A, E GF(p); 

N wird multiplikativ geschrieben) gefunden werden kann. 

(b) Ist q eine Primzahl ungleich p, X eine Untergruppe von H und N der 
einzige minimale Normalteiler van G, so ist M = [(li))G, N] ein G-Modul, dessen 
siimtliche Kompositionsfaktoren irreduzible, treue G-Moduln sind. 

Gilt dariiber hinaus X C’ H, so ,$bt es ein y E M* mit [X, y] = 1 # [I& ~1. 

Bew&s. (a) Die durch (CfieN h,(e @ n))p = CneN h, definierte Abbildung 
von (ls)G auf GF( p) ist GF( p)[G+l inear, ihr Bild ist zum irreduziblen, trivialen 
G-Modul 1: tiber GF( p) isomorph. Daher ist 

ein G-Teilmodul von B = (li)G mit E/R s 1:. Nach einem Ergebnis 
Mackeys [I 1, V. 16.91 ist EN N-isomorph zu 

(1 brd’ = (11”)” s GF(PWI, 

denn G = HlN ist eine Doppelnebenklassenzerlegung von G nach H und N. 
Da der Gruppenring einer p-Gruppe iiber einem Korper der Charakteristik 
p als Radikalfaktormodul einen zum irreduziblen, trivialen Modul der Gruppe 
isomorphen Modul hat, und weil (E/Rad(E)), ein vollstiindig reduzibler Modul 
fur den Normalteiler N von G ist (nach Cliffords erstem Hauptsatz [l 1, V.17.3]), 
mu13 R schon das Radikal des G-Moduls E sein. Damit sind die Behauptungen 
des ersten Abschnittes von (a) nachgewiesen. 

Die Behauptungen des zweiten Abschnittes rechnet man einfach nach; es sei 
darauf hingewiesen, da13 die dafiir benotigte Beweistechnik, insbesondere die 
Definition von Y, aus Beweisen von Satzen von Gaschiitz und von Green und 
Hill tiber Kompositionsfaktoren von P(l$ die zu p-Hauptfaktoren von G 
isomorph~(a1.s G-Moduln) sind, stammt. 

(b) Wegen q r 1 N 1 gilt bekanntlich fur die abelsche q-Gruppe Q = 
(l$)G: 

8 = Co(N) 0 [Q, NJ, 

und M = [Q, N]* hat nach Maschkes Satz keinen trivialen N-Kompositions- 
faktor. Insbesondere operiertN nicht trivial auf jedem G-Kompositionsfaktor von 
M, so da0 ein solcher Faktor von keinem minimalem Normalteiler der primitiven 
Gruppe G zentralisiert wird, d.h. treu fur G ist. 
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Mackeys bereits zitierter Satz liefert auDerdem, da13 (lsjH direkter Summand 
van ((l$)“jR ist. Elementare Eigenschaften induzierter Moduln ergeben damit 
das gewiinschte Element y im Fall XC H. 

I .8 LEMMA. Seien X und Y Gruppen, V ein irreduzibbr, treuer X-Modul t.md 
W ein ebensolchev Modul fiir Y iiber dem gleicken Kiirper K. T sei ein Kom~osit~o~s- 

faktor des (X x Y)-1clodzlls V @ W. 

am gilt C = C,,,(T) C Z(X) x Z(Y) = 2(X x Y), und (C x Y) n A-& 
(C x X) f’~ Y g C sind xentvale Untevgruppen von X bexiehuzgsweise Y. 
hbesondere ist T treu, falls (1 Z(X)l, 1 Z(Y)!) = 1 gilt. 

Eqztsprechendes gilt fiir den Normalteiler S = (s E X x Y 1 ts = X,t fti~ ein 
A, E K und alle t E T). 

Beweis. Offenbar gelten 

(V@WJxg @ V und (VOW),r @ w. 
dimKW dimn,v 

Die Kormalteiler X bzw. Y von X x Y operieren daher vollstandig reduzibel 
auf (V’ @ W), bzw. (I @ W)r , also such auf T, und T, . Es folgt TX g @ V, 

und damit C,(T,) = C,(Y) = 1, C,(Tr) = cy(W) = 1. Xii:hin 
xxr(T) ein Normalteiler von X x Y, der sowohl mit X als such mit Y 

. ‘alen Durchschnitt hat. Bekanntlich gilt deshalb 62’ ZZ(X) x Z(Y) = 
:: I’). Die angegebenen Isomorphien folgen aus Dedekinds Identitat. 

Die Behauptung iiber S erhalt man analog. 
Das nachste Lemma stellt eine gemeinsame Verallgemeinerung der Lemmata 

3.4 und 4.3 aus [lo] dar und beantwortet damit eine in dieser Arbeit von Hawkes 
gestellte Frage. 

1.9 LEMMA. Sei G eine Gruppe, derelz Sockel S das direkte Produkt paarweise 
nicht G-isomovpher minimaler Normalteiler NI ,..., Nt volz G ist, und sei H eine 
Untergmppe van G mit H n S = (H n Nl) x '.. x (HA NJ. 1st K e&a 

.K&per der Charakteristik p +’ j S 1 (oder der C~~akte~ist~k 0) und U ein irredu- 
zibler H-Modul iiber K, der ein nichttrivialer (H n No)-Modu~~y alle i E (1 s . ..) tj 
mit H n N, = Ni ist, so existiert ein irreduxibler, treuer G-Modul V iiber K depart, 
daJ pi ein Faktormodul von V, ist. 

Dabei kann im Fall H n S C C,(U) der Mod& V so gewiihlt werden, day V,, 
einen Te~lrnod~~ T mit H n S d C,,(T) besitzt. 

Beweis. Sei die Numerierung der Ni so durchgeftihrt, da8 

(i) H n Ns = Ni fiir i = 1 ,..*, I, 

(ii) H n N, C Ni und U ein nichttrivialer (f-I f7 N,)-Modul ist fur 
i = 7 + I,..., s, 
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(iii) H n N, C iVi und U ein trivialer (H n N,)-Modul ist fur 
i = s + l,..., t. 

Wir bemerken zuerst: 

(1) U besitzt einen irreduziblen ((H n NJ x *.. x ,(H n NJ)-Teilmodul 
U,, , der von keinem der H n Ni (i = l,..., s) zentralisiert wird: 

Ist namlich U,, irgendein ((H n Ni) x ... x (H n NJ)-Teilmodul von U, 
so kann keines der H n Ni (i = l,..., s) trivial auf Us operieren, da sonst wegen 
H n Ni a H der .H-Teilmodul C,(H n NJ von U bereits mit dem gesamtem 
irreduziblem H-Modul U entgegen der Wahl der Ni fur diese i iibereinstimmen 
wiirde. 

(2) Das in (1) gefundene U,, ist nach Wahl der H n N, fur i = s + l,..., t 
ein trivialer ((H n N,,,) x a.* x (H n N,))-Modul, insbesondere invariant 
unter dieser Gruppe und damit invariant unter H n S. ((U,),,$ besitzt 
einen irreduziblen Teilmodul W, , auf dem keines der H n Ni (i = l,..., t) 
trivial operiert: 

Yei fiir i = Y + l,..., t die Untergruppe K, von NE komplementar zu H n Ni . 
Dann iiberlegt man sich leicht (unter Verwendung der Zerlegung von 

in eine direkte Summe von Vektorraumen (vgl. [ll, Kap. V, $161) und mittels 

W n S, K,,, x **. x KJ = l), da13 ((U,,),,,)~ g A @B gilt, wobei A s 

(~&Ins (ein Modul fur H n S), B g KIKT+I x **a x Kt] (ein Modul fur 
Kv+l x *** x K,)undA@BeinModulfiirS=(HnS) x (K,,, x ... x KJ 
ist, und zwar mit der iiblichen komponentenweisen Operation, die wir schon im 
vorangegangenen Lemma betrachtet haben. Mittels elementarer Methoden der 
linearen Algebra sieht man durch eine Reduktion auf Sylowgruppen, dal3 

K,, x ..* x Kt einen Normalteiler RZ mit zyklischer Faktorgruppe hat, wobei 
zusatzlich Ki n MC M fiir’i = s f l,..., t gilt. Damit zeigt sich die Existenz 
eines irreduziblen (K,,, x *a. x K,)-Teilmoduls U, von B mit 

C K,+,x...xK,(~I) = K,,, x ‘*’ X K, X hf. 

Insbesondere operiert keines der Ki Z Ni fur i = s + l,..., t trivial auf U, . 
Sei schlieDlich W, ein irreduzibler S-Teilmodul von A @ U, (nach dem 

vorher Gesagtem also von ((U,,),,Js). D as vorangehende Lemma liefert 

C(~~hr,)~...~(~~lv,)(Wo) = C(Hn~~j;)x...X(Xr\N,jO; 

deshalb operieren N1 ,..., N, nichttrivial auf W, . Aus ahnlichem Grund 
operieren fur i = s + I,..., t mit den Ki such diese Ni nichttrivial auf W, . 

Wir konnen jetzt die Behauptung des Lemmas beweisen: 
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Den gesuchten Modul ‘J finden wir als irreduziblen 
invarianten Unterraum CZEG W,x des induzierten MO 
Mackeys Satz V. 16.9 aus [ll] besitzt namlich W, = ((UH)c)s einen zu (UH,,js 
isomorphen direkten Summanden, so da13 W einen S-invarianten Teilraum Ysr, 
hat, welcher zu dem unter (2) gefundenen S-Modul W, isomorph ist. Ein Satz 
von Nakayama [I 1, V. 16.91 liefert die Existenz eines zu 61 isomorphen Faktor- 
mod& von i7*1 . Zum Nachweis von C&(v) = 1 schreiben wir I’, (bis auf 
Isamorphie) als direkte Summe von S-Moduln (W,+Y)~ , die x Elemente einer 
Teilmenge k von 6. Dies ist aufgrund der Wahl von ‘c/ innerhaib 
miiglich: &Ian beachte die Irreduzibilitat der W,x und die Satze vo 
und Jordan-Holder. Da der S-Modul W, cxs ((Wox)s)x-l f$r ein x E;L in XTs 

kommt, liegt C,(7/,) in W,). Nach Konstruktion von kv, enthalt daher 
(V) keine der Gruppen nach unserer Voraussetzung an die Xi also 

inen minimalen Wormalteiler von G. Die erste Aussage des Lemmas ist nun 
nachgewiesen. 

Sei zum Beweis der zweiten Aussage die Voraussetzung 
erfti’iliit. We bereits erwahnt, kommt I/v, (bis auf Isomorphic) al 
TY * s var. Teilraum T = CyEH W, y von J’ ist dann inva-’ 
Ferner HS(T) 2 ngEH C,(W, y) = nuGH MY (M wie im 
definiert-man beachte im Folgenden s + 1 = 1 fiir das s aus (ii)), so dal? m?: 
f%! such C,,(T) den Normalteiler N n S von i%S enthiilt. T hat also aHe: 
behaupteten Eigenschaften, und wir haben such die zweite Behauptung des 
Lemmas bewiesen. 

Lemma 1.9 kann z.B. angewendet werden, urn einen vereinfachten Beweis de:3 
Satzes 1.4 aus [3] von Dade zu erstellen. 

2. ELEMENTARE BEMERKUNGEN EMBER SCHUNCKKLASSEN UND FORMATIONEX 

Eine Schunckklasse ist bekanntlich eine Q-abgeschlossene Klasse 3% van 
Gruppen, die eine Gruppe G immer dann schon emhalt, wenn alle primitiven 
Faktorgruppen von G in X liegen. Schunck charakterisierre diese Gruppen- 
klassen ais genau diejenigen, zu welchen in ailen Gruppen ~-~rojek~or~~ 
eslstieren; dabei he& H C G ein P-Projektor von G, falls ‘V/M Z’--maxima; 
in G/IV ftir alle i”i~ G ist. Daneben hat eine andere Kennzeichmmg der 
Schunckklassen Bedeutung erlangt. Urn sie beschreiben zu kiinnen, stelien VAT 
einige Definitionen aus [4] zusammen: 

2.1 DEFINITION. (a) Bezeichne # eine Schunckklasse. Dann seien 

a(&) = (L! ! A ist primitive Gruppe mit N 0 

b(2q = (3 E a(zP) 1 B/F(B) E se>, 

c(iq = (3/F(3) / 3 E b(%q). 
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Ferner sei fiir Primzahlmengen T wie die zuvor definierten Klassen a,(z), 
b,(X) und c,,(s) definiert,wobei aber nur primitive Gruppen A beziehungsweise 
B mit F(A) = O,(A) bzw. F(B) = O,(B) f iir ein p E T betrachtet werden. Die 
Ausdriicke a,(%‘), b,(H) und q,(X) (p eine Primzahl) definieren sich nun selbst. 

@) Fur jede Grupp en kl asse x sei h(s) = (G j Q(G) n % = a). 

(c) Eine Gruppenklasse 9 heifit ein Rand, falls G s a stets Q(G) n ~29 = 
(6) impliziert. 

Rander sowie die in (a) definierten Klassen a(X) und b(s) enthalten kon- 
ventionsgemal3 nicht die Einsgruppe. 

Nach Doerk [4, 1.21, gilt: 

2.2 SATZ. Durch b und h werden zueinander inverse Bijektionen von der Klasse 
H aller Schunckklassen auf die Klasse aller Riinder (bzw. umgekehrt) de$niert. 

b(S) hei@ der Rand der Schunckklasse Z, h(9) die Klasse der g-perfekten 
Gruppen. 

Der Begriff des Randes ist nicht nur deshalb wichtig, weil er die Miiglichkeit 
vermittelt, auf einfache Art Schunckklassen zu konstruieren, sondern such zur 
Kontrolle der Relation des starken Enthaltenseins auf W: 

,2.3 SATZ (Doerk [A, 2.21). Fiir X, g EH wird 3” < 9 (9” stark enthalten in 
9) durch 

X E Proj&G) =+ XC Y fiir ein YE Proj,(G) 

(oder, wegen der Konjugiertheit der Projektoren iigzcivalent, durch 

YE Proj,(G) a Y C X ftir ein X E Projx(G)) 

definiert. Dann ist X < V mit b(g) _C a(%) gleichwertig. 

Da fur alle Schunckklassen X stets b(z) C a(%) gilt, bedeutet die Aussage 
b(g) C a(T) eine stirkere Einschrankung von %Y als von 9”. Zwar l&t sich der in 
der Aussage 6(g) _C a(X) enthaltene Mange1 an Symmetrie beseitigen, doch nur 
urn den Preis einer Abschwachung von 2.3, die fiir fast alle Zwecke nutzlos ist. 
Wir beweisen: 

2.4 KOROLLAR. 9” < 2f und a(g) 2 a(.%“) sind tiquivalent. 

Beweis. 1st X < 9Y, so enthalt ein Y-Projektor von A E a(g) einen X-Projek- 
tor von A. Offenbar folgt A E a(X). Gilt umgekehrt a(g) C a(%), so folgt mit 
b(g) C a(g) und 2.3 S Q $5’. 

Es w&e interessant, eine Beschreibung der Gruppenklassen X, die von der 
Form X = a(S) fur ein # EH sind, zu haben. Analog zu Doerks Satz 2.2 
gilt namlich: 
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2.5 Bemerkv=lzg. Durch a und h werden zueinander inverse Bijektionen von 
auf die Klasse {a(-#) [ % E ) (bzw. umgekehrt) definiert. 

Beweis. Man iiberlegt sich mittels der einschlagigen Definitionen leicht 
h(a(*)) = 2 fiir alle Yz? E Daher ist a eine Bijektion, und bz ist offenbar 
invers zu a. 

Die in Sektion 8 untersuchte Verbandsstruktur iron lid3 sich mittels 2.5 
innerhalb (a(H) / 2 EH) etwas iibersichtlicher als mittels 2.3 irmerhaib der 
Klasse aller Rander beschreiben. Man iiberlegt sich namlich leicht: 

2.6 Bemerkmg. Fiir alle %, g E H gelten 

a(% v SY) = ~(2”) n a(CQ 

a(% A “Y) = 
.l,,“!i!,,,i,, a(3h 

Dabei ist die zweite der obigen Gleichungen eine Konsequenz der Giiltigkeit 
der ersten such fiir beliebige Teiimengen T von an Stelle von {T, gy). 
erwahnte Asymmetrie in % < UY kommt such bier wieder zum Ausdruck, 
indem die Beschreibung von X A %“, verglichen mit derjenigen von B v %Y, nur 
wenig iibersichtlich ist: Die Forderung a(%) u u(Yy) C a(F) an B ist ka;m 
iiberschaubar. 

En in dieser Arbeit haufig niitzliches Beispiel fur eine Anwendung von 2.3 ist 

2.7 KATZ. &uivalent sindfiir .# E 

(i) .Y$%? = H. 

(ii) .z < se. 

(iii) &(j/i”) = m . 

Insbesondere ist die dwch b(3P) = b,(X) d $ e nier.te Schunckklasse 2~ eine sowohl 
2 als asch 5$, stark enthaltende Schunckklasse. 

Mit 9?! bezeichnen wir stets die durch b(Pfl) = {Zn 1 p in> definierte 
Schunckklasse. Diese Klasse la& sich beschreiben als (G ! p 7 j G/G’ / fur alle 

1 G = W(G)) und wird die K der T-perfekten Gruppen 
genannt. Fiir alle Gruppen G gilt Proj,T(G) = 

iSberlegungen ahnlich denen in Sektion 6 ten darauf hin daR die 9 c 
die einzigen Schunckklassen sind, fiir welche 9$%? bei beliebigem 2 E 

97 

wiederum Schunckklasse ist. Wir vermerken fur spatere Anwendungen: 

2.8 Bemerkung [4, 2.71. 1st &? eine Schunckklasse, so ist such 9$X eine 
sol&e, Dabei gilt fur alle Gruppen G 
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Eine Formation ist eine Q- und qabgeschlossene Gruppenklasse. 1st .X 
irgendeine Klasse von Gruppen, so ist durch QR$~ bekanntlich die kleinste 
3’” enthaltende Formation gegeben, und X ist genau dann Formation, wenn 
Z = QR&&” gilt. Die besondere Bedeutung der Formationen fur die Theorie 
der Schunckklassen riihrt von dem folgenden Lemma her: 

2.9 LEMMA. Sei &? eine Schunckklasse, N ein p-Normalteiler einer Gruppe G, 
der durch die Untergruppe K in G komplementiert wird. K operiere treu auf N, es 
gelte also C,(N) = 1. Enthiilt K einen p-Projektor H von G, so liegt H/Q,(H) 
in R&Z). lnsbesondere ist H in der Formation Yn~~,,c&f) enthalten. 

(Die Voraussetzung des Lemmas ist z.B. fur Gruppen G E up(#) mit N = 
F(G) = S,(G) erfiillt.) 

Beweis. Sei 1 = N,, _C Nr _C *.. _C N, = N eine H-Kompositionsreihe von N. 
Aus elementaren Eigenschaften von Projektoren folgt mit H n N = 1 dann 
(H/C,(N,/Iv,-I>>(N~/Ni_,) E b,(z), d.h. W+%(N,/N~-l) E c&f). Wegen C.&Y C 
C,(N) = 1 ergibt sich n~ZIC,(NJN,-,) = O,(H), somit unsere Behauptung 
H/O,(H) E R&,(z). Nach unserer Vorbemerkung und aufgrund der wohlbe- 
kannten Tatsache, daR das Produkt 9rFa einer gegeniiber Normalteilerbildung 
abgeschlossenen Formation 9r mit irgendeiner Formation 97Z wieder eine Forma- 
tion ist, ist $QR,,c~(&~) eine Formation, und sie enthalt H. 

Einige elementare Eigenschaften eines fur unsere Arbeit besonders 
bedeutsamen Typs von Formationen fassen wir im nachsten Lemma zusammen. 

2.10 LEMMA. 2 sei eine Schunckklasse, $ eine Formation. Nach Al aus [5] 
ist dann such die Klasse X(x, 9) = (G 1 Proj&G) C 9’) wieder eine Formation 
(aber nicht notwendig eine Schunckklasse), selbst wenn # keine Formation ist. 
Dabei gelten 

sIX[s, 9TJ C X(&‘, 3$9C2) fiiy gegentiber Untergruppenbildung abgeschlossenes 
9 1. 

Ist ferner H E Proj&G), so sind G E X(2,9) und H E X(&‘, 9) (d.h. HE g) 
offenbar gleichwertig, mehr noch: Genau dann liegt G in X(#, 9)) wenn dies fi.iT 
iygendeine deq Zwischengruppen U zwischen H und G (H C UC G) xutrift; und 
mit G liegt such jede solche Zwischengruppe in X(2, F). 

Beweis. Einen Beweis dieses Lemmas erhalt man direkt aus den einschlagigen 
Definitionen zusammen mit den formalen Eigenschaften von Projektoren. 
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Formationen, die zugleich Schunckklassen sind, sind genau die E,-abge- 

schlossenen Formationen, die sogenannten gesattigten Formationen. Sie smd 
auBerdem nach Gaschiitz und Lubeseder die Formationen g der Gestalt 

F-I- f-Lx(~) %,%sp,Ip(P) n q,,, mit Formationen p(p). Diese h&en lokale 
Formationen, die J(p) eine lokale Erklarung van 9. Nach [3, 5 21 exjstiert zu 
lokalen sstets genau eine inklusive und voile (fur die Definition dieser Begriffe 
siehe etwa [3]) lokale Erklarung {J(p) j p E x(P)>; die zugehorigen f(p) 
bezeichnen wir durchweg mit 9(p). 

‘r ftigen hier ein Ergebnis uber gesattigte Formationen ein, in dessen 
B is einige im Folgenden sehr niitzliche Beweistechniken angedeutet werden, 
die z.T. such schon im (unveroffentlichten) Originalbeweis des Gaschiitz- 

- Lubeseder-Satzes [I 1, IrI.7.257 benutzt wurden. 

2.11 SATZ. Genau dann ist die Formation .Fgesa’tt& wenn gilt: 1st G E UT V 
ein G-Modul iiber GF( p) mit GV E S, der zu e&em GF( p)[G]-Block g&rt, so Mt 
$ir jeden GF( p)[G]-ModuE W aus dem gleicken Block GW E 9. 

Beweis. Dal3 eine gesattigte Formation die Bedingung aus dem Satz erftikillt, 
we& man mittels [ll, VI.7.211, und der Beweismethode von 4.5 (siehe unten) 
nach. 

1st umgekehrt jene Bedingung erfullt, so weist man F als lokal erkllrbare 
(und damit nach Gaschiitz ges&tigte) Formation nach: Man zeigt, daB die 
Formationen, 

S-(p) = Y&{G E c?F 1 Q,,(G) = lj, fails p / 1 P I fur ein di E g 

= @r sonst, 

eine (inklusive und volle) lokale Erklarung von Pbilden. Daz-3 ist vor ailem 
9-Q) C F nachzuweisen. 

Sei also G ~%(p)-9 von minimaler Ordnung. Der Fall G E PP wird wie 
iiblich (etwa mittels der Beweistechnik von 10.4) zum Widerspruch geftihrt. 
Sei nun G keine p-Gruppe. G hat genau einen minimalen No 
Liegt in g und S ist p-Gruppe. G/Q,(G) liegt in Q(H E 9-i 
damit ME z Q,,(H) = 1 eine Gruppe mit einem Normal 

ilt. Wir setzen T = (G/S) J, H mit v 
f(T) = 1, da O,,(N) = 1 und T E 

odul V iiber GF(p) mit T‘/I E gbesit 
komplementierbaren p-Hauptfaktor von pi und beriic 
wohlbekannter Satz von Fong und Gaschiitz besagt we 
GF(p)[T] nur der Eins-Block gehiirt. Da GF(p)iT] 
Modul aus diesem Block ist, liefert TV f 9mmit ucserer Voraussetzung bereitc 
TGF(p)[T] E Z Da T eine Faktorgruppe T/TG g G/S und GF(p)[T] &en 
T-Faktormodul GF(p)[T/TJ mit Kern T,, hat, folgt such (G/S)(GF( p)[G/S!) ~9 

eweisteil (2) van 3.1 (s. unten) zeigt schlieBlich G E z ein Widerspruch. 
Der Rest des Beweises bleibt dem Leser iiber&sen. 
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2.12 KOROLLAR (Lubeseder, s. [I 1, VI.7.251). Jede gesiittigte Formation ist 
lokal erkliirbar. 

Beweis. Dies haben wir beim Beweis von 2.11 implizit gezeigt. 

Zu gesattigten Formationen ssind in jeder Gruppe sogenannte SNormalisa- 
toren definiert. Eine Ubertragung ihrer Definition auf Schunckklassen ist 
unmoglich, doch gestattet eine Beschreibung der SNormalisatoren fur gesattigte 
Formationen Seine Ubertragung auf beliebige Schunckklassen, wobei allerdings 
die Existenzaussage verlorengeht. Mann nennt in [12] eine maximale Unter- 
gruppe U einer Gruppe G mit G = IIF s-kritisch fur die Schunckklasse Z, 
falls G/Coreo( U) $ &gilt, und definiert einen %Normalisator N von G als eine 
in Z liegende Untergruppe von G, die sich durch eine Kette H = U, L 

u, c ... 2 U, = G mit &‘-kritischen Untergruppen Use1 von Vi (i = l,..., n) 
mit G verbinden Ia&. Da G 6 Y? nicht notwendig &‘-kritische Untergruppen 
besitzt, braucht eine beliebige Gruppe keineti-Normalisatoren zu besitzen, doch 
impliziert die Existenz der Z-Normalisatoren in einer bestimmten Gruppe die 
meisten der iiblichen Eigenschaften solcher Untergruppen in der gegeben 
Gruppe. Wir verweisen fur n5ihere Einzelheiten auf [12] und bemerken, da13 
die dort gegebenen Beweise such innerhalb einzelner Gruppen richtig bleiben 
(wahrend Mann nur Schunckklassen Z in seine Untersuchung miteinbezieht, 
fur die in allen G 4 8 %-kritische Untergruppen vorhanden sind). Falsch ist 
jedoch eine Behauptung Manns in [12] im Zusammenhang mit lokal erklarbaren 
Schunckklassen. Wir notieren die Definition dieses Typs von Schunckklassen, 
da wir auf sie (wenn such nicht in Verbindung mit Normalisatoren) ohnehin 
eingehen miissen. 

2.13 DEFINITION. Eine Schunckklasse Z’, zu der Homomorphe (Q-abge- 
schlossene Gruppenklassen) X(p) f” ur alle Primzahlen p existieren derart, daB 
eine Gruppe G genau dann in # liegt, wenn G/C,(M/N) E Z(p) fur alle kom- 
plementiertenp-Hauptfaktoren M/iv von G gilt, heiBt lokal oder lokal erklarbar. 
1st Z(p) eine lokale Erklarung von Z? an der Stelle p, so ist H(p) n Z eine 
inklusive und 9&&(p) n 8) eine volle und inklusive lokale Erklarung. Wir 
bezeichnen fur lokale Schunckklassen Z@ mit Z(p) in dieser Arbeit immer eine 
(nicht notwendig eindeutig bestimmte) inklusive und volle lokale Erklarung von 
Z’. Ferner sei ;/e,(p) = Q{G/Q,(G) / G E Z?(P)} eine in Abhangigkeit von p(p) 
definierte lokale Erklarung. 

2.14 SATZ. @ bezeichne eine Schunckklasse. 

(a) Equivalent sind: 

(i) In allen Gruppen G $ X existieren s-kritische Untergruppen. 
(ii) X = E~QR~P~(X) mit der Klasse P,(Z) aller in 2 liegenden 

primitiven Gruppen. 
(iii) Z? = E&@- fur eine Formation 9. 
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Geniigt Z’ einer dieser Bedingungen, so sind die 3?-Normalisatoren jeder 
Gruppe G gerade die S-Projektoren der (MS)-Normalisatoren von G, wenn 
8 und 9 in der durch (iii) beschriebenen Beziehung stehen. 

(b) F” 1 k 1 kl” b ur o a er ar are &? sind iquivaient: 

(i) L@ = EoQRaPI-(%?). 

(ii) Ra(& T?*(p)) C S. 

Dabei sei (X*(p)) zu einer beliebigen inklusiven lokaren Erklasung {X(p)S 
von 2 wie in 2.13 gebildet. 

Beweis. (a) (i) * (ii): Da fur G E 2 im Fall Q(G) = li die Fittinggruppe 
von G em direktes Produkt von minimalen Kormalteilern IV1 ,..., iv, von G ist, 
fur welche die zugehorigen primitiven Faktorgruppen von G in .X liegen, und 

dariiber hinaus G E x,((G/C,(NJ)NJ wegen 0: WJ = 
) gilt, haben wir fur jede Schunckklasse L@ die Ink nS?iT 

umgekehrt G E ~~?if%),N~,..., N, 4 G mit flrXi i’V, = I und G/N, E A‘” 
Stir r’ == l,..., n. Wir haben @(G) = 1 wegen @(G/NJ = 1 ftir alle i. 1st M ein 
minimaIer Normaheiler von G, so existiert ein i mit II/I $Z N, . MN,/N1 ist dann 
der eindeutig bestimmte minimale Normalteiler von G/N1 E Pr(X); insbesondere 

M))M E &?. Da alle maximalen Untergruppen voc G einen geeigneten 
Normalteiier komplementieren, sieht man daher, dai3 G keine 

X-kritischen Untergruppen besitzt. (i) liefert G E Z. 
R~ Pr(&?) C 2 zeigt schlieBlich E@QR~, P,(Z) C j4c, 2nd (ij ist nachgewiesen. 

(ii) =z (iii) folgt trivial aus der bereits oben erjvahnten Tatsache, daD 
QR,LX? fur jede Gruppenklasse 37 eine Formation ist. 

(iii) 5 (i): Fur G $8 h b a en wir eine 3iP-kritische Untergruppe zu 
finden. Dazu darf Q(G) = 1 angenommen werden. Gilt (G/ 
E,F fur aile minimalen Normalteiler M von G, so hegen diese primitive Grrappen 
bereits in 9, und G liegt, ahnlich wie im Beweisteil (i) 2 (ii), in 

~~{(G/~~(~))~ 1 M minimaler Normalteiler von G) C R09C S. 

4s~ also G 6 jrp, so finden wir ein M mit (G/~~(~~))~ $ ST, und ein Romplement 
von M in G ist eine %?-kritische Untergruppe von G. 

ie Ietzte Behauptung unter (a) ergibt sich aus dern Enthahensein von IS@% 
in der gesattigten Formation MS--MF-kritische Untergruppen einer Gruppe 
sind deshalb stets erst recht E,F-kritisch--L?nd dem Ubereinstimmen van 
Z-Projektoren und S-Normalisatoren in Gruppen aus JVZ = Jc*s,SC dVS. 

(b) kann mit ahnlichen Methoden wie (a) bewiesen werden, wobei zi; 
beachten ist, daB eine Gruppe G E R~(& A?+(p)) mit Normalteilern iVI I.. ~, N, 
mit nr=r IV, = 1 und G/AJi E **(pi) eine zerfallende Erweiterung H = G 
besitzt; man betrachte V = @Fcl GF(p,)[G], H = GC’ und zeige 
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unter Beriicksichtigung der sich aus ihrer Definition ergebenden Eigenschaften 

der %(P). 

Entgegen Manns Behauptung in [12] existieren zu lokalen % i.a. keine 
%-Normalisatoren: Beispiele fur lokale Klassen % mit Ro( u, Z*(p)) Q 2’? lassen 
sich z.B. durch geeignete Gruppen aus R,,.%“- 3 (3 eine Schunckklasse, die keine 
Formation ist) von minimaler Ordnung konstruieren; fur explizit nachgerechnete 
Beispiele sei auf [12] verwiesen. Solche Gruppen zeigen iibrigens such, warum 
wir in 2.14 eine minimale lokale Erklarung benutzen mu&en und nicht irgendeine 
volle und inklusive lokale Erklarung wahlen konnten: h(up Z*(p)) C & kann 
ohne ~(9~ Z(p)) C Z gelten. 

Urn mit 8-Normalisatoren fur beliebige Schunckklassen 2 arbeiten zu 
konnen, ist es notwendig, eine nicht zu kleine Klasse von Gruppen zu kennen, in 
denen Z-Normalisatoren existieren. Trivialerweise gilt JVZ _C N(Z), wenn wir 
die Klasse aller Gruppen, die einen X-Normalisator besitzen, N(X) nennen. In 
JVZ stimmen allerdings die Z-Normalisatoren mit den &‘-Projektoren iiberein, 
weshalb wir nun noch mehr Gruppen in N(Z) finden wollen. 

2.15 DEFINITION. Fur jedes Homomorph Z werde rekursiv definiert: 

E;(s) = A? u {G/F(G) E X, C&W/N) = F(G) 

fur alle G-Hauptfaktoren M/N unterhalb F(G)}, 

E;+‘(%) = E,I (E; (x)) fur alle rzE N. 

Dann ist # c E:(z) c E;(s) c ... eine Kette von Homomorphen mit 
E:(z) C N(Z) fur alle natiirlichen Zahlen n, falls % eine Schunckklasse ist. 
Durch EF% = Unc~ p En(#) wird ein AbschluBoperator Et definiert, der jedem 
Homomorph % wiederum ein Homomorph E$# zuordnet. Dabei gilt fiir den 
in [8, 1.41, definierten AbschluBoperator E, und alle Gruppenklassen 3? die 
Gleichung Epx c Eg%. 

Die bekannte Struktur primitiver Gruppen zeigt, dal3 eine Gruppe 
G E E;(s)-2 van der Gestalt G = Z%(G) mit H n F(G) = 1 ist. Ist dariiber 
hinaus Z? eine Schunckklasse, so ist jede dieser Untergruppen H von G ein 
X’-Normalisator von G. 

Es sei darauf hingewiesen, dalj 

0’ # E;(s) c N(Z) fl (Mnc% - &“+lA?‘) 

gilt. 

2.16 LEMMA. Aus gn Q 9 = (QR~ , E&S # Yfolgt 9$ = 4. 

Bewek 9$ < 9 hei& offenbar b(9) C s”, . Trivial folgt x(9)’ C Z-. Sei 
p E ~(9) - V, G = FV E b,(9) beliebig, FE Proj,-(G), V = F(G). Dann ist 
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p ‘I j G 1) und F x 2, hat somit einen irreduziblen, treuen Modul 
GF(q) (s. 1.8). Die Gruppe H = (F X Z,)W lie in b(P), denn einer 
P x %D E g andererseits ist F x 2, , die von auf bewirkte Automor- 
phismengruppe, nicht in P(q) enthalten. Wir haben einen Widerspruch gewonnen 
and damit such ~(9) L rr gezeigt. 

3. ZWEI CHARAKTERISIERUNGEN vo?; 9? 

In diesem Abschnitt wollen wir zwei Charakterisierungen der Rlassen -5: 
angeben, deren erste wir spater zur Bestimmung aller Schunckklassen mit normal 
eingebetteten Projektoren benijtigen. 

3.1 SATZ. Sei g eine Schunckklasse oder e&e (nickt notwendig ge&ti,te) 
Fomatim deer Charakteristik ST, die folgender Bedtitigung ge&gt: 

1st G E z q eine PGxzak.1 aus r oder ein _Primteiler uon j G iI so liege stets a42 
&s regul&e Kranxprodukt Z, 2 6; in 9. 

Dam gift 3 = Yw . 

eweis. Wir zeigen zuerst: 

(I) 9-ccr. 

Ist namlich G E 9, q ein Primteiler van 1 G 1, so ist nach Voraussetzung such 
.ZQ a G eine Gruppe aus 3. Bekanntlich ist Z, t @ isornorph zum semidirekten 
Produkt von G mit seinem Gruppenring tiber GF(q). Daher enthtit die 

B &es Kranzproduktes einen Normalteiler B, mit (Zp 2 C)/E$, z 
!B,)~ G x Z,,undwirhabenZ,EQ~==~qx(~) =‘i~. 

Nun betrachten wir den Fall einer Formation Flund beweisen: 

(2) P- = E&F. 

Dazu nehmen wir das Gegenteil an und wahlen X E E~%-F minimal, X hat 
dann genau einen minimalen Normalteiler S. Dabei gilt S C B(X), und ist q der 
Brimteiler van j S (, so ist F(X) = O,(X); insbesondere gilt q / / X/S j. Wir 
setzen jetzt G = X/S, eine Gruppe aus e und folgern aus unserer Vorausset- 
zung Z, 1 G E 9 sowie 

Der Einbettungssatz I. 15.9 aus [l l] liefert nun einen Monomorphismus v van X 
in R; der s jenes Satzes zeigt noch mehr, namlich (X;p)S” = 
die Basis e des Kranzprodukts bezeich 
schliel3lich mit X such das Supplement Xg, vo 
ein bekannter Satz von Bryant, Bryce und Hartley aus [l] zeigt. Wir haben &en 
Widerspruch erhalten. 
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Der Beweis des Satzes wird vervollstandigt durch den Nachweis von: 

Eine Gruppe X E 5$-p von minimaler Ordnnng ware namlich-man 
beachte, daB aufgrund von (2) g nun in jedem Fall Schunckklasse ist-primitiv, 
ein Komplement G von F(X) Iage bereits in e und der Primteiler q von j F(X)] 
ware eine &Zahl. Dies lieferte einen Widerspruch, denn Z,l G E 9 besitzt 
eine zum semidirekten Produkt GF(X) z X isomorphe Faktorgruppe, wie die 
schon oben angesprochene Beschreibung von 2, t G als semidirektes Produkt 
von G mit GF(q)[G] sofort zeigt. 

Die Klassen Yn haben natiirlich die in 3.1 behandelte “Kranzprodukteigen- 
schaft”. 

Der Beweisteil (1) von 3.1 zeigt die Richtigkeit der folgenden Bemerkung: 
1st Z? ein Homomorph (eine Q-abgeschlossene Gruppenklasse), und gilt stets 
2, t G E 2, falls nur G E & und q ein Primteiler von / G /, so ist &’ Z Y&~~ . 
Jedoch reicht sogar die Kranzprodukteigenschaft aus 3.1 fiir ein Homomorph i.a. 
nicht aus, urn 2 = YZ zu erzwingen, wie ein Beispiel aus [9] zeigt. 

Unsere zweite Charakterisierung von Sp, stellt eine Verallgemeinerung eines 
Ergebnisses von Barnes und Kegel dar, welches besagt: 1st seine gesattigte 
Formation der Charakteristik n mit der Eigenschaft, daB in jeder Gruppe 
samtliche smaximalen Untergruppen bereits FProjektoren sind, so ist 
5 = 5$ . (Dieses Ergebnis gewinnt man mit Hilfe des Lubeseder-Satzes (2.12) 
sofort aus der Tatsache, daI3 fiir eine solche Formation 9 die SProjektoren 
einer rr-Gruppe G p-Sylowgruppen von G fur alle p E r(G) enthalten miissen.) 

3.2 KATZ. Die gesdttigte Formation 9genCge folgender Bedingug: Ist F eine 
9Gnaximale Untergruppe einer Gruppe G, die einen @-Nomalisator von G enthtilt, 
so ist F ein 9-Projektor von G. 

Dunn gilt 9 = Yfl mit r = x(9). 

Beweis. Offenbar geniigt es, F(p) = 9(q) fiir alle p, q E x(F) zu zeigen, 
denn dies hat F(p) = F(q) = e%(q) = Y,g(p), also 5(p) = Y&,-J , zur 
Folge. Wir fiihren die Annahme p(p) $ g(q) zum Widerspruch. Hierzu 
betrachten wir eine Gruppe F minimaler Ordnung aus s(p) - s(q). S = Fg(~), 
der einzige minimale Normalteiler von F, ist eine p’-Gruppe, da 9(q) voll ist. 
Folglich besitzt-man wende 1.9 an-F einen irreduziblen, treuen Modul U 
tiber GF(q). Mit G = FU ist dann FE Proj&G), denn da F(p) inklusiv ist, 
gilt FE& aber es ist G/C,(U) $9(q) nach Konstruktion von,G. Eine weitere 
Anwendung von 1.9 liefert einen irreduziblen, treuen G-Modul 1/ iiber GF(p). 
H sei das semidirekte Produkt Gv, W der reguIare H-Modul GF(q)[H] tiber 
GF(q), und X = HW. Dann gilt: 

(1) Ein %Normalisator von X hat die Gestalt FW, mit W,, C W; dabei 
ist W, in C,(S) enthalten: 
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F C @ C H ist eine Kette skritischer Untergruppen mit F E 9% Deshalb ist 
F ein %EormaIisator von H (s. Sektion 2). Da %Normalisatoren einer Gruppe 
bei Faktorgruppenbildung in 9-Normalisatoren der Faktorgruppe tibergehen, 
erhalt man zumindest, da8 ein .%Normalisator von X die Gestalt FW, mit 
WQ C W hat. Da ferner .%Normalisatoren von X genau die %zentraien Haupt- 
faktoren von X (s. [3] fur eine Definition) decken und die restiichen meiden, 
HF(Q) = SUV gilt, S eine q’-Gruppe und W eine abelsche q-Gruppe ist, 
folgert man W, c C,(S). 

Wir suchen jetzt smaximale Untergruppen von X, die FC,(S) (und damit 
nach (1) einen SNormalisator von X) enthalten. Zuerst berechnen wir einen 
den SProjektor F von G enthaltenden SProjektor PI von X mittefs dies fur 
gedttigte Formationen iiblichen Verfahrens, vrie es etwa in 13, 24 beschrieben 
ist. Dieses ergibt mit FV E y9,F(p) C 9 zuerst FV E rojF(H) und danach 

Fl = FVC,((FV)9(q)) E: Proj&X). 

Da ‘Ei ein nilpotenter Normalteiler von IW ist, gilt bekanntlich8’9@) C (IT)9(q)7 
insbesondere ist FF(~)[IJ9@), V] in dem Normalteiler (FV)y(~) von&T enthalten. 
Wir halten fest, an S = F9(@ erinnernd: 

(2) FL n W = Cw((FV)9(q)) _C C,(SV,) mit einem V, C V, fur das 
I f [FF(Q), V] C V, gilt. 

Sei nun Pa irgendeine FC,(S) umfassende smaximale Untergruppe von Ii=.. 
Nach unserer Voraussetzung sind Fl und F, in X konjugiert. Insbesondere gili: 
iFIf WI = i.Fzn WI > jC,(S)i. (2) liefert: 

I C,(SV,)l b I c&v. 

Dies ist ein Widerspruch zu S C SV,, , denn der Zentralisator einer Unter- 

gruppe Y von X im Gruppenring W = GF(q)[X] hat die Ordmmg qlx:ri, 
Dieser Widerspruch beweist den Katz. 

Der Beweis von 3.2 benijtigte nicht die voile Voraussetzung des Sataes, 
sondern nur die etwas schwachere Forderung: 

In allen Gruppen G E b39m6gen alle gmaximalen Untergruppen F von G, 
die einen 5Normalisator von G enthalten, gleiche Ordnung haben. 

Eine entsprechende Bemerkung gilt fur das folgende Roroilar: 

3.3 KOROLLAR. Die gessttigte Format&m 9 der ~~a~a~te~~st~~ T gem&e 
folgendeer Bedingung: 

1st F eine 9%naximale Untergruppe einer Gruppe G mit G = FG3, so gitt 
FE Projs(G). 

Dann ist s= sfl . 

Beweis. Da %Normalisatoren stets die Faktorgruppe G/G’ decken, ist die 
Aussage des Korollars eine Abschwachung der Aussage van Satz 3.2. 
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4. SCHUNCKKLASSEN MIT NORMAL EINGEBETTETEN PROJEKTOREN 

Die normalen Schunckklassen H--sie sind definiert durch die Eigenschaft der 
3-Projektoren jeder Gruppe G, Normalteiler von G zu sein-sind nach einem 
Ergebnis von Blessenohl und Gaschiitz (siehe such [4, 1.67) die Klassen 9r der 
rr-perfekten Gruppen, gebildet zu beliebigen Primzahlmengen r; der Rand einer 
derartigen Klassezkann namlich nur aus solchen primitivenGruppen bestehen, 
in welchen die &-Projektoren als normale Komplemente des einzigen minimalen 
Normalteilers mit der Einsuntergruppe iibereinstimmen, d.h. aus zyklischen 
Gruppen von Primzahlordnung, und umgekehrt sind fur b(Z) = {Z, ] p E 7~}, 
also Z = $ , die Z-Projektoren einer jeden Gruppe Normalteiler derselben: 
W(G) ist stets der (einzige) 9$-Projektor von G. 

Da die normalen Schunckklassen selbst die Deck-Meide-Eigenschaft (s. 4.1) 
besitzen, erlaubt es das in 2.8 besprochene Konstruktionsverfahren, zu jeder 
Schunckklasse Z mit Deck-Meide-Eigenschaft weitere Klassen mit der gleichen 
Eigenschaft zu bilden, namlich die Klassen 9$x fur die man die Deck-Meide- 
Eigenschaft an der Beschreibung ihrer Projektoren als Produkte des Yp- 
Residuums mit einem SProjektor abliest [4, 2.7, 2.81. Durch dieses Verfahren 
entstehen alle bislang bekannten Schunckklassen mit Deck-Meide-Eigenschaft 
aus den gesattigten Formationen mit ebendieser Eigenschaft. Dabei kijnnen zwei 
Typen solcher Klassen unterschieden werden: 

(i) Klassen der Gestalt Y$YCC; die 9$9$-Projektoren jeder Gruppe G 
sind sogar normal eingebettete Untergruppen von G (s. 4.1) denn ihre p-Sylow- 
gruppen sind p-Sylowgruppen von Or(G) oder von G, je nachdem, ob p in Y 
oder in Y liegt; 

(ii) Klassen der Gestalt 9W93,Yp; hier enthalten die Projektoren einer 
‘Gruppe G stetsp’-Hallgruppen von G. 

Die Klassen &!X? sollen in diesem Abschnitt unserer Arbeit als die Schunck- 
klassen mit normal eingebetteten Projektoren gekennzeichnet werden. Daneben 
interessiert uns die Frage, wie weit hierdurch das allgemeinere Problem der 
Bestimmung aller Schunckklassen mit Deck-Meide-Eigenschaft gel&t wird. 
Diesem Zweck dienen einfach zu iiberschauende Bedingungen an Schunck- 
klassen X, die zusammen mit der Deck-Meide-Eigenschaft sicherstellen, da13 die 
8-Projektoren stets normal eingebettet sind, und die umgekehrt als Konsequenz 
dieser Einbettungseigenschaft (wie such die Deck-Meide-Eigenschaftj erhalten 
werden. Im nachsten Teil dieser Arbeit ermiiglichen es uns d&se Bedingungen 
u.a., von allen Schunckklassen mit Deck-Meide-Eigenschaft, deren Projektoren 
nicht stets die in (i) angefiihrte Einbettungseigenschaft besitzen, nachzuweisen, 
daB ihre Projektoren der Forderung aus (ii) an p’-Hallgruppen genugen. 

4.1 DEFINITION. (a) Sei U eine Untergruppe von G, p eine Prim&l. 
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U heiRt p-Deck-Meide-Untergruppe von G, falls fur jeden ~-~auptfakto~ 
&I/i”? von G entweder M C UN oder M n U _C N gilt. 

UheiDtp-normal eingebettet in G, falls fur U, E yl,( U) schon u, E .!UP”3 
gilt; dabei bezeichnet HG den normalen AbschluD (HZ / x E 6) einer Unter- 
gruppe N in 6. 

1st U p-Deck-Meide-Untergruppe (p-normal eingebettet) in G fur alle 
Primzahien p, so wird 17 Deck-Meide-Untergruppe (normal eingebettet) 
genannt. 

(b) Sei 2 eine Schunckklasse. 

Wir nennen 2 eine p-DM-Klasse (p-NE-Klasse), wenn fiir alle CYruppen G 
ein-und dann jedes--W E Proj&G) p-Deck-Meide-Untergruppe (p-normal 
eingebettet) in G ist. DM-Klassen beziehungsweise NE-Klassen werden in 
nahehegender Weise definiert. 

(c) Unter p-E-Klassen wollen wir Schunckklassen 8 mit C,(Z) C 5$* 
verstehen. 

Unsere Definition des Begriffs NE-Klasse stimmt nicht voilig mit der van 
Schaller in 1131 eingefiihrten tiberein. Schaller fordert vielmehr fur NE-Klassen 
% neben dem normal Eingebettetsein ihrer Projektoren noch, da8 X(2, L$) 
(s. 2.10) fur alie P rimzahlen p gesattigt sei. Wir wollen hier zeigen, da6 fiir 
p-NE-Klassen 2 die Formationen X(8 Y9,) b ereits gesattigt sind und k&men 
dann mittels einer iibersichtlichen Beschreibung der lokaien ~rk~~ru~~e~ dieser 
Formationen die p-NE-Klassen unmittelbar bestimmen. 

4.2 LEMMA. Sei 3? e&e Schuclzklasse, p eine PTimza 
x(x yp,) SOWie k(p) = x(z QR&&f?) f? yp*),~ 

(4 % = a, falls c&Z?) n ZQ = 0 

= $7Pqp), falls cz)(A?) n 9?g f iz(. 

(b) Equivalent sind: 

(i) Z9 ist gesdttigt. 

(ii) Ist die p’-Gruppe H ein&‘-Projektor im semidirekten Frod~kt van Hmit 
einem treuem H-Modul V, iiber GF(p), so gilt Gleiches in. allen semidi~ekt~~ 
Produkten von H mit beliebigen H-Mod& Vz iiber GF(p). 

(iii) 9$5(p) = k(p). 

(c) Fiir gesiittigtes A& ist ZD(p) = A(p) und Zp(q) = A$ f6r q # p. 

(d) Ist Z eine p-E-Klasse, HE Proj&G) und P eine H-invariantep- Unter- 
gruppe van G mit H n P = C,(P) = 1, so gilt H E LY&T~~; bei ges&tigtem X9 ist 

unter den gleichen Voraussetzungen sogar HE 9,) . 

481/j j/K-l2 
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Beweis. (a) Nach 2.10 gilt jedenfalls Sp,, _C Y3,& = ZD . 

Fall 1. c,(Z) n 5$ = QT. In diesem Fall ist eine Gruppe G E &$ - 5Q von 
minimaler Ordnung primitiv mit F(G) = O,(G). Fur H~Projx(G) erzwingt 
die Minimal&t von 1 G 1 zusammen mit 2.10 schon H f HF(G) = G, was zu 
dem Widerspruch G E b,(s), HE c,(Z) R 5’$$, fiihrt. 

FaZZ 2. c,(8) n Yac f 0. Jetzt ist c,(Z) n Yp* C L(p), insbesondere gilt 
R(p) =f 0. Gem33 2.10 ist /z(p) C SD, so da13 wir aufgrund des zu Beginn 
Bewiesenen nur noch &* _C Y&QJ) zu zeigen haben. Sei also die Gruppe G ein 
Gegenbeispiel minimaler Ordnung zu dieser letzten Behauptung. G besitzt genau 
einen minimalen Normalteiler S, und dieser ist p-Gruppe; H ~Proj&G) ist 
p’-Gruppe. 1st G primitiv, so bewirkt die Minima&at von j G 1 wieder G = 
HS E b,(Z), ein Widerspruch; wgre namlich HS # G, so folgte aus OJHS) = 1 
schon HS E /Z(p). 1st aber G nicht primitiv, so gilt S C a(G), G/S E yV,&) 
mit O&G/S) = 1, und es stellt sich erneut-mit H E Yp, , d.h. H n S = I-ein 
Widerspruch ein. 

Fiir den Rest des Beweises kiinnen wir c~(Z) n Y$ # .@ annehmen, da 
andernfalls samtliche Behauptungen trivialerweise richtig sind. 

(b) (i) 3 (ii): Fur gesattigtes, nach dem Satz von Lubeseder also lokal 
erklarbares Zp liegt die in (ii) auftretende Gruppe H bereits in x3(p), da 
O,,,(HV,) = O,(HV,) = V, wegen C,( V,) = 1 gilt. Es folgt HV, E LQ’$(p) _C 
Zg , mithin HE Proj.&HVJ. 

(ii) + (iii): Die Gruppe G sei ein Gegenbeispiel minimaler Ordnung zu der 
allein zu beweisenden Inklusion Yp&(p) _C 4(p). Sei H, E Proj&G). G hat genau 
einen minimalen Normalteiler S, und S ist p-Gruppe. 2.10 erlaubt die Annahme 
G = H,, E #. G zerfallt nun wegen G/S E &’ n A(p) C ti n YDl in ein Produkt 
aus einer p’-Hallgruppe X und einem irreduziblem, treuem X-Modul Vs iiber 
GF(p), namlich V, = S. Wegen Xr G/S E R(p) finden wir eine Gruppe H, 
die 0.B.d.A. in x liegt (andernfalls werde sie durch ein Element von Proj&H) 
ersetzt), und Normalteiler N, Nr ,..., iV, von H mit H/N g X, H/N< E 
c~(&‘) n Yp, und flr=r Ni = 1, insbesondere also HE Yp, . Zu H/N6 gibt es 
irreduzible, treue Moduln lTi iiber GF(p) mit (H/NJ Wi IBM. V, = 
@E”=, W, , ein H-Modul iiber GF(p) mit C,( VI) = (-$!!r C,( Wi) = 1, hat die 
Eigenschaft HEProj&HVJ. (ii) liefert HEProj&HVJ, wobei V, in natiirlicher 
Weise als Modul fur H mit C,( V,) = N aufgefaBt wird. Es folgt XEProj&XV& 
ein Widerspruch. 

(iii) 3 (i): Dies ist trivial, da jede lokal erklarbare Formation gesattigt ist. 

(c) folgt sofort aus (a) und (b). 

(d) HE 5$ZQ ist eine einfache Konsequenz von 2.9. HE YDp fiir 
gesattigtes &$ folgt ebenfalls aus 2.9 mit YDk(p) = Yp#p(p) Z #$ . 
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Die in 4.2 festgeiegte Bezeichnungsweise Z9 bzw. A(p) fur X(8% LQ) bzw. 

x(% QR&p(*) n 9~)) wollen wir such im Folgenden beibehalten. Ferner 
setzen wir fest: Z(p’) = QR,(c~(#) n Ypr). 

Wir wenden uns jetzt der Beschreibung einiger Eigenschaften derp-E- 
P mit gesattigtem tip zu, die einen ersten Hinweis auf eine Beziehxng dieser 
Klassen zu p-NE-Klassen andeuten. Dabei stellen wir zuerst einmal fest, da0 

lassen in gewissem Sinne p-lokal erklarbar durch Formationen sind, und 
rch die Formationen Z(p), die fiir p-E-Klassen mit QR&(2!?) iiberein- 

stimmen. Diese Formationen beschreiben natiirlich nicht mehr die Automor- 
phismengruppen, die auf p-Hauptfaktoren von Gruppen aus Z? induzier: 
werden-wie dies auf die inklusiven p-lokaien Erklarungen gesattigter Forma- 
tionen zutri&-sondern geben vielmehr diejenigen Atitomorphismengrcp7en 
an, die auf komplementierbaren p-Eauptfaktoren van Gmppen aus L@ gerade 
nicht mduziert werden konnen: Dies ist der Inhalt von 4.2(b); die Beschr&&ung 
auf kompiementierbare Hauptfaktoren ist bei behebigen Schranckklassen im 
Gegensatz zu gesattigten Formationen natiirlich dadurch bedingt, daB genair bei 
gesattigten Formationen % auf frattinischen Hauptfaktoren van Gruppen aus 
2 dieselben Automorphismengruppen bewirkt werden wie auf komplemen- 
tierbaren-vgl. etwa 2.11. Obige Aussage stellt em Analogon des Dadeschen 
Satzes 2.9 aus 133 dar, denn sie la& sich mittels 4.2(d) fur p-E-RBassen mit 
gesattigtem &$ in der Terminologie von [3] such wie folgt formuheren: Die 

ren einer Gruppe G meiden genau die &$-zentralen komplemen- 
auptfaktoren von G. Die gleiche Analogie spiegelt sich wider in der 

unten gegebenen Beschreibung der 8Projektoren fur al&e & die 2.6 aus 
[3] vergleichbar ist. Die Bedingung c,(s) C LQ wir hier vorlaufig nicht 
benijtigt, sondern durch Einschrankung unserer uberlegungen auf Gruppen aus 
5$(&’ n YP,) ersetzt. Wo notig, werde im Falgenden &Q’) # @ angenommen. 

4.3 LEMMA. Sei ~-9 eine Schumkklasse, p eine P&m&. 1st HP gesiittigt, C 
eke Gmppe arcs Yp(Z n Ppt) und X E Hall,(G), so ist der (eimde~t~g bes~~~~~e~ 
X entka~t~~e &?-Projektor van G zlon der Form X[ 

eweis. Wir kiirzen O,(G) durch P, [P, X*(8’)] durch R ab und beginnen tit 
Festellung XK E &?: 

Es gilt namlich X g G/P E x und die Annahme XK # L%? liefert die Existenz 
eines durch XL/L komplementierten Hauptfaktors .iY,K von mit 

also X*(11’) C Cx(K/L). Anders ausgedriickt bedeutet das 

[p, ~WP’), X3’e(~‘)] = [K, XH’P”] CL C = [P, X+@~p’)], 

entgegen P E Ys , X*(P’) E Ypt und X2(@) C 
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Es gilt K 4 (P, Xx(*‘), X) = G, und XK/K ist Z-maximal in G/K = 
XO,(G)/K, denn G/X W(p’)K E Yg(#(p’) n 2) _C 9@‘(p) (~2.10) hat zur Folge, 
da aufgrund des Gesattigtseins von ZD nach 4.2(b) Y’&(p) = R(p) C Zp gilt, 
da0 SProjektoren von G/X z(p’)K (und dann such solche von G/K) p’-Gruppen 
sind. 

Insgesamt ergibt sich jetzt die #-Maximalin% von XK in G, was wegen 
G = X0,(G) E LZ@b k e anntlich sogar XK E Proj&G) bedeutet. 

Bevor wir unser Hauptergebnis iiber Schunckklassen & mit gesattigtem Zp 
beweisen kiinnen, haben wir noch eine Eigenschaft p-normal eingebetteter 
Untergruppen zu behandeln, die grundlegend fur den Nachweis von EGzp = Xp 

fur p-NE-Klassen % ist. 

4.4 Bemerkung. 1st Up-normal eingebettet in G und N ein p-Normalteiler 
von G, so gilt U n N = U, n N = USC n N 9 G. Hieran ist insbesondere zu 
erkennen, daB U p-Deck-Meide-Untergruppe von G ist. 

Der Beweis von 4.4 ergibt sich sofort aus elementaren Eigenschaften von 
Sylowgruppen und wird deshalb hier nicht ausgefiihrt. 

Die Forderung, da8 aus O,(G/N) 2 M/N 4 G/N stets UN/N n M/N a G/N 
folge, ist fur beliebige Untergruppen U einer Gruppe G jedoch keineswegs 
ausreichend, um U als p-normal eingebettet nachzuweisen, wie man am Beispiel 
primitiver Gruppen G mit P;(G) = O,(G) undp [ 1 G/F(G)1 sieht, wenn man U 
als Komplement zu F(G) wahlt. Stellt man dieselbe Forderung aber fur eine 
Schunckklasie % an die #-Projektoren in jeder Gruppe, so erhalt man eine 
p-NE-Klasse &‘, wie unsere Ergebnisse zeigen werden. Der Grund hierfiir ist 
neben Anderem darin zu sehen, dal3 eine solche Forderung T? bereits als 
p-E-Klasse mit gesattigtem Zp ausweist (4.9), wodurch Situationen der oben 
angegebenen Art ausgeschlossen werden. Dal3 es sich hierbei wirklich urn eine 
globale Eigenschaft der Schunckklasse Z handelt, wie der Beweis von 4.9 
vermuten la&, und nicht urn Eigenschaften bestimmter Untergruppen innerhalb 
einer festen Gruppe, zeigt das oben angefiihrte Beispiel; dort hat U zumindest alle 
formalen Eigenschaften eines X-Projektors von G fiir eine Schunckklasse 3: 
Wir haben U E Proj%(G) fur die durch b(x) = (G) definierte Schunckklasse 3’. 

Eine Antwort auf die soeben angesprochenen Fragestellungen werden wir 
durch die Untersuchung der Klassen tip fur p E-Klassen ~8’ erhalten. 

4.5 SATZ. Sei S eine Schunckklasse, p eine Primxahl. 
Genau dann ist tip gesiittz$, wenn in allen Gruppen aus Yp(& n L$) die 

&‘-Projektoren p-normal (iiquivalent: normal) eingebettet sind. 

Beweis. 1st pp gesgttigt, so sind in allen G E Yp(Z n Yp,) die SProjektoren 
nach 4.3 p-normal eingebettet, denn der in der Aussage von 4.3 auftretende 
Kommutator ist, wie im Beweis von 4.3 erwahnt, normal in G. Da in dieser 
Situation die Z-Projektoren p’-Hallgruppen umfassen, sind sie sogar normal 
eingebettet. 
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kimgekehrt seien die Z-Projektoren in allen Gruppen aus -5$(% n L$,j 
p-normal eingebettet. Wir weisen (ii) aus 4.2(b) nach. Dazu seien H, VI und V2 
wie in 4.2(b), (ii) gegeben. 1st H 6 Proj~(HV,), d-h. nicht A?‘-maximal in 
so existiert ein irreduzibler H-Modul W iiber GF(p) mit H~/E %. Urn 
Widerspruch zu erhalten, diirfen wir V, durch W ersetzen. 

Wir betrachten nun die Gruppe G = HI’, und bilden alle projektiven Moduln 
im Weiteren beziiglich dieser Gruppe und GF(p). Zuerst ve 
wegen C,(V,) = 1 der Normalteiler T1 von G schon mit 
tibereinstimmt, insbesondere Q,(G) = 1 gilt. Nach einem wohlbekannten 
Resukat v Fong und Gaschutz gehijrt daher zum Gruppenring GF(p)[G] 
genau ein ck. Folglich gibt es zu je zwei irreduziblen G-Moduln vO und IT2 
weitere irreduzible G-Moduln V, = HO, U1 ,..,, eT, = v2 iiber Gp(p) derart. 
da8 fur i = I,..., n die Mod& P(Ui-,) und P(t’,> (s. 1.2) eicen gemeinsamen 
6-Kompositionsfaktor Wi besitzen. 

Als v,, wahlen wir hier einen irreduziblen Teilmodul des eingangs einge- 
ftihrten H-Moduls Vi; V, sei der anfangs beschriebene irreduzibie H-Modul 
nit HIT2 E &?‘. Beide H-Moduln lassen sich in natiirlicher eise zu G-Moduln 
mit J’i im Kern machen und bleiben als solche irreduzibel. Wir zeigen die 
folgende Implikationskette: 

NU, E s? e- HP(U> E 2 *HW’,EX=-HU,-,ES, 

land gelangen dann vermijge einer Induktion nach der Lange 
L’a = r/, verbindenden Kette der Ui zu dem Wi 

Sei also Hsi, E A?. Der Modul(P( U,)), ist nach 
reduzibler H-Modul, da HE yDa vorausgesetzt war. Folglich besitzt 

adG(~~u~~))~ ein zu (u& isomorphes Komplement in (P(k7n))w , das wir 
wreder mit U, bezeichnen. Das Produkt dieses hi, mit H liegt in einem .%‘- 
Projektor X von GP(U,J, wobei X = H(X n P(U,)) gilt, da X den F&or 

WwJlP~ UvJ EH VI meiden mu& Aus U, C X n P(U,) und der Voraus- 
setzung unseres Satzes folgt UnG C X n P(U,) (man berucksichtige 4.4), und da 
die elementaren Eigenschaften projektiver, direkt unzerlegbarer G3(p)[CT- 
Moduln UnG = P(U,) zur Folge haben, erg t sich insgesamt X = HP(U,). 
Insbesondere wissen wir nun HP(U,) E 2. a aber P(LTn) als Modul fur H 
vollstandig reduzibel ist, mithin einen direkten Summanden lTn besitzt, liegt 
au ie Faktorgruppe HW, von HP( U,) in A?. 

nn man hier 1.4 anwenden will, so kann man sofort---wie Hpv?, E 2 aus 
MU, E Z-aus HWn E T? such HU,-, E A@ herleiten.) 

Wir sehen schliel?&ch, da Wn such G-Kompositionsfaktor von P(U+J war, 
dal3 ein H enthaltender &?-Projektor Y von GP(U+,) einen Durchschnitt 
ungleich 1 mit P(U+,) haben mui% Das p-normale Eingebettetsein von IT in 
GP(U,-,j bewirkt daher, da8 der einzige irreduzible G-Teilmodu! 
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in Y n P( U,-,) liegen muD, woraus wir ahnlich wie zuvor HI-l,-, E Z ableiten 
k6nnen. 

Was ergibt sich, wenn in der Aussage von 4.5 y9(# n gp,) durch 9$% 
ersetzt wird ? 4.4 und die sich daran anschlienenden Bemerkungen geben in 
Verbindung mit 4.5 AnlaB zu der nachstehenden Definition. Die durch sie 
definierten Schunckklassen scheinen uns neben den p-NE-Klassen (die von 
ersteren eingeschlossen werden) von selbstandigem Interesse zu sein. Unser 
nachstes Ziel ist deshalb eine einfache Kennzeichnung dieser Klassen, wozu wir 
die Charakterisierung der p-NE-Klassen fur eine Weile unterbrechen. 

4.6 DEFINITION. 2 heiBe eine Schunckklasse mit schwach p-normal einge- 
betteten Projektoren, wenn HE Proj,&G), O,(G) 2 Nd G stets H n N a N 
zur Folge hat; selbstverstandlich reicht es hier aus, sich auf N = O,(G) zu 
beschranken. 

Das nachste Lemma wird uns, besonders in Sektion 5, mehrfach von Nutzen 
sein. 

4.1 LEMMA. Die folgenden Aussagen sind aquivalent: 

(i) S? ist p-E-Klasse mit gesattigtem Xv . 

(ii) Ist HE Proj&HV,) f’ air einen treuen H-Mod& V, iiber GF(p), so gilt 
H cz Projp(HVJ fiirjeden H-Modul V, iiber demselben Kiiuper. 

Eine weitere gleichwertige Aussage erhalt man, wenn man in (ii) V, als vollstiindig 
reduzibel undloder V, als irreduzibel annimmt. 

Beweis. (i) = (ii): Nach 4.2(d) ist HE 9p~ , und die Behauptung steht dann 
in 4.2(b). 

(ii) * (i): Nach 4.2(b) ist T& gesattigt. 1st G E b,(S), HE Projp(G), so besitzt 
H einen (irreduziblen) treuen Modul V, iiber GF(p), namlich O,(G), mit 
HE Proj&HV,). Ware p 1 1 H /, so gabe es einen H-Modul V, i.iber GF(p) mit 
HV, E 2: Man wahle als Va irgendeinen komplementierbaren p-Hauptfaktor 
M/iVvon H; alle primitiven Faktorgruppen des semidirekten Produkte H(M/N) 
liegen dann in Z, mithin such H(M/N). Dies widerspricht (ii). 

Der Rest der Behauptung wird ;dhnlich bewiesen, und zwar unter Verwendung 
von 4.2(d) fur nicht notwendig gesattigtes yi”, . Urn dabei die Bedingung, daD V, 
vollstandig reduzibel sei, zu eliminieren, betrachte man fiir beliebige treue 
H-Moduln VI;-nachdem man gezeigt hat, dal3 2 p-E-Klasse ist-die direkte 
Summe aller H-Kompositionsfaktoren von V, und wende (ii) fiir vollstandig 
reduzibles V, zum Beweis von HE Yp, an. 

4.8 LEMMA. Sei H eine G~uppe aus der Schunckklasse S. 

(a) H/H*(p’) E L$ . 

(b) Bei gesiitt$em SD gilt OP(Hti(P’)) = H*(p’). 
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((a) und (6) steElen nur unter der Voraussetxung A?($‘) Lj; o si~~vo~~e Aussagen 
dar.) 

Beweis. (a) Es ist Z(p’) = QR~(c~(&~) n YD,) C L$l . 

(b) Wir haben H/Og(H s(p’)) E 5$7P(p’) n 2f? C 9g~(p) n 3? C Zp n 
A? C 5$, , denn nach 4.2(b) ist R(p) d ie inklusive und voile lokale Erk!arung 
von Zp ) mithin 5$15(p) C z$~ . 

Wir konnen jetzt eine teilweise etwas iiberraschende Charakterisierung der 
Schunckklassen mit schwach p-normal eingebetteten Projektoren angeben. 

4.9 S~TZ. Sei Z eine Schunckklasse, p eine Primzahl. Dunn s&d ~o?ge~de 
Afdssagen ~~~ivale~t : 

(i) kn allen Gruppen aus ~$YT sind die ~-~~ojekto~en p-nonnal eingebettet. 

(ii) A? ist Schuazckklasse mit schwach p-normal e~ngebetteten Projektoren. 

(ii;) X ist p-E-Klasse mit gesiittigtem 2f$ . 

(iv) S ist p-I?-Klasse, und in allen Gruppen aus .u”,(%’ n .TQ) sind die 
%-Projektoren p-normal eingebettet. 

Beweis. (i) + (ii) ist eine Abschwachung der Aussage von 4.4. 

(ii) 3 (iii): Wir weisen eine der mit der Aussage unter (iii) g~eichbede~te~~.e~ 
Bedingungen aus 4.7 nach. Seien zu diesem Zweck nd C; in der durch die 
Voraussetzung von 4.7(G) beschriebenen Situation eben, sei aui3erdern U 

att k’,) ein irreduzibler H-Modul iiber GF(p). Es geniigt der Nachweis von 
U # 2. Folglich nehmen wir HUE Z an und leiten daraus elnen Wider- 

1 ruch ab. Aufgrund unserer Annahme wissen wir (s. 1.3) H 
V, = P(U), wobei der projektive Modul hier beziiglich GF( 
Zuerst zeigen wir: 

(+) H( VI @ ‘,’ @ v1 @ VJ E a? 5% alle HEN. 

Hierzu biiden wir, wie in I .I beschrieben, mit H, V, und Fs die dort def;,nierte 
p-Gruppe P sowie das semidirekte Produkt G = HP. Die Bezeichnungen aus 
I.1 sollen hier iibernommen werden. Da sich em .X-Projektor X von G mit 
HI/, C X C HP, finden Ia&, Iiefert unsere Voraussetzung mit Va C X f~ P a P 
bereits P, = Vc L X, d.h. X = HP2 G H(V2 @ (VI @ VJ). HjVl 0 V,) E &f’ 
ist damit gezeigt, und (+) erhalt man schlieMich durch eine triviale Induktion 
nach n, indem man V, @ ;:r @ VI @ F’s die Rolle von Va spielen la&. 

Dem Bryant-Kovacsschen Beweis eines Satzes von Steinberg [12, VE. 7.191 

entnehmen wir nun die Tatsache, dal3 der reg&re ~~(~~[~~-~odu~ Teil- 
modul-und ais injektiver Modul somit direkter Summand-von 
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ist. Der Satz iiber eindeutige Zerlegungen in direkte Summanden von Krull- 
Schmidt erweist daher den direkten Summenden V, = P(v*) von GF(p)[H], 
einen direkt unzerlegbaren Modul, als direkten Summanden eines VI @ *.* @ VI, 
so daD wir vermijge (+) H(Ys @ V,) E % folgern konnen. Nach 1.6 ist P(u)* = 
P(U*) = V, . Da Yz = P(U) war, und weil fiir jeden H-Modul M das Tensor- 

produkt AP @ M einen zum irreduziblen, trivialen H-Modul isomorphen 

Faktormodul besitzt, folgt aus H(V, @ V,) E X, da13 die zyklische Gruppe der 
Ordnung p (als Faktorgruppe von H(Vs @ v,)) in x hegt. 

Z, als trivialen H-Modul Y% iiber GF(p) betrachtend, gelangen wir mit einer 
Argumentation ahnlich der in diesem Beweis bereits benutzten zu dem Wider- 
spruch H1/, g H(1/, @ V,) E S, indem wir erneut 1 .I anwenden. 

(Bemerkung: Der hier gegebene Beweis von “(ii) + (iii)” kann, von trivialen 
Xnderungen abgesehen, such als Beweis desjenigen Teils von 4.5, welcher nicht 
schon in 4.3 steht, aufgefaDt werden. Jedoch halten wir den urspriinglichen 
Beweis von 4.5 fiir weniger technisch und, im Hinblick auf 2.11, durchsichtiger.) 

(iii) +- (iv) ist eine einfache Folgerung aus 4.5. 

(iv) 3 (i): Sei GE Y$%? und H eine in % liegende Untergruppe von G mit 

G = HO,(G). Wir behaupten: 

HOp(Hp(n’)Op(G)) E Proj&G>. 

Es geniigt der Nachweis von HCP(H *(p’)O,(G)) E #, denn dann la& sich die 
$$-Maximal&it dieser Untergruppe (und somit unsere Zwischenbehauptung) 
leicht durch Anwendung von 4.3 auf G/Op(Hz(p’)O,(G)) (unter Benutzung von 
4.5) folgern, wobei nur zu beachten ist, da13 nach4.8(a) H/HP@‘) einep’-Gruppe 
ist und (wegen 4.8(b)) Hx(~‘) = OP(H~(P’)) in O”(H2@‘)0,(G)) liegt. 

Wir setzen N = OP(H&(P’~O,(G)) char H21”‘)Op(G) 4 G (N ist also Normal- 
teiPer von G) und nehmen HN 6 % an. Wir haben mit 

HH(p’) = O”(ff~‘@‘) C OqHz(P’)O,(G)) = iv _C H”e(p”O,(G) 

nach Dedekinds Identitat N = H’ fl(p’)(N n O,(G)) und schliefllich HN = HM 
mit M = N n O,(G) 4 G. Da M insbesondere p-Normalteiler von NM # 2 
ist und H in % liegt, ergibt sich wie im Beweis von 4.3 die Existenz eines Haupt- 
faktors M/&I,, von HM mit Hz(@) C C,(AI/n/r,>. Es folgt [N, He(p’)M,I = 
[H=@(g’)JI, Hs(~‘)Mo] C Hz(@)&&, , d.h. H*(@)M, 4 N, und N/H*@‘)M, s 
M/M,, E YP - .P ergibt O”(N) C H#(n’)M,, C N entgegen Op(N) = N nach 
Konstruktion von N. Dieser Widerspruch zeigt die Richtigkeit der Zwischen- 
behauptung. 

Zum SchluD folgt mit HN/N g H/HdEpcp’) E 9,r , daB die p-Sylowgruppen 
des %-Brojektors HN von G p-Sylowgruppen des Normalteilers N von G sind. 
Somit ist HP-normal eingebettete Untergruppe von G. 
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Im letzten Beweisteil van 4.9 haben wir mitbewieaen: 

= ~~p(~~(p’)~~(G}~ n O,(G) = [JP”““> 

Beweis. NW M = [H %(p’), O,(G)] bleibt zu zeigen. Dies erhalt man leicht 
aus der Tatsache, da8 nach 4.9 die A?-Projektoren von G p-normal eingebettete 
Untergruppen von G sind, insbesondere die in 4.4 beschriebene Eigenschaft 
besitzen. 

.10 mag als Verallgemeinerung von 4.3 (fur einen speziellen 
Schunckklassen) angesehen werden. 

4.11 K~R~LLAR 2. Genau dam ist 8 eine p-NE-Klasse, wem in aUe~3 
ruppen G aus H E roj&G) und Yp 3 N a G schon W n N sl G folgt- 

eweis. Eine p-NE-Klasse geniigt der Bedingung des Koroilars nach 4. 
Umgekehrt sei G eine Gruppe minimaler Ordnung mit niche p-normal ein- 

gebettetem A?-Projekt fiir eine Schunckklass gmng 
erfiillt. Offenbar ist r(G) = 1, d.h. F(G) = + I: 
so k&men wir, da diese Gruppe als Normalteiler von G vorausgesetzt ist, in die 
zugehijrige Faktorgruppe iibergehen und dami 
Untergruppe von G nachweisen. Daher ist do& 
Hnsbesondere operiert N treu auf IF(G)/@(G), einem ~“~~o~~l iiber G~(~~. Da 

ch 4.9 2 eine p-E-Klasse mit gesattigtem SD ist, sehen wir mittel .2(d) nlrn 
E Yg, . Aber dann ist H trivialerweise p-normal eingebettet in ein end- 

gultiger Widerspruch. 
Unser letztes Ergebnis kann such als Korohar zur 

p-NE-Klassen gewonnen werden, die wir sogieich for 
scheint es sich nicht direkt (ohne den benutzten Teil von 4.9) herleiten zu lassen. 

Wir fiigen noch eine Bemerkung iiber gesgttigte Formationen ein, weiche 
p-NE-Klassen sind. Diese Bemerkung kann zusammen mit den Wesultaten des 
n%hsten Teils dieser Arbeit als ein weiterer Beweis des ~~erk-~a~kessc~~~ 
Satzes [3, 6] fiber gesattigte Formationen mit eck-~eide-E~gensc~l~t a-ufge- 
faDt werden. 

4.12 emerkung. Sei Seine gesattigte Formation mit gestittigtem FD. 
gilt entweder ~~(3) IT YPr = QI (was fiir p-E-Klassen 9 gerade S$S- = F 
bedeutet) oder P _C YS# . Insbesondere sind die Yz die einzigen gesattigten 
Formationen, welche p-E-Klassen mit gesgttigtem SIP sind fur alle Primzahlen p 
(und somit die einzigen Formationen unter den NE-Klassen). 
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Beweis. 1st G = FO,(G) E b,(3) mit einem in ypr liegenden g-Projektor F 
so ist GE X(9, s(p’)) = 3$(p) i: @. Es folgt 2, E yp _C g&) C 5D , d.h. 
1 ~Projp(&,). Die Primzahl p ist damit nicht in der Charakteristik von 9 
enthalten, was fur gesattigte Formationen bekanntlich schon 9 C ZQ impliziert. 

4.13 LEMMA. Sei 2 eine Schunckklasse mit p-Deck-Meide-Qenschaft und 
gesiittigtem yt”, . Dann liegt mit einer Gruppe G stets such das regal&e Kraaz- 
produkt Z,? G in R(p), f 11 d a s ie P rimzahl q eine der beiden folgenden Bedingungen 
erfiillt: 

(9 2, E 4P); 

(ii) ql/GI. 

Beweis. Sei G E A(p) und q $: p eine Primzahl, die (i) oder (ii) geniigt; wegen 
LQ5’(p) = A(p) ist die Annahme q # p g erechtfertigt. Wir bilden zuerst das 
das semidirekte Produkt B = ZY einer zyklischen Gruppe 2 der Ordnungp mit 
einem irreduziblen, treuen Z-Modul ‘c/’ iiber GF(q) und danach das reguhire 
Kranzprodukt X = B \ G. Fiir jede Untergruppe A von B bezeichne A* das 
direkte Produkt von j G j Kopien von A, in nattirlicher Weise als Untergruppe 
der Basisgruppe von X aufgefaljt. Die Regularitat unseres Kranzproduktes und 
die Tatsache, dal3 Vein minimaler, aber nicht zentraler Normalteiler von B ist- 
und zwar der einzige minimale Normalteiler-bewirken, wie eine einfache 
Rechnung zeigt, da13 X eine primitive Gruppe ist: V* ist der einzige minimale 
Normalteiler von X, GZ* ein Komplement zu V* in X. X liegt in ~~~~~&J) = 

=%J * 
Die Untergruppe GV* von X ist isomorph zum regulgren Kranzprodukt 

(2, x *,y x 2,) t G (d die GF(q)-D imension von V), also zum semidirekten 
Produkt von G mit d Kopien des Gruppenrings von G iiber GF(q). In Abhangig- 
keit vom Vorliegen der Falle (i) und (ii) kijnnen wir daher eine maximale 
G-invariante Untergruppe V,, von V finden mit GV*/V,, = G(V*/V,,) E A(p): 
1st ntilich 2, E A(p), so wahlen wir V*/V, als einen irreduziblen, trivialen 
G-Faktormodui von V*, andernfalls ist q 1 / G 1 und wir finden einen G-Faktor- 
modul V*/V,, , der zu einem komplementierbarem q-Hauptfaktor von G iso- 
morph ist. Dann geniigen die Gruppe X und ihre Untergruppe GvO den 
Voraussetzungen von 1.9, es existiert nach 1.9 also ein irreduzibler, treuer 
X-Modul W iiber GF(p) derart, da13 WGv* einen Faktormodul T mit V, C 
C,..(T) besitzt: Der zu dem durch 1.9 gegebenen Modul duale Modul leistet 
den gewtinschten Dienst. 

Folglich hat die Gruppe Y = GV*W eine in L@(p) C 2, liegende Faktor- 
gruppe Y/AT mit N = V,(N n W) und N n WC W, weshalb ein SProjektor H 
von Y die Gruppe W nicht decken kann. Wegen HE Proj&XW) erzwingt die 
p-Deck-Meide-Eigenschaft von 3 sogar H n W = 1, und H ist eine p’-Gruppe 
(wie ein %‘-Projektor von G). Mithin gilt XWE 3$, X g XW/O,,,(XW) E h(p). 
Nach 2.10 Iiegt eine Gruppe aber genau dann in R(p) = X(H, Z(p’)), wenn 
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nur ihre S-Projektoren Gruppen aus dieser Formation sind; somit ist such 
GV” E #f(p). W’ re weiter oben schon bemerkt wurde, besitzt diese Gruppe eine 
zum semidirekten Produkt von G mit seinem Gruppenring iiber GF(q) (dem 
regularen Kranzprodukt 2, 2 G) isomorphe Faktorgruppe, Das Lemma ist 
bewiesen. 

4.14 KATZ. Sei &’ eine Schunckklasse. Dann sind kquivalent: 

(i) .A? ist p-NE-Klasse. 

(ii) 2 ist p-E-K1 asse mit p-Deck-Meide-Eigenschaft, und die Formation #p 
ist gesdttigt. 

(iii) Entweder ist Y9 < X oder es gilt $ Q A?< LZ$Y~~ fiir eine Prim- 
zahlmezge TI mit p E 7~, je nachdem, ob die Pvimxahl p iz der ~ha~akte~~st~k ‘~0% X 
e~thalten Mt odeer nicht. 

(IVI ersten FL& von (iii) sind die p-Sylowgruppen der A?‘-Projektorerz einer G~~~p~ 
G p-Sylowgyuppen von 6, im zweiten Fall sizd sie p-Sy~owg~uppe~ von 

Beweis. (i) * (ii) steht in 4.4 und 4.9. 

(ii) => (iii): 1st tip = Y,f , so ist R(p) = 0, und mit 4.2(a) folgt ~(3) = 
C,(Z) n LQ = 0, schlieDlich b,(Z) = 0. Dies beinhaltet nach 2.7 gerade die 
Aussage $ < Z’. Offenbar ist in diesem Fall p Element der Gharakteristik 
van 2. 

Andernfaalls ist aufgrund des vorhergehenden Lemmas und wegen 3.1 rn~. 
A(p) = CYW fiir eine Primzahlmenge rr, d.h. ZD = S$rYm un 

,(G) E b,(p) fur ein q + p, HE 2. V sei ein irreduzibler, treuer 
GF(p), der einen irreduziblen, trivialen PI-Faktormodul besitzt. 

Zn # 3/e (wegen Z, E XD--was iibrigens such zeigt, da13 p nicht in der Charak- 
von ST?’ liegt) und die p-Deck-Meide-Eigenschaft von s%? erzwingen 

ojs(GV). Da die Untergruppen N und V den B ungen von 4.2(d) 
gentigen, folgt HE sP,> ) mithin GV E X0 = pDjYr , un (CW) = I Iiefert 
G _C GE’ E 5$ . Wir haben also gezeigt, daB b,(g) _C S$ fur a& Primzahlen q 
(einschlieblich p, siehe 4.2). Dies hei@ W(G) = I fur elle G cz b(2), also 
b(S) C CZ(~=). Nach Doerks Lemma 2.3 ist daher $ < ~8’. 

ferner N sProj&G), GE b(Z), so gilt 
(G) E YT C SD die X-Projektoren p’-Gru 

(iii) * (i) ist trivial. 

4.15 XOROLLAR. Die Klassen 9$ZY sind gerade die NE-Klassen. iese 

Klassen sind gekennzeichnet durch die Eigenschaft, p- E-Kdassen mit ges~tt~gtem Zv 
f.z.zr alte P~~rn~ahlen p xu sein und die Deck--~eide-Eige~schaft ,TU. besitzen. 
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Beweis. Sei Y die Charakteristik einer NE-Klasse L%? Fur p 6 Y ist nach 
dem vorherigen Satz d(p) = 9&) fur eine Primzahlmenge r(p), die p enthalt. 
Wir wollen zeigen, dai3 diese Primzahlmengen nicht von p abhangig sind. 

Angenommen n(p) sei nicht in r(g) enthalten fur zwei Primzahlen p, 4 E Y’. 
Dann ist fiir r E r(p) - ~(4) die Gruppe 2, in A(p) - h(q) enthalten. Ist Y = p, 
so sei W = 1, andernfalls sei W ein irreduzibler, treuer Z,-Modul iiber GF(p). 
Ein Z-Projektor H von 2, W ist in jedem Fall eine p’-Gruppe, so daB wir einen 
irreduziblen, treuen Modul V fur Z,W iiber GF(q) mit [H, V] C V finden 
kiinnen. Die q’-Gruppe H stellt sich als s-Projektor von Z,WV heraus und 
fiihrt zum Widerspruch 2, _C 2, W E h(q). 

Wir setzen nun T = r(p) fiirp E Y’ und erhalten aus 4.14 9’, < &“ Q gw9*, 
fur alle p E Y’. Dies liefert 

und Y$ < Z? fiir alle t E Y (nach 4.14) ergibt X = 9$9$ . 
Die zweite Behauptung folgt ebenfalls sofort aus 4.14. 

4.16 BEISPIEL. 1st 9 eine gesattigte Formation mit p-Deck-Meide-Eigen- 
schaft, so gilt nach [3, 5.51, eine der folgenden Aussagen: 

(i) S< %, . 

(ii) L$ < Z 

(iii) LQ < e und Fhat in diesem Fall Deck-Meide-Eigenschaft. 

Unter Verwendung des Doerkschen Kriteriums fur starkes Enthaltensein von 
Schunckklassen sieht man, dal3 pT Q 2 beziehungsweise Z < gzYp* (p E QT) 
Pquivalent ist zu der folgenden Bedingung (*) bzw. (**): 

(*) @q c x”,; 

(M) 1st HE cx? n 5&t , Y ein irreduzibler, treuer H-Modul iiber 
GF(p), so ist HV E b(X). 

Diese Beschreibung der p-NE-Klassen verwenden wir, urn eine Schunckklasse 
Z mit p-normal eingebetteten Projektoren anzugeben, die jedoch fur eine 
Primzahl 4 keine q-Deck-Meide-Eigenschaft besitzt, ohne da13 einer der FPlle (i) 
oder (ii) aus [3, 5.51, (s.o.) vorliegt. 

Sei dazu TT = (2, 3, p} fur eine Primzahl p # 2,3, b(Z) = {S,} u 6,(Z) mit 

b,(H) = {G I G primitiv, F(G) = O,(G), W(G) E y{2,3) , S, $ Q{G/F(G))). 
Offensichtlich ist b(s) ein Rand und gentigt den im vorangehenden Abschnitt 
angegebenen Bedingungen (*) und (**) fiir die Primzahl p und die Primzahl- 
mengez.(i) und(ii)sind fur Z nicht richtig,aber Z? hat nicht die3-Deck-Meide- 
Eigenschaft: Ist namlich G = S,V das semidirekte Produkt von S, mit dem 
irreduziblem, treuem Kompositionsfaktor V der Permutationsdarstellung von S, 
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iiber GF(3), so zerfgllt der 3-dimension& S,-Modui Y wter der Diedergruppe 
der Ordnung 8 -einem X-Projektor von A’,-ir, eine Summe aus einem 2-dimen- 
sionaiem irreduzibiem, treuem V, und einem I-dimensionalem nichttrivia2em 
II,-Modul Vz ~ Dabei gilt .D,V, E X, (D,/CD8(V,)>ZTS s S, E b(P)* 
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