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EINLEITUNG

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit Charakterisierungen einiger
Schunckklassen endlicher auflosbarer Gruppen; es handelt sich dabei vor allem
um die Bestimmung von Schunckklassen, deren Projektoren in jeder (endlichen.
auflgsbaren) Gruppe vorgegebene Eigenschaften besitzen.

Die Abschnitte 1 und 2 haben vorbereitenden und einfithrenden Charakter.
In Abschnitt 1 stellen wir hauptsichlich die spiter bendtigten Hilfsmittes
aus der Darstellungstheorie der Gruppen zusammen, wohingegen Abschnitt 2
eine Zusammenfassung der wichtigsten elementaren Tatsachen aus der Theorie
der Schunckklassen, soweit sie spiter bendtigt werden, bietet. Definitionen
und Ergebnisse wie auch bestimmte Schreibweisen aus diesen Abschnitten
werden spiter oft ohne besonderes Zitat als bekannt vorausgesetzt. Gleiches
trifft auf die grundlegenden Eigenschaften von Projektoren zu Schunckklassen
zu, wie sie beispielsweise aus {8, 1.2], entnommen werden konnen. Besonders
hiufig benutzen wir, daB in einer Gruppe G mit nilpotentem Normalteiler NV
jedes S -maximale Supplement von N bereits 3 -Projektor von G ist, vorausge-
setzt S ist eine Schunckklasse, die G/N enthiit.

Das Hauptziel dieser Arbeit ist die Bestimmung aller Schunckklassen mit
normal eingebetteten Projektoren, ein Problem, das von Schaller in [13] auf-
geworfen wurde. Dabei gehen wir zwar von der Schallerschen Idee, diesen
Schunckklassen gewisse Formationen zuzuordnen, aus, kéanen aber das von
Schaller erzielte Teilergebnis tiber diese Schunckklassen in unserer Beweis-
fuhrung nicht verwenden: Der fiir den Nachweis der Voraussetzungen aus
Schallers Hauptsatz notwendige Aufwand reicht uns aus, um die Bestimrmung
der Schunckklassen mit normal eingebetteten Projektoren direkt durchzufithren.

* Teil einer Arbeit, die dem Fachbereich Mathematik der Johannes Gutenberg-
Universitit, Mainz, als Dissertation vorgelegt wurde (D 77).
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Die wesentliche Idee besteht dabei in unserer Beschreibung der lokalen
Erklirungen der oben erwihnten Formationen mittels Projektoren der zu
bestimmenden Schunckklasse—wir kénnen nimlich nachweisen, daBl diese
Formationen gesittigt sind, indem wir ihre lokale Erklarbarkeit zeigen.

Die Bestimmung der Schunckklassen mit normal eingebetteten Projektoren ist
nicht nur von selbstindigem Interesse, sondern sie liefert auch einen einfachen
Zugang zum Problem der Charakterisierung aller Schunckklassen mit der sog.
Deck-Meide-Eigenschaft. Wir werden die hier dargestellten Ergebnisse in
einem zweiten Teil unserer Arbeit zur Herleitung von Resultaten iiber Schunck-
klassen mit Deck-Meide-Eigenschaft anwenden.

Daneben sind in den ersten Abschnitten unserer Arbeit folgende Ergebnisse,
die nicht aus dem Problemkreis der Deck-Meide-Schunckklassen stammen,
eingeschlossen: In Abschnitt 2 ein Ergebnis iiber gesattigte Formationen, das als
triviales Korollar den Satz von Lubeseder iiber die lokale Erklirbarkeit gesattigter
Formationen liefert, in Abschnitt 3 zwei Charakterisierungen von &, , deren
zweite im Folgenden nicht mehrt benétigt wird, und in Abschnitt 4 einige Unter-
suchungen iiber das normale Eingebettetsein von Projektoren zu beliebigen
Schuncklassen, die nicht in vollem Umfang zur Bestimmung der Schunckklassen
mit normal eingebetteten Projektoren notig sind, die jedoch aufgrund der
Einfachheit der Ergebnisse interessant sind.

VEREINBARUNGEN UND BEZEICHNUNGEN

Alle in dieser Arbeit auftretenden Gruppen sind auflésbar und von endlicher
Ordnung. Gruppen betrachten wir dabei in der Regel nur bis auf Isomorphie
(mit den offensichtlichen Ausnahmen: bei Untergruppen bestimmter Gruppen
interessiert i.a. nicht nur ihr Isomorphietyp), insbesondere enthalten Gruppen-
klassen mit einer Gruppe G stets auch siamtliche zu G isomorphen Gruppen;
dennoch-schreiben wir z.B. die Klasse aller zu G isomorphen Gruppen einfach
{G?}. Enthilt die Gruppenklasse %" genau #n verschiedene Isomorphietypen von
Gruppen, so schreiben wir gelegentlich | " | = n.

Fir die Definition von AbschlieBungsoperatoren und damit verbundene
Konventionen verweisen wir auf [2, 3, 4, 10], ebenso fiir die Definition der
Gruppenklassen ., &, und A", Des 6fteren kiirzen wir fiir eine Gruppenklasse
A die Klasse " N &, durch £, ab (7 eine Primzahlmenge); dhnlich wird /7,
definiert. .# ist die Klasse der Gruppen von Ordnung 1, & die Klasse aller
abelschen Gruppen mit elementar-abelschen Sylowgruppen. 2% wird fiir zwei
Gruppenklassen & und % wie in [3] definiert.

Ist &4 eine Gruppenklasse, so bezeichnet y(#") die Charakteristik von ¢", d.h.
die Menge aller Primzahlen p mit Z,e A — Z, ist die zyklische Gruppe der
Ordnung p. Eine o/ -maximale Untergruppe von G ist eine Untergruppe K € 7",
die in keiner in " liegenden Untergruppe von G echt enthalten ist. Proj»(G)
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fiir eine Schunckklasse 5 bezeichnet die Konjugiertenklasse der ##-Projektoren
von G. Die Bedeutung von Syl,(G) und Hall (G) ist klar; G, bezeichnet meist
irgendein Element von Hall (G). #(G) ist die Menge aller Primteiler der
Gruppe G.

Ist ¥V ein Modul der Gruppe H iiber einem endlichen Kérper K, so schreiben
wir HV fur das semidirekte Produkt von H mit ¥ mit den durch die Darstellung
von H auf V gegebenen Automorphismen. In (H/Cy{V)}V wird V in natiirlicher
Weise als Modul fiir die Gruppe H/Cy(V) angesehen.

Ist U eine Untergruppe von G, so ist Core(U) der groBte in U enthaltene
Normalteiler (o U® von G.

Soc(G) bezeichnet das Produkt aller minimalen Normalteiler der Gruppe G,
Soc(V) fiir einen G-Modul V die Summe aller irreduziblen Teilmoduln von V.

cl(G) ist die Klasse der nilpotenten Gruppe G.

S, und A, stehen fiir die symmetrische und aiternierende Gruppe vom
Grad n.

Die weiteren von uns verwendeten Vereinbarungen und Bezeichnungen sind
denen aus [11, 7] angepaBt.

1. EmnicE GRUPPEN- UND MODULKONSTRUKTIONEN

Die Standard-Beweistechnik in der Theorie der Schunckklassen endlicher
auflésbarer Gruppen besteht darin, aus gegebenen Gruppen und Moduln zu
diesen iiber Primkérpern GF(p) zerfallende Erweiterungen mit gewliinschten
Eigenschaften zu bilden. Wir stellen daher an den Anfang unserer Arbeit eine
Sammlung von Gruppen- und Modulkonstruktionen, von denen spiter mehr
oder weniger hiufig Gebrauch gemacht wird. Bei sehr elementaren und bei
bekannten Lemmata verzichten wir auf die Durchfithrung von Beweisen.

Wir beginnen mit einigen Aussagen iiber eine p-Gruppenkonstruktion von
Huppert ([11, V1.7.22]).

1.1 Lemma. Seien V, und V, Moduln der Gruppe G iiber GF( p). Dann wird
auf der Menge

P={v; v, 0)|vy +v,eV@®VomtoelV, firi=12telV,®V}
durch
(@3 + 03, )T + 05, 1) = (01 + 0 -+ vy + ¥, £+ T+ vy @ 2)

eine Multiplikation definiert, die P zu einer p-Gruppe macht.
G induziert auf P durch komponentenweise Operation eine Gruppe von Auto-
morphismen. Wir identifizieren die V; mit den G-invarianten Untergruppen
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{(v;,0) | v, € V;} und bemerken, daf auch T = {(0,t) |t V; ® V,} G-invariant
ist, und zwar G-isomorph zum GF( p)-Tensorprodukt V, & V, , das in kanonischer
Weise ein G-Modul ist. Mit V; und T ist auch die Untergruppe P; = VT von
P G-invariant, und sie ist etn G-Modul iiber GF( p) mit direkten Summanden V;
und T. Ferner gilt P|T sV, ®V,.

Man beachte auch P' =Z(P) = O(P) =T = [V, V,] sowie [U,, Uy] =
(0, uy ® uy) | w; € U, fiir i = 1, 2) fiir alle Untergruppen U; von V.

Gilt V, = V¥ (s. 1.2), s0 sei R der Kern des kanonischen G-Homomorphismus
von Vi @ Vy auf 1% (5. ebenfalls 1.2) und U = UR|R fiir alle Untergruppen U
von P.

Wir werden an mehreren Stellen dieser Arbeit Ergebnisse der modularen
Darstellungstheorie ohne besonderes Zitat verwenden und weisen deshalb hier
den Leser auf die einschligige Literatur, z.B. [7] oder, zum Teil, auch [11],
hin. Es stellt sich als bequem fiir uns heraus, die folgenden Bezeichnungen
festzulegen, die wir im Folgenden (gleichfalls meist ohne ein Zitat) benutzen:

1.2 DeFinrTION. (a) Ist G eine Gruppe und p eine Primzahl, so bezeichne
1Z den irreduziblen, trivialen G-Modul iiber GF( p).

(b) Ist VV ein G-Modul iiber irgendeinem Kérper K, so bezeichne V* den
zu V dualen Modul.

(¢) Ist V ein irreduzibler G-Modul iiber einem Korper K, so
bezeichne P(V) den projektiven, direkt unzerlegbaren K[G]-Modul mit
P(V)Rad(P(V)) =2 V; Rad(M) sei dabei fiir jeden G-Modul M das Radikal
von M, der Durchschnitt aller G-Teilmoduln T von M mit vollstindig
reduziblem M/T.

1.3 Lemma. Ist V ein G-Modul diber GF(p), so ist Rad(V) in der Frattini-
gruppe des semidirekten Produkts GV enthalten.

Unter geeigneten Voraussetzungen an den Kérper K gilt fiir die sogenannten
Cartan-Invarianten ¢;, des Gruppenrings K[G] (siehe [7, § 46] fiir deren Defini-
tion) ¢;; = ¢;;. Unser nichstes Lemma zeigt, ohne Forderungen an K zu
stellen, die Aquivalenz von ¢,, # 0 mit ¢,; # 0.

1.4 Lemma. Kommi W als G-Kompositionsfaktor von P(V) wor (V ein
irreduzibler G-Modul diber irgendeinem Korper K), so kommt V als G-Komposi-
tionsfaktor von P(W) vor.

Beweis. Der Teilmodul T von P(V) werde minimal gewihlt beziiglich der
Eigenschaft, einen zu W isomorphen Faktormodul zu besitzen. Dann gilt
T/Rad(T) =~ W, und P(W) ist die projektive Hiille von T Insbesondere ist T
Faktormodul von P(W). Da jeder vom Nullmodul verschiedene Teilmodul von
P(V) den einzigen irreduziblen Teilmodul von P(V), nimlich Soc(P(V)) = V
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((s. das nachstehende Lemma) enthilt, kommt 7 somit als Kompositionsfaktor
von 1 und P(W) vor.

1.5 LemMa.  Fiy jeden irveduziblen G-Modul V gilt
Soc(P(V)) = 4 = P(V)Rad(P(V)).
1.6 Lemma.  P(V)* o~ P(V*) gilt fiir jeden irreduziblen G-Modul V iiber dewmn
Korper K.

Beweis. Im reguliren K[G]-Modul K[G] hat der Teilmodul P(V) einen
komplementiren Teilmodul T. Unter Beachtung der Tatsache, daB K[G] (wie
jeder Permutationsmodul einer Gruppe) selbstdual ist, erhalten wir

PN @ T* = (P(V)® Ty = (K[G])* = K[G].

P(V)* ist als direkter Summand von K[G] somit projektiv, Da sich Teilmoduln
W von P(V)und Teilmoduln von P(¥V)* durch

Wt = {fe P(V)*| wf = 0 fir alle we W} C P(V)*
eineindeutig entsprechen, ist zuerst einmal P(V)* direkt unzerlegbzr. Daneben
geht Soc(P(V)) bei | -Bildung in Rad(P(V)*) iiber. Wir haben alsc
PV y*[Rad(P(V)*) = P(VY*|(Soc(P(V)))* =~ Boc(P(V ) = V*

(letztere Isomorphie gemdf 1.5), denn aligemein gilt B*]7TH o¢; TF fir
Teilmoduln T eines G-Moduls M. Mithin ist P{(I/)* der projektive, direks
unzerlegbare K[G]-Modul mit Radikalfaktormodul ¥*:

PWVYys ~ P(V*).
1.7 Levima.  Die Gruppe G sei das Produkt einer Untergruppe H mit einem
elementar-abelschem p-Normalteiler N, wobei H N\ N == 1 gelte.
(a) Es ist Rad((15)6) = Dnensle ® n— e ® 1> mit einem von Nuli

verschiedenen Element e des GF{ p)-Vektorraumes 1%, wobei

(15)¢ = 1§ Qertm CF(P)C]

in der in {11, Kap. V, § 16], fesigelegten Bezeichnungsweise als divekie Summe von
GF( p)-Vekiorrdumen {e @ ny geschrieben wird und die obige divekte Summe
ebenfails eine Summe von Vektorrdumen (und nicht G-Moduln) meint. Inshesondere
haben wir (15)%/Rad((15)°) o=, 1%.

Ferner besitzi R = Rad((15)C) einen G-Faktormodul R|C =~ N, der durch

481/55/5-11
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die Festsetzung von C als Kern der GF( p)[G]-linearen Abbildung ¥ von R auf N
mit ‘

(Z )\Ae@n——e@l))?’: [T »* (A, GF(p);

neN* neN*

N wird multiplikativ geschrieben) gefunden werden kann.

(b) Ist q eine Primzahl ungleich p, X eine Untergruppe von H und N der
einzige minimale Normalteiler von G, so ist M = [(12)%, N ein G-Modul, dessen
samtliche Kompositionsfaktoren irreduzible, treue G-Moduln sind.

Gilt dariiber hinaus X C H, so gibt es ein y € M* mit [X, y] == 1 % [H, y].

Beweis. (a) Die durch (Open (e @ 1)) = 3 pen A, definierte Abbildung
von (15)¢ auf GF( p) ist GF( p)[G]-linear, ihr Bild ist zum irreduziblen, trivialen
G-Modul 1§ iiber GF( p) isomorph. Daher ist

Y Male ®@m)

neN

R = Kern ¢ = Zz\n=0€= P <eR@n—eR1)>

neN neN#

ein G-Teilmodul von E = (15)° mit E/R~ 1%. Nach einem Ergebnis
Mackeys [11, V. 16.9] ist £, N-isomorph zu

)" = ()Y = GE(p)[N],

denn G = HIN ist eine Doppelnebenklassenzerlegung von G nach H und N.
Da der Gruppenring einer p-Gruppe iiber einem Kérper der Charakteristik
p als Radikalfaktormodul einen zum irreduziblen, trivialen Modul der Gruppe
isomorphen Modul hat, und weil (E/Rad(E))y ein vollstindig reduzibler Modul
fiir den Normalteiler IV von G ist (nach Cliffords erstem Hauptsatz [11, V.17.3]),
muf} R schon das Radikal des G-Moduls E sein. Damit sind die Behauptungen
des ersten Abschnittes von (a) nachgewiesen.

Die Behauptungen des zweiten Abschnittes rechnet man einfach nach; es sei
darauf hingewiesen, daf} die dafiir benotigte Beweistechnik, insbesondere die
Definition von ¥, aus Beweisen von Sitzen von Gaschiitz und von Green und
Hill iiber Kompositionsfaktoren von P(1%), die zu p-Hauptfaktoren von G
isomorph (als G-Moduln) sind, stammt.

(b) Wegen g+ | N| gilt bekanntlich fiir die abelsche ¢-Gruppe O =
(%)
0 = Co(N) @[, N],

und M = [Q, N]* hat nach Maschkes Satz keinen trivialen N-Kompositions-
faktor. Insbesondere operiert.V nicht trivial auf jedem G-Kompositionsfaktor von
M, so daB ein solcher Faktor von keinem minimalem Normalteiler der primitiven
Gruppe G zentralisiert wird, d.h. treu fiir G ist.
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Mackeys bereits zitierter Satz liefert aulerdem, dafl (19)# direkter Summand
von ((1%)¢)g ist. Elementare Eigenschaften induzierter Moduin ergeben damit
das gewlinschte Element y im Fall X C H.

1.8 Lemma. Seien X und Y Gruppen, V ein irreduzibler, treuer X-Modul und
W ein ebensolcher Modul fiir Y iiber dem gleichen Korper K. T sei ein Kompositions-
Jaktor des (X X Y)-Moduls V & W.

Dann gilt C = Cyyy(T)CZ(X) X Z(Y) =Z(X X Y), und (C X V)N X~
(Cx XYY == C sind zentrale Untergruppen wvon X bezichungsweise Y.
Insbesondere ist T treu, falls (| Z(X)], | Z(Y)]) = 1 gilt.

Entsprechendes gilt fiir den Normalteiler S = {se X X Y |is = At fiir ein
\NeKundallete T}.

Beweis. Offenbar gelten

VRWix~ @ V ud (VRWyx~ P W

dimgw dlmg¥

Die Normalteiler X bzw. ¥ von X X Y operieren daher vollstindig reduzibel
auf (V0 W)y bzw. (V® W)y, also auch auf Ty und Ty . Esfolgt T, = § 7,
Ty ox @ W und damit Cy(Ty) = C(V) = 1, Cp(Ty) = Cy{(W) = 1. Mithin
ist C = Cyz,»{T) ein Normalteiler von X x Y, der sowohl mit X als auch mit ¥
trivialen Durchschnitt hat. Bekanntlich gilt deshalb CCZ(X) X Z(Y) =
Z(X % Y). Die angegebenen Isomorphien folgen aus Dedekinds Identitit.

Die Behauptung iiber S erhilt man analog.

Das nichste Lemma stellt eine gemeinsame Verallgemeinerung der Lemimata
3.4 und 4.3 aus [10] dar und beantwortet damit eine in dieser Arbeit von Hawkes
gestellte Frage.

1.9 Lemma. Sei G eine Gruppe, deren Sockel S das divekte Produkt paarweise
nicht G-isonorpher minimaler Novmalteiler N, ,..., Ny von G ist, und sei H eine
Untergruppe von G mit HNS = (HNON) X - X (HNNY). Ist K ein
Korper der Charakteristik p | S| (oder der Charakieristik 0) und U ein frvedu-
zibler H-Modul iiber K, der ein nichitrivialer (H N N,)-Modul fiir alle i € {1,..., }
mit H " N, = N, ist, so existiert ein irreduzibler, treuer G-Modul V iiber K derart,
dafy U ein Faktormodul von Vg ist.

Dabei kann itm Fall H N S C Cy(U) der Modul V so gewdhlt werden, dafl Vyg
emmen Teilmodul T mit H N S C Cyg(T) besitzs.

Beweis. Sei die Numerierung der IV, so durchgefiihrt, daf
iy HAN,=N;firi=1,.,7,
iy HNAN,CN,; und U ein nichttrivialer (H N N;)-Modul Ist fiir

=7+ 1.,
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(i) HNN,CN; und U ein trivialer (H N N;)-Modul ist fiir
i=s-+1,.,¢

Wir bemerken zuerst:

(1) U besitzt einen irreduziblen ((H N Ny) X -+ X (H N N))-Teilmodul
U, , der von keinem der H N N; (i == 1,..., s) zentralisiert wird:

Ist namlich U, irgendein ((H N N;) X ==+ X (H N N))-Teilmodul von U,
so kann keines der H N N, (i = 1,..., 5) trivial auf U operieren, da sonst wegen
H N N, <1 H der H-Teilmodul Cy(H N N;) von U bereits mit dem gesamtem
irreduziblem H-Modul U entgegen der Wahl der N, fiir diese 7 tibereinstimmen
wiirde.

(2) Dasin (1) gefundene U, ist nach Wahl der H N N, firi =54 1,..., ¢
ein trivialer ((H N Ng4) X - X (H 0 N,))-Modul, insbesondere invariant
unter dieser Gruppe und damit invariant unter H N S. (Uypns) besitzt
eipen irreduziblen Teilmodul W, auf dem keines der HN N, (I = 1,..., %)
trivial operiert:

Sei fiir £ = 7 + 1,..., t die Untergruppe K, von IV, komplementir zu H N N; .
Dann iiberlegt man sich leicht (unter Verwendung der Zerlegung von

(Uodunsy = D (Uduns®k
BEK, 33X XKy

in cine direkte Summe von Vektorrfumen (vgl. {11, Kap. V, § 16]) und mittels
[HNS, K,y X -+ x K] = 1), daBl (Up)gns)® = A ® B gilt, wobei 4 =~
(Uo)uns (ein Modul fir HN S), B~ K[K,; X -+ X K] (ein Modul fiir
K, X X K)und 4 & Bein Modulfir § = (HN 8) X (K, 3 X = X K})
ist, und zwar mit der iiblichen komponentenweisen Operation, die wir schon im
vorangegangenen Lemma betrachtet haben. Mittels elementarer Methoden der
linearen Algebra sieht man durch eine Reduktion auf Sylowgruppen, daf3
K, ., X -+ X K, einen Normalteiler M mit zyklischer Faktorgruppe hat, wobei
zusitzlich K, " M C M fiir'é = s -+ 1,..., t gilt. Damit zeigt sich die Existenz
eines irreduziblen (K, X -+ X Ky)-Teilmoduls U; von B mit

CK,+1><-~-><K,,(U1) = Kr-[-]_ X = x K, X M.

Insbesondere operiert keines der K; C N, fiir ¢ = s + 1,..., ¢ trivial auf U .
Sei schlieBlich W, ein irreduzibler S-Teilmodul von 4 & U; (nach dem
vorher Gesagtem also von ((Uy)pns)S). Das vorangehende Lemma liefert

C(Han)x--~><(HnN,)(Wo) = C(HnN1)><~-><(HnN35(U0);

deshalb operieren N, ,..., N, nichttrivial auf W,. Aus #hnlichem Grund
operieren fiir 7 = s -- 1,..., # mit den K; auch diese NN, nichttrivial auf ¥, .
Wir kénnen jetzt die Behauptung des Lemmas beweisen:
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Den gesuchten Modul ¥ finden wir als irreduziblen G-Teilmodul im G-
mnvarianten Unterraum Y . Wox des induzierten Moduls W = US%; nach
Mackeys Satz V. 16.9 aus [11] besitzt namlich W = ((Ug)%)g einen zu (Uyng)®
isomorphen direkten Summanden, so da3 W einen S-invarianten Teilraum W,
hat, welcher zu dem unter (2) gefundenen S-Modul W, isomorph ist. Ein Satz
von Nakayama [11, V. 16.9] liefert die Existenz eines zu U isomorphen Faktor-
moduls von V. Zum Nachweis von Cg(V) = 1 schreiben wir 7’5 (bis auvf
Isomerphie} als direkte Summe von S-Moduln (Wyx)s, die » Elemente einer
Teilmenge L von G. Dies ist aufgrund der Wahl von ¥V innerhalb ¥, Wix
mdglich: Man beachte die Irreduzibilitit der Wix und die Sitze von Clifferd
und Jordan—Hslder. Da der S-Modul Wy o~ (Wyx)g)x* fiir ein v €L in ¥
vorkommit, liegt C(V5) in Cg(W,). Nach Konstruktion von W) enthilt dahe-
Cx(V) keine der Gruppen N;, nach unserer Voraussetzung an die N; also
keinen rminimalen Normalteiler von G. Die erste Aussage des Lemmas ist nun
nachgewiesen.

Sei zum DBeweis der zweiten Aussage die Voraussetzung H M § T Cu(S)
erfiilit. Wie bereits erwdhnt, kommt W, (bis auf Isomorphie) als Teilmodul von
Vs vor. Der Teilraum T = 3, Wyy von V7 ist dann invariant unter H.S.
Ferner gilt Cyo(T) 2 Nyer Cs(Wo ) = Nyen MY (M wie im Beweis von (2}
definiert—man beachte im Folgenden s + 1 = 1 fiir das s aus (ii)), so dafl mit
M auch Cyy(T) den Normalteiler HN S von HS enthalt. T hat also alle
behaupteten Eigenschaften, und wir haben auch die zweite Behauptung des
Lernmas bewiesen.

Lemma 1.9 kann z.B. angewendet werden, um einen vereinfachten Beweis des
Satzes 1.4 aus [3] von Dade zu erstellen.

2. ELEMENTARE BEMERKUNGEN UBER SCHUNCKXLASSEN UND FORMATIONEN

Eine Schunckklasse ist bekanntlich eine g-abgeschlossene Klasse 7 von
Gruppen, die eine Gruppe G immer dann schon enthilt, wenn alle primitiven
Faktorgruppen von G in 37 liegen. Schunck charakterisierte diese Gruppen-
kiassen als genau dicjenigen, zu welchen in aillen Gruppen H#-Projektoren
existieren; dabei hei3t H C G ein s#-Projektor von G, falls HN|/N H# -maximal
in G/N fur alle N<JG ist. Daneben hat eine andere Kennzeichnung der
Schunckklassen Bedeutung erlangt. Um sie beschreiben zu konnen, stellen wiz
einige Definitionen aus [4] zusammen:

2.1 DrriNiTioN. (a) Bezeichne 5 eine Schunckklasse. Dann seien
a(H#) = {4 | A4 ist primitive Gruppe mit H N F(4) =1 fir H € Proj» {4},

W) = (BeaF) | BIF(B) e #),
«(#) = {BIF(B)| B e Ho#)}.
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Ferner sei fiir Primzahlmengen = wie die zuvor definierten Klassen g, (5£),
b, () und ¢ (o) definiert, wobei aber nur primitive Gruppen 4 beziehungsweise
B mit F(4) = 0,(4) bzw. F(B) = O,(B) fiir ein p € 7 betrachtet werden. Die
Ausdriicke a,(5£), b,(##) und ¢,() ( p eine Primzahl) definieren sich nun selbst.

(b) Fiir jede Gruppenklasse 2" sei h(of) = {G | {G} N A" = 2},
(c) Eine Gruppenklasse % heifit ein Rand, falls G € # stets {G} N % =
{G} impliziert.

Rénder sowie die in (a) definierten Klassen (o) und b(5#) enthalten kon-
ventionsgemil} nicht die Einsgruppe.
Nach Doerk [4, 1.2], gilt:

2.2 Satz. Durch b und h werden zueinander inverse Bijektionen von der Klasse
H aller Schunckklassen auf die Klasse aller Rinder (bsw. umgekehrt) definiert.

b(#) heiPt der Rand der Schunckklasse 5, W%) die Klasse der FB-perfekien
Gruppen.

Der Begriff des Randes ist nicht nur deshalb wichtig, weil er die Méglichkeit
vermittelt, auf einfache Art Schunckklassen zu konstruieren, sondern auch zur
Kontrolle der Relation des starken Enthaltenseins auf H:

2.3 Sarz (Doerk [4,2.2)). Fir X, % eH wird & K Y (X stark enthalten in
¥ durch
XeProjg(G) = XCY  firen Y eProjy(G)

(oder, wegen der Konjugiertheit der Projektoren dquivalent, durch
Y eProjg(G) = YC X  firein X eProjg(G))

definiert. Dannist & € %Y mit l(#) C a(T) gleichwertig.

Da fiir alle Schunckklassen 5# stets b(#") C a(H#) gilt, bedeutet die Aussage
b(#) C a(%) eine stirkere Einschrinkung von % als von &'. Zwar 148t sich der in
der Aussage b(%) C a(%) enthaltene Mangel an Symmetrie beseitigen, doch nur
um den Preis einer Abschwiichung von 2.3, die fiir fast alle Zwecke nutzlos ist.
Wir beweisen:

24 KoroLLaR., & € ¥ und a(%) C a(%) sind dquivalent.

Beweis. st ' <€ ¥, so enthialt ein #-Projektor von 4 € a(¥) einen & -Projek-
tor von A. Offenbar folgt 4 € a(%). Gilt umgekehrt a(#) C o(%Z), so folgt mit
WY Ca@)und23F LY.

Es wire interessant, eine Beschreibung der Gruppenklassen 7, die von der
Form o = a(##) fiir ein s €H sind, zu haben. Analog zu Doerks Satz 2.2
gilt ndmlich:
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2.5 Bemerkung. Durch a und & werden zueinander inverse Bijektioner von
H auf die Klasse {a(s#) | # € H} (bzw. umgekehrt) deliniert.

Beweis. Man iiberlegt sich mittels der einschligigen Definitionen leicht
Ma(H)) = A fir alle S €H. Daher ist a eine Bijektion, und & ist offenbar
nvers zu 4.

Die in Sektion 8 untersuchte Verbandsstruktur von H 146t sich mittels 2.5
innerhalb {a(s#) | 2 € H} etwas iibersichtlicher als mittels 2.3 innerhalb der
Klasse aller Rinder beschreiben. Man iiberlegt sich némlich leicht:

2.6 Bemerkung. Fiir alle &, % ¢ H gelten
X VY = aZ) " a¥),

(X ANY) = 0 .
AUZBYUlY)CalZ)

Dabei ist die zweite der obigen Gleichungen eine Konsequenz der Giltigkeit
der ersten auch fiir beliebige Teilmengen T vonH an Stelle von {Z, #}. Die oben
erwihnte Asymmetrie in & <€ % kommt auch hier wieder zum Ausdruck,
indem die Beschreibung von & A %, verglichen mit derjenigen von & v %, nwr
wenig iibersichtlich ist: Die Forderung a{Z) U a(%) C a(Z) an & ist kaum
iiberschaubar.

Ein in dieser Arbeit hiufig niitzliches Beispiel fiir eine Anwendung von 2.3 ist

2.7 Satz.  Aquivalent sind fiir # € H:
Q) SH =
G) %<
i) b(#) = 2.

Insbesondere ist die durch 6™y = b () definierte Schunckklasse H#°™ eine sowohl
K als auch & stark enthaltende Schunckklasse.

Mit &, bezeichnen wir stets die durch (%) = {Z, | pen} definierte
Schunckklasse. Diese Klasse 146t sich beschreiben als {G | p 1| G/G' | fur alle
pent = {G|G=0"(G)} und wird die Klasse der m-perfekten Gruppen
genannt. Fir alle Gruppen G gilt Proj s (G) = {O"(G)}.

Uberlegungen hnlich denen in Sektion 6 deuten darauf hin, daB die Z,

die einzigen Schunckklassen sind, fiir welche 225 bei beliebigem #° e¢H
wiederum Schunckklasse ist. Wir vermerken fiir spitere Anwendungen:

2.8 Bemerkung [4, 2.7]. Ist 5 cine Schunckklasse, so ist auch F.# cine
solche. Dabei gilt fiir alle Gruppen G

Projy_»(G) = {HO™(G) | H € Proj »(G)}.
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Eine Formation ist eine Q- und rj-abgeschlossene Gruppenklasse. Ist &~
irgendeine Klasse von Gruppen, so ist durch Qry#" bekanntlich die kleinste
A enthaltende Formation gegeben, und J¢" ist genau dann Formation, wenn
H = QryH" gilt. Die besondere Bedeutung der Formationen fiir die Theorie
der Schunckklassen rithrt von dem folgenden Lemma her:

2.9 LemMa. Sei H eine Schunckklasse, N ein p-Normalteiler einer Gruppe G,
der durch die Untergruppe K in G komplementiert wird. K operiere treu auf N, es
gelte also Cy(N) == 1. Enthilt K einen H-Projekior H von G, so liegt H/O,(H)
n Rye,(H). Insbesondere ist H in der Formation F,QRyc,(3€) enthalten.

(Die Voraussetzung des Lemmas ist z.B. fiir Gruppen G € a,(#) mit N =
F(G) = O,(G) erfiillt.)

Beweis. Seil =N,CN,C - CN, = N eine H-Kompositionsreihe von V.
Aus elementaren Eigenschaften von Projektoren folgt mit A NN = 1 dann
(HICy(N,N; )N, [Ny 1) €b,(),db. HICH(N{N; ) € ¢,(#). Wegen Cy(N) C
Cx(IN) = 1 ergibt sich (),_; Cx(N:/N;_,) = O,(H), somit unsere Behauptung
H|O,(H) € Ryc,(€). Nach unserer Vorbemerkung und aufgrund der wohlbe-
kannten Tatsache, daBB das Produkt %%, ciner gegeniiber Normalteilerbildung
abgeschlossenen Formation #; mit irgendeiner Formation &%, wieder eine Forma-
tion ist, ist &,QRec,(H#°) eine Formation, und sie enthilt A.

Einige elementare Eigenschaften eines fiir unsere Arbeit besonders
bedeutsamen Typs von Formationen fassen wir im nichsten Lemma zusammen.

2.10 LemMa. € sei eine Schunckklasse, & eitne Formation. Nack Al aus [5]
ist dann auch die Klasse X(3, F) = {G | Proj(G) C F} wieder eine Formation
(aber nicht notwendig eine Schunckklasse), selbst wenn H keine Formation ist.
Dabei gelten

HANFCHNXH,F)CF,
X(H, F) = X(H, H NF),
X(H, ) CX(H, F),  Jalls HCF,,

FX(H, F) C X(H, F.F,) fir gegeniiber Untergruppenbildung abgeschlossenes
Z .

Ist ferner H € Proj (G), so sind G € X(, F ) und H € X(H, F) (d.h. H ¢ F)
offenbar gleichwertig, mehr noch: Genau dann liegt G in X(H, F ), wenn dies fiir
trgendeine der Zuwischengruppen U zwischen H und G (H C U C G) zutrifft; und
mit G legt auch jede solche Zwischengruppe in X(H, F).

Beweis. Einen Beweis dieses Lemmas erhilt man direkt aus den einschligigen
Definitionen zusammen mit den formalen Eigenschaften von Projektoren.
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Formationen, die zugleich Schunckklassen sind, sind genau die Eg-abge-
schlossenen Formationen, die sogenannten gesittigten Formationen. Sie sind
auferdems nach Gaschiitz und Lubeseder die Formationen & der Gestalt
F = Npexts) S S f(P) N Sy mit Formationen f(p). Diese heiflen lokale
Formationen, die /( p) eine lokale Erkldrung von F. Nach [3, § 2] existiert zu
lokalen & stets genau eine inklusive und volle (fiir die Definition dieser Begriffe
siche etwa [3]) lokale Erklirung {/(p)|pex(F)}; die zugehdrigen /{p)
bezeichnen wir durchweg mit % ( p).

Wir fiigen hier ein Ergebnis uber gesittigte Formationen ein, in dessen
Beweis einige im Folgenden sehr niitzliche Beweistechniken angedeutet werden,
die zI". auch schon im (unverdffentlichten) Originalbeweis des Gaschiitz-
Lubeseder-Satzes [11, V1.7.25] benutzt wurden.

2.11 Sarz. Genau dann ist die Formation F gesdttigt, wenn gili: Ist G e F, V'
ein G-Modul diber GF( p) mit GV € Z, der zu einem GF( p)[Gl-Block gehdri, so ist
fiir jeden GF( p)G}-Modul W aus dem gleichen Block GW e &.

Beweis. Daf} eine gesittigte Formation die Bedingung aus dem Satz erfiilly,
weist man mittels [11, V1.7.21], und der Beweismethode von 4.5 (siche unten)
nach.

Ist umgekehrt jene Bedingung erfullt, so weist man % als lokal erklirbare
{und damit nach Gaschiitz gesittigte) Formation nach: Man zeigt, daB die
Formationen,

F(p) = FQGeF 0,(G) =1}, falls p | 1 F i fisrein Fe &,
= o, sonst,

eine (inklusive und volle) lokale Erklirung von & bilden. Dazu ist vor allem
F(p) € F nachzuweisen.

Sei also G e F(p)—F von minimaler Ordnung. Der Fall G e %, wird wie
iiblich (etwa mittels der Beweistechnik von 10.4) zum Widerspruch gefithrt.
Sei nun G keine p-Gruppe. G hat genau einen minimalen Normalteiler S, G/S
liegt in &, und S ist p-Gruppe. G/O{G) liegt in o{H e F | O, (H) = 1}. Sa
damit He %, O, (H) =1 eine Gruppe mit cinem Normalteiler K, fiir den
HIK ~ GJO,(G) gilt. Wir setzen T' = {G/S) j H mit vereinigter Faktorgruppe
GO (G). Es ist O (T)y =1, da O (H) =1 und T'e F{H} gelten. p|' H|,
weshalb T einen Modul V tiber GF(p) mit 71" € # besitzt: Man betrachte einen
komplementierbaren p-Hauptfaktor von H und beriicksichtige H € ¢{Z'}. Ein
wohlbekannter Satz von Fong und Gaschiitz besagt wegen O, (7) = 1, dall zu
GF(p)[T7 nur der Eins-Block gehort. Da GF(p)[7] in dieser Situation cin
Modul aus diesemn Block ist, liefert TV & & mit unserer Voraussetzung bereits
TGF(p)[T1e # Da T eine Faktorgruppe T/T, oz G/S und GF{(p)[T] einen
T-Faktormodul GF(p)[ T Tl mit Kern T hat, folgt auch (G/SYGF(pYG|SHheF
Beweisteil (2) von 3.1 (s. unten) zeigt schlieBlich G € &, ein Widerspruch.

Der Rest des Beweises bleibt dem Leser iiberlassen.
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2.12 KoroLLaR (Lubeseder, s. [11, VI.7.25]). Jede gesiittigte Formation ist
Iokal erkliirbar.

Beweis. Dies haben wir beim Beweis von 2.11 implizit gezeigt.

Zu gesiittigten Formationen & sind in jeder Gruppe sogenannte #~Normalisa-
toren definiert. Eine Ubertragung ihrer Definition auf Schunckklassen ist
unmdglich, doch gestattet eine Beschreibung der #~Normalisatoren fiir gesittigte
Formationen % eine Ubertragung auf beliebige Schunckklassen, wobei allerdings
die Existenzaussage verlorengeht. Mann nennt in [12] eine maximale Unter-
gruppe U einer Gruppe G mit G = UF(G) s -kritisch fiir die Schunckklasse 57,
falls G/Cores(U) ¢ S gilt, und definiert einen S#-Normalisator H von G als eine
in J# liegende Untergruppe von G, die sich durch eine Kette H = U, C
U, C - C U, = G mit s#-kritischen Untergruppen U; ; von U; ({ = 1,..., #)
mit G verbinden liBt. Da G ¢ 5 nicht notwendig s#-kritische Untergruppen
besitzt, braucht eine beliebige Gruppe keine #-Normalisatoren zu besitzen, doch
impliziert die Existenz der s#-Normalisatoren in einer bestimmten Gruppe die
meisten der iiblichen Eigenschaften solcher Untergruppen in der gegeben
Gruppe. Wir verweisen fiir nihere Einzelheiten auf [12] und bemerken, da8
die dort gegebenen Beweise auch innerhalb einzelner Gruppen richtig bleiben
(wihrend Mann nur Schunckklassen # in seine Untersuchung miteinbezieht,
fir die in allen G ¢ # H-kritische Untergruppen vorhanden sind). Falsch ist
jedoch eine Behauptung Manns in [12] im Zusammenhang mit lokal erklirbaren
Schunckklassen. Wir notieren die Definition dieses T'yps von Schunckklassen,
da wir auf sie (wenn auch nicht in Verbindung mit Normalisatoren) ohnehin
eingehen miissen.

2.13 DerintrioN. Eine Schunckklasse 57, zu der Homomorphe (Q-abge-
schlossene Gruppenklassen) J#(p) fiir alle Primzahlen p existieren derart, daf3
eine Gruppe G genau dann in 3 liegt, wenn G/Co(M/N) € S#(p) fiir alle kom-
plementierten p-Hauptfaktoren M/N von G gilt, heil3t lokal oder lokal erklirbar.
Ist 5#(p) eine lokale Erklirung von # an der Stelle p, so ist #(p) N H cine
inklusive und S (p) N ) eine volle und inklusive lokale Erklirung. Wir
bezeichnen fiir lokale Schunckklassen # mit 3#(p) in dieser Arbeit immer eine
(nicht notwendig eindeutig bestimmte) inklusive und volle lokale Erklirung von
. Ferner sei #,(p) = 0{G/O,(G) | G € 2#(p)} eine in Abhingigkeit von J#(p)
definierte Jokale Erkldrung.

2.14 Sarz. 3¢ bezeichne eine Schunckklasse.
() Aquivalent sind:
(i) In allen Gruppen G ¢ S existieren 2 -kritische Untergruppen.
(ii) 2 = E4QR, Pr(s#) mit der Klasse Pr(s#) aller in 3£ liegenden
primitiven Gruppen.
(ili) 2% = EuF filr eine Formation .
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Genligt J# einer dieser Bedingungen, so sind die s#-Normalisatoren jeder
Gruppe G gerade die S#-Projektoren der (A F )-Normalisatoren von G, wenn
J und F in der durch (iii) beschriebenen Beziehung stehen.

(b) Fir lokal erklirbare S sind dquivalent:
() H# = E,QR, Pr(s?).
() (U, #u(p)) € 7.

Dabei sei {#.(p)} zu einer beliebigen inklusiven ickalen Erklirung {#(p}}
von # wie in 2.13 gebildet,

Beweis. (a) (i) = (ii): Da fir Ge 4 im Fall $(G) = 1 die Fittinggruope
von G ein direktes Produkt von minimalen Normalteilern Ny ,..., N,, von G ist,
fur welche die zugehérigen primitiven Faktorgruppen von & in 5% legen, und
weil dariiber hinaus G € Rg{(G/Co(N))N;} wegen (;_; Co(N,) = Co(F(G)) =
F(G) gilt, haben wir fiir jede Schunckklasse J# die Inklusion # C EgQR, Pr{#”}.

Sei umgekehrt G € Ry Pr(#), N, ..., N, <3 G mit (\;_; N, = | und G/N; € #
fir { = 1,..., ». Wir haben @(G) = 1| wegen @®(G/N,) = | fur alle i. Ist M ein
minimaler Normalteiler von G, so existiert ein 7 mit M C N, . MN,/N, ist dann
der eindeutig bestimmte minimale Normalteiler von G/N, € Pr(5#); insbesondere
gilt (GJCo(M )M € o . Da alle maximalen Untergruppen von & cinen geeigneten
minimalen Normalteiler komplementieren, sieht man daher, dal G keine
¢ -kritischen Untergruppen besitzt. (i) liefert G e 7.

Ry Pr(#) C S zeigt schlieBlich EgQR, Pr(s#) C 4, und (i) ist nachgewiesen.

(11} = (iil) folgt trivial aus der bereits oben erwihnten Tatsache, dafl
QR fiir jede Gruppenklasse 7" eine Formation ist.

(if) = (i): Fir G ¢ haben wir eine H#-kritische Untergruppe zu
finden. Dazu darf ®(G) = | angenommen werden. Gilt (G/C(M)YM e H# =
EgF fir alle minimalen Normalteiler M von G, so liegen diese primitive Gruppen
bereits in Z, und G liegt, hnlich wie im Beweisteil (i) = (i), in

R{(GIC(M)M | M minimaler Normalteiler von G} C re%F C 57

Ist also G ¢ 27, so finden wir ein M mit (G/Cy(M))M ¢ H#, und ein Komplement
von M in G ist eine S -kritische Untergruppe von G.

Die letzte Behauptung unter (a) ergibt sich aus dem Enthaltensein von £,
in der gesittigten Formation A F — A" -kritische Untergruppen einer Gruppe
sind deshalb stets erst recht EgZ -kritisch—und dem Ubereinstimmen von
H-Projektoren und H#-Normalisatoren in Grupper aus A # = A5, F C AN F.

(b) kann mit ghnlichen Methoden wie (a) bewiesen werden, wobel zu
beachten ist, dal3 eine Gruppe G € Ry(lJ, #%(p)) mit Normalteilern N, ..., IV,
mit (o_; N, = 1 und G/N, € S£,(p;) eine zerfallende Erweiterung H = GF(H)
besitzt; man betrachte V = @), GF(p)[G], H = GV und zeige F(H) = V
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unter Beriicksichtigung der sich aus ihrer Definition ergebenden Eigenschaften

der S (p).

Entgegen Manns Behauptung in [12] existieren zu lokalen # i.a. keine
H-Normalisatoren: Beispiele fiir lokale Klassen # mit Ry({), % (p)) L 5 lassen
sich z.B. durch geeignete Gruppen aus ReZ — Z (% eine Schunckklasse, die keine
Formation ist) von minimaler Ordnung konstruieren; fiir explizit nachgerechnete
Beispiele sei auf [12] verwiesen. Solche Gruppen zeigen iibrigens auch, warum
wir in 2.14 eine minimale lokale Erklirung benutzen muBSten und nicht irgendeine
volle und inklusive lokale Erklirung wihlen konnten: Ry({), #%(p)) C # kann
ohne Ry, H#(p)) CH gelten.

Um mit #-Normalisatoren fiir beliebige Schunckklassen J# arbeiten zu
kénnen, ist es notwendig, eine nicht zu kleine Klasse von Gruppen zu kennen, in
denen s#-Normalisatoren existieren. Trivialerweise gilt A3 C N(2), wenn wir
die Klasse aller Gruppen, die einen s##-Normalisator besitzen, N() nennen. In
N stimmen allerdings die #-Normalisatoren mit den #-Projektoren tiberein,
weshalb wir nun noch mehr Gruppen in N(#’) finden wollen.

2.15 DeriNtrioN.  Fiir jedes Homomorph 2 werde rekursiv definiert:

BXF) = # U {GIF(G) € #, Co(MIN) = F(G)
fiir alle G-Hauptfaktoren M/N unterhalb F(G)},

) = gL (6 (#))  fiir allene N.

Dann ist # CEL(#)CEX(H)C -+ eine Kette von Homomorphen mit
Ep(s#) C N(o%) fur alle natiirlichen Zahlen n, falls # eine Schunckklasse ist.
Durch 3# = e Ey(#€) wird ein AbschluBBoperator &5, definiert, der jedem
Homomorph &7 wiederum ein Homomorph Es# zuordnet. Dabei gilt fiir den
in [8, 1.4], definierten AbschluBoperator E, und alle Gruppenklassen S die
Gleichung g2 C 55

Die bekannte Struktur primitiver Gruppen zeigt, daB eine Gruppe
G € Ey(#)—# von der Gestalt G = HF(G) mit H N F(G) = 1 ist. Ist dariiber
hinaus &£ eine Schunckklasse, so ist jede dieser Untergruppen H von G ein
-Normalisator von G.

Es sei darauf hingewiesen, daf3

@ = EQ(H) CN@EO) N (AN "H — A1)
gilt.
2.16 LevmMa. Aus . LG = {QRy, EptF # L folgt . = F.

Beweis. P, € F heilbt offenbar o(F)C &, . Trivial folgt y(F) Cw. Sei
pex(F) —m, G =FV eb(F) beliebig, F e Projz(G), V = F(G). Dann ist
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p41G |, und F x Z, hat somit einen irreduziblen, treuen Modul W tber
GF{q) (s. 1.8). Die Gruppe H = (F X Z,)W liegt in b(F), denn einerseits gilt
F x Z,e %, andererseits ist F X Z,, die von H aof W bewirkte Automor-
phismengruppe, nicht in #(g) enthalten. Wir haben einen Widerspruch gewonnen
und damit auch ¥(Z)C 7 gezeigt.

3. Zwel CHARAKTERISIERUNGEN VON .9,

In diesem Abschnitt wollen wir zwei Charakterisierungen der Klassen &
angeben, deren erste wir spiter zur Bestimmung aller Schunckklassen mit normal
eingebetteten Projektoren benétigen.

3.1 Sarz. Sei F eine Schunckklasse oder eine (nichi notwendig pesditigte)
Formation der Charakteristik w, die folgender Bedingung geniigt:

Ist G e #, g eine Primzahl aus w oder ein Primteiler von | G |, so liege stets auch
das repulire Kranzprodukt Z,0 G in F.
Domngit F = 5.

Bewers. Wir zeigen zuerst:
(L #FC9.

Ist namlich G € & ¢ ein Primteiler von | G |, so ist nach Voraussetzung auch
Z, 1 G eine Gruppe aus &. Bekanntlich ist Z,§ G isomorph zum semidirekten
Produkt von G mit seinem Gruppenring tber GF(g). Daher enthilt die Basis-
gruppe B des Kranzproduktes einen Normalteiler B, mit (Z,} G)/B, =2
G X (B/By) =~ G X Z,, und wir haben Z,€ 0F = &, g€ y(F) = .

Nun betrachten wir den Fall einer Formation % und beweisen:

() F =, 7.

Dazu nehmen wir das Gegenteil an und wihlen X € B,%— % minimal. X hat
dann genau einen minimalen Normalteiler S. Dabei gilt S C @(X), und ist ¢ der
Primteiler von | S|, so ist F(X) = O,(X); insbesondere gilt ¢ || X/S|. Wir
setzen jetzt G = X/S, eine Gruppe aus %, und folgern aus unserer Vorausset-
zung Z,} G € F sowie

K = SU(X|S) a2 (Zy X+ X Z)L G eRf{Z ) G C F.

Der Einbettungssatz 1. 15.9 aus [11] liefert nun einen Monomorphismus ¢ vor X
in K; der Beweis jenes Satzes zeigt noch mehr, nimlich (Xg)S* = K, wobei S*
die Basisgruppe des Kranzprodukts bezeichne. Wegen S* CO(K) liegt
schlieBlich mit K auch das Supplement Xo von F(K) in der Formation %, wie
ein bekannter Satz von Bryant, Bryce und Hartley aus [1] zeigt. Wir haben einen
Widerspruch erhalten.
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Der Beweis des Satzes wird vervollstindigt durch den Nachweis von:
(3) #CF

Eine Gruppe X e &,—% von minimaler Ordnung wire nimlich—man
beachte, daf3 aufgrund von (2) & nun in jedem Fall Schunckklasse ist— primitiv,
ein Komplement G von F(X) lige bereits in %, und der Primteiler ¢ von | F(X)|
wire eine m-Zahl, Dies lieferte einen Widerspruch, denn Z,) G € % besitzt
eine zum semidirekten Produkt GF(X) o~ X isomorphe Faktorgruppe, wie die
schon oben angesprochene Beschreibung von Z,Q G als semidirektes Produkt
von G mit GF(g)[G] sofort zeigt.

Die Klassen %, haben natiirlich die in 3.1 behandelte “Kranzprodukteigen-
schaft”.

Der Beweisteil (1) von 3.1 zeigt die Richtigkeit der folgenden Bemerkung:
Ist # ein Homomorph (eine Q-abgeschlossene Gruppenklasse), und gilt stets
Z,}Ge #, falls nur G e s und ¢ ein Primteiler von | G |, so ist 3 C F ) -
Jedoch reicht sogar die Kranzprodukteigenschaft aus 3.1 fiir ein Homomorph i.a.
nicht aus, um S = %, zu erzwingen, wie ¢in Beispiel aus [9] zeigt.

Unsere zweite Charakterisierung von %, stellt eine Verallgemeinerung eines
Ergebnisses von Barnes und Kegel dar, welches besagt: Ist F cine gesittigte
Formation der Charakteristik = mit der Eigenschaft, daf in jeder Gruppe
simtliche #-maximalen Untergruppen bereits F-Projektoren sind, so ist
F = &, . (Dieses Ergebnis gewinnt man mit Hilfe des Lubeseder-Satzes (2.12)
sofort aus der Tatsache, daB fiir eine solche Formation & die #-Projektoren
einer 7-Gruppe G p-Sylowgruppen von G fiir alle p € #(G) enthalten miissen.)

3.2 Sarz. Die geséittigte Formation F geniige folgender Bedingung: Ist F' eine
F-maximale Untergruppe einer Gruppe G, die einen F-Normalisator von G enthiilt,
so ist F ein F-Projektor von G.

Dann gilt F = &, mit m = y(F).

Beweis. Offenbar geniigt es, F(p) = F(q) fiir alle p, g€ x(F) zu zeigen,
denn dies hat Z(p) = F(q) = SF(q) = S F(p), also F(p) = Fyw), zur
Folge. Wir fithren die Annahme #(p){ %{g) zum Widerspruch. Hierzu
betrachten wir eine Gruppe F minimaler Ordnung aus Z(p) — Z(q). S =F% @,
der einzige minimale Normalteiler von F, ist eine ¢’-Gruppe, da F(g) voll ist.
Folglich besitzt—man wende 1.9 an—F einen irreduziblen, treuen Modul U
tiber GF(g). Mit G = FU ist dann F € Projz(G), denn da &(p) inklusiv ist,
gilt F'e #, aber es ist G/Cg(U) ¢ F(¢) nach Konstruktion von-G. Eine weitere
Anwendung von 1.9 liefert einen irreduziblen, treuen G-Modul ¥V iiber GF(p).
H sei das semidirekte Produkt GV, W der regulire H-Modul GF(q)[H] tiber
GF(g), und X = HW. Dann gilt:

(1) Ein #“Normalisator von X hat die Gestalt FW, mit W, C W; dabei
ist W, in Cy,(S) enthalten:
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FCGCH ist eine Kette Fkritischer Untergruppen mit F € #. Deshalb ist
F ein #~Normalisator von H (s. Sektion 2). Da Z~Normalisatoren einer Gruppe
bei Faktorgruppenbildung in Z-Normalisatoren der Faktorgruppe tibergehen,
erhilt man zumindest, dal ein #-Normalisator von X die Gestalt FW, mit
We & W hat. Da ferner #-Normalisatoren von X genau die #-zentralen Haupt-
faktoren von X (s. [3] fiir eine Definition) decken und die restiichen meiden,
H7@ = SUV gilt, S eine ¢'-Gruppe und W eine abelsche ¢g-Gruppe ist,
folgert man W, C Cy(S).

Wir suchen jetzt #maximale Untergruppen von X, die FCp (S) (und damit
nach (1) einen #~Normalisator von X) enthalten. Zuerst berechnen wir einen
den F-Projektor F' von G enthaltenden F-Projektor &, von X mittels des fiix
gesittigte Formationen iiblichen Verfahrens, wie es etwa in [3, 2.6] beschrieben
ist. Dieses ergibt mit FV € &, F(p) C F zuerst FV € Proj#(#) und danach

Fy = FVCy((FV)*@) & Projz(X).

Da ¥ ein nilpotenter Normalteiler von FV ist, gilt bekanntlich #%@ C(Fy)y¥ @,
insbesondere ist F¥ @[F¥@, '] in dem Normalteiler (F¥)* @ von FV enthalten.
Wir halten fest, an S = F# @ erinnernd:

(2) F.nW = Cu((FV)7@)CCp(SV,) mit einem V,CV, fir das
1 7 [FF@, VIC V, gilt.

Sel nun F, irgendeine FC,,(S) umfassende F#~maximale Untergruppe von X,
Nach unserer Voraussetzung sind F; und F, in X konjugiert. Insbesondere gilt
|E; W= F,n W = | Cy(S)]. (2) liefert:

| Cw(STVo)l = 1 Cu(S)'

Dies ist ein Widerspruch zu S C SV, , denn der Zentralisator einer Unter-
gruppe ¥ von X im Gruppenring W = GF(g)[X] hat die Ordnung g¢!%:¥,
Dieser Widerspruch beweist den Satz.

Der Beweis von 3.2 bendtigte nicht die volle Voraussetzung des Satzes,
sondern nur die etwas schwichere Forderung:

In allen Gruppen G € £3% mogen alle F-maximalen Untergruppen F von G,
die einen F-Normalisator von G enthalten, gleiche Ordnung haben.

Eine entsprechende Bemerkung gilt fiir das folgende Koroilar:

3.3 KorovLar. Die gesdttigie Formation F der Charakieristik w geniige
folgender Bedingung:

Ist F eine Fmaximale Untergruppe einer Gruppe G mit G = FGZ, so gilt
F e Proj+(G).

Dann ist F = &, .

Beweis. Da F-Normalisatoren stets die Faktorgruppe G/G' decken, ist die
Aussage des Korollars eine Abschwichung der Aussage von Satz 3.2.
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4. SCHUNCKKLASSEN MIT NORMAL EINGEBETTETEN PROJEKTOREN

Die normalen Schunckklassen #—sie sind definiert durch die Eigenschaft der
H-Projektoren jeder Gruppe G, Normalteiler von G zu sein—sind nach einem
Ergebnis von Blessenohl und Gaschiitz (siehe auch [4, 1.6]) die Klassen &, der
a-perfekten Gruppen, gebildet zu beliebigen Primzahlmengen =; der Rand einer
derartigen Klasse £ kann namlich nur aus solchen primitiven Gruppen bestehen,
in welchen die s##-Projektoren als normale Komplemente des einzigen minimalen
Normalteilers mit der Einsuntergruppe iibereinstimmen, d.h. aus zyklischen
Gruppen von Primzahlordnung, und umgekehrt sind fiir 8(3#) = {Z, | p e =},
also o = Z,, die H#-Projektoren einer jeden Gruppe Normalteiler derselben:
O7(G) ist stets der (einzige) £, -Projektor von G.

Da die normalen Schunckkiassen selbst die Deck-Meide-Eigenschaft (s. 4.1)
besitzen, erlaubt es das in 2.8 besprochene Konstruktionsverfahren, zu jeder
Schunckklasse 2 mit Deck—Meide-Eigenschaft weitere Klassen mit der gleichen
Eigenschaft zu bilden, nimlich die Klassen & 4, fiir die man die Deck—-Meide-
Figenschaft an der Beschreibung ihrer Projektoren als Produkte des -
Residuums mit einem 3#~Projektor abliest [4, 2.7, 2.8]. Durch dieses Verfahren
entstehen alle bislang bekannten Schunckklassen mit Deck—Meide-Eigenschaft
aus den gesattigten Formationen mit ebendieser Eigenschaft. Dabei kénnen zwei
Typen solcher Klassen unterschieden werden:

(i) Klassen der Gestalt £ .%; die & .Fp-Projektoren jeder Gruppe G
sind sogar normal eingebettete Untergruppen von G (s. 4.1), denn ihre p-Sylow-
gruppen sind p-Sylowgruppen von O7(G) oder von G, je nachdem, ob p in ¥’
oder in ¥ liegt;

(ii) Klassen der Gestalt #,.%,/%,; hier enthalten die Projektoren einer
Gruppe G stets p'-Hallgruppen von G.

Die Klassen £, % sollen in diesem Abschnitt unserer Arbeit als die Schunck-
kiassen mit normal eingebetteten Projektoren gekennzeichnet werden. Daneben
interessiert uns die Frage, wie weit hierdurch das allgemeinere Problem der
Bestimmung aller Schunckklassen mit Deck-Meide-Eigenschaft gelést wird.
Diesem Zweck dienen einfach zu iiberschauende Bedingungen an Schunck-
klassen 57, die zusammen mit der Deck—Meide-Eigenschaft sicherstellen, daf3 die
H#-Projektoren stets normal eingebettet sind, und die umgekehrt als Konsequenz
dieser Einbettungseigenschaft (wie auch die Deck-Meide-Eigenschaft) erhalten
werden. Im néchsten Teil dieser Arbeit erméglichen es uns diese Bedingungen
u.a., von allen Schunckklassen mit Deck~Meide-Eigenschaft, deren Projektoren
nicht stets die in (i) angefiihrte Einbettungseigenschaft besitzen, nachzuweisen,
daB ihre Projektoren der Forderung aus (ii) an p’-Hallgruppen geniigen.

4.1 DrriniTioN. (a) Sei U eine Untergruppe von G, p eine Primzahl.
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U heiBt p-Deck-Meide-Untergruppe von G, falls fiir jeden p-Hauptfaktor
M|N von G entweder M C UN oder M N U C N gilt.

U heiB3t p-normal eingebettet in G, falls fir U, € Syl (U)schon U, € Syl (U,°)
gilt; dabei bezeichnet HY den normalen AbschluB (H?®|x e G) einer Unter-
gruppe H in G.

Ist U p-Deck-Meide-Untergruppe (p-normal eingebettet) in & fiir alle
Primzahlen p, so wird U Deck—Meide-Untergruppe (normal eingebettet)
genannt.

(b) Sei S eine Schunckklasse.

Wir nennen # eine p-DM-Klasse (p-NE-Klasse), wenn fiir alle Gruppen &
ein—und dann jedes—H € Proj»(G) p-Deck~Meide-Untergruppe (p-normal
eingebettet) in G ist. DM-Klassen beziehungsweise NE-Klassen werden in
naheliegender Weise definiert.

(c) Unter p-E-Klassen wollen wir Schunckklassen 5 mit ¢,(#)C
verstchen.

Unsere Definition des Begriffs NE-Klasse stimmt nicht vollig mit der von
Schaller in [13] eingefiihrten iiberein. Schaller fordert vielmehr fiir NE-Klassen:
A neben dem normal Eingebettetsein ihrer Projektoren noch, da X(s#, %/}
{s. 2.10) fiir alle Primzahlen p gesittigt sei. Wir wollen hier zeigen, dafl fiir
p-NE-Klassen 57 die Formationen X(3#, %) bereits gesittigt sind und kénnen
dann mittels einer iibersichtlichen Beschreibung der lokalen Erklirungen dieser
Formationen die p-NE-Klassen unmittelbar bestimmen.

4.2 Levma, Sei 5 eine Schunckklasse, p eine Primzahl. Wir seizen 3, =
X8, %) sowie #(p) — X(H, Re(co(#) O F).
@ # =%, falls c)() 0 Sy = o
— Sp),  falls ()N Ty £ 2.
(b) Agquivalent sind:
(i} %, ist gesdttigt.

(i) Ist die p'-Gruppe H ein #-Projektor im semidirekten Produkt von H mit
einem treuem H-Modul V, iber GF(p), so gilt Gleiches in allen semidirekten
Produkten von H mit beliebigen H-Moduln V., tiber GF{p).

(i) SA(p) = A(p)-
(c) Fiir gesdttigtes , ist H,(p) = #(p) und 3,(q) = H, fiir ¢ 5 p.

(d) Ist H# eine p-E-Klasse, H € Proj(G) und P eine H-invariante p-Unter-
gruppe von G mit H N P = Cy(P) = 1, so gilt H € %, %,; bei gesiittigtem 5, ist
unter den gleichen Voraussetzungen sogar He &y .

481/55/1-12
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Beweis. (a) Nach 2.10 gilt jedenfalls &y C -5, = A, .

Fall1l. c,(3£) N Y = @.Indiesem Fallist cine Gruppe G € 54, — &, von
minimaler Ordnung primitiv mit F(G) = O,(G). Fiir H € Proj#(G) erzwingt
die Minimalitit von | G | zusammen mit 2.10 schon H = HF(G) = G, was zu
dem Widerspruch G € b,(3F), H € c,(5) N & fiihrt.

Fall 2. c ()N S £ @ Jetzt ist ¢ () N S, C 4(p), insbesondere gilt
#(p) # . GemilB 2.10 ist £(p) C 5, , so daB wir aufgrund des zu Beginn
Bewiesenen nur noch J#, C 95-4(p) zu zeigen haben. Sei also die Gruppe G ein
Gegenbeispiel minimaler Ordnung zu dieser letzten Behauptung. G besitzt genau
einen minimalen Normalteiler S, und dieser ist p-Gruppe; H € Proj»(G) ist
p'-Gruppe. Ist G primitiv, so bewirkt die Minimalitit von | G| wieder G =
HS eb,(5#), ein Widerspruch; wire nimlich HS 5 G, so folgte aus O, (HS) = 1
schon HS € #(p). Ist aber G nicht primitiv, so gilt SC HG), GIS € S 4(p)
mit Q,(G/S) == 1, und es stellt sich erneut—mit H e &, , dh. HN .S = 1—ein
Widerspruch ein.

Fir den Rest des Beweises kénnen wir ¢,(5) N &, %= o annehmen, da
andernfalls simtliche Behauptungen trivialerweise richtig sind.

(b) (@) = (ii): Fur gesittigtes, nach dem Satz von Lubecseder also lokal
erklirbares %, liegt die in (i) auftretende Gruppe H bereits in 2£(p), da
O, ,(HV;) = O,(HV;) = V, wegen Cy(V;) = 1 gilt. Es folgt HV, e S,5,(p) C
H#, , mithin H € Proj »(H7,).

(i) = (iii): Die Gruppe G sei ein Gegenbeispiel minimaler Ordnung zu der
allein zu beweisenden Inklusion % 4(p) C 4(p). Sei Hy € Proj »(G). G hat genau
einen minimalen Normalteiler S, und S ist p-Gruppe. 2.10 erlaubt die Annahme
G = Hye . G zerfillt nun wegen G/S € 3¢ N 4(p) CH# N &, in ein Produkt
aus einer p'-Hallgruppe X und einem irreduziblem, treuem X-Modul ¥, iiber
GF(p), nimlich V, = S. Wegen X ~ G/S € #(p) finden wir eine Gruppe H,
die 0.B.d.A. in 5 liegt (andernfalls werde sie durch ein Element von Proj(H)
ersetzt), und Normalteiler N, N;,...,N,, von H mit HN~ X, H|N;e
c(#) N % und (Vioy N; = 1, insbesondere also He %, . Zu H|N, gibt es
irreduzible, treue Moduln W, iber GF(p) mit (H/N) W;eb,(#). V, =
@iy Wy, ein H-Modul iiber GF(p) mit Cp(V;) = (Vio1 Cx(W;) = 1, hat die
Eigenschaft HeProj(HV,). (i) liefert HeProj»(HV,), wobei I, in natiirlicher
Weise als Modul fiir H mit Cy(V,) = N aufgefaB3t wird. Es folgt X e Proj#(XTV,),
ein Widerspruch.

(iii) = (i): Dies ist trivial, da jede lokal erkldrbare Formation gesittigt ist.

(c) folgt sofort aus (a) und (b).

(d) He S,%, ist eine einfache Konsequenz von 2.9. He &, fiir
gesittigtes 7, folgt ebenfalls aus 2.9 mit % 4(p) = S,#,(p) C £, .
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Die in 4.2 festgelegte Bezeichnungsweise 5%, bzw. 4(p) fi- X(2#, 7 ) bzw.
X, Qry{c,(#6) N F)) wollen wir auch im Folgenden beibehalten. Ferner
setzen wir fest: J(p") = QRy(c,(F) N F).

Wir wenden uns jetzt der Beschreibung einiger Eigenschaften der p-E-Klassen
A it gesittigtem 3%, zu, die einen ersten Hinweis auf eine Beziehung dieser
Kliassen zu p-NE-Klassen andeuten. Dabei stellen wir zuerst einmal fest, daf3
diese Klassen in gewissem Sinne p-lokal erklgrbar durch Formationen sind, und
zwar durch die Formationen #(p"), die fiir p-E-Klassen mit QRyc, () tiberein-
stimmen. Diese Formationen beschreiben natiirlich nicht mehr die Automor-
phismengruppen, die auf p-Hauptfaktoren von Gruppen aus 3 induziert
werden—wie dies auf die inklusiven p-lokalen Erklarungen gesittigter Forma-
tionen zutrifft—sondern geben vielmehr diejenigen Automorphismengruppen
an, die auf komplementierbaren p-Hauptfaktoren von Gruppen aus 7 gerade
nicht induziert werden kénnen: Dies ist der Inhalt von 4.2(b); die Beschrinkung
auf komplementierbare Hauptfaktoren ist bei beliebigen Schunckklassen im
Gegensatz zu gesittigten Formationen natiirlich dadurch bedingt, dafl genaw bei
gesittigten Formationen ¢ auf frattinischen Hauptfaktoren vor Gruppen zus
S dieselben Automorphismengruppen bewirkt werden wie auf komplemen-
tierbaren—vgl. etwa 2.11. Obige Aussage stellt ein Analogon des Dadeschen
Satzes 2.9 aus [3] dar, denn sie ld6t sich mittels 4.2(d) fir p-E-Klassen mit
gesittigtem 3£, in der Terminologie von [3] auch wie folgt formulieren: Die
H-Projckroren einer Gruppe G meiden genau die 5£,-zentralen komplemen-
tierten p-Hauptfaktoren von G. Die gleiche Analogie spiegelt sich wider in der
unten gegebenen Beschreibung der #~Projektoren fiir solche 2#, die 2.6 aus
[31 vergleichbar ist. Die Bedingung (o) C &, wird hier vorldufig nicht
benstigt, sondern durch Einschrinkung unserer Uberlegungen auf Gruppen aus
S H N F) exsetzt. Wo nitig, werde im Folgenden 5#°( p') £ & angenommen.

4.3 Levma.  Sei S eine Schunckklasse, p eine Primzahl. Ist 5, gesittigt, G
etne Gruppe aus S(S¥ N S yund X e Hall (G, so ist der (eindeutip bestimmie)
X enthaltende 3-Projektor von G von der Form X[O,(G), X# "],

Beweis. Wir kiirzen O,(G) durch P, [P, X*¢(?")] durch K ab und beginnen mit
der Festellung XK € #:

Es gilt nimlich X ~ G/P € 2, und die Annahme XK ¢ 5% liefert die Existenz
eines durch XZ/L komplementierten Hauptfaktors K/L von XX mit

(X/CHKIL)KIL) =< XK[Cy (KIL) € b,(H) O S5y
also X#19") C CXK/[L). Anders ausgedriickt bedeutet das
[P, X#®) XH#0] = [K, X#¥ CLCK = [P, X#@"],

entgegen P € &, , X#) ¢ &, und X##) C Ny(P).
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Es gilt K< (P, X#%) X = G, und XK[K ist J#-maximal in G/K =
X0,(G)/K, denn G| X# P K e S (H(p') N H#) C L 4(p) (s.2.10) hat zur Folge,
da aufgrund des Gesittigtseins von 3£, nach 4.2(b) S4(p) = #(p) C H#, gilt,
daB s#-Projektoren von G/ X##7 K (und dann auch solche von G/K) p’~-Gruppen
sind.

Insgesamt ergibt sich jetzt die H#-Maximalitit von XK in G, was wegen
G = X0,(G) € ¥/ bekanntlich sogar XK € Proj(G) bedeutet.

Bevor wir unser Hauptergebnis iiber Schunckklassen J# mit gesittigtem 5%,
beweisen kénnen, haben wir noch eine Eigenschaft p-normal eingebetteter
Untergruppen zu behandeln, die grundlegend fiir den Nachweis von Ego#, = 7,
fiir p-NE-Klassen 57 ist.

4.4 Bemerkung. Ist U p-normal eingebettet in G und N ein p-Normalteiler
von G, s0 gilt UNN = U, N N = U,° N N <] G. Hieran ist insbesondere zu
erkennen, daB3 U p-Deck-~Meide-Untergruppe von G ist.

Der Beweis von 4.4 ergibt sich sofort aus elementaren Eigenschaften von
Sylowgruppen und wird deshalb hier nicht ausgefiihrt.

Die Forderung, dal aus O,(G/N) 2 M/N <] G|N stets UN/N n M|N <] GIN
folge, ist fiir beliebige Untergruppen U einer Gruppe G jedoch keineswegs
ausreichend, um U als p-normal eingebettet nachzuweisen, wie man am Beispiel
primitiver Gruppen G mit F(G) = O,(G) und p | | G/F(G)] sieht, wenn man U
als Komplement zu F(G) wihlt. Stellt man dieselbe Forderung aber fiir eine
Schunckklasse # an die #-Projektoren in jeder Gruppe, so erhilt man eine
p-NE-Klasse ##, wie unsere Ergebnisse zeigen werden. Der Grund hierfiir ist
neben Anderem darin zu sehen, dall eine solche Forderung 5 bereits als
p-E-Klasse mit gesittigtem %, ausweist (4.9), wodurch Situationen der oben
angegebenen Art ausgeschlossen werden. DaB es sich hierbei wirklich um eine
globale Eigenschaft der Schunckklasse 5 handelt, wie der Beweis von 4.9
vermuten laBt, und nicht um Eigenschaften bestimmter Untergruppen innerhalb
einer festen Gruppe, zeigt das oben angefiihrte Beispiel; dort hat U zumindest alle
formalen Eigenschaften eines %Z-Projektors von G fiir eine Schunckklasse Z':
Wir haben U e Projg(G) fiir die durch 8(%) = {G} definierte Schunckklasse Z'.

Eine Antwort auf die soeben angesprochenen Fragestellungen werden wir
durch die Untersuchung der Klassen 5%, fiir p E-Klassen 5# erhalten.

4.5 Sarz. Sei S eine Schunckklasse, p eine Primzahl.
Genau dann ist H#, gesittigt, wenn in allen Gruppen aus F(H N ) die
H-Projektoren p-normal (dquivalent: normal) eingebettet sind.

Beweis. st 5, gesittigt, so sindinallen G € (3 N ) die #-Projektoren
nach 4.3 p-normal eingebettet, denn der in der Aussage von 4.3 auftretende
Kommutator ist, wie im Beweis von 4.3 erwihnt, normal in G. Da in dieser
Situation die s#-Projektoren p’-Hallgruppen umfassen, sind sie sogar normal
eingebettet.
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Umgekehrt seien die S -Projektoren in allen Gruppen aus Z (3 N %)
p-normal eingebettet. Wir weisen (if) aus 4.2(b) nach. Dazu seien H, V; und ¥,
wie in 4.2(b), (ii) gegeben. Ist H ¢ Proj»(HV,), d.h. nicht #-maximal in HV,,
so existiert ein irreduzibler H-Modul W iber GF(p) mit HW e . Um einen
Widerspruch zu erhalten, diirfen wir V, durch W ersetzen,

Wir betrachten nun die Gruppe G = HV und bilder alle projektiven Moduln
im Weiteren beziiglich dieser Gruppe und GF(p). Zuerst vermerken wig, da3
wegen Cy(V,) = 1 der Normalteiler V, von G schon mit O,(G) und F(G)
iibereinstimmt, insbesondere Q,(G) = 1 gilt. Nach eirem wohlbekannten
Resultat von Fong und Gaschiitz gehdrt daher zum Gruppenring GF($)[G]
genau ein Block. Folglich gibt es zu je zwei irreduziblen G-Moduin ¥, und ¥,
weitere irreduzible G-Moduln V, = Uy, Uy ,..., U, = V, tiber GF(p) derart.
daB fir 7 = 1,..., # die Moduln P(U,_;) und P(U}) (s. 1.2) eiren gemeinsamen
G-Kompositionsfaktor W, besitzen.

Als V, wihlen wir hier einen irreduziblen Teilmodul des eingangs einge-
fithrten H-Moduls 7V;; ¥, sei der anfangs beschriebene irreduzible H-Modul
mit HV, € 5. Beide H-Moduln lassen sich in natirlicher Weise zu G-Meduln
mit ¥V, im Kern machen und bleiben als solche irreduzibel. Wir zeigen die
folgende Implikationskette:

HU,e st = HP(U,)e # = HW,e H# = HU, ;€ 3,

und gelangen dann vermdge einer Induktion nach der Linge n der Vi = U, und
V, = U, verbindenden Kette der U, zu dem Widerspruch HV e 5.

Sei also HU,, € . Der Modul(P(U,))g ist nach Maschkes Satz ein vollstandig
reduzibler H-Modul, da He ¥, vorausgesetzi war. Folglich besitzt
(Rado(P(U M)y ein zu (U,)y isomorphes Komplement in (P(U,))y, das wir
wieder mit U, bezeichnen. Das Produkt dieses U, mit H liegt in einem -
Projektor X von GP(U,), wobei X = H(X n P(U))) gilt, da X den Fakter
V\P(UYPU,) o2y Vi meiden muB. Aus U, C X N P(U,) und der Voraus-
setzung unseres Satzes folgt U, C X N P(U,) (man bericksichtige 4.4), und da
die elementzren FEigenschaften projektiver, direkt unzerlegbarer GF{p){G]-
Moduln U,° = P(U,) zur Folge haben, ergibt sich insgesamt X = TP(U,}.
Insbesondere wissen wir nun HP(U,) € 5£. Da aber P(U,) als Modul fir &
vollstindig reduzibel ist, mithin einen direkten Summanden W, besitzt, liegt
auch die Faktorgruppe HW,, von HP(U,) in 5.

{(Wenn man hier 1.4 anwenden will, so kann man sofort—wie HW, € 3 aus
HU, € #—aus HW, € # auch HU,,_, € 5 herleiten.)

Wir sehen schlieSlich, da W, auch G-Kompositionsfakwor von P(U,, ;) war,
dal ein H enthaltender #°-Projektor ¥ von GP(U,_;) einen Durchschnitt
ungleich 1 mit P(U,_;) haben muB. Das p-normale Eingebettetsein von ¥ in
GP(U,_,) bewirkt daher, daB der einzige irreduzible G-Teilmodul

Soc(P(Up)) 226 Un s
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in Y N P(U,_,) liegen muB}, woraus wir dhnlich wie zuvor HU,_; € 3 ableiten
kénnen.

Was ergibt sich, wenn in der Aussage von 4.5 (o N &) durch S
ersetzt wird ? 4.4 und die sich daran anschlieBenden Bemerkungen geben in
Verbindung mit 4.5 AnlaB3 zu der nachstehenden Definition. Die durch sie
definierten Schunckklassen scheinen uns neben den p-NE-Klassen (die von
ersteren eingeschlossen werden) von selbstindigem Interesse zu sein. Unser
nichstes Ziel ist deshalb eine einfache Kennzeichnung dieser Klassen, wozu wir
die Charakterisierung der p-NE-Klassen fiir eine Weile unterbrechen.

4.6 DerFINITION. J# heile eine Schunckklasse mit schwach p-normal einge-
betteten Projektoren, wenn H € Proj (G), O,(G) 2 N<I G stets HNN<IN
zur Folge hat; selbstverstiindlich reicht es hier aus, sich auf N = O,(G) zu
beschrinken.

Das niichste Lemma wird uns, besonders in Sektion 5, mehrfach von Nutzen
sein.

4.7 LEMMA. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) o ist p-E-Klasse mit gesdttigtem .

(i) Ist HeProju(HV,) fiir einen treuen H-Modul V, diber GF(p), so gilt
H e Proj(HV,) fiir jeden H-Modul V, iiber demselben Korper.

Eine weitere gleichwertige Aussage erhdlt man, wenn man in (ii) V als vollstindig
veduzibel undfoder Vy als irreduzibel annimmt.

Beweis. (i) = (ii): Nach 4.2(d) ist H € %, , und die Behauptung steht dann
in 4.2(b).

(ii) = (i): Nach 4.2(b) ist 5, gesittigt. Ist G € b,(#"), H € Proj »(G), so besitzt
H einen (irreduziblen) treuen Modul V; iber GF(p), nimlich O,(G), mit
H eProj»(HV,). Wire p| | H|, so gibe es einen H-Modul V, iiber GF(p) mit
HV, e #: Man wihle als V, irgendeinen komplementierbaren p-Hauptfaktor
M|N von H; alle primitiven Faktorgruppen des semidirekten Produkte H(M/N)
liegen dann in 5%, mithin auch H(M/N). Dies widerspricht (ii).

Der Rest der Behauptung wird 4hnlich bewiesen, und zwar unter Verwendung
von 4.2(d) fiir nicht notwendig gesittigtes 5, . Um dabei die Bedingung, da V;
vollstindig reduzibel sei, zu eliminieren, betrachte man fiir beliebige treue
H-Moduln V;—nachdem man gezeigt hat, daf3 5# p-E-Klasse ist—die direkte
Summe aller H-Kompositionsfaktoren von ¥, und wende (ii) fiir vollstindig
reduzibles 7, zum Beweis von H € %, an.

4.8 Lemma. Sei H eine Gruppe aus dev Schunckklasse .
(a) H/H#*" ¢ .
(b) Bei gesittigtem H, gilt OP(HX*' ") = H#'»",
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((2) und (b) stellen nur unter dev Voraussetzung F(p"y = & sinnvolle Aussagen
dar.)

Beweis. (a) Esist #(p') = Qry(c,(F) N 3 C .
(b} Wir haben H/Q?(H#**)y ¢ S H(p) N # C Sh{py N CH, N
H C &, denn nach 4.2(b) ist #(p) die inklusive und volle lokale Erklirung
von %, , mithin %,4(p) C 57, .

Wir konnen jetzt eine teilweise etwas iiberraschende Charakterisierung der
Schunckklassen mit schwach p-normal eingebetteten Projektoren angeben.

4.9 Satz. Sei A eine Schunckklasse, p eine Primzahl. Dann sind folgende
Aussagen dgquivalent:

(1)  In allen Gruppen aus S, 34 sind die 5 -Projekioren p-novmal eingebettet.
(1)  # ist Schunckklasse mit schwach p-normal eingebetieten Projekioren.
(i1} # ist p-E-Klasse mit gesdtiigtem , .
(iv) o ist p-E-Klasse, und in allen Gruppen aus S N F) sind die
H-Projektoren p-normal eingebettet.

Beweis. (1) = (ii) ist eine Abschwichung der Aussage von 4.4.

() = (iii): Wir weisen eine der mit der Aussage unter (iii) gleichbedeutenden
Bedingungen aus 4.7 nach. Seien zu diesem Zweck & und V) in der durch die
Voraussetzung von 4.7(ii) beschriebenen Situation gegeben, sei auBerdem U
(statt V) ein irreduzibler H-Modul iiber GF(p). Es geniigt der Nachweis von
HU ¢ #. Folglich nehmen wir HU € # an und leiten daraus einen Wider-
spruch ab. Aufgrund unserer Annahme wissen wir (s. 1.3) HV, € 5,5 = 5 fiir
V, = P(U), wobei der projektive Modul hier bezuglich GF(p)[H] gebildet wird,

Zuerst zeigen wir:
(-+) HV,® T ® ViR Vyes faralle meN.

Hierzu bilden wir, wie in 1.1 beschrieben, mit H, V; und V', die dort definierte
p-Gruppe P sowie das semidirekte Produkt G —= HP. Die Bezeichnungen aus
1.1 sollen hier iibernommen werden. Da sich ein ##-Projektor X von G mit
HV,C X C HP, finden 146t, liefert unsere Voraussetzung mit V,C X N P<q P
bereits P, = VEC X, dh. X = HP, = HV, DV, Q V). HV, Q Vy)e ¥
ist damit gezeigt, und () erhilt man schlieBlich durch eine triviale Induktion
nach 7, indem man V; ® ;23 ® V; ® ¥V, die Rolle von ¥, spielen 1a8t.

Dem Bryant-Kovacsschen Beweis eines Satzes von Steinberg [12, VI, 7.19]
entnehmen wir nun die Tatsache, daBl der regulire GF(p)[H]-Modul Teil-
modul—und als injektiver Modul somit direkter Summand-—von

® (M)

SCH-1
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ist. Der Satz iiber eindeutige Zerlegungen in direkte Summanden von Krull-
Schmidt erweist daher den direkten Summenden V; = P(U*} von GF(p)[H],
einen direkt unzerlegbaren Modul, als direkten Summanden eines V; ® -+ @ ¥,
so daf wir vermbge (+) H(V; @ V) € # folgern konnen. Nach 1.6 ist P(U)* =
P(U*) = V;.DaV, = P(U) war, und weil fiir jeden H-Modul M das Tensor-
produkt M* ® M einen zum irreduziblen, trivialen H-Modul isomorphen
Faktormodul besitzt, folgt aus H(V, & V3) € #, dal die zyklische Gruppe der
Ordnung p {(als Faktorgruppe von H(V; ® V,)) in # liegt.

Z, als trivialen H-Modul V, iiber GF(p) betrachtend, gelangen wir mit einer
Argumentation #hnlich der in diesem Beweis bereits benutzten zu dem Wider-
spruch AV, o~ H(V, ® V,) € 3, indem wir erncut 1.1 anwenden.

(Bemerkung: Der hier gegebene Beweis von “(ii) = (iii)”” kann, von trivialen
Anderungen abgesehen, auch als Beweis desjenigen Teils von 4.5, welcher nicht
schon in 4.3 steht, aufgefait werden. Jedoch halten wir den urspriinglichen
Beweis von 4.5 fiir weniger technisch und, im Hinblick auf 2.11, durchsichtiger.)

(iii) = (iv) ist eine einfache Folgerung aus 4.5.

(iv) = (i): Sei G e & und H cine in S liegende Untergruppe von G mit
G = HO,(G). Wir behaupten:

HOH#®0,(G)) € Proj #(G).

Es geniigt der Nachweis von HOP(H#?70,(G)) € 5, denn dann 148t sich die
$-Maximalitit dieser Untergruppe (und somit unsere Zwischenbehauptung)
leicht durch Anwendung von 4.3 auf G/O?(H#?)0,(G)) (unter Benutzung von
4.5) folgern, wobei nur zu beachten ist, daB nach 4.8(a) H/H*'?") eine p'-Gruppe
ist und (wegen 4.8(b)) H¥##) = Q2(H**") in O*(H#?"0,(G)) liegt.

Wir setzen N = O#(H#'270,(G)) char H##)Q,(G) <1 G (N ist also Normal-
teiler von G) und nehmen HN ¢ 2# an. Wir haben mit

H# @) — Q(H*@") COP(H#%10,(G)) = N C H*®)0,(G)

nach Dedekinds Identitit N = H*#*Y(N N O,(G)) und schlieBlich HN = HM
mit M == N N OQ,(G) <1 G. Da M insbesondere p-Normalteiler von HM ¢ 5#°
ist und H in S liegt, ergibt sich wie im Beweis von 4.3 die Existenz eines Haupt-
faktors M/M, von HM mit H##") C Cy(M/M,). Es folgt [N, H#*#) M| —
[HZ @M, H# @0 M C HX® M, dh. H#) M, <] N, und N/H*@) M, ~
M|M,e &, — F ergibt OY(N)C H#*#)M,CN entgegen OP(N) = N nach
Konstruktion von N. Dieser Widerspruch zeigt die Richtigkeit der Zwischen-
behauptung.

Zum SchluB folgt mit HN/N ~ H/H#**) ¢ &, , daB die p-Sylowgruppen
des s#°-Projektors AN von G p-Sylowgruppen des Normalteilers NV von G sind.
Somit ist H p-normal eingebettete Untergruppe von G.
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Im letzten Beweisteil von 4.9 haben wir mitbewiesen:

4.10 KoroLLar 1. Sei G eine Gruppe aus S5 fiir eine Schunckklasse mit
schwach p-normal eingebetieien Projekioren S, H ein in S liegendes Supplement
von O(G). Dann hat ein H enthaltender #-Projektor won G die Gesialt
HO?(H*9Q(G)). Ferner laft sich dieser 5 -Projekior beschreiben als HM mit

M = HOP(H*»Q,(G)) N O(G) = [H*", 0,(G)].

Beweis. Nur M = [H*®",O,(G)] bleibt zu zeigen. Dies erhilt man leicht
aus der 'Fatsache, daB nach 4.9 die 5#-Projektoren von G p-normal eingebettete
Untergruppen von G sind, insbesendere die in 4.4 beschriebene Eigenschaft
besitzen.

4.10 mag als Verallgemeinerung von 4.3 (fiir einen speziellen Typ von
Schunckklassen) angesehen werden.

4.11 KoroLLaR 2. Genau dann ist H eine p-NE-Klasse, wenn in allen
Gruppen G aus H € Proj 4(G) und 5,5 N <1 G schon H N N <1 G folgt.

Beweis. Eine p-NE-Klasse geniigt der Bedingung des Koroliars nach 4.4.

Umgekehrt sei G eine Gruppe minimaler Ordnung mit nicht p-normal ein-
gebettetem J-Projektor H fiir eine Schunckklasse 5, welche diese Bedingung
erfiilit. Offenbar ist O, (G) =1, dh. F(G) = O,(G). Ist HNOQG) 1,
so kénnen wir, da diese Gruppe als Normalteiler von & vorausgesetzt ist, in die
zugehorige Faktorgruppe iibergehen und damit H als p-normal eingebettete
Untergruppe von & nachweisen. Daher ist doch H N F(G) = H N O,(G) = 1.
Insbesondere operiert H treu auf F(G)/P(G), einem H-Modul iiber GF(p). Da
nach 4.9 3¢ eine p-E-Klasse mit gesittigtem 5%, ist, schen wir mittels 4.2(d) nun
He &, . Aber dann ist H trivialerweise p-normal eingebettet in G, ein end-
gitltiger Widerspruch. :

Unser letztes Ergebnis kann auch als Korollar zur Kennzeichnung der
p-NE-Klassen gewonnen werden, die wir sogleich fortsetzen. Gleichwoht
scheint es sich nicht direkt (ohne den benutzten Teil von 4.9) herleiten zu lassen.

Wir fiigen noch eine Bemerkung iiber gesittigte Formationen ein, welche
p-NE-Klassen sind. Diese Bemerkung kann zusammen mit den Resultaten des
néchsten Teils dieser Arbeit als ein weiterer Beweis des Doerk—-Hawkesschen
Satzes [3, 6] liber gesittigte Formationen mit Deck-Meide-Eigenschaft aufge-
fafit werden.

4.12 Bemerkung. Sei & eine gesiittigte Formation mit gesittigtem &, . Dann
gilt entweder ¢(F) N Iy = @ (was flir p-E-Klassen & gerade SF = F
bedeutet) oder & C %, . Insbesondere sind die &, die einzigen gesittigten
Formationen, welche p-E-Klassen mit gesittigtem Z, sind fiir alle Primzahlen p
{und somit die einzigen Formationen unter den NE-Klassen).
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Beweis. Ist G = FO,(G) € b,(F) mit einem in & liegenden F-Projektor F
so ist Ge X(F, F(p) = F(p) # @. Es folgt Z,€ S, CF(p) C F,, dh.
1 € Proj#(Z,). Die Primzahl p ist damit nicht in der Charakteristik von &
enthalten, was fiir gesittigte Formationen bekanntlich schon & C & impliziert.

4.13 LEMMA. Sei 3 eine Schunckklasse mit p-Deck—Meide-Figenschaft und
gesiittigtem H, . Dann liegt mit einer Gruppe G stets auch das regulire Kranz-
produkt Z, ) G in 4(p), falls die Primzahl q eine der beiden folgenden Bedingungen
erfiillt:

0 Zyedr)
i ¢|IGl.

Beweis. Sei G € £(p) und g s p eine Primzahl, die (i) oder (ii) geniigt; wegen
FA(p) = #(p) ist dic Annahme g 5= p gerechtfertigt. Wir bilden zuerst das
das semidirekte Produkt B = ZV einer zyklischen Gruppe Z der Ordnung p mit
einem irreduziblen, treuen Z-Modul V' iiber GF(¢) und danach das regulire
Kranzprodukt X == B G. Fiir jede Untergruppe 4 von B bezeichne 4* das
direkte Produkt von | G | Kopien von 4, in natiirlicher Weise als Untergruppe
der Basisgruppe von X aufgefait. Die Regularitiit unseres Kranzproduktes und
die Tatsache, da3 ¥ ein minimaler, aber nicht zentraler Normalteiler von B ist—
und zwar der einzige minimale Normalteiler—bewirken, wie eine einfache
Rechnung zeigt, dal X eine primitive Gruppe ist: V* ist der einzige minimale
Normalteiler von X, GZ* ein Komplement zu V* in X. X liegt in & S, 4(p) =
.

Die Untergruppe GV* von X ist isomorph zum reguliren Kranzprodukt
(Z, X ¢ X ZH)UG (d die GF(g)-Dimension von V), also zum semidirekten
Produkt von G mit d Kopien des Gruppenrings von G iiber GF(g). In Abhingig-
keit vom Vorliegen der Fille (i) und (ii) kénnen wir daher eine maximale
G-invariante Untergruppe V, von V finden mit GV*[V, = G(V*|V,) € 4(p):
Ist namlich Z, € #4(p), so wihlen wir V*/V; als einen irreduziblen, trivialen
G-Faktormodul von V*, andernfalls ist ¢ 1 | G| und wir finden einen G-Faktor-
modul V*/V,, der zu einem komplementierbarem g-Hauptfaktor von G iso~
morph ist. Dann geniigen die Gruppe X und ihre Untergruppe GV, den
Voraussetzungen von 1.9, es existiert nach 1.9 also ein irreduzibler, treuer
X-Modul W iiber GF(p) derart, daB Wy yw einen Faktormodul T mit 7, C
Csy(T) besitzt: Der zu dem durch 1.9 gegebenen Modul duale Modul leistet
den gewiinschten Dienst.

Folglich hat die Gruppe Y = GV*W eine in % /4(p) C 5, liegende Faktor-
gruppe Y/N mit N = V(N N W)und N N W C W, weshalb ein #-Projektor I7
von Y die Gruppe W nicht decken kann. Wegen H € Proj ,»(XW) erzwingt die
p-Deck-Meide-Eigenschaft von 5 sogar H N W =1, und H ist eine p"-Gruppe
(wie ein #~-Projektor von G). Mithin gilt XWe 5, , X ~ XW|O, (XW) € £( p).
Nach 2.10 liegt eine Gruppe aber genau dann in #4(p) = X(o#, #(p)), wenn
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nur ihre #-Projektoren Gruppen aus dieser Formation sind; somit ist auch
GV* e 4(p). Wie weiter oben schon bemerkt wurde, besitzt diese Gruppe eine
zum semidirekten Produkt von G mit seinem Gruppenring iiber GF(g) (dem
reguliren Kranzprodukt Z,) G) isomorphe Faktorgruppe. Das Lemma ist
bewiesen.

4.14 Sarz. Sei H eine Schunckklasse. Dann sind dquivalent:
(i) & ist p-NE-Klasse.

(i) oF ist p-E-Klasse mit p-Deck—Meide-Eigenschaft, und die Formation 4,
ist gesdtiigt.

(iii) Entweder ist S, <€ H oder es gilt . L # KPS,y fiir eine Prim-
zahlmenge m mit p € m, Je nachdem, ob die Primzahl p in der Charakieristik von
enthalten ist oder micht.

{(Im ersten Fall von (iil) sind die p-Sylowgruppen der #’~-Projekioren einer Gruppe
G p-Sylowgruppen von G, im zweiten Fall sind sie p-Sylowgruppen von O"(G).)

Beweis. (i) = (i1} steht in 4.4 und 4.9.

(if) = (iii): Ist £, = S, so ist 4(p) = o, und mit 4.2(a) folgt ¢, () =
e(H)y N & = &, schlieBlich b,(#°) = ©. Dies beinhaltet nach 2.7 gerade die
Aussage 7, € #. Offenbar ist in diesem Fall  Element der Charakteristik
von .

Andernfalls ist aufgrund des vorhergehenden Lemmas und wegen 3.1 nurn
#(p) = &, fiir eine Primzablmenge m, d.b. #, = ¥ vnd pen.

Sei G = HQO(G) € b(F) fiir ein ¢ == p, H € . V sci ein irreduzibler, treuer
G-Modul tber GF(p), der einen irreduziblen, trivialen H-Faktormodul besitzt.
Z,¢ H (wegen Z, € H,—was iibrigens auch zeigt, daB p richt in der Charak-
teristik von 57 liegt) und die p-Deck—Meide-Eigenschaft von 2 erzwingen
H € Proj 4(GV). Da die Untergruppen H und 7 den Bedingungen von 4.2(d}
geniigen, folgt H € &, mithin GV e H#, = .5, , und G, (GV) = 1 liefert
G C GV e &, . Wir haben also gezeigt, da b,(5#) C &, fiir alle Primzahlen ¢
(einschlieBlich p, siehe 4.2). Dies heifit O7(G) = 1 fiir 2lle G eb(s#), also
B C a(#,). Nach Doerks Lemma 2.3 ist daher 2, << .

Ist ferner H e Proj#(G), G eb(H#), so gilt O(G)C HLO(G)G, , da i
GIO(G) e &, C 2, die H#-Projektoren p'-Gruppen sind.

{iil) = (i) ist trivial.
4.15 Korowrar. Die Klassen #.Sp sind gerade die NE-Klassen. Diese

Klassen sind gekennzeichnet durch die Eigenschaft, p- E-Klassen mit gesittigiem
fiir alle Primzahlen p zu sein und die Deck—Meide-Eigenschaft zu besitzen.
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Beweis. Sei ¥ die Charakteristik einer NE-Klasse 5. Fiir p ¢ ¥ ist nach
dem vorherigen Satz 4(p) = S, fir eine Primzahlmenge =(p), die p enthilt.
Wir wollen zeigen, daBl diese Primzahlmengen nicht von p abhiingig sind.

Angenommen =(p) sei nicht in =(g) enthalten fiir zwei Primzahlen p, ¢ ¥".
Dann ist fiir » € #( p) — w(q) die Gruppe Z, in #(p) — #(g) enthalten. Ist 7 = p,
so sei W == 1, andernfalls sei I ein irreduzibler, treuer Z,-Modul iber GF(p).
Ein s#-Projektor H von Z, W ist in jedem Fall eine p'-Gruppe, so dafl wir einen
irreduziblen, treuen Modul V fiir Z, W iiber GF(g) mit [H, V]CV finden
konnen. Die ¢'-Gruppe H stellt sich als s#-Projektor von Z, W7V heraus und
fithrt zum Widerspruch Z,C Z,W € 4(g).

Wir setzen nun 7 = =(p) fiir p € ¥’ und erhalten aus 4.14 Z, L # <L £,
fiir alle p € ¥". Dies liefert ‘

HC ﬂ %'%a' ’
pe¥’
und &, <& S fir alle t € ¥ (nach 4.14) ergibt # = 2%, .
Die zweite Behauptung folgt ebenfalls sofort aus 4.14.

4.16 BemspierL. Ist & cine gesittigte Formation mit p-Deck-Meide-Eigen-
schaft, so gilt nach [3, 5.5], eine der folgenden Aussagen:

0 F<%.
@) %<
(i) % <€ &%, und F hat in diesem Fall Deck—Meide-Eigenschaft.

Unter Verwendung des Doerkschen Kriteriums fiir starkes Enthaltensein von
Schunckklassen sieht man, dal &, & # bezichungsweise 3 <€ £, (p €7)
dquivalent ist zu der folgenden Bedingung (%) bzw. (s):

(%) b(H)C s
(%) Ist HeH#A' Ny, V ein irreduzibler, treuer H-Modul iiber
GF(p), so ist HV e b(5F).

Diese Beschreibung der p-NE-Klassen verwenden wir, um eine Schunckklasse
S mit p-normal eingebetteten Projektoren anzugeben, die jedoch fiir eine
Primzahl g keine g~-Deck—Meide-Eigenschaft besitzt, ohne daB3 einer der Fille (i)
oder (ii) aus [3, 5.5], (s.0.) vorliegt.

Sei dazu 7 == {2, 3, p} fiir eine Primzahl p 5£ 2, 3, J(3) = {S,} U b,(#) mit
b(#) = {G| G primitiv, F(G) = 0,(G), G/F(G)e Fz1, Sy ¢ {G/FG)}-
Offensichtlich ist 5(5#) ein Rand und geniigt den im vorangehenden Abschnitt
angegebenen Bedingungen (%) und (x#) fiir die Primzahl p und die Primzahl-
mengew. (i) und(ii)sind fiir 2 nicht richtig, aber & hat nicht die3-Deck-Meide-
Eigenschaft: Ist niamlich G = S,V das semidirekte Produkt von .S, mit dem
irreduziblem, treuem Kompositionsfaktor ' der Permutationsdarstellung von S,
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iber GF(3), so zerfillt der 3-dimensionale S;-Modul ¥V unter der Diedergruppe

de

r Ordnung 8 —einem J#-Projektor von S,—in eine Summe aus einem 2-dimen-

sionalem irreduziblem, treuem ¥, und einem [-dimensionalem nichitrivialem
Dg-Modul V. Dabei gilt DgVy € 5, (Ds/Cp (Vo))V'y 22 S, € b(5F).
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