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1. INTRODUCTION 

Soit Q un ouvert borne de IWn(n > 2) tel que B = .Q u r soit une variete 
g bord de classe C”. 

Soit donne dans B l’operateurr 

avec coefficients ?I valeurs complexes a, f Cm(Q). On suppose que A est 
proprement elliptique2 d’ordre 2m. 

Soient donnes les operateurs differentiels d’ordre mj < 2m - 1 

B&Y; D) = c b&) D“ 
: II , .< 111 j 

avec coefficients i valeurs complexes b,,, E C”(@; aux Bj(x; D) on associe les 
operateurs “frontieres” 

Bj : Cm@) + P(r) 

u - L&(x; Wllr 
* Le premier auteur a partiellement effect& ce travail quand il ttait professore 

visitatore du Consiglio Nazionale delle Ricerche; le deuxibme auteur a effectue le 
travail avec l’aide du contrat n. 115.3083.0.5179 du Consiglio Nazionale delle Ricerche. 

’ Avec lea notations usuelles a = (ai ,,.., CY,) E N”, / 01 ] = oil + ... + c+ , Da = 
ai4/ax;1 ... 2x3. 

2Po~r la definition classique, voir par ex. [5], chap. 2. 
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208 BAOUENDI ET GEYMONAT 

ou les operateurs obtenus par prolongement par continuite, par ex.3 

~~ : ~"+2"(q --f f$7~+2~~,-112(q, k entier > 0. 

On suppose que les operateurs {B, ,..., B,} recouvrent2 I’operateur A, 
i.e. que 

{A, B) = {A, B, ,..., &J 

soit un probleme elliptique regulier dam a. 
Si l’on suppose que le systeme {B, ,..., B,} est normal,” alors, d’aprb 

un resultat de Aronszajn-Milgram, il existe des systemes normaux{S, ,..., S,}, 

{Cl >..., Gn>> {Tl ,..*, T,,} tels que (B, S} et {C, T} soient des systemes de 
Dirichlet2 et que4 l’on ait la formule de Green classique: 

(Au, z& - (u, A*w), = f (SjU, Cp), - f (BiU, Tp), 
j=l j=l 

= (Su, Cw), - (Bu, Tw), (1.1) 

pour toutes 24, z, E 9(Q), oh l’on a design4 par (y, #)o , resp. (v, #)r, le produit 
scalaire dans L2(Q), resp. L2(r). 

Le resultat suivant est maintenant classique (pour une demonstration voir 
par ex. Lions-Magenes [5] chap. 2) 

THBORJ~ME 1.1. Pour k E N $xe’ l’ope’rateur g: 

p+2"(Q)+ p(Q) x fi p+2m--m,-l/2(q 

j=l 

u w Bu = (Au, B,u ,..., B,u) 

admet un indice indkpendant de k E N et 

ker .Y = {u E 9(o); Au = 0, Bu = 0) = IV. 

De m&me l’ophateur Q: 

p+zm(Q)+ p(Q) x fi fp+2m--n,-l/2(q 

j=l 

u t+ Qu = (A*u, CT+,..., C,u) 

3 W(0) et N”(r) sont les espaces de Sobolev d’ordre s E [w dans Q, resp. r; pour la 
d&nition et les propri&s essentielles voir Hijrmander [4], chap. 2, et Lions-Magenes 
[5], chap. 1. 

40rdreSj=pjg2m- 1,0rdrec,=2m-~j-l=q;ordreTf=2m-mj- 
1= Y, ;j = I )..., m. 
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admet un indice in&pendant de k E N et 

ker Q = (u E 9(Q); A *u = 0, cu = O} = N*. 

De plus 

Im :Y 

ImQ 

c?t done 

indice 9 = dim N - dimN* = - indice Q. 

Dans cet article nous Ctudions une nouvelle methode de dualite, au sens 
de Lions-Magenes, avec laquelle on construit un probEme aux limites 

Au = f E H-“-““(Q) (1.2) 

K”u = g E fi H-k--nzjr-l7r) 
j=l 

qui est e’quivalent au probleme 

u E H-“(Q) 

Au =f (1.3) 

Bu = cp 

d&s que les operateurs Bj sont d&finis au sens des thCor&mes de traces selon 
Lions-Magenes. 

Dans le n. 2 nous construirons l’operateur K* et prouverons que l’indice du 
probleme (1.2) est egal a indice 8. 

Dans le n. 3 nous donnerons une nouvelle presentation des theoremes de 
traces de Lions-Magenes et dans le n. 5 nous prouverons l’kquivalence des 
problemes (1.2) et (1.3). 

Dans un autre travail (*) nous prouverons les resultats analogues dans le 
cas analytique. 

(*) Note ajoutCe pendant la correction des tpreuves. Voir Transposition des pro- 
blkmes au limites elliptiques, g paraftre dans Symposia Mathematics, Academic 

Press, 1971. 

SOS/II/I-I4 
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Les r&&tats obtenus peuvent Cvidemment se gCnCraliser au cas LP avec 

1 < p < +c0 et aux systemes elliptiques pour lesquels on a la formule 
de Green (1.1) (voir par ex. [3] ,... ). 

Les resultats de ce travail ont CtC annonces dans la note [I]. 
Nous d&irons remercier MM. P. Grisvard et B. Malgrange pour les 

nombreuses discussions sur ce sujet. 

2. DUALITY 

PROPOSITION 2.1, II existe un opkateur linbaire continu 2 indice 

K : fi f$“+2m-vj-112(r) -.+ H,‘“(Q) 

j=l 

tel que l’ophateur A?: 

H,“‘““(G?) x 5 H~+2~+‘2(r) + II,‘” 
id 

(u, ‘p) t-+ ~2% ‘p) = A*# + Kv 

soit h indice et 

indice A? = indice Q. 

DLmonstration. Soit R le relkement verifiant: 

R E- 

i 

f, ~k+2~-.,1/2(~);~k+2'"(~")),5 

j=l 

T&J = 'P, CRq = 0, ~*W-PM 6 %li(-W6 (2.1) 

L’existence de ce relevement est don&e par les theoremes de traces (voir 
par ex. [5], chap. 2). 

On pose alors 

Kv = ~*[(&)I,l. 

L’application 

(u, ‘p) b u + (Rv)ln (2.2) 

5 Si E, F sont des espaces de Banach, 9(E, F) dbsigne l’espace des applications 
linkaires et continues de E dans F. 

6 On Ccriva parfois Rep au lieu de (Rv) 1~. 
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est un isomorphisme de ker J&’ sur N*. En effet pour (u, 9) E ker J&‘ 

A*(u + Rep) = 0 

Cj(U + Rq) = 0 j = l,..., m 

T,(u + Rv) = v, j = l,..., m 

et done elle est bien definie et injective. Soit w E N* et l’on pose 

u = w - RTw E Hok’““(sZ) 

‘p = Tw E [C”(r)]” C fi Hk+2m-“~-1’2(r), 
j-1 

alors u + R~J = w et done l’application (2.2) est surjective. 
11 en r&rite ainsi 

Ona 

dim ker A’ = dim ker Q = dim N*. 

Im A = N’- = {f~ H,,“(a); pour tout v EN, (f, v)o = 0). 

En effet pour (u, q) E H,k+2”(sZ) x nyll H”+2m-Yj-1/2(r) et YJ E N, en 
utilisant la formule de Green (l.l), on a 

(A*u + Kv, 4n = (A*+ + Rv), v>J;I = 0, 

ce qui montre l’inclusion Im A! C NL. 
Pour montrer l’inclusion inverse, soit f15 H,“(G) telle que (f, zl)o = 0 

pour tout v E N. Soit w E H’ b+2m(Li) une solution du probleme 

A*w =f 

c,w = 0 j = I,..., m 

don&e par le Theo&me 1.1. On pose alors 

u = w - RTw E H?“(Q) 

~=TwE; ff”+2n”-Yj4/2(r) 

j=l 

et l’on a bien 

A*u+Kcp =f, 

ce qui demontre l’inclusion voulue N’- C Im A&‘. 
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On a done 

BAOUENDI ET GEYMONAT 

codim Im A? = dim N = codim Im Q. C.Q.F.D. 

Remarque 2.1. L’opCrateur K est un pseudo-noyau de Poisson au sens 
de [2]. 

Par transposition du rhsultat prCcCdent on obtient facilement le rksultat 
suivant: 

THBORBME 2.1. Pour tout k E N l’opkateur h’*: 

m. 
fpyq - p-(Q) x n fp-7%-1/2(~) 

j=l 

u H M*u = (Au, K*u) 

est h indice; de plus: 

indice A?* = indice 8. 

kerA!* = N = ker.9, 

Im A* = (f, ‘p) E H-“-2m(Q) X fi H-“-mj-1’2(T); 
I j=l 

pour tout v E N*(f, u - RTv)~ + (9, TV), = O/.7 

3. THBOR~ME DE TRACES 

Soit 2 = &a~~2m o1 a” (x)D avec (ia E C@(W) et a,(x) = L&(x) pour tout 
x E Q; on suppose que a est proprement elliptique dans W. 

Soit F un espace vectoriel topologique &par6 localement convexe vhifiant 
pour k entier 20 fix@ 

(i) HO(G) G F G H-“-2m(Q), 

(ii) Ho&?) est dense dans F. (3.1) 

Soient 

FA = F n AH-“(Q) 

7 Ici < , >a dCsigne l’antidualitb entre H-k-2m(J2) et H,f+2m(Q), < , >r l’antidualitb 
entre nL1 H-km~-l/z(I’) et nyS1 H r+2m-vj-11z(lJ puisque mj + 4 = 2m - vj - l/2. 

* E CF sigtie qu’il y a injection algbbrique et topologique, i.e., l’injection est 
continue. 
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muni de la topologie limite projective de F et de AZF(Q); 

x = {u E H-‘“(Q); Au EF} = (24 E H-“(Q); Au EFA} 

muni de la topologie du graphe; 

iTFm = {U E Hk+2m(Rn); [A*u]in E Hi} 

sous espace fermC de Hk+2m(Rn); AY,‘r-‘” le dual fort de A?$2m; c’est done un 
quotient de H-7+2”(R”) et soit r l’application quotient canonique de 
H-k-2m( F!P) sur JF>?-2m. 

Remarque 3.1. Si k = 0 on a Zi? = HBm(Rn), #IF = H-2m(R~), 
‘TT = identitk. 

En suivant le schCma de Lions-Magenes [5] chap. 2, no 6, on prouve 
avant tout le 

LEMME 3.1. B(Q) est dense duns X. 

Pour la dkmonstration voir par ex. Magenes [6] lemme 5.1.) Lions-Magenes 
[5] chap. 2, Th. 6.4. 

LEMME 3.2. (i) AH-“(Q) t es un sous espace fermi’ de H-k-2m(Q), on a 

AH-k(Q) = {f E H-k-2m(Q);,f 1 P} 

ok P est un sous espace de dimension$nie de H,ktzm(SZ) dt@ipar 

P = {u E HP”(Q); A*u = O}. 

(ii) FA est un sous espace fermi! de F. 

(iii) Ho(Q) n FA est dense duns FA . 

Dkmonstration. (i) Si l’on consid&re l’application linkaire et continue 

A* : Hp2”(Q) - H,]“(Q), 

1’inCgalitC B priori 

II U/I Ht+zm(n) B ‘3 A*u II,+) + II u lI,+d 

et l’injection compacte de Ho k+2m 0 dans H,“(Q) montrent que son image est ( ) 
fermCe et son noyau P est de dimension finie.s On a alors le rbsultat par 
transposition. 

8 D’aprks l’exemple de Plig [S], P n’est pas toujours rCduit a 0. Dam le cas de l’ordre 
2 (m = 1) L cause du principe du maximum, on a P = {0}, et de m&me dans le cas 
des coefficients analytiques [7]. 
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(ii) Immediate. 

(iii) Soit g, ,..., gp une base orthonormale de P (pour le produit scalaire 
de HO(Q)). Pour u E H-r;-2m(ln) on pose 

oh ( ,)o designe l’antidualid entre H-k:-2m(SZ) et Ht+2m(fi). M est un projecteur 
continue sur P et I’on a 

Mu = 0 o u E AH-“(Q). 

Pour u E FA soit, d’apres l’hypothese (3.1) (ii),fi ---f u dans F avecf, E Ho(Q); 
alors fi - Mfi = hi E HO(Q) n FA et hi -+ u dans F puisque Mfi + Mu = 0. 

C.Q.F.D. 

On peut maintenant donner une condition pour l’existence des traces qui 
complete les resultats de Lions-Magenes [5]. 

THBORI?ME 3.1. Sous Z’hypothkse (3.1) la condition 

L’application lineaire u ++ TzZ,~O definie dans Ho(Q) se prolonge 
par continuite en une application lineaire et continue de FA dans (a) 

-k-2m 
=@A* 

encore notee 21 t-+ G. 

est bquivalente h la condition 

L’application lineaire u I-+ (Bu, Su) definie dans H2’“(Q) se prolonge 
par continuite en une application lintaire et continue de X dans 

f, H-k-m,-1/2(r) x f, ff-k-Uj-1/2(r) 

j=l j=l 

encore notCe u t-+ (Bu, Su). 

COROLLAIRE 3.1. Si les conditions (a) et (6) sont vtkajikes alors on a pour 
toute u E X et v E Z$$2m la formule de Green suivante: 

N 

<nAu, v> -h-w, 
"E"A" 

XS?"+:" 
A 

- cup A*v kA-"mxH,"u?) 

==(Su,Cv) ” -- .- rl,=l(H k fiL3 ~‘~(r)XH~+w+“Q-)) 

- (Bu,Tv) n,,l(H-L-“Zj-l’Z(r)XHk+mjfl/~(r)) . ” (3.2) 

lo Sife P(sZ) on notefle prolongement par 0 dans [w” en dehors de a. 
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Cette formule est en effet vraie pour u E 9(Q); elle s’obtient par passage a 
la limite en utilisant (a) et @). 

Remarque 3.2. En supposant (II) et (@, on a Cvidemment les m&mes 
formules que dans le cas classique avec d’autres systbmes de Dirichlet que 

0% Sl et F, Tl. 

Dimonstration du The’orZme 3.1. (a) 3 &I). On utilise la formule de Green 
(1.1) valable pour u E B(Q) et v E Z,, k+2m. Le syst&me (C, T} ktant de Dirichlet 
il existell un relkvement continu r vkrifiant 

y : fi H”+“j+l’z(r) x fJ Hk+‘i+l’z(r) + 22”” 
j=l 

Cr(cp, Jc) = cp> Tr(w 4~) = +. 

Pour 

UEX et (cp, +) E fi Hk+m~+1’2(lJ x fi Hk+uj+1’2(r), 
j=l j=l 

on dkfinit 

oh ( , )Rn dksigne l’antidualitk entre &z+$“~~ et X$$2’n et ( , >a dksigne 
l’antidualitk entre H-?(Q) et H,“(Q). 

L’application 

de X x fi Hk+mj+1’2(~) x fi Hk+“j+1’2(j-) 
j=l j=l 

dans @ est multilinkaire tiontinue (comme composke d’applications continues). 
On a done 

T1 E 9 (x; Gl li-k-u~-1’2(1’)), 72 E 9 (x; jj H-k-mj-1’2(r)), 

( , )I,r dksigne l’antidualitk entre jJE1 H-k-uj-l/z(I’) et n;, Hk+u)+112(I’) 
et ( , )2,r dksigne l’antidualitk entre nyS1 H-“-mj-1/2(lJ et ny=, Hk+mj+112(r). 

11 Voir par ex. Lions-Magenes [5], chap. 2. 
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Pour u E 9(Q) la formule de Green (1.1) montre que I’on a 

7&d) = su, TV = -Bu. C.Q.F.D. 

Remarque 3.3. On a aussi demontrt que l’expressionL(u, cp, Y) ne depend 
pas du relkement Y choisi; on aurait pu le verifier directement. 

(p) => (a). AHV(fi) Ctant ferme dans H-k-2”(Q) (lemme 2(i)), soit p un 
relevement continu de AH-“(Q) dans HV(Q) (Apf = f pour f~ AZV(@). 
On a aussi, par restriction a FA 

p : FA + H-“(Q) 

avec Apf = f pour f sFA et m&me on a l’application continue p : FR + X. 
La forme bilineaire detinie sur F, x Zs2m 

(f, v) ++ P(f, u) = (pf, A*v ian - <Sf> WI,,- - @pf, ‘W2,r 

oh les antidualites sont celles deja introduites dans (a) 3 (/3), est continue. 
I1 existe done une application G lineaire et continue de FA dans Z;$-2m 
verifiant 

T(f, ~1 = (Gf, u&n. 

Pour montrer que l’on a 

Gf = j pour f E Ho(Q) n FA 

il suffit d’utiliser (a) * (p), en prenant F = HO(Q) (qui verifie (a)!) et la 
formule de Green (3.2). 

Puisque 9(o) C { u E H-lc(Q); Au E Ho(~)} C X et que chaque espace est 
dense dans le suivant, les applications S et B definies pour F sont done des 
prolongements par continuite de celles definies pour Ho(Q). 11 vient alors 

<Gf> ~i’~n = <d ~)~n pour f E HO(Q) n FA . C.Q.F.D. 

Remarque 3.4. G est independant du reltvement choisi, puisqu’il est un 
prolongement continu de I’application f ++ z-f definie sur un sous espace 
dense. 

Remarque 3.5. Dans tous les resultats de ce n. 3 on utilise, seulement 
l’ellipticitt de A et le fait que {B, S} et {C, T> sont des systemes de 
Dirichlet. 
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4. REMARQUES ET COMPLIMENTS 

1. L’hypothese (3.1) montre par passage au dual fort que l’on a les 
injections continues suivantes 

H?“(Q) G F’ 2 Ho&‘). 

On en deduit facilement: 

PROPOSITION 4.1. Sous Z’hypoth&e(3.1) I a condition (a) en&a&e h la condition 

L’application u i--t u In est IinCaire continue et injective de 
J?~?’ dans F’. (4 

et la condition (a’) entraine (a) si F est aussi rtfjlexif. 

2. Si l’on suppose que F est r$exif alors la condition (3.1) est 
kquivalente a la suivante 

(i) Hi+2”(Q) G F’ G H’(Q) 

(ii) Ht+2”(Q) dense dans F’. (4.1) 

Les conditions (4.1) et (0~‘) expriment que F’ est un espace normal de 
distributions contenu duns HO(Q) et contenant les restrictions ir. Sz des e’lments de 
2 ym. Cette condition est a comparer avec les hypotheses de Lions-Magenes 
[5] chap. 2 n. 6. 

3. I1 est evident que la condition (a) resulte de la condition: 

l’application u i--t u” dt$nie duns HO(Q) se prolonge par continuite 
en une application linkaire et continue de F duns H-k-2m(W). (cu’) 

Cette condition (01”) a l’avantage de ne pas faire intervenir l’operateur A. 

4. On peut s’interesser au prolongement B X de l’application 

u w (B,u ,..., B,u, S,u ,..., S,u) 

avec p, q fixes, 0 < p, q < m,12 mais non p = q = 0. Designons par @I,,,) 
cette condition. Notons: 

c%?$T& = {u E Hk+2m(Rra); T,+,u = ... = T,u = C,+,u = a.. = C,u = 0, 
A*u Ia E H,“(Q)} 

et introduisons la condition: 
l’application u t+ u IQ est EinLaire continue injective de 

I2 Si p = 0, resp. q = 0, alors on co&d&e l’application u +(&u,..., &u), resp. 

u + (B,u ,..., B,u). 
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On a alors: 

TH~ORBME 4.1. Sous Z’hypothise (3.1) on a 

On peut de m&me transformer la condition (a). 
Si p = m et q = 0 on obtient essentiellement les conditions de Lions- 

Magenes [5] chap. 2 (voir aussi [6]) mais on les complete en prouvant la 
n&essite’ de la condition (&,a). 

EXEMPLE 4.1. F = E--li--2m(Q),13 verifie (3.1) et (0~“). Pour verifier (01”) il 
suffit de remarquer que f~ E-7C-2m (Q) peut se rep&enter sous la forme 

f = c w’“‘L) avec .f, E Ho(Q); 
ju/<Z?n+k 

alors 

EXEMPLE 4.2. A = -A (laplacien), K = 0, m = 1. 

Si on prend F = H-r(Q) alors F’ = Hal(Q) est un espace normal mais il ne 
contient pas H2(Q); on ne peut done pas parler des traces y. et yi pour les 
elements de X. Mais F’ contient Ho’(Q) n H2(Q). On peut done seulement 
parler de la trace premiere y. . 

5. APPLICATION A LA DUALITY 

TH&OR&ME 5.1. Soit F un espace vbifiant les conditions (3.1), (a) et @); 
soit {A, B) un probEme elliptique r&u&r dans D. 

L’opkateur .PF : X ---f F x jJ2, H-k-mj-112(lJ dtfjnipar 

u E+ g,u = (Au, Bu) 

est ci indice; de plus indice 9’r = indice .Y, ker $7, = ker 9 -= N, 
Im 8, = N*I. 

I3 Pour la dkfinition et les proprib& de ces espaces voir [5], chap. 2, n. 6.3. 
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On a ainsi prouve que pour tout (f, ‘p) EF x nz, H--k--mj-l~z(T) et 
verifiant pour tout v E N* 

b.. V>,, + <v, To), = f&l4 

ou I’ E Hk+2m(lW) et I’ lo = o, il existe u E ZFk(s2), unique modulo N, tel que 

Au =f 
Bu = ‘p. 

Demonstration. Soit u E Ek(Q) et Au E F; on va appliquer le Theoreme 2.1 
en explicitant dans ce cas K*u. 

Soit + E nycI Hk+2m--vf-1/2(T); on a 

(K*u> +)i- = <u, K+)H-K,~)~H~(~, 

= <u, A*(R9)l.),-,(.,XHd”(R) * 

L’espace F verifiant les conditions (CX) et (/3) on peut utiliser la formule de 
Green (3.2); on obtient alors pour (2.1) 

(K*u, 9), = <nz, W&t + (But (L), 

= (R*n% + Bu, $I,>~, 

c’est-a-dire 

K*u = R*rrz + Bu. 

Resoudre le probleme 

Au =f 
Bu = ‘p 

est done equivalent Q resoudre le probleme 

Au =f 
K*u = R*++ cp. 

Le noyau des deux problemes est le m&me. Pour que (f, ‘p) E Im 8, il 
faut et il suffit que (f, R*&+ VP> E Im A%‘*, i.e., par le Theo&me 2.1 que 
pour tout v EN* 

(f, v - RTv>, + WT.. + cp, TV), = 0 

I4 On a note ( ,>p l’antidualitb entre .?FJ,:-~~ et .~6“$,?*~” et ( , >r l’antidudite entre 
II,“=, H-s-m5-1~2(T) et l$‘=, fP+m5+llz(lJ. 
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soit 

BAOUENDI ET GEYMONAT 

C.Q.F.D. 
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