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Nous plagant dans le cadre le plus général o1 sont définis les espaces d’inter-
polation réels, nous étudions, pour ces espaces, la réflexivité et la présence de
sous-espaces isomorphes 4 .

We study, in the general case, the reflexivity of the real Lions—Peetre inter-
polation spaces (4,, A1)p., (0 < 0 <1, 1 < p < ). We prove that these
spaces are reflexive if and only if the canonical injection 7, from the intersection
Ay N A, into the sum A4y + A4, , is weakly compact.

Nous avons étudié dans [1] la réflexivité des espaces d’interpolation réels
(dq, A1), de Lions—Peetre et dans [2] la présence dans ces espaces de sous-
espaces isomorphes a /. Cette étude a été faite dans le cas ou I'espace 4, était
contenu, avec injection continue, dans I'espace A4, . Nous nous proposons ici de
nous intéresser aux mémes questions dans le cadre le plus général ol sont définis
les espaces d’interpolation: A4, et A, sont deux espaces de Banach, contenus,
avec injection continue, dans un méme espace vectoriel topologique localement
convexe séparé (7.

On introduit alors les espaces 4, N A; et A, -+ 4y, que nous noterons [ et S
respectivement, et qui sont des espaces de Banach pour les normes:

llally = max(| @y, | @)
I als = inf{l| agll4, + Il @114, » 2 + @, = a}.

Soit (a(m)),.cz une suite d’éléments de (7; on sait (voir [6]) que, si &, et £, sont
deux nombres réels de signes contraires et si

1
I € atm)ioiy = (T 1| malm) < eo
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et

s
| e amlcay = (3 Ile"a(m)i3,) < oo
mezZ

la série 3.z a{m) converge normalement dans (¥ (p vérifie 1 < p < ).
Dans la suite, nous prendrons, pour fixer les idées, £, << 0 et & > 0, et nous
poserons 6 = &/(§, — &))-

La norme de 'espace d’interpolation (A, , A;),,, peut étre définie de plusieurs
maniéres équivalentes. L’une d’entre elles est donnée par la formule:

fom flm

| @lla = inf max(]| " a(m)lp(4y , || €7 a(m)]12ap),

I'infimum portant sur toutes les représentations possibles de a en ¢ =Y,
a(m) pour lesquelles les deux quantités du second membre sont finies.

Nous renvoyons a [1] et [6] pour les autres définitions et les premiéres pro-
priétés des espaces d’interpolation; rappelons simplement que:

— (g, Ay)p.p est un espace intermédiaire entre I et S: il existe deux cons-

tantes C; et C, telles que

(a) Cillalls<lla H(A.,,Al)g,,, Vae (4, 41)o,»
et

(®) 1allisgapp, < Cellally  Vael

— Pour tout a € (4, A,)s,, et toute représentation de a en @ = Y.z a(m),
on a:

—£of1/ 18o—¢£1l || & 1-6 ¢ ]
|a “(Ao.Al)g,p g gff/omh Il e °ma(m)Hl”(Ao) ‘|l e 1m“(’”)“t"(,{l) .

2)
— 11 existe une constante C (dépendant de &,, £, , p) telle que pour tout
a de I, on ait:

@ llagape, < Clialls,’ llalls, - 3)

Enfin, nous notons # 'injection de 4y, N A4, dans A, + A, , et j injection
de (44, Aq)s.p dans 4y + A4, .

THEOREME 1. Les espaces (Ay, Ay)p,, (0 < 8 <1, 1 < p < c0) sont réflexifs
st et seulement si Uinjection i, de Ay N Ay dans Ay + A, , est faiblement compacte.

Remarque. 11 a été démonté par H. Morimoto [7] que ces espaces étaient
réflexifs dés que ['un des espaces A4, et A, était réflexif. Notre résultat, qui donne
une condition nécessaire et suffisante, est de toute évidence beaucoup plus fort.

Dans I’énoncé qui suit, dire que I et .S ont des I* homothétiques signifie qu’il
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existe une suite (¢,) de points de I et un nombre 8, > 0 tels que [l e, |, << 1 et,
pour toute suite finie de scalaires (az):

"Z ol “s = 802 oy |

THEOREME 2. Les espaces (Ay, A1)p,p (0 << 0 <1, 1 < p < 0) contiennent
un sous-espace isomorphe & I' si et seulement si AgN A, et Ay+ A, ont des I
homothétiques.

Remarquons tout d’abord que pour chacun de ces deux théorémes, I'une des
implications s’établit aisément, du fait que (4,, 4;),,, est intermédiaire entre
I et S: si 'espace d’interpolation est réflexif, 7 est faiblement compacte, et si J
et S ont des I* homothétiques, (4, , 4,)y,, contient I*.

Nous nous contenterons de montrer ces théorémes pour I'espace d’interpola-
tion (Aq, A1)1/2.2, que nous noterons A4 (la démonstration est complétement
identique pour les autres). Nous choisirons donc &, = —1, & = +1. Les
deux théorémes seront établis simultanément, car une méme méthode fournit
les deux résultats.

La démonstration se décompose en deux étapes: dans la premiére on passe
d’une propriété de A i une propriété de I'injection j, dans la seconde, d’une
propriété de I'injection j & une propriété de I'injection 7. La premiére étape est
I'objet de la proposition 1 ci-dessous; compte-tenu du lemme 1, qui donne une
définition équivalente de la norme de A4, elle se réduit i une application des
techniques de W. J. Davis, W. B. Johnson, T. Figiel, A. Pelczynski [3]. Nous
n’en donnerons donc que les grandes lignes.

ProposiTiON 1. A est réflexif si et seulement si j est faiblement compacte;
A contient I' si et seulement si A et S ont des I* homothétiques.

LemMEe 1. La norme de Uespace d’interpolation A est équivalente & la norme
la| = (Cmezl @22, otk || - ||, est la jauge du convexe e™B, + e™B, (B, et B,
désignent les boules unité de Ay et A, respectivement).

Ce lemme a été établi par 'auteur dans [1] (chap. III, Prop. III.1, lemme).
La démonstration donnée est dans le cas 4, ©— A4, , mais elle s’étend immédiate-
ment au cas général. Les deux lemmes qui suivent s’établissent comme dans [3]
(voir aussi [1]). Si X est un espace de Banach, B, désigne sa boule unité.

LeMME 2. La bitransposée j: A” — S” est injective, et j(S) = A.

LemMmE 3. L’adhérence de j(B ) pour o(S”, S') est j” (B 47).

Supposons maintenant j faiblement compacte. Alors j(B,) est relativement
compact dans S pour oS, S’), et donc les adhérences pour o(S, S') et o(S”, S')



PROPRIETES TOPOLOGIQUES 285

coincident: on les note j(B,). Puisque j(B,)C S, j%(B,)C A4 et donc j7-1
(J"(Ba) CA, By CAet A est réflexif.

Supposons que A4 contienne 1. Alors 1a boule de 4 n’est pas séquentiellement
relativement compacte dans 4" pour o(4", 4'). Si nous montrons que cela
implique que j(B,) n’est pas séquentiellement relativement compact dans S”
pour ¢(S”, "), il en résultera, d’aprés un théoréme de H. P. Rosenthal (voir [8]
et [2]), que 4 et S contiennent des /* homothétiques.

LemmME 4. S7 j(B,) est relativement séquentiellement compact dans S” pour

o(S”, S’), la boule de A est séquentiellement relativement compacte dans A" pour
o(A", A").

Démonstration. On a vu que j"(B ) était ’adhérence de j(B,) pour o(S”, S’),
et on sait que B4~ est o(4", A") compact. Il résulte du lemme 2 que j” est bicon-
tinu de B4~ sur j(B 4), et donc que siﬁ;) est séquentiellement compact dans
S" pour o(S”, S"), By« est séquentiellement relativement compact dans A4”
pour o(A4", A’), et donc a fortiori B, aussi. Ceci achéve la démonstration de la
proposition 1.

Supposons que A ne soit pas réflexif. L’injection j n’est pas faiblementcompacte
et d’aprés R. C. James [4], on peut trouver une suite de points (e,) de 4 et un
nombre 8,, 0 << §, < 1, avec

lenlla <1 Vn, et V& distg(conv(e, *-* ), span(e;,, ***)) > §, 4)

Cette derniere notation signifiant que: || 21;1 o;e; — Z;:+1 ae; || > &, pour toute
suite de scalaires a; *** o, positifs de somme 1 et pour toute suite finie de scalaires
Gy -

De méme, si 4 contient 2, toujours d’aprés la proposition 1, on peut trouver
une suite de points {e,) de 4 et un nombre §,, 0 << 8, < 1 avec

lenlla <1,
£

pour toute suite finie de scalaires («,). Dans les deux cas, pour tout choix de
scalaires ¢; ‘- ¢, positifs et de somme 1,

|3 e

Choisissons pour chaque 7 une représentation (e,(m)),.z de e, (C’est A dire
€, = 3 mez n(m), et e,(m) € I ¥m, Vn), avec

(4bis)

s>802|°‘i|

> 8. &)

N

max(|| e"en(m)lli2(ay) » || €™en(m)i2(ap) < 2 (6)
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On pourra méme supposer, pour chaque #, cette représentation & support fini
(c’est-a-dire e,(m) = 0 pour |m | assez grand), quitte & tronquer chaque re-
présentation. En renormalisant, on conservera les estimations (4) et (4bis)
(en remplacant éventuellement 8, par un nombre plus petit, que nous noterons
encore 8,).

On a, pour tout choix de scalaires (¢;)-positifs de somme 1:

|em S cem|, =8,

™

pour tous scalaires positifs (¢;) de somme 1. Nous allons maintenant, au moyen
d’un procédé di a R. C. James [5], améliorer les estimations précédentes, sur
des blocs de la suite (e;(m));en - On pose 8 = (C13,)?/16.

LemME 5. 1l existe une suite croissante d’entiers p,, ef une suite de blocs f,(m) =
Sk e (m) (ot les (y;)5tts sont positifs et de somme 1), il existe deux nombres

Dyt+1 Ppt1
réels K, et K, avec:
-m <K (1 —3—)
le fk(m)”lz(Ao)\ 0 +10 y
5 (8)
|z aemion],,,, = K (1 = 150
e mfutmliaiy < Ko {1+ 150):
(8bis)
1S c.emt (o | o (A
”L € )“12(,41) S 100/

pour tout choix de coefficients c; positifs et de somme 1.

Démonstration du lemme 5. On procéde successivement dans [3(4y) et
12(A,). Posons:
Y we™me; (a,.) suite finie de coefficients

K= 1nf%
i>p

p : i1 o
postitits et de somme l;. (0)
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On a pour tout p e N K? > 6§, (d’aprés (7)) et K,.° << 2 (d’apreés (6)). La suite K0
est croissante. Soit K, = lim,_,, K. Choisissons p; tel que K, > (1 -8/100)
K, . On peut trouver des coefficients (%)isp;41 positifs de somme 1, tels que

- 8\ o 8
i}%ﬂ g (m) HWG) < (1 + Eﬁ) K% < (1 + T66) K,.
Soit p, I'indice du dernier coefficient non nul, et ainsi de suite. On construit
ainsi une suite d’entiers p;, une suite de blocs fy(m) = Y} =";; 1 oge(m), avec
(¢:)imp,+1.+-5,, Positifs de somme 1 pour tout k, avec || e=™f y(m)ll;a,) < (1+-8/100)
K, , et si (¢;) sont des coefficients positifs de somme 1, 3 ¢;f,(m)e~™ est une
combinaison 2 coefficients positifs des e, commencant 2 p, -+ 1, et donc

[ Seafimen| =K%, > (- 8/100)K,.
1%(4g)

Puisque les blocs sont construits au moyen de coeflicients positifs de somme 1,
les estimations (6) et (7) restent satisfaites pour les f ;(m) dans 12(4,) avec le méme
8; . On effectue & nouveau la méme construction, dans [2(4,;) cette fois, sur les
f1(m): on construit des blocs 4 coefficients positifs et de somme 1 sur les f(m);
on note f;(m) les blocs obtenus. Ils satisfont encore aux estimations (8) obtenues
pour les f , et possédent en outre les propriétés (9).

Il résulte de (6) et (8) que 2 = || e f(m)l2(4) = Kol — 6/100) et donc
Ky < 2/(1 — 8/100) < 2/(1 — 1/100) et de méme K,; < 2/(1 — 1/100). Si les
(e,) possédaient la propriété (4), il en est de méme des f, = 3.z f(m), avec
le méme 8 , et si les (e,) vérifiaient (4bis), c’est aussi le cas des f; , toujours avec
le méme §; . Nous abandonnerons désormais les (e,) pour ne plus nous intéresser
quaux (f,)

Nous allons maintenant montrer que les (f,(m)),,cz prennent presque toute
leur masse sur un nombre fini fixe de coordonnées, & la fois dans [2(4,) et dans

12(4,).

LeMME 6. II existe un entier M positif et un entier ky tels que Yk =k,

(2, Iemnomt) " > (1 ) .
1 ©)
(3 1ot e (1-2)k.

Démonstration du lemme 6. 11 suffit de montrer séparément ['existence
d’entiers M, , ky, et M,, ky convenant pour A, et A, respectivement: on
] 15 Ro p ) 1 resp
prendra M = max(M,, M,), k, = max(ky, k3). Donnons la démonstration
pour 4,.
Supposons la conclusion fausse. On peut alors, pour tout M et pour tout &,
trouver & = k, tel que:
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([, 1emmomiz)” < (1 ) <,
On construit alors par récurrence deux suites croissantes M, et n,, avec:
— fnk(m) est a support dans [— M, , 4+ M,] (i.e., si |m| > M, s (m) = 0).
— ngyq est tel que (ZIm|<Mk+l I e‘mfnk(’”)“io)l/z < (I — 26/100)K, .

On pose alors

Jafm) = folm) si |m| <M,
=0 sinon

et
D c
f‘nk :fnk —fnk
Les (f fk(m))keN sont a supports disjoints, et les f fk vérifient:

. 26
e amlegy < (1 — 155) Ko-

Il en résulte que pour tout %, on a:

<[z L s%m e

!lz(Aﬂ)

K (1= ) < szf" (m) e

'2(A)

12(4)

L s2m e

26
100

1

< (1 fop) Ko+ (1 + 150)
et ceci est impossible pour k assez grand; ceci prouve le lemme, car la démonstra-
tion pour 4, est identique.

Nous renumérotons la suite f, aprés avoir supprimé les k, premiers termes.
Le lemme 6 devient alors vrai avec &, = 1.

Posons maintenant y; = 3 p fr(m). Puisque pour chaque m, fy(m)e ],

les y, sont des éléments de 7. Ils sont bornés dans I. En effet:

[Yella = HI | 1 |<Mka(M)“A°
m|KM m
1/2
= (lmléM ) m) (|m|z<M | e_mfk(m)”i")

< 2( 2 ezm)”z

[m|<M
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et de méme:

Hyella, <2 ( z ezm)llz

[mi<M

et doncl} v, ll; = max(|| y HAO I della) < 2(Ximicm ¢?™)1/2, Calculons maintenant
¥ — filla - Le point f;, — v, admet pour représentant Y| ,1<ar fr(m). Or on a:

5 \2
Y HemfmlE, + Y e flm)h, < Ko? (1 + 10—0)
[m|>M [m|<M
et donc d’aprés le lemme 6:
832 28\2
—m. 2 2 — ) 2 ————
“MZ>MH € fk(m)”Ao < KO (1 + 100) KO (1 100)
68
2
< K" 156
et de méme
65
+m. 2 2 X7
lmiZ>M ” e fk(m)”Al < Kl 100
d’ou il résulte que:
172 172
o= vella<max (( & NemfimiB) I, ¥ lemimi) )
[m>M |mi>M

< max(K,, K;) (160%)1/2
65 \1/
< 1—:23/7)6 (m)l 2

On en déduit que

12 65\12 512
fe — s < T, T=38/100 (-10—0) < o < 8,/4.

Les calculs ont jusqu’ici été communs pour les théorémes 1 et 2. Nous allons
maintenant considérer séparément la réflexivité et la présence de /1. Si 4 n’est
pas réflexif, les (e,) de départ vérifient:

distg(conv(e, --- e,), conv(e,; ***)) > §,

et donc les (f,) construits au lemme 5 aussi. On a, pour tout %, si «; '+ a,
.. % o
oy o sont positifs avec Dy o = 3yl o = 1,
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”i“f}’i'— i oY ; = ”i%fi— i o f;

k+1 k41 s
- Hi a(y: —12) L - ki; o (ys — f2) N

3 8
> 8 — - — S — 52

Comme les (y;) sont bornés dans I, ceci prouve que linjection 7; [ — S n’est
pas faiblement compacte, et achéve la démonstration du théoréme 1.

Si A contient un sous-espace isomorphe a I, les (e,) et donc les (f,), de
départ vérifient:

H Z o f;

=8 ) | o
s

et donc
= DA AT P AR
38,

2(80_80/4)}:'0‘1'12 4 ZI%I,

[

ce qui achéve la démonstration du théoréme 2.

Remargue. 11 résulte du théoréme 2 que si 4 contient un sous-espace iso-
morphe 4 I!, on peut trouver une suite de points (y,) de 4, N A, et un nombre
8 > 0 tels que

I ¥nllay < 1, Iynllayy <1 Vn,

NZ % Yi >3 Z | o |, ”Z ;Y

>SZ|°‘£[

4o A

pour toute suite de scalaires («;). La suite (y,) est donc équivalente 4 la base

de I' 4 la fois dans A, et dans 4;. Un résultat analogue est obtenu avec la
0 1 gu

condition de non-réflexivité, mais il ne posséde pas de formulation aussi simple.
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