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Nous pla$ant dans le cadre le plus general oh sont defmis les espaces d’inter- 
polation reels, nous Btudions, pour ces espaces, la reflexkid et la presence de 
sous-espaces isomorphes Q P. 

We study, in the general case, the reflexivity of the real Lions-Peetre inter- 
polation spaces (As, A~)B,~ (0 < 0 < 1, 1 < p < to). We prove that these 
spaces are reflexive if and only if the canonical injection i, from the intersection 
A, n A, into the sum A0 + AI , is weakly compact. 

Nous avons CtudiC dans [l] la reflexkite des espaces d’interpolation reels 
(A,, A,),,, de Lions-Peetre et dans [2] la prksence dans ces espaces de sous- 
espaces isomorphes a P. Cette etude a CtC faite dans le cas ob l’espace A, Ctait 
contenu, avec injection continue, dans l’espace A,. Nous nous proposons ici de 
nous interesser aux m&mes questions dans le cadre le plus general oh sont definis 
les espaces d’interpolation: A, et A, sont deux espaces de Banach, contenus, 
avec injection continue, dans un m&me espace vectoriel topologique localement 
convexe &pare G?. 

On introduit alors les espaces A, n A, et A, + A, , que nous noterons I et S 
respectivement, et qui sont des espaces de Banach pour les normes: 

II a 111 = ma41 a HA, , II a IIAJ 

II a IIS = W a0 /lb + II al 11~~ , a0 + al = 4. 

Soit (~(m)),,~ une suite d’elements de & on sait (voir [6]) que, si to et E1 sont 
deux nombres reels de signes contraires et si 
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la serie CrneZ a(m) converge normalement dans GY (p verifie 1 <p < co). 
Dans la suite, nous prendrons, pour fixer les id&es, &, < 0 et E1 > 0, et nous 
poserons 0 = E,/(& - f,). 

La norme de l’espace d’interpolation (A, , A& peut etre definie de plusieurs 
manieres Cquivalentes. L’une d’entre elles est donnee par la formule: 

II a IL4 = inf ma4 @W4lm,) , II eg~m41f1k41~), 

l’infimum portant sur toutes les representations possibles de a en a = Cnzsz 
u(m) pour lesquelles les deux quantites du second membre sont finies. 

Nous renvoyons a [l] et [6] pour les autres definitions et les premieres pro- 
priCtCs des espaces d’interpolation; rappelons simplement que: 

- (4 > 4B.P est un espace intermediaire entre I et S: il existe deux cons- 
tantes C, et C, telles que 

et 

- Pour tout a E (A,, A1)B.D et toute representation de a en a = Clnpz a(m), 
on a: 

II a IIL~~,A~~~,~ < e+l”‘O-‘1’ II eE~m+W&o~ * II e’~m+91h4,~ . 
(2) 

- I1 existe une constante C (dependant de &, , 5, , p) telle que pour tout 
a de I, on ait: 

II c-2 llL40.A,,e,p < c II a lly * II a II;, . (3) 

Enfin, nous notons i l’injection de A, n A, dans A, + A,, et j l’injection 
de (A,, Alho dans 4 + Al. 

THI?OR&IE 1. Les espuces (A, , A& (0 < 0 < 1, 1 < p < co) sent rt$exif 
si et seulement si l’injection i, de A, n A, duns A, + A, , est fuiblement compucte. 

Remurque. 11 a CtC dCmontC par H. Morimoto [7] que ces espaces Ctaient 
reflexifs db que l’un des espaces A,, et A, Ctait reflexif. Notre r&.ultat, qui donne 
une condition necessaire et suffisante, est de toute evidence beaucoup plus fort. 

Dans 1’CnoncC qui suit, dire que I et S ont des P homothetiques signifie qu’il 
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existe une suite (e,) de points de I et un nombre 6, > 0 tels que I/ e, 11, < 1 et, 
pour toute suite finie de scalaires (c+): 

THBOR~~ME 2. Les espaces (A, , A1)8,D (0 < 0 < 1, 1 < p < co) contienntwt 
un sowespace isomorphe a P si et seulement si A,, n A, et A, + A, ont des 1’ 
homothetiques. 

Remarquons tout d’abord que pour chacun de ces deux theoremes, l’une des 
implications s’etablit aisement, du fait que (A, , A,),,, est intermediaire entre 
I et S: si I’espace d’interpolation est reflexif, i est faiblement compacte, et si I 
et S ont des P homothetiques, (A,, , A1)8,D contient P. 

Nous nous contenterons de montrer ces theoremes pour l’espace d’interpola- 
tion (A, , A ) r 1,2,2 , que nous noterons A (la demonstration est completement 
identique pour les autres). Nous choisirons done t,, = - 1, [r = + 1. Les 
deux theoremes seront Ctablis simultanement, car une mCme methode fournit 
les deux rCsultats. 

La demonstration se decompose en deux etapes: dans la premiere on passe 
d’une propriete de A B une propriM de I’injection j, dans la seconde, d’une 
propriete de l’injection j a une propriM de l’injection i. La premiere &tape est 
l’objet de la proposition 1 ci-dessous; compte-tenu du lemme 1, qui donne une 
definition tquivalente de la norme de A, elle se reduit a une application des 
techniques de W. J. Davis, W. B. Johnson, T. Figiel, A. Pelczynski [3]. Nous 
n’en donnerons done que les grandes lignes. 

PROPOSITION 1. A est reflexsf si et seulement si j est faiblement compacte; 
A contient I1 si et seulement si A et S ont des P homothe’tiques. 

LEMME 1. La norme de l’espace d’interpolation A est equivalente a la nor-me 
’ I a I = C&Z II a II,) 112, oi 11 * /I,,, est la jauge du convexe emB, + eemB1 (B, et B, 

d&went les boules unite de A, et A, respectivement). 

Ce lemme a CtC Ctabli par I’auteur dans [l] (chap. TII, Prop. III.1, lemme). 
La demonstration don&e est dans le cas A, c-t A, , mais elle s’etend immediate- 
ment au cas general. Les deux lemmes qui suivent s’etablissent comme dans [3] 
(voir aussi [I]). Si X est un espace de Banach, B, designe sa boule unite. 

LEMME 2. La bitransposee j”: A” + S” est injective, et j”-‘(S) = A. 

LEMME 3. L’adhtkmce de j(B,) pour u(S”, S’) est7 (BA-). 

Supposons maintenant j faiblement compacte. Alors j(BA) est relativement 
compact dans S pour rr(S, S’), et done les adherences pour a(S, S’) et u(S”, S’) 
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co’incident: on les note j(B,). Puisque j(BA) C S, j”-lj(BA) CA et done j”-l 
(j”(B,*)) C A, BA” C A et A est reflexif. 

Supposons que A contienne Il. Alors la boule de A n’est pas stquentiellement 
relativement compacte dans A” pour (r(A”, A’). Si nous montrons que cela 
implique que j(BA) n’est pas sequentiellement relativement compact dam S 
pour u(S”, S’), il en resultera, d’aprb un theoreme de H. P. Rosenthal (voir [8] 
et [2]), que A et S contiennent des P homothetiques. 

LEMME 4. Si j(B,) est relativement stfquentie&nzent compact dans s” pour 
u(S”, s’), la boule de A est s~quatiellement relativement compacte dans A” pour 
u(A”, A’). 

Dkmonstration. On a vu quejn(BA”) Ctait l’adherence de j(BA) pour u(S”, S’), 
et on sait que B,” est a(A”, A’) compact. 11 resulte du lemme 2 que j” est bicon- 
tinu de BA* sur jn(BA-), et done que slj(BA) est sequentiellement compact dam 
S” pour u(S”, S’), BA” est sequentiellement relativement compact dans A” 
pour u(A”, A’), et done a fortiori BA auk. Ceci acheve la demonstration de la 
proposition 1. 

Supposons que A ne soit pas reflexif. L’injectionj n’est pas faiblementcompacte 
et d’apres R. C. James [4], on peut trouver une suite de points (e,) de A et un 
nombre 6, , 0 < 6, ,( 1, avec 

/I e, IIA < 1 Vn, et Vk dist,(conv(e, **a ek), span(e,+, ***)) > 6, (4) 

Cette demiere notation signifiant que: // Et= ) 1 aiei - CF+r aiei II > 6, pour toute 
suite de scalaires 01~ . *. 0~~ positifs de somme 1 et pour toute suite finie de scalaires 
cQ+1 . . . . 

De m&me, si A contient Z’, toujours d’apres la proposition 1, on peut trouver 
une suite de points (e,) de A et un nombre 6, , 0 < 6, ,< 1 avec 

II en IHA G 1, 
(4bis) 

pour toute suite finie de scalaires (cQ). Dans les deux cas, pour tout choix de 
scalaires cr ... c, positifs et de somme 1, 

(5) 

Choisissons pour chaque n une representation (e,(m)),,z de e, (c’est B dire 
e, = CmEZ e,(m), et e,(m) E Itlm, Vn), avec 

mdll e-~en(m)l/2x4,) , II e*e,(m)ll8~(,4,~) < 2 (6) 
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On pourra mCme supposer, pour chaque n, cette representation a support fini 
(c’est-a-dire e,(m) = 0 pour / m 1 assez grand), quitte a tronquer chaque re- 
presentation. En renormalisant, on conservera les estimations (4) et (4bis) 
(en remplacant Cventuellement 6, par un nombre plus petit, que nous noterons 
encore S,). 

On a, pour tout choix de scalaires (c,)-positifs de somme 1: 

I1 resulte alors immediatement de (6) que pour 6, = CIS,2/2e, 

e-+ C C#?i(??Z) 
Ii Z’(A,) 

2 6, , 

(1 em 1 W(m) (I 
IZ”(A,) 

> 61 9 

(7) 

pour tous scalaires positifs (ci) de somme 1. Nous allons maintenant, au moyen 
d’un pro&de dO a R. C. James [5], ameliorer les estimations precedentes, sur 
des blocs de la suite (ei(m))a,N . On pose S = (C,S,)2/16. 

LEMME 5. II existe une suite croissante d’entiersp, et une suite de blocs fk(m) = 
C,"::l, r&4 (022 h h>~~~ sont positifs et de somme l), il existe deux nombres 
riels K,, et Kl avec: 

c,e-“fi(m) 1 
Ila(Ao) ’ K” f1 - iid 

// e’“fk(mh2(A,) d & (1 + A), 

(8) 

(8bis) 

pour tout choix de coeficients ci positifs et de somme 1. 

D&on&ration du lemme 5. On pro&de successivement dans P(A,) et 
12(A,). Posons: 

K,O = inf 111 1 cqedmei(m) 1i1z(4j , (01~) suite finie de coefficients 
iap 

positifs et de somme 1 . 
t (6) 
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On a pour tout p E N K,O > 6, (d’aprb (7)) et K,” < 2 (d’aprbs (6)). La suite K,O 
est croissante. Soit K,, = lim,,, K,O. Choisissons pi tel que K$+, > (1 - S/100) 
K, . On peut trouver des coefficients (c&,;+r positifs de somme 1, tels que 

Soit p; l’indice du dernier coefficient non nul, et ainsi de suite. On construit 
ainsi une suite d’entiers p; , une suite de blocs f;(m) = Czii+, a,e,(m), avec 
(4=Pk+l.. . D’k+l positifs de somme 1 pour tout k, avec 11 e-mf~(m)lllz(AO) <(1+6/100) 
K. , et si (cJ sont des coefficients positifs de somme 1, C cifi(m)e-“E est une 
combinaison a coefficients positifs des ei commencant a pi + 1, et done 

11 c cfXm> e-” l~12(d.) 2 Kz;+, 2 (1 - ?W K. . 

Puisque les blocs sont construits au moyen de coefficients positifs de somme 1, 
les estimations (6) et (7) restent satisfaites pour lesf;(m) dans P(A,) avec le mCme 
6, . On effectue a nouveau la m&me construction, dans P(A,) cette fois, sur les 
f;(m): on construit des blocs a coefficients positifs et de somme 1 sur lesf;(m); 
on notefk(m) les blocs obtenus. 11s satisfont encore aux estimations (8) obtenues 
pour lesf; , et possedent en outre les proprietes (9). 

I1 resulte de (6) et (8) que 2 3 11 e-mf,(wz)1112(Ao) > K,(l - S/100) et done 
K, < 2/(1 - S/100) < 2/(1 - l/100) et de m&me Kl < 2/(1 - l/100). Si les 
(e,) possedaient la propriete (4) il en est de m&me des fit = CntozfJm), avec 
le m&me 6,) et si les (e,) verifiaient (4bis), c’est aussi le cas des fk , toujours avec 
le meme So . Nous abandonnerons desormais les (e,) pour ne plus nous interesser 
qu’aux (fd 

Nous allons maintenant montrer que les (fk(m)),,z prennent presque toute 
leur masse sur un nombre fini fixe de coordonnees, a la fois dans P(A,) et dans 
4%). 

LEMME 6. II existe un entier M positif et un entier k, tels que Vk > k, , 

(EM II e-%(m)12,,)1’2 > (1 - &) K. , 

1’2 > (1 - $) Kl . 
(9) 

De’monstration du lemme 6. 11 suffit de montrer separement l’existence 
d’entiers MO , 6, et Ml , kb convenant pour A, et A, respectivement: on 
prendra M = max(M, , M,), k, = max(ki , ki). Donnons la demonstration 
pour A,. 

Supposons la conclusion fausse. On peut alors, pour tout M et pour tout k, , 
trouver k > k, tel que: 
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(,& II e-,r,cMJe < (1 - g)) Kl 
On construit alors par rkurrence deux suites croissantes Mk et n, avec: 

- f,,(m) est a support dans [-Mk , +M,] (i.e., si 1 112 1 > Mk ,f,Jm) = 0). 

- nk+l est tel que Etm~SMk+l II e-“fn,(m)llQ1’2 < (1 - 2WO)&. 
On pose alors 

et 

f,c,(m) = f&.9 si Iml<JG, 
=o sinon 

Les (f tkWh.f+d sont A supports disjoints, et les f zk vhfient: 

I1 en r&&e que pour tout k, on a: 

et ceci est impossible pour K assez grand; ceci prouve le lemme, car la dkmonstra- 
tion pour A, est identique. 

Nous renumkrotons la suite fk aprks avoir supprimk les k, premiers termes. 
Le lemme 6 devient alors vrai avec K, = 1. 

Posons maintenant yk = C~mlsMf&4- Puisque pour chaque m, fk(m> ~1, 
les yk sont des ClCments de I. 11s sont born& dans I. En effet: 

IIYk 11~ = 11 C f&4 [iA, G C ll.UM4, 
IWSM ImlsM 

G ( C e2m),” ( 
bl<M 

C II e-mfk(m)l150)1’2 
ImlsM 

( ) 
l/2 

< 2 1 e2m 
ImlsM 
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et de m&me: 

II Yk IL1 < 2 ( 1 
IW<M 

eem)1’2 

et donc!l yk 11, = m=(il Yk /\A,, > 11 Yk h,) < 2(%nl<~ ezm)llz. Calculons maintenant 

(1 yk - fE 11~ . Le pOintfk - yk admet pOUr representant xlml>Mfk(m). Or On a: 

et done d’apres le lemme 6: 

,,zM I/ e-mfk(m)fi,, G Ko’ (1 + A)’ - G2 (1 - $)2 

<j&t- 
-. 0 100 

et de m&me 

C !I e+%(m)ll”R 1 < K 2 ?!- 
I%l>M l 100 

d’oti il r&&e que: 

G m=(Ko , Kd ($)I” 

On en dCduit que 

iifk 1i.S d 1 2 - Yk 
c, 1 s,1oo 

< 
_ 

7 < SO/~. 
1 

Les calculs ont jusqu’ici CtC communs pour les theoremes 1 et 2. Nous allons 
maintenant considerer separement la reflexivitt et la presence de P. Si A n’est 
pas reflexif, les (e,) de dCpart vkrifient: 

dist,(conv(e, ... ek), conv(ektl ..e)) > So 

et done les (fn) construits au lemme 5 aussi. On a, pour tout K, si 01~ ... OIk > 

ffk+l ... sont positifs avec Cz cya = C,“,, ai = 1, 
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k 

!!I 1 

- 1; $ 4Yi - fi> lls 11 - il % (ri - AIlls 

3 6, - $ - $ = 6,/2. 

Comme les (yk) sont born& dans I, ceci prouve que l’injection i: I + S n’est 
pas faiblement compacte, et acheve la demonstration du theoreme 1. 

Si A contient un sous-espace isomorphe a P, les (e,) et done les (fqL), de 
depart verifient: 

((c%fiIjs2%cI~iI 

et done 

ce qui acheve la demonstration du theoreme 2. 

Remarque. I1 resulte du theoreme 2 que si A contient un sous-espace iso- 
morphe a P, on peut trouver une suite de points (y,J de A, f~ A, et un nombre 
6 > 0 tels que 

pour toute suite de scalaires (cQ). La suite (y,J est done Cquivalente a la base 
de Zr a la fois dans A, et dans A,. Un rtsultat analogue est obtenu avec la 
condition de non-reflexivite, mais il ne posdde pas de formulation aussi simple. 
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