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ABSTRACT

The theory of Bernstein’s algebras is revisited. Many results concerning the
structure of Bernstein algebras (ideals, nilpotency and so on) are stated. For
Bernstein-Jordan algebras, we give a definitive formulation of the theorem which
characterizes them. Finally, we emphasize the importance of the invariant L (this
ideal doesn’t depend on the Peirce decomposition of the algebra) in the study of
the structure of Bernstein’s algebras.

Nous reprenons la théorie des algébres de Bernstein & la fois pour
regarder ces objets au point de vue structurel (idéaux, nilpotence, etc.)
ainsi que pour donner une formulation définitive & certains résultats (car-
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actérisation des algébres de Bernstein-Jordan). De plus, nous avons mis en
évidence le role joué par I'idéal L dans 'étude des algébres de Bernstein.

1. PRELIMINAIRES

Tout au long de ce papier, K désignera un corps commutatif de
caractéristique différente de 2. Une K-algebre pondérée est un couple
(A,w) formé d’une K-algébre commutative et non associative A et d’un
morphisme non nul w: A — K de K-algébres appelé fonction poids ou
pondération de lalgébre. Une algébre pondérée (A, w) est appelée une
algébre de Bernstein si pour tout z dans A on a (z2)? = w(x)?z2. Toute
algébre de Bernstein admet une unique pondération et toute algébre de
Bernstein posséde au moins un idempotent non nul. Sie # 0 est un idempo-
tent d’une algébre de Bernstein A, alors A admet la décomposition de Peirce
A=KepU®V avecU ={z |z € A, ez =12}tV ={z |z € A, ex =0}
vérifiant les propriétés suivantes:

U2CV, UVCU V2CU e UVZ=0 (1.1)

Quels que soient les éléments z, 1, x2, z3 dans U et y, y1, ¥2, ys dans
V, on a:

3 =0 et (1:1.’1,'2).’173 + (:E2x3)£L‘1 + (2)3.’1:1):122 =0
(Identité de Jacobi); (1.2)
z(zy) = 0 et =zi(z2y) + z2(T1y) = 0; (1.3)

(@y)® =0,  (zw)(w2y) =0 et (zy1)(zy2) =0.  (1.4)

2. IDEAUX DANS UNE ALGEBRE DE BERNSTEIN

On se donne donc une algébre de Bernstein A = Ke® U & V dans sa
décomposition de Peirce relative & un idempotent e # 0 de A et notons
N = Kerw = U ® V. On remarque que pour tout idéal I de A on a
NI C I donc N(NI)C NI. Montrons, de plus, que e(NI) C NI donc que
NT est un idéal de A. Or, la formule e(zy) = Lzy + w(z)ey — 2(ex)(ey)
pour z parcourant I et y parcourant N nous donne 'inclusion e(NI) C NI.
Ainsi, pour tout idéal I d’une algébre de Bernstein A = Ke® N, les espaces
vectoriels produits N1 sont des idéaux de A. En particulier, les puissances
N* sont des idéaux de A pour tout entier k > 1.
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Par la suite nous allons considérer le sous-K-espace vectoriel de A défini
par L = {z | z € U,zU = 0}(cf. [3]). Le lemme 3.1 de [5] nous dit que
L?=0,V2C L,UXL = Oet(zy)y € L pour tout z dans U et pour tout y
dans V. De plus, L est un idéal de A et on vérifie facilement que 'on peut
aussi écrire L = {x | z € U, z(U ® U?) = 0}.

LEMME 2.1. Une condition nécessaire et suffisante pour que un sous-
K -espace vectoriel I de A soit un idéal de A contenant un idempotent (e par
exemple) non nul est que A2 C I C A, inclusions en tant que sous-espaces
vectoriels. En particulier, le produit de deux tels idéaux est un idéal.

En effet, si I est un idéal de A contenant e alors I 2 U donc I D U?
et ceci nous dit que A2 C I C A. Réciproquement, si I est un sous-espace
vectoriel de A vérifiant A? C I C A alors zy € I quels que soient z,y dans
A donc, en particulier, zy € I pour tout = € I et pour tout y € A. Ce qui
nous montre que I est un idéal de A contenant e. Si maintenant I et J sont
deux idéaux de A contenant e alors IJ D (A2%)? = A% donc A2 C IJ C A,
ce qui montre que I.J est un idéal de A contenant e.

LEMME 2.2. Le produit de deuz idéauz dans une algébre de Bernstein
dont l'un au moins n’est pas contenu dans N est un idéal.

En effet, soient I et.J deux idéaux d’une algébre de Bernstein A et
supposons que e € I et que J C N (lecasou I ¢ NetJ ¢ N est donné
dans le lemme 2.1). Pour z dans I ety dans J on a e(zy) = jzy+w(z)ey—
2(ex)(ey) donc e(zy) € IJ. D’autre part, IJ C ITetIJ C J donc N(IJ) C
N(INJ) et montrons que N(INJ) C IJ. Siz € N et y € INJ, 'équation
Ty = 2e(zy) + 4(ex)(ey) nous dit que zy € IJ, d’ol notre assertion. Ainsi,
N(1J) € 1J ce qui nous montre que IJ est un idéal de A.

Par contre, le produit de deux idéaux de A, contenus dans N, n’est pas
nécessairement un idéal.

EXEMPLE 2.3. Considérons 'algeébre de Bernstein A de dimension 7
dont la table de multiplication relative & une base {e, u1, uz, us, v1, vz, vs}
s'écrit 2 = e, eu; = gui(i = 1,2,3), u§ = v3, v = ug, wmv1 = wy,
U1vz = ug, tous les autres produits étant nuls. On voit que I'idéal L s’écrit
L = {uy, ug) et considérons l'idéal I = (u;, ug, v1); ona I D LetIL =
(u1)donc N(IL) = L ce qui nous montre que N(IL) ¢ IL, c’est a dire, IL
n’est pas un idéal de A. De plus, L est un idéal minimal de A.

Remarquons, néanmoins, que le produit de deux idéaux contenus dans
N peut étre un idéal car on sait que pour tout idéal I de A, NI est un
idéal de A.

Pour d’autres résultats concernant les idéaux dans une algébre de
Bernstein, on renvoie & [5, paragraphe 2}.
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3. ALGEBRES DE BERNSTEIN-JORDAN

On sait que si A = Ke® U & V est une algébre de Bernstein, une
condition nécessaire et suffisante pour que A soit une algébre de Jordan
est que V? = 0 et (zy)y = 0 quels que soient = dans U et y dans V. Ce
résultat, qui est di & différents auteurs (cf. [1, 13]), dépend du choix de
I'idempotent e. Dans le théoréme qui suit nous montrons que les conditions
ci-dessus peuvent étre améliorées en faisant varier 'idempotent.

THEOREME 3.1. Soient K un corps de caractéristique différente de 2
et A une K-algébre de Bernstein. Une condition nécessaire et suffisante
pour que A soit une algébre de Jordan est que pour toute décomposition de
Peirce A= Ke®dU @V de A relative a un idempotent e # 0 de A on ait
V2 =0.

En effet, si A est une algébre de Jordan et si l'on considere la
décomposition de Peirce de A relative & un idempotent e # 0 de A, a
savoir, A = Ke ® U @ V, compte tenu des relations trés connues dans
une algébre de Bernstein-Jordan, on a V? = 0. Réciproquement, on se
donne une décomposition de Peirce de A relative & un idempotent e # 0
de A, soit A = Ke@® U @V telle que V2 = 0 et soit z = ae + ug + vp
un élément de A avec o € K,up € U,vg € V. On a 23 — w(z)z? =
—2av + (ugvo)ve + v§ + udug = (uowo)vo. Si l'on considére I'idempotent
e = e+ up + ui, on a la décomposition de Peirce A = Ke' @ U’ @ V’
avec U' = {u + 2uou|u € UletV' = {v — 2(ug + vd)w|v € V}
avec V2 = 0. L’élément v) = vy — 2(up + ud)vo est dans V' donc
v = v2 — 4(uovo)vo — 4(udvo)vo soit (uovo)uo = 0. Ceci nous montre que
73 = w(z)z? pour tout = dans A, c’est-a-dire, A est une algébre de Jordan.

COROLLAIRE 3.2. Soient (A,w) une algébre de Bernstein et I un idéal
de A contenu dans Ker w. Une condition nécessaire et suffisante pour
que l'algébre de Bernstein quotient A/I soit de Jordan est que pour toute
décomposition de Peirce A= Ke®U ®V de A on ait V2 C I.

COROLLAIRE 3.3. Pour toute algébre de Bernstein (A,w) lalgébre de
Bernstein quotient A/L est de Jordan.

En effet, on sait que l'idéal L ne dépend pas de la décomposition
de Peirce considérée (invariance de L) et, d’autre part, pour toute
décomposition de Peirce de A, 4 savoir, A = Ke®U®V,ona V2 C L d’ou
le corollaire.

COROLLAIRE 3.4. Soient A= Ke® U @V une K-algébre de Bernstein
de type (1 +1,5) et § = dimg U2. Si§ > 3r(r — 1) alors A est une algébre
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de Jordan.

En effet, soit U’ un supplémentaire de L dans U, c’est-a-dire, U =
L @ U’. Compte tenu de la définition de L on a U? = U? et si L # 0,
dimg U’ =7 —dimgL <7 -1 d’olt dimg U? = dimg U"? < 1r(r —1). Par
conséquent, si dimg U? > %r(r — 1), nécessairement L = 0 donc A = A/L
est une algebre de Jordan.

4. NILPOTENCE

Soient K un corps de caractéristique différente de 2 et A = KeqU 'V
une K-algebre de Bernstein donnée sous la forme d’une décomposition de
Peirce relative a un idempotent e # 0 de A. Comme V2 C LetL est
un idéal de A alors V¥ C L pour tout k > 2 donc UV* C UL = 0 soit
UV* =0 pour tout k > 2. La condition U?L = 0 entraine aussi U?V* =0
pour tout k& > 2. On déduit facilement que U%+1 C U et U?* C U? pour
tout k > 1 donc U™ C U @ U? pour tout entier m > 1. Il s’ensuit que
U™V* = 0 quels que soient les entiers m > 1,k > 2.

Notons R(V) l'ensemble des multiplications par des éléments de V et
E(V) 'algébre enveloppante de R(V). On sait que E(V) est une algebre
associative sans élément unité.

LEMME 4.1. Soit A= Ke® U &V une K-algébre de Bernstein de type
fini. Silalgébre E(V') est nilpotente alors l'idéal N = U@V est aussi nilpo-
tent.

Soit donc A = Ke@® U @V une algébre de Bernstein de type fini sur K,
c’est-a-dire, engendrée en tant qu’algébre par un nombre fini d’éléments.
On sait que Palgébre de Jordan N/L (ot N = U @ V) est résoluble (cf. [3,
théoréme 3]) et puisque toute algébre de Jordan résoluble et de type fini
est nilpotente (théoréme de Zhevlakov; cf. [14, chapitre 4, paragraphe 3,
théoréme 2, page 90]), alors N/L est nilpotente. Il existe ainsi un entier
r>1tel que N" C L donc N'+* = V(V(---V(VNT)--.)) (ou1 I'espace V
apparait ici k fois) pour tout entier k. Si algébre E(V') est nilpotente, il
existe un entier s > 1 tel que V(V(---V(VNT}--.}) = 0 ('espace V figure
ici s fois) donc N™*+¢ =0 d’ott le lemme.

PROPOSITION 4.2. Soit A= Ke® U @V une K-algébre de Bernstein.
SiUV =0, alors l’idéal N est nilpotent.

En effet, soit N = U®V. Ona N2 = U? ¢ V? donc N3 = U?V et
finalement, N4 = 0.
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Notons que si I’on suppose que 'algébre A soit de type fini, alors la
proposition 4.2 est une conséquence immédiate du lemme 4.1 car V(VA) =
VUV +V?%) c VV2 C VU = 0 ce qui nous montre que ’algebre E(V') est
nilpotente.

LEMME 4.3. Soit A une algébre de Bernstein de type fini. Si I est un
sous-espace vectoriel de A tel que NI = I alors I C L et I est un idéal
de A.

11 est clair que la condition NI = I entraine que I C N et soit p: A —
A/L la surjection canonique. Les conditions ] = NI = N(NI) = --.
entrainent que I C N* pour tout entier £ > 2. Or, on sait que p(N) est un
idéal nilpotent de ’algebre de Jordan A/L (cf. démonstration du lemme
4.1) donc il existe un entier k > 2 tel que p(N)* = 0 ce qui entraine que
p(I) =0dou I C L. DelI C L CUonael=1I qui, assortie de la
condition NI = I, nous dit que I est un idéal de A.

LEMME 4.4. Soient A = Ke®U@®V une K-algébre de Bernstein de type
fini et I un sous-K -espace vectoriel de A. Alors NI = I si et seulement
siVI=1.

En effet, d’aprés le lemme 4.3, si NI = I alors I est un idéal de A
contenu dans Ldonc I = NI=UeaV)I=VI.

Réciproquement, supposons que VI = I. On a I C N et les relations
(1.1) entrainent que I C U. Comme A est de type fini, il existe un entier
r>1telque N" C Ldonc I =V (V(---V(VI)---)) C N" C L (ol I’espace
V figure r — 1 fois) soit 7 C L. Il en résulte que NI = (U V) =VI=1.

COROLLAIRE 4.5. Soit A = Ke ®U &V une K-algébre de Bernstein
de type fini. SiUV =U alors U? = 0.

En effet, d’aprés le lemme 4.4, VU = U si et seulement si NU = U
et d’apres le lemme 4.3, cette derniére condition entraine que U C L C U
d’ou U = L, soit U2 = L? = 0.

Nous remarquons que le fait qu'une algeébre de Bernstein soit de type
fini n’entraine pas nécessairement la condition de chaine descendante pour
les idéaux.

EXEMPLE 4.6. Soient K un corps commutatif de caractéristique
différente de 2 et (A,w) une K-algébre de Bernstein telle que N =
Kerw = (z) soit engendré, en tant qu’idéal, par un seul élément z vérifiant
les conditions z'z? = 0 quels que soient les entiers ¢ > 2 et j > 2.
On posera ez’ = 2z' pour tout i > 2 et ex = 0 ol e est un idem-
potent non nul de A. Ainsi (A,w) admet la décomposition de Peirce
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A=KeapUa@V avec U = (z%,23,...) et V = Kz . Il s’ensuit que
U? = {0} donc, en particulier, L = U et N? = (z%,23...) = U d’ot
N3 = (UseV)U =UV®U? = UV = (2% z%,...). Par récurrence,
Nk = (zF zk+1 ) pour tout entier k > 1 et, par suite, la suite descen-
dante d’idéaux de (A,w),N D N2 O N3 O ... n’est pas stationnaire. La
chaine de sous-espaces vectoriels de L, (z2) C (z%,2%) C (z?,2%,z%) c --.
est une chaine strictement croissante d’idéaux de L donc L, en tant que
K-algebre, ne vérife pas la condition de chaine ascendante pour les idéaux.

THEOREME 4.7. Soit A = Ke ® U @© V une K-algébre de Bernstein
de type fini et supposons que A vérifie la condition de chaine descendante
pour les idéaux. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) lidéal N =U @V est nilpotent;
(ii) la K-algébre associative E(V) est nilpotente;
(iii) I = {0} est l'unique sousous-K -espace vectoriel de A vérifiant VI =
I

(i) = (ii): L’algébre E(V) peut étre considérée comme sous-algebre de
Palgébre E(N) et nous savons (cf. [12, chapitre II, théoréme 2.3]) que la
nilpotente de N équivaut a celle de E(N). Donc l'algébre E(V') est nilpo-
tente.

(if) = (iii): Soit I un sous-espace vectoriel de A vérifiant VI = I.
Alors I = V(V(---V(VI)---)) (ol espace V figure ici k fois, k > 1 étant
un nombre entier) et comme l'algebre E(V) est nilpotente, en prenant k
suffisamment grand on a I = {0}.

(ili) = (i): On sait que les puissances principales N*¥ de N sont des
idéaux de A et considérons la chaine décroissante d’idéaux N D N? O
N3 5 -... L’hypothése du théoréme nous dit qu’il existe un entier r > 1
tel que N™ = N7 *1 et le lemme 4.3 montre que VN = N7 soit N™ = {0}.

NOTE 4.8. Les résultats précédents nous permettent de plonger une
algébre non nilpotente comme noyau d’une algebre de Bernstein. Plus
précisément, si K est un corps de caractéristique différente de 2 et B une
K-algébre vérifiant B3 = B? et (B%)? = {0}, il suffit de prendre U = B?,
V un supplémentaire de B? dans B (i.e., B = B2 ® V) et de poser, pour
un idempotent e # 0, e € B, eu = %u pour tout u € U et ev = 0 pour tout
v € V. Lalgebre A = Ke @ B est de Bernstein et admet B comme noyau.
Ci-dessous nous donnons un exemple.

EXEMPLE 4.9. Soit N = {c1,¢2,c¢3,¢4,¢5) la nil-algébre du contre-
exemple de Suttles. La table de multiplication est donnée par cijco =
CoC4 = —C1C5 = €3, C1C3 = C4, CaC3 = Cs les autres produits étant nuls. On
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aN® = N? = (c3,¢4,c5). Puisque NN? = N2 si N est noyau d’une algébre
de Bernstein, on doit avoir (N2)? = 0 (ce qui est vérifi¢) et N2 C L C U. En
prenant U = N2 et V = (c1, ¢2), on voit maintenant que A = Ke®U @V
avec ec; = %ci pour ¢ = 3,4,5, ec; = 0 pour j = 1,2, est une algébre
de Bernstein.

Les résultats précédents permettent de donner une autre démonstration
de la conjecture de Grishkov (cf. [2]; voir [11] pour une autre solution de
cette conjecture).

THEOREME 4.10 (Conjecture de Grishkov).  Soient A = KedUoV
une K-algébre de Bernstein de type fini. SiU? =V alors N=U @V est
un idéal nilpotent de A.

Supposons donc que U? = V et que I soit un sous-K-espace vectoriel
de A vérifiant VI = I. Le lemme 4.4 nous dit que NI = [ et le lemme
4.3, que I est un idéal de A vérifiant I C L. Comme L = Ann(N), alors
I =VIC NL = {0} soit I = {0} et d’aprés le théoreéme 4.7, I'idéal N
est nilpotent.

Notons que la conjecture de Grishkov est en défaut si la condition U? =
V n’est pas vérifiée méme si l'algebre est de type fini. En effet, dans
I'exemple 4.6, 'algébre de Bernstein A = Ke @ () est de type fini mais
comme ici U? = {0} et V = Kz on a l'inclusion stricte U? C V et I'idéal
N = (z) n’est pas nilpotent.

THEOREME 4.11. Soient A= Ke® U @&V une K-algébre de Bernstein
de type (1 +7,s) et 6 = dimg U%. Si 6 > Lr(r — 1) alors A est une algébre
de Bernstein conservative.

En effet, le corollaire 3.4 nous dit qu’une telle algébre est de Bernstein-
Jordan. En particulier V2 = 0. Il reste & établir que UV = 0. Soient
vy € V un élément non nul et Ly : U — U 'application K-linéaire définie
par u — uvg. Puisque L3(u) = (uvg)vg = O pour tout u dans U on a
L2 = 0, il existe une base {u1,...u,} de U sur K telle que la matrice de
Ly en cette base s’écrit

(¥ %)
(¥ %)
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(10)

avec p blocs de la forme

ol p = dimg Lo(U). Ceci signifie que u1vg = uo, ..., u2p—10p = ugp €t
ugvg = 0,...,u2pvp = 0 et, par suite, Lo(U) = (ua,...,ugp). De plus,
on déduit immédiatement que ugrugy = 0 (k,l = 1,...,p), usg — 1uox = 0
(k=1,...,p),ugkuz—1 = —ugk—1ug (k,l = 1,...p avec k # 1) et pour
k> 2pon avoug =0 et uyur =0 (I =1,...,p). Comme U? est engendré
par les produits u;u; (1,7 = 1,...,7 avec ¢ < j), en dénombrant les rela-

tions ci-dessus, on déduit une dimension maximale de UZ, c’est & dire, une
majoration de 6. On obtient alors § < 3r(r + 1) — {3p(p+ 1) + p + 1p
(p—1)+p(r—2p)} = $r(r+1)—p(r—p+1). Sié > 3r(r—1), onaaussi ir(r+
1)=p(r~p+1) > Lr(r—1) soit p? — (r+1)p+r > 0. Mais puisque les racines
de ce polynome en p sont 1 et r, cette inégalité n’est vérifiée que pour p = 0.
Donc voU = 0 pour tout vg dans V, soit encore VU = 0 d’ou le théoréme.

THEOREME 4.12. Soit A= Ke®U ®V une K-algébre de Bernstein de
type (1 + 1,8} avecr < 3. Si L = 0 alors l'algébre A est conservative.

En effet, soit z = ugvy dans UV supposons que r = 3 (démonstration
analogue pour 7 = 1, et r = 2). Il existe une base {uy,us,u3} de U sur
K telle que ujvg = ug,u2vo = 0,ujus = 0,uguz = 0,u% = 0. Puisque
x € Lo(U), ceci nous dit que zU = 0 donc z € L = 0 soit z = 0. Les
conditions V2 = 0 (car A est une algébre de Jordan) et UV = 0 nous
disent précisément que l'algebre A est conservative.

Le théoréme 4.12 n’est pas vrai pour r = 4.

EXEMPLE 4.13. Soit A = Ke d U & V la K-algébre de Bernstein
de type (5,5) donmt la table de multiplication relative & une base
{e,u1,uz,u3,us,v1,..., 05} séerit € = e, eu; = 2u; (i = 1,...,4), u? =
V1, U1U3z = V2, U1U4 = V3, u% = U4, UU3 = V3, U1V = U2, U3V5; = U4,
tous les autres produits étant nuls. On voit que A est une algébre de
Bernstein qui vérifie L = 0 et UV = {ug,u4) # 0. Donc A est une algebre

de Jordan non conservative.

La réciproque du théoréme 4.12 n’est pas vraie, c’est-a-dire, il existe
des algébres conservatives vérifiant L # {0}.

EXEMPLE 4.14 (Les algébres Ar ,). Soient K un corps de car-
actéristique différente de 2, A un K-espace vectoriel, T:4 — A un
opérateur K-linéaire et w: A — K une forme K-linéaire telle que woT = w.
On notera Ar, , la K-algébre commutative dont le K-espace vectoriel sous-
jacent est A et dont la multiplication est définie par zy = 3{w(z)T(y) +
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w(y)T(z)] pour z et y parcourant A. Il en résulte que w(zy) = w(z)w(y)
quels que soient z, y dans A donc w : A — K est une pondération de
A. On sait (cf. [9, théoréme 4.1]) que Ar ,, est une K-algébre conserva-
tive si et seulement st T2 = T et ceci est vérifié si et seulement si Ar, o
est de Bernstein. Dans ce cas, L = U, un supplémentaire de Ke dans
ImT, V =KerT et N? = {0}, ot e est un idempotent non nul de Ar, .

5. DUPLIQUEE D’UNE ALGEBRE DE BERNSTEIN

Soient K un corps commutatif, A une K-algebre commutative et no-
tons D(A) la seconde puissance symétrique de A. Le K-espace vectoriel
D(A) est linéairement engendré par les vecteurs z - y (produit symétrique
de  par y) pour z et y parcourant A et on définit sur D(A) une struc-
ture de K-algébre commutative donnée par (z - y)(z’' - ¢¥') = zy - 'y’ pour
z,y, z',y, parcourant A. Cette nouvelle algebre D(A) est appelée la
dupliquée commutative ou simplement dupliqguée de A. L’application K-
linéaire pu: D(A) — A définie par z-y — xy est un morphisme surjectif de K-
algebres et si N(A) = Ker u, alors D(A)N(A) = {0}. Deplus, siw: 42 — K
est une pondération de A%, le morphisme composé wy = w o u: D(A) — K
est une pondération de D(A) et soit Ny = Kerwy. On voit que Ng D N(A),
inclusion en tant qu’idéaux de D(A).

THEOREME 5.1. Soient A une algébre de Bernstein et D(A) sa du-
pliquée. Si A? est de type fini alors l'idéal Ny est nilpotent.

On écrit A2 = Ke® N avec N = Kerw et I'isomorphisme de K-algébres
D(A)/N(A) ~ A? entraine I'isomorphisme d’idéaux Ng/N(A) ~ N.
Comme A? est de type fini et (A2)?2 = A2 nécessairement N est nilpo-
tent (cf. théoréme 4.10), c’est-a-dire, il existe un entier r > 1 tel que
Nt = {0} soit N} C N(A) donc Nj*t' = NgNj C D(A)N(A) = {0}
soit N7 +1 = {0}.

La réciproque du théoréme 5.1 n’est pas vraie, c’est-a-dire, le fait que
I'idéal N, soit nilpotent n’entraine pas nécessairement que ’algébre A? soit
de type fini.

EXEMPLE 5.2 (cf. [3]). Soient K un corps de caractéristique différente

de 2 et C une K-algébre commutative. Sur le K-espace vectoriel A =
K x C x C on définit une structure de K-algébre de Bernstein par

(a, z, ¥)(B, ', ) = (0B, 2oz’ + 1Bz + zy + 'y + vy, 0)
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pour «, 3 parcourant K et x, y, ', ¥’ parcourant C. La pondération de
A est Papplication K-linéaire w: A — K définie par (o, z, y) — « et on a,
par rapport & l'idempotent e = (1, 0, 0), la décomposition de Peirce A =
Ke®U®VavecU =(0,C,0)et V=(0,0,C). Deplus, A2=Ke ® U
et 'idéal N = U @ V est nilpotent si et seulement si la K-algébre C est
nilpotente. Si D(A) = Ke-e® N, est la dupliquée de A, comme U? = {0},
la démonstration du théoréme 5.1 nous dit que N3 = {0} méme si C, et
par conséquent N, n’est pas nilpotent. En particulier, U étant isomorphe,
en tant que K-espace vectoriel, & une copie de C, I'algébre A% n’est pas
nécessairement de type fini.

Si (A, w) est une K-algébre pondérée, la restriction de w & A? définit
sur A2 une structure de K-algébre pondérée. Inversement, la donnée d’une
pondération w: A2 — K sur A? ne nous permet pas toujours d’étendre w
en une pondération de A.

EXEMPLE 5.3. Si (4, w) est une K-algébre commutative pondérée ot
K est un corps de caractéristique différente de 2, on définit sur le K-espace
vectoriel D(A) @ A la structure d’algebre donnée par (cf. (8])

(-y+2)(z vy +2)=3y 2 +2'y 2+ w(@)zy + w(2)z'y)

pour z, y, 2, ', y', 2’ parcourant A. En particulier, (z - y)(z'-y') = O et
zz' = 0, quels que soient z, y, ', ¥’ et 2, 2’ dans A et, par suite, si on
suppose qu’il existe un morphisme de K-algebres : D(A) @ A — K, en
appliquant Q & (z-y)?2 = O et 4 22 = 0 on a = 0. Ceci nous dit que
la K-algebre D(A) @ A n’est pas pondérée. Par contre, le sous-K-espace
vectoriel B de D(A)@® A engendré par des éléments de la forme z-y+z avec
w(z)w(y) = w(z) est une sous-K-algébre de D(A) ® A et B est munie de la
pondération naturelle w’: B — K définie par = -y + z — w(z). Comme B
contient (D(A) © A)? en tant que sous-algébre, la restriction de w’ définit
sur (D(A) & A)? une structure de K-algébre pondérée.

Nous remercions le Referee de nous avoir communiqué ses remarques.
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