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ABSTRACT 

The theory of Bernstein’s algebras is revisited. Many results concerning the 
structure of Bernstein algebras (ideals, nilpotency and so on) are stated. For 
Bernstein-Jordan algebras, we give a definitive formulation of the theorem which 
characterizes them. Finally, we emphasize the importance of the invariant L (this 
ideal doesn’t depend on the Peirce decomposition of the algebra) in the study of 
the structure of Bernstein’s algebras. 

Nous reprenons la theorie des algebres de Bernstein a la fois pour 
regarder ces objets au point de vue structure1 (ideaux, nilpotence, etc.) 
ainsi que pour donner une formulation definitive a certains resultats (car- 
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act&isation des alg&bres de Bernstein-Jordan). De plus, nous avons mis en 
bvidence le r61e jou4 par l’id6al L dans 1’Qtude des algkbres de Bernstein. 

1. PtiLIMINAIRES 

Tout au long de ce papier, K designera un corps commutatif de 
caractkristique diffkente de 2. Une K-algkbre pond&&e est un couple 
(A,w) form6 d’une K-algkbre commutative et non associative A et d’un 
morphisme non nul w: A + K de K-alghbres appel6 fonction poids ou 
pond&&on de l’algbbre. Une algkbre pond&e (A, w) est appeke une 
algkbre de Bernstein si pour tout x dans A on a (x2)2 = WAXY. Toute 
alg&bre de Bernstein admet une unique pondkration et toute algbbre de 
Bernstein poskde au moins un idempotent non nul. Si e # 0 est un idempo- 
tent d’une alg&bre de Bernstein A, alors A admet la dkomposition de Peirce 
A=Ke@U@VavecU={x~x~A,ex=~x}etV={x~x~A,ex=O} 
vrkifiant les propri&Q suivantes: 

u2 c v, UVCU, V2 C U et UV2 =0 (1.1) 

Quels que soient les 616ments z, ~1, ~2, 23 dans U et y, ~1, y2, y3 dans 
V, on a: 

X3 = 0 et (X1X2)X3 + (X2X3)X1 + (X3X1)X2 = 0 

(Identitk de Jacobi); 

x(xy) = 0 et x1(x2y) + x2(x1y) = 0; 

(xY)2 = 0, (X~Y)(XZY) = 0 et (Xyd(Xy2) = 0. 

(1.2) 

(1.3) 

(1.4) 

2. IDl%AUX DANS UNE ALGtiBRE DE BERNSTEIN 

On se donne done une algkbre de Bernstein A = Ke @ U CB V dans sa 
dkomposition de Peirce relative & un idempotent e # 0 de A et notons 
N = Kerw = U @ V. On remarque que pour tout ideal I de A on a 
NI & I done N(NI) c NI. Montrons, de plus, que e(N1) & NI done que 
NI est un id&al de A. Or, la formule e(zy) = ixy + w(x)ey - 2(es)(ey) 
pour x parcourant I et y parcourant N nous donne l’inclusion e(NI) C NI. 
Ainsi, pour tout ideal I d’une algkbre de Bernstein A = Ke@ N, les espaces 
vectoriels produits NI sont des idkaux de A. En particulier, les puissances 
Nk sont des ideaux de A pour tout entier k 2 1. 
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Par la suite nous allons considhrer le sous-K-espace vectoriel de A dkfini 
par L = {x 1 2 E U,xU = O}(cf. [3]). Le lemme 3.1 de [5] nous dit que 
L2 = 0, V2 5 L, U2L = Oet (xy)y E L pour tout x dans U et pour tout y 
dans V. De plus, L est un ideal de A et on vkrifie facilement que l’on peut 
aussi Bcrire L = {x 1 2 E U, x(U @ U”) = 0). 

LEMME 2.1. Une condition ne’cessaire et suBsante pour que un sous- 
K-espace vectoriel I de A soit un id&al de A contenant un idempotent (e par 
exemple) non nul est que A2 C I G A, inclusions en tant que sous-espaces 
vectoriels. En particulier, le produit de deux tels ide’aux est un id&al. 

En effet, si I est un id&al de A contenant e alors I 2 U done I > U2 
et, ceci nous dit que A2 s I C A. Rkiproquement, si I est un sous-espace 
vectoriel de A vkrifiant A2 s I G A alors xy E I quels que soient x, y dans 
A done, en particulier, xy E I pour tout x E I et pour tout y E A. Ce qui 
nous montre que I est un ideal de A contenant e. Si maintenant I et J sont 
deux idkaux de A contenant e alors IJ 2 (A2)2 = A2 done A2 C IJ G A, 
ce qui montre que IJ est un ideal de A contenant e. 

LEMME 2.2. Le prod& de deux ide’aux dans une algkbre de Bernstein 
dont l’un au moins n’est pas contenu dans N est un id&al. 

En effet,, soient I et J deux idkaux d’une algkbre de Bernstein A et 
supposons que e E I et que J & N (le cas oti I c Net J @ N est don& 
dans le lemme 2.1). Pour x dans I et y dans J on a e(xy) = ixy +w(x)ey - 
2(ex)(ey) done e(xy) E IJ. D’autre part, IJ C let IJ 2 J done N(IJ) & 
N(In J) et montrons que N(In J) C IJ. Six E Net y E In J, l’kquation 
xy = 2e(xy)+4(ex)(ey) nous dit que xy E IJ, d’oti notre assertion. Ainsi, 
N( IJ) C: IJ ce qui nous montre que IJ est un ideal de A. 

Par contre, le produit de deux idkaux de A, contenus dans N, n’est pas 
n&essairement un idkal. 

EXEMPLE 2.3. Considkrons l’alghbre de Bernstein A de dimension 7 
dont la table de multiplication relative B une base {e, ~1, ~2, us, VI, 212, us} 
s’kcrit e2 = e, eui = +ui(i = 1, 2, 3), ui = v3, VT = 212, ulv1 = ul, 

ulv2 = 212, tous les autres produits &ant nuls. On voit que l’idkal L s’krit 
L = (‘1~1, ~2) et considkrons l’idhal I = (~1, ~2, VI); on a I 2 LetIL = 
(~1) done N(IL) = L ce q ui nous montre que N(IL) < IL, c’est B dire, IL 
n’est pas un ideal de A. De plus, L est un ideal minimal de A. 

Remarquons, nbanmoins, que le produit de deux id6aux contenus dans 
N peut h-e un ideal car on sait que pour tout idhal I de A, NI est un 
ideal de A. 

Pour d’autres rksultats concernant les idkaux dans une algebre de 
Bernstein, on renvoie & [5, paragraphe 21. 
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3. ALGlkBRES DE BERNSTEIN-JORDAN 

On sait que si A = Ke @ U @ V est une algkbre de Bernstein, une 
condition nkessaire et suffisante pour que A soit une algkbre de Jordan 
est que V2 = 0 et (sy)y = 0 quels que soient x dans U et y dans V. Ce 
rkultat, qui est dti & diffkrents auteurs (cf. [l, 13]), d6pend du choix de 
l’idempotent e. Dans le th6orbme qui suit nous montrons que les conditions 
ci-dessus peuvent 6tre am6liorkes en faisant varier l’idempotent. 

THI?OR~ME 3.1. Soient K un corps de caracthistique diffhnte de 2 
et A une K-algtbre de Bernstein. Une condition ne’cessaire et sufisante 
pour que A soit une algibw de Jordan est que pour toute de’composition de 
Peirce A = Ke CB U @ V de A relative d un idempotent e # 0 de A on ait 
v2 = 0. 

En effet, si A est une algbbre de Jordan et si l’on considkre la 
d&omposition de Peirce de A relative B un idempotent e # 0 de A, & 
savoir, A = Ke @ U $ V, compte tenu des relations trbs connues dans 
une algkbre de Bernstein-Jordan, on a V2 = 0. Rkiproquement, on se 
donne une dkomposition de Peirce de A relative & un idempotent e # 0 
de A, soit A = Ke @ U @ V telle que V2 = 0 et soit 2 = (ye + 2~0 + YO 
un BMment de A avec cx E K, uo E U, vo E V. On a x3 - w(x)z2 = 
-~cw~ + (UOWO)VO + ~0” + U&O = (UOUO)VO. Si l’on considkre l’idempotent 
e’ = e+uO+ui, on a la dkcomposition de Peirce A = Ke’ $ U’ $ V’ 
avec U’ = {u + 2uoulu E U}etV’ = {v - 2(ufj + 4)volw E V} 
avec Vf2 = 0. L’klkment vh = wo - 2(u0 + U~)VO est dans V’ done 

210 ‘2 = II: - ~(UOWO)VO - 4(u&)w0 soit (UO~~O)UJ = 0. Ceci nous montre que 
z3 = w(x)x2 pour tout x dans A, c’est-&-dire, A est une algkbre de Jordan. 

COROLLAIRE 3.2. Soient (A,w) une algkbre de Bernstein et I un id&al 
de A contenu dans Ker w. Une condition ne’cessaire et sufisante pour 
que l’algibre de Bernstein quotient A/I soit de Jordan est que pour toute 
de’composition de Peirce A = Ke @ U @ V de A on ait V2 C I. 

COROLLAIRE 3.3. Pour toute algkbre de Bernstein (A,w) l’algdbre de 
Bernstein quotient A/L est de Jordan. 

En effet, on sait que l’idkal L ne depend pas de la dkomposition 
de Peirce consid&ke (invariance de L) et, d’autre part, pour toute 
dkomposition de Peirce de A, & savoir, A = Ke @ U @ V, on a V2 c L d’oti 
le corollaire. 

COROLLAIRE 3.4. Soient A = Ke @U @ V une K-algdbre de Bernstein 
de type (1 + r, s) et 6 = dimK U 2. Si 6 > $-(r - 1) alors A est une alg&bre 
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de Jordan. 

En effet, soit U’ un supplementaire de L dans U, c’est-a-dire, U = 
L @ U’. Compte tenu de la definition de L on a U2 = U12 et si L # 0, 
dimKU’ = r - dimKL 5 r - 1 d’oii dimK U2 = dimK U2 5 ir(r - 1). Par 
consequent, si dimK U2 > $(r - l), necessairement L = 0 done A = A/L 
est une algebre de Jordan. 

4. NILPOTENCE 

Soient K un corps de caracteristique differente de 2 et A = Ke $ U @V 
une K-algebre de Bernstein donnee sous la forme d’une decomposition de 
Peirce relative a un idempotent e # 0 de A. Comme V2 C L et L est 
un ideal de A alors Vk G L pour tout Ic > 2 done UVk C UL = 0 soit 
UV” = 0 pour tout k 2 2. La condition U2L = 0 entraine aussi U2Vk = 0 
pour tout k 2 2. On deduit facilement que U2k + ’ C U et U2” C U2 pour 
tout k 2 1 done U” C U $ U2 pour tout entier m 2 1. 11 s’ensuit que 
U”V” = 0 quels que soient les entiers m 2 1, k > 2. 

Notons R(V) l’ensemble des multiplications par des elements de V et 
E(V) l’algebre enveloppante de R(V). On sait que E(V) est une algebre 
associative sans element unite. 

LEMME 4.1. Soit A = Ke CD U @ V une K-algibre de Bernstein de type 
fini. Si l’algt!bre E(V) est nilpotente alors l’ide’al N = U@V est aussi nilpo- 
tent. 

Soit done A = Ke @ U @ V une algebre de Bernstein de type fini sur K, 
c’est-a-dire, engendree en tant qu’algbbre par un nombre fini d’elements. 
On sait que l’algebre de Jordan N/L (oh N = U @V) est resoluble (cf. [3, 
theoreme 31) et puisque toute algebre de Jordan resoluble et de type fini 
est nilpotente (theorkme de Zhevlakov; cf. [14, chapitre 4, paragraphe 3, 
theoreme 2, page go]), alors N/L est nilpotente. 11 existe ainsi un entier 
r > 1 tel que NT C: L done Nr+k = V(V(...V(VNT) . ..)) (oh l’espace V 
apparait ici k fois) pour tout entier k. Si l’algbbre E(V) est nilpotente, il 
existe un entier s 2 1 tel que V(V(. . . V(VNT) . .)) = 0 (l’espace V figure 
ici s fois) done NT + ’ = 0 d’oti le lemme. 

PROPOSITION 4.2. Soit A = Ke CEI U @ V une K-alg6bre de Bernstein. 
Si UV = 0, alors l’ide’al N est nilpotent. 

En effet, soit N = U @ V. On a N2 = U2 @ V2 done N3 = U2V et 
finalement, N4 = 0. 



82 ARTIBANOMICALIANDMOUSSAOUATTAFtA 

Notons que si l’on suppose que l’algbbre A soit de type fini, alors la 
proposition 4.2 est une consequence immediate du lemme 4.1 car V(VA) = 
V(UV + V2) c VV2 c VU = 0 ce qui nous montre que l’algebre E(V) est 
nilpotente. 

LEMME 4.3. Soit A une algbbre de Bernstein de type fini. Si I est un 
sow-espace vectoriel de A tel que NI = I alors I c L et I est un ide’al 
de A. 

11 est clair que la condition NI = I entraine que I C N et soit p: A -+ 
A/L la surjection canonique. Les conditions I = NI = N(NI) = ... 
entrainent que I c Nk pour tout entier k 2 2. Or, on sait que p(N) est un 
ideal nilpotent de l’algebre de Jordan A/L (cf. demonstration du lemme 
4.1) done il existe un entier k > 2 tel que Pi = 0 ce qui entraine que 
p(I) = 0 d’ou I c L. De I c L c U on a e1 = I qui, assortie de la 
condition NI = I, nous dit que I est un ideal de A. 

LEMME 4.4. Soient A = KeW@V une K-algZlbre de Bernstein de type 
fini et I un sous-K-espace vectoriel de A. Alors NI = I si et seulement 
si VI = I. 

En effet, d’apres le lemme 4.3, si NI = I alors I est un ideal de A 
contenu dans L done I = NI = (U @ V)I = VI. 

Reciproquement, supposons que VI = I. On a 1 s N et les relations 
(1.1) entrainent que I C U. Comme A est de type fini, il existe un entier 
r 2 1 tel que N’ c L done I = V(V(. .. V(VI) . . .)) c N’ c L (oh l’espace 
V figure r - 1 fois) soit I c L. 11 en resulte que NI = (U $ V)I = VI = I. 

COROLLAIRE 4.5. Soit A = Ke 63 U CE V une K-algtbre de Bernstein 
de type fini. Si UV = U alors U2 = 0. 

En effet, d’apres le lemme 4.4, VU = U si et seulement si NU = U 
et d’apres le lemme 4.3, cette derniere condition entrdne que U c L c U 
d’oti U = L, soit U2 = L2 = 0. 

Nous remarquons que le fait qu’une algebre de Bernstein soit de type 
fini n’entraine pas necessairement la condition de chaine descendante pour 
les ideaux. 

EXEMPLE 4.6. Soient K un corps commutatif de caracteristique 
differente de 2 et (A,w) une K-algebre de Bernstein telle que N = 
Kerw = (x) soit engendre, en tant qu’ideal, par un seul element x verifiant 
les conditions xixj = 0 quels que soient les entiers i 2 2 et j 2 2. 
On posera exi = 3x” pour tout i 2 2 et ex = 0 ou e est un idem- 
potent non nul de A. Ainsi (A,w) admet la decomposition de Peirce 
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A = Ke @ U $ V avec U = (x2, x3,. . .) et V = Ks . 11 s’ensuit que 
U2 = (0) done, en particulier, L = U et N2 = (z2,z3,. . .) = U d’ou 
N3 = (V @ V)U = UV @ U2 = UV = (x3,x4,. . .). Par recurrence, 
N’” = (z~,z~+~, . . .) pour tout entier k > 1 et, par suite, la suite descen- 
dante d’ideaux de (A, w), N > N2 > N3 > . , n’est pas stationnaire. La 
chaine de sous-espaces vectoriels de L, (x2) c (x2,x3) c (x2,x3,x4) c . . 
est une chaine strictement croissante d’ideaux de L done L, en tant que 
K-algebre, ne &rife pas la condition de chaine ascendante pour les ideaux. 

TH~OR~ME 4.7. Soit A = Ke $ U @ V une K-algkbre de Bernstein 
de type fini et supposons que A v&fie la condition de chaine descendante 
pour les ide’aux. Les conditions suivantes sont e’quivalentes: 

(i) l’ide’al N = U @ V est nilpotent; 
(ii) la K- lg‘b a e re associative E(V) est nilpotente; 

(iii) I = (0) est l’unique sousous-K-espace wectoriel de A ve’rifiant VI = 

(i) + (ii): L’algebre E(V) peut etre consideree comme sous-algebre de 
I’algbbre E(N) et nous savons (cf. [la, chapitre II, theoreme 2.31) que la 
nilpotente de N Bquivaut a celle de E(N). Done l’algebre E(V) est nilpo- 
tente. 

(ii) + (iii): Soit I un sous-espace vectoriel de A verifiant VI = I. 
Alors I = V(V( . ..V(VI) ...)) ( ou ’ 1’ p es ace V figure ici k fois, k > 1 &ant 
un nombre entier) et comme l’algebre E(V) est nilpotente, en prenant k 
suffisamment grand on a I = (0). 

(iii) + (i): On sait que les puissances principales Nk de N sont des 
ideaux de A et considerons la chaine decroissante d’ideaux N > N2 > 
N3 3 . . . L’hypothese du theorbme nous dit qu’il existe un entier T > 1 
tel que NT = Nrfl et le lemme 4.3 montre que VNT = NT soit N’ = (0). 

NOTE 4.8. Les resultats precedents nous permettent de plonger une 
algebre non nilpotente comme noyau d’une algebre de Bernstein. Plus 
precisement, si K est un corps de caracteristique differente de 2 et B une 
K-algebre verifiant B3 = B2 et (B2)2 = {0}, il suffit de prendre U = B2, 
V un supplementaire de B2 dans B (i.e., B = B2 $ V) et de poser, pour 
un idempotent e # 0, e # B, eu = iu pour tout u E U et ev = 0 pour tout 
u E V. L’algebre A = Ke @ B est de Bernstein et admet B comme noyau. 
Ci-dessous nous donnons un exemple. 

EXEMPLE 4.9. Soit N = (ci,cz, cs,c4,cs) la nil-algebre du contre- 
exemple de Suttles. La table de multiplication est donnke par cic2 = 
~2~4 = -clcg = ~3, qc3 = ~4, ~2~3 = c5 les autres produits &ant nuls. On 
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a N3 = N2 = (cg, ~4, cs) . Puisque NN2 = N2, si N est noyau d’une algbbre 
de Bernstein, on doit avoir (N2)2 = 0 (ce qui est v&if%) et N2 c L G U. En 
prenant U = N2 et V = (cl, c2), on voit maintenant que A = Ke @ U @ V 
avec eci = 4ci pour i = 3,4,5, ecj = 0 pour j = 1,2, est une algebre 
de Bernstein. 

Les resultats precedents permettent de donner une autre demonstration 
de la conjecture de Grishkov (cf. [2]; voir [II] pour une autre solution de 
cette conjecture). 

TH~~OR~ME 4.10 (Conjecture de Grishkov). Soient A = Ke@U@V 
une K-alghbre de Bernstein de type fini. Si U2 = V alors N = U ~3 V est 
un ide’al nilpotent de A. 

Supposons done que U2 = V et que I soit un sous-K-espace vectoriel 
de A verifiant VI = I. Le lemme 4.4 nous dit que NI = I et le lemme 
4.3, que I est un ideal de A verifiant I c L. Comme L = Ann(N), alors 
I = VI C NL = (0) soit I = (0) et d’apres le theorbme 4.7, l’ideal N 
est nilpotent. 

Notons que la conjecture de Grishkov est en ddfaut si la condition U2 = 
V n’est pas verifiee meme si l’algebre est de type fini. En effet, dans 
l’exemple 4.6, l’algebre de Bernstein A = Ke $ (CT) est de type fini mais 
comme ici U2 = (0) et V = Kx on a l’inclusion stricte U2 c V et l’ideal 
N = (x) n’est pas nilpotent. 

THBORBME 4.11. Soient A = Ke $ U @ V une K-algkbre de Bernstein 
de type (1 $ r, s) et S = dimK U 2. Si 6 > %r(r - 1) alors A est une algkbre 
de Bernstein conservative. 

En effet, le corollaire 3.4 nous dit qu’une telle algebre est de Bernstein- 
Jordan. En particulier V 2 = 0 11 reste a etablir que UV = 0. Soient . 
~0 E V un element non nul et LO : U -+ U l’application K-lineaire definie 
par u ++ uwc. Puisque L;(u) = (uzlc )vs = 0 pour tout u dans U on a 
Li = 0, il existe une base {ul, . . . u,} de U sur K telle que la matrice de 
LO en cette base s’kcrit 

: ( 0 1 0 0 > . . . ( 0 1 0 0 > 0 
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avec p blocs de la forme 
0 0 

( 1 1 0 ’ 

oti p = dimKLs(U). C eci signifie que urns = 212,. . . ,u2p-1v~ = uap et 
v&w0 = 0,. . . ) u‘&‘us = 0 et, par suite, Lo(U) = (us, ,uap). De plus, 
on deduit immediatement que uskusl = 0 (k, 1 = 1, , p), ‘1121, _ ru2k = 0 
(k = l,... ,p), ~~~24 _ 1 = -I& _ lzlzl (k, 1 = 1,. p avec k # 1) et pour 
k>2ponawcuk=Oetu2~uk=O(~=l,...,p). CommeU2estengendr6 
par les produits uiuj (i, j = 1,. . , r avec i 5 j), en denombrant les rela- 
tions ci-dessus, on deduit une dimension maximale de U2, c’est a dire, une 
majoration de 6. On obtient alors S 5 ir(r + 1) - {ip(p + 1) + p + ip 
(p-l)+p(r-2p)) = ir(r+l)-p(r-p+l). Si 6 > ir(r-1), on a aussi ir(r+ 
l)-p(r-pfl) > $+-1) soit p2 - (r+l)p+r > 0. Mais puisque les racines 
de ce polynome en p sont 1 et r, cette inegalite n’est verifiee que pour p = 0. 
Done vsU = 0 pour tout vs dans V, soit encore VU = 0 d’oti le theoreme. 

TH~OR~ME 4.12. Soit A = Ke 6~ U $ V une K-algkbre de Bernstein de 
type (1 + T, s) avec I- < 3. Si L = 0 alors l’algtbre A est conservative. 

En effet, soit z = ucws dans UV supposons que r = 3 (demonstration 
analogue pour r = 1, et r = 2). 11 existe une base {ur ,u2, ~3) de U sur 
K telle que ~1~0 = U~,U~ZIO = O,uru2 = O,U~U~ = 0,~; = 0. Puisque 
x E Lo(U), ceci nous dit que XU = 0 done x E L = 0 soit x = 0. Les 
conditions V 2 = 0 (car A est une algebre de Jordan) et UV = 0 nous 
disent precisement que l’algebre A est conservative. 

Le theoreme 4.12 n’est pas vrai pour r = 4. 

EXEMPLE 4.13. Soit A = Ke @ U $ V la K-algebre de Bernstein 
de type (5,5) dont la table de multiplication relative & une base 
{e,ur,us,us,u4,21r ,..., vg} s’ecrit e 2 = e, eui = iui (i = 1,. . . ,4), us = 
Vi, U1U3 = 212, U1U4 = tJ3, ZL: = V4, Z&U3 = -V3, ‘111215 = 212, u3v5 = u4, 

tous les autres produits &ant nuls. On voit que A est une algebre de 
Bernstein qui verifie L = 0 et UV = (us, 24) # 0. Done A est une algebre 
de Jordan non conservative. 

La reciproque du theorbme 4.12 n’est pas vraie, c’est-a-dire, il existe 
des algebres conservatives verifiant L # (0). 

EXEMPLE 4.14 (Les algkbres AT,~). Soient K un corps de car- 
acteristique differente de 2, A un K-espace vectoriel, T: A -+ A un 
operateur K-lineaire et w: A 4 K une forme K-lineaire telle que w oT = w. 
On notera AT, w la K-algebre commutative dont le K-espace vectoriel sous- 
jacent est A et dont la multiplication est definie par xy = i[w(z)T(y) + 
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w(y)T(z)] pour IC et y parcourant A. 11 en resulte que w(zy) = w(z)w(y) 
quels que soient x, y clans A done w : A + K est une ponderation de 
A. On sait (cf. [9, theoreme 4.11) que AT,~ est une K-algebre conserva- 
tive si et seulement si T2 = T et ceci est v&ii% si et seulement si AT,~ 
est de Bernstein. Dans ce cas, L = U, un supplementaire de Ke dans 
Im T, V = Ker T et N2 = {0}, oti e est un idempotent non nul de AT, w. 

5. DUPLIQUtiE D’UNE ALGkBRE DE BERNSTEIN 

Soient K un corps commutatif, A une K-algebre commutative et no- 
tons D(A) la seconde puissance symetrique de A. Le K-espace vectoriel 
D(A) est lineairement engendre par les vecteurs x . y (produit symetrique 
de x par y) pour x et y parcourant A et on definit sur D(A) une struc- 
ture de K-algebre commutative donnee par (X . y)(z’ . y’) = zy . x’y’ pour 
x, y, x’, y’, parcourant A. Cette nouvelle algebre D(A) est appelee la 
duplique’e commutative ou simplement duplique’e de A. L’application K- 
lineaire CL: D(A) + A definie par z.y ++ xy est un morphisme surjectif de K- 
algkbres et si N(A) = Ker p, alors D(A)N(A) = (0). De plus, si w: A2 -+ K 
est une ponderation de A2, le morphisme compose wd = w 0 /.x D(A) --+ K 
est une pond&ration de D(A) et soit Nd = Ker wd. On voit que Nd > N(A), 
inclusion en tant qu’ideaux de D(A). 

THOORBME 5.1. Soient A une algt?bre de Bernstein et D(A) sa du- 
plique’e. Si A2 est de type fini alors l’ide’al Nd est nilpotent. 

On ecrit A2 = Ke @ N avec N = Ker w et l’isomorphisme de K-algebres 
D(A)/N(A) pv A2 entraine l’isomorphisme d’ideaux Nd/N(A) N N. 
Comme A2 est de type fini et (A2)2 = A2 necessairement N est nilpo- 
tent (cf. theoreme 4.10), c’est-a-dire, il existe un entier r > 1 tel que 
N’ = (0) soit N,$ c N(A) done Ni+’ = NdNd c D(A)N(A) = (0) 
soit Ni+r = (0). 

La reciproque du theoreme 5.1 n’est pas vraie, c’est-a-dire, le fait que 
l’ideal Nd soit nilpotent n’entraine pas necessairement que l’algebre A2 soit 
de type fini. 

EXEMPLE 5.2 (cf. [3]). Soient K un corps de caractdristique differente 
de 2 et C une K-algebre commutative. Sur le K-espace vectoriel A = 
K x C x C on definit une structure de K-algebre de Bernstein par 

(a, x, Y)(P, 2’7 Y') = (a + ax’ + @x + xy' + x'y + yy', 0) 
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pour (Y, @ parcourant K et x, y, x’, y’ parcourant C. La ponderation de 
A est I’application K-lineaire w: A -+ K definie par (cu, x, y) H a et on a, 
par rapport a l’idempotent e = (1, 0, 0), la decomposition de Peirce A = 
Ke @ U @ V avec U = (0, C, 0) et V = (0, 0, C). De plus, A2 = Ke @ U 
et l’ideal N = U @ V est nilpotent si et seulement si la K-algebre C est 
nilpotente. Si D(A) = Ke e $ Nd est la dupliquee de A, comme U2 = {0}, 
la demonstration du theoreme 5.1 nous dit que Ni = (0) meme si C, et 
par consequent N, n’est pas nilpotent. En particulier, U &ant isomorphe, 
en tant que K-espace vectoriel, a une copie de C, l’algebre A2 n’est pas 
necessairement de type fini. 

Si (A, w) est une K-algebre pondeke, la restriction de w &A2 definit 
sur A2 une structure de K-algebre ponderee. Inversement, la donnee d’une 
ponderation w: A2 + K sur A2 ne nous permet pas toujours d’ktendre w 
en une ponderation de A. 

EXEMPLE 5.3. Si (A, w) est une K-algebre commutative ponderee oii 
K est un corps de caracteristique differente de 2, on definit sur le K-espace 
vectoriel D(A) @ A la structure d’algebre don&e par (cf. [8]) 

(x. y + 4(X . y’ + z’) = $xy. z’ + x'y' . z + w(z')xy + w(z)x'y'] 

pour x, Y, z, x’, Y', z’ parcourant A. En particulier, (x y)(x’ . y’) = 0 et 
zz’ = 0, quels que soient x, y, x’, y’ et z, z’ dans A et, par suite, si on 
suppose qu’il existe un morphisme de K-algebres 0: D(A) @ A --t K, en 
appliquant Q a (x . y)” = 0 et a z 2 = 0 on a R = 0. Ceci nous dit que 
la K-algebre D(A) @ A n’est pas pondkrre’e. Par contre, le sous-K-espace 
vectoriel B de D(A) @A engendre par des elements de la forme x. y + z avec 

4X)W(Y) = ( ) t w z es une sous-K-algebre de D(A) @A et B est munie de la 
pond&ration naturelle w’: B -+ K definie par x . y + z H w(z). Comme B 
contient (D(A) @ A)2 en tant que sous-algebre, la restriction de w’ d&nit 
sur (D(A) t?+ A)2 une structure de K-algebre pond&e. 

Nous remercions le Referee de nous avoir communique’ ses remarques. 
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