JOURNAL OF NUMBER THEORY 37, 211-230 (1991)

Sur une généralisation
de la Théorie de Markoff

SERGE PERRINE

33 rue Charles et Louis Jacquard, 57070 Metz, France
Communicated by M. Waldschmidt
Received January 16, 1990; revised April 10, 1990

On présente une généralisation de la théorie de Markoff et son interprétation sur
des suites finies. Ceci permet de montrer comment se généralise ’équation de
Markoff x%+ y*+22=3xyz litke a Dlétude des constantes d’approximation
supérieures & 1. Il en résulte la possibilité de présenter une structure arborescente
pour les constantes voisines de :.  © 1991 Academic Press, Inc.

We present some generalization of Markoff’s theory and an interpretation with
finite sequences. This gives the possibility to present how to extend the Markoff

equation x2+ y?+ 2% = 3xyz encountered in the study of approximation constants

greater than }. It gives the possibility to present an arborescent structure for

constants near 1. © 1991 Academic Press, Inc.

A. INTRODUCTION

Dans deux articles [1] qu’il a publiés en 1879 et 1880, A. A. Markoff a
établi un lien remarquable entre les solutions de I'équation diophantienne:
m* +m? + m3=3mm,m, ((m, m,, m,) € Z*) et les constantes d’approxima-
tion supérieures & § de nombres irrationnels.

Ces travaux originaux ont ét¢ remis en forme par J. W. S, Cassels [2]
a partir d’un résultat de R. Remak [3].

Cependant, a ce jour, et malgré différentes tentatives faites au début du
siécle (voir [4-6]), on ne dispose pas de généralisation de ces résultats
pour des constantes d’approximation inférieures a 1.

Le présent article présente une telle généralisation.

B. NOTATIONS ET RAPPELS

B.1. Constantes des nombres réels irrationnels

Tout nombre réel irrationnel y posséde un unique développement en
fraction continue:

211
0022-314X/91 $3.00

Copyright © 1991 by Academic Press, Inc.
All rights of reproduction in any form reserved.



212 SERGE PERRINE
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Ceci définit:
« La réduite d’ordre n de y: p,/q, = [4q, --» @, ].
e Les nombres: 6,(y)=[a,,+1, 8,42, -1+ [0, a,,a,_,...]

Pn

lg.7Il=9q, |y

n

+ La constante d’approximation de y (ou constante de Markoff
de y):

Cly)=limg, |g.}|| =—————.

(v)=lim g, .7l Tm. 5.0

Les constantes d’approximation sont, par définition, des nombres réels

positifs ou nuls. Par le Théoréme de Borel-Hurwitz (voir [5]), ce sont
aussi des nombres bornés:

< %‘Cﬁf)

L’ensemble P = {C(y) |y irrationnel} est le spectre de Perron (ou de
Lagrange).

La Théorie de Markoff classique ([1] ou [2]) établit que ce spectre ne
contient qu'un nombre infini dénombrable de valeurs strictement supé-
rieures 4 1.

Ce sont les constantes de nombres algébriques de degré 2 s’écrivant avec
m dans la suite des nombres de Markoff (cf. Appendice):

2K—3m+ /Im—4
0= ’";m m (K|m?+1 et 0< K<m).

Pour ces nombres, on a: C(8) =m//Im* —4> 1.

B.2. Liens avec les formes quadratiques binaires

Soit ye R un nombre irrationnel, algébrique de degré 2 et racine d’un
polynoéme:

P, (X)=aX’+bX+ceQ[X].
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Le développement en fraction continue de y est périodique a partir d’'un
certain rang. En visualisant la période, il peut étre écrit sous la forme
suivante:

Y= [aO, Ayy sy aj, aj+ 19 vees ak].
| ——

Inversement, tout développement en fraction continue périodique de ce
type correspond & un nombre algébrique de degré 2, avec:

c) =L

b*—4ac

ou M(f)=Inf{|ax*+bxy+cy?l; (x, y)eZ*—{(0,0)}} est le minimum
arithmétique de la forme quadratique binaire associée:

X, Y)=aX’+bXY+cY*=Y’P, (%{) :
Cette forme est indéfinie: A4(f) = b* —4ac > 0.

Plus généralement, pour toute forme feR[X, Y] quadratique binaire
indéfinie, donnée par la méme expression que ci-dessus, mais a coefficients
réels non nécessairement rationnels, on peut encore définir comme
ci-dessus le minimum arithmétique M(f). Ceci permet d’introduire la
constante de Markoff de la forme f:

M(f)
b —4ac

L'ensemble M = {C(f)|f forme quadratique binaire réelle indéfinie}
constitue le spectre de Markoff. Il est borné comme P, et contient P
strictement (voir Cusick et Flahive [6]).

La Théorie de Markoff classique ([1] ou [2]) établit aussi que ce
spectre ne contient qu’un nombre infini dénombrable de valeurs supérieures
ai.

Ce sont les constantes de formes quadratiques binaires entiéres s’écri-
vant:

a(f)=

m?+1

SoX, Y)=mFy(X, Y)=mX*+ [3m—2K]XY+|: —SK} Y?

(avec K|m*+1 et 0< K< M).

Ces formes sont reliées aux nombres 6 considérés précédemment, le
polyndéme Fy(X, 1) étant le polyn6me minimal de 6, et la constante C(F,)
étant égale a C(6).
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Ainsi, pour les valeurs supérieures a 3, le spectre de Markoff et le spectre
de Perron coincident et toutes les valeurs correspondantes sont décrites par
la Théorie de Markoff classique.

Cependant, pour les valeurs inférieures a 4, il n’y a plus coincidence et
la connaissance des spectres de Markoff et de Perron reste encore trés
lacunaire (voir [6] pour une synthése récente).

C. GENERALISATION DE LA THEORIE DE MARKOFF

C.1. Définition

A toute suite S=(q,,a,, .., a,) ou Yi=0,..,n a;,e N* on associe la
[¢] n i

matrice:
a, 1 a, 1 m K,
M= -
s [1 0] [1 0] I:m—Kz K,—l]

et les nombres

{m(S)=m
eS)=e=det Mg=(—1)""'=K,K,—ml.

(On fait la convention que la suite vide S= @ définit M =, 7] et les
nombres m(F)=1, e(F)=1).

On dit que S*=(a,,a,_,, .., a,) est la suite palindrome de S. La suite
S permet de définir différents nombres:

K,—-K
r(S)=r=—, 2 est 'écart d’antidromie de S
t((S)=t= Sup a, est le maximum de §.
i=0--.n

A une telle suite S, et a tout nombre ae N*, on associe le nombre de
Markoff 8,(S), nombre réel algébrique de degré 2 défini par:

0,(S)=1[0, S*, a]

=K1+K2—m(a+1)+\/AG(S)

2m

ou 4,(S)=(a+r+1)>m?>+4e.
(Pour K, =K,=K, a=2 et ¢= — 1, on retrouve 'expression considérée
ci-dessus pour les nombres 8 de la Théorie de Markoff classique).
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On considére aussi la forme de Markoff définie par S et a:

Fo(X, Y)=X2+ [m(a+ 1); K, ”Kz] XY+ [————l_ (ar: I)K‘] y?

=(X—0,(S) V)X —-6.5)Y)

ouf,(S)=—-[a, S]=[—-(a+1);1,a,, —1, a, a, ..., a,, a] est le conju-
— U ———

gué du nombre 8,(S).
On note: fy(X, Y)=mF,(X, Y)e Z[X, Y].
Les constantes de Markoff associées vérifient alors:

my(S)
4,(8)

C(0.(85)) = C(Fo) =

ou m,(S) est un nombre entier positif inférieur ou égal 3 m (m,(S) est le
minimum arithmétique de la forme f;).

L’application du lemme de Dickson (voir [8, Vol. 2, pp. 408-4091])
donne alors les résultats suivants:

(1) pour a>(S), on a m,(S)=m(S)

(2) pour a<t(S)—1, on a m,(S)<m(S).
Hors ces cas, pour a=1(s), il se peut que I'on ait m(S)=m(S). Cest par
exemple le cas pour les suites S données par la Théorie de Markoff classi-
que ou a=2 et m,(S)=m(S). Mais dans les cas les plus généraux, on a en
réalité: m,(S) <m(S).

Ceci conduit a définir les nombres de Markoff super réduits, qui sont les

nombres 0,(S) tels que: m (S)=m(S). Ils vérifient:

a+1=21¢(S).

On peut enfin définir les formes de Markoff super réduites F, qui sont
celles dont le minimum arithmétique M(F,) vaut 1.

C.2. Propriétés générales des formes de Markoff

A partir de toute forme de Markoff F,(X, Y) définie par une suite S et
un nombre ae N*, on obtient d’abord, de fagon directe:
(F1): Fo(Ky,m)= —¢
(Fy): Fo(K,—(a+1)ym,m)= —e.
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Si A4 est un nombre représenté par F,, avec:
(F3): Folk,,m)=4
et si /; est tel que 4=k?—m,l,, on a:
(F,): FolkiX—1,Y;m X~k Y)=AFyX,Y)
(Fb): 8.(S)=(k 0,(S)—1,)/(m,0,(S)—k,).
Si I'on pose alors, avec ¢, = + 1:
(ay): eymy=K m, —mk,
(ay): g k,=Im, — K,k
(&): &3=—¢g ¢
Une vérification facile donne la relation de Markoff généralisée:
(M)): (—e A)ym* +e,m; +emi=(a+r+1)mm m,.
On a aussi:
(ay): eym=mk,— K,m,
(aq): &k, =K, ky—Im,
(as): —egAm=(a+1)mm,+k m,—k,m,

(F): FolkyX+[(a+ DK, —11Y;m X+ [(a+1)m—K,]Y)
= —¢eFy(X,Y)

(Fy): Folky—(a+ 1)my, my) = —¢eA.

En particulier, la matrice:

I:K1 (a+ 1)K, -1 0 1 a 1 I:O 1]
g: = Mst
m (a+1)ym-—K, 1 0 1 01 O
détermine le groupe des rotations hyperboliques associées 4 F,.
Enfin, en posant: Z=mX—K, Y.
Et (§): ¢o(Z, Y)=m?Fo(X, Y)=Z*+[(a+1)m+K,—K,]ZY —¢Y>.
On a diverses relations:

(81): ¢o(Z, Y)= —egy(Y, —2Z)

(#,): =¢o(Z+{(a+1)m+ K, —K,]Y, -Y)
(#3): =¢(—Z, Y—[(a+1)m+ K, —K,]eZ)
(44): = —¢edo(eY, Z+ [ma+ 1)+ K, —K,]Y).

On généralise ainsi 'essentiel des propriétés utilisées dans la présentation
de Cassels [2].
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C.3. Interprétation de ces calculs pour les suites et applications

La suite S permet de considérer sa suite palindrome X = S*. Supposons
que cette suite soit décomposée sous la forme:

(D) Xz(Xl’b’Xz)

ou X, X, sont des suites et b€ N*. Posons:

m; m; —k,
M, = tM, =
X [kl kl—lxl] det My, =,

m, m,—k,
M - M =
* [km kn—lxj det My, =t2

et en cohérence avec I'expression de M ¢ donnée avant:

m m—K
MX:[K, K—lz] det My=¢e= —¢g,¢,.

En exprimant M, en fonction de My, et M,, on en déduit des relations
comparables aux relations (a,), (a,), (a3) et (a,) vues ci-dessus.
On trouve aussi:

(C)): m=b+1)ymmy+kyym —kym,.

De sorte que si A4 est la valeur définie par la relation

(F3): Folky,m)=A

on a aussi la relation de Markoff généralisée (M) vue avant.
Pour a=2, r=0, ¢,=¢,=1, A= —1, cette relation se réduit a la
relation diophantienne classique:

m? +m? +m}=3mm;m,.

Dans ce cas qui est celui de la Théorie de Markoff classique, F, est une
forme super réduite et la valeur b =2 correspond & une représentation par
F, de la plus grande valeur négative non nulle 4 = — 1 représentée par F,.

Dans le cas le plus général, si I'on suppose encore que la forme F, est
super réduite, c’est-a-dire telle que:

M(F,)=1.



218 SERGE PERRINE

La plus grande valeur négative non nulle 4, représentée par Fy peut étre
écrite sous la forme:

+
AH:_m__u_g (HQZO).
m

Diverses possibilités se présentent alors:

C3a. Casoneg=1

On a, avec la relation (F,.): Ag= — 1. 1l se peut que cette valeur ne
corresponde pas a une décomposition (D) de S*, mais plutdt & une décom-
position (D) de S*aS*. Quoiqu’il en soit, la relation diophantienne (M)
obtenue pour S ou SaS conduit a considérer I'équation diophantienne:

M} m*—mi+mi=(a+r+1)mmm,.

Pour r=0, on trouve dans [7], la résolution compléte de cette équation
(M) ainsi que des indications concernant la structure arborescente qui en
‘résulte et des observations sur les constantes de Markoff associées.
Contrairement a ce qui se passe pour la Théorie de Markoff classique, il y
a ici découplage entre les solutions de cette équation et les constantes de
Markoff qui en découlent (voir Appendice).

C3b. Cas ot e= —1

On a alors nécessairement ¢, =¢,, et la relation (M) donne pour S:
giugm® +eym* + e ml+e,mi=(a+r+1)mmm,>0.

On a donc: ¢, =1.
Tout se réduit alors a considérer I'équation diophantienne:

(M) m*+m?+mi=(a+r+1)mmm,—ugm.

Dans ce cas, la valeur A, correspond toujours & une décomposition de S*
sous la forme requise.

On constate cependant que le cas ou uy =0 reste assez exceptionnel, et,
qu'en général, il y a plusieurs possibilités pour la valeur u,.

Ces observations expliquent que 'application du Théoréme d’isolation
de Remak [3] ne permette pas de généraliser la Théorie de Markoff
classique.

Dans les deux cas considérés ci-dessus, I’équation diophantienne a consi-
dérer (M) ou (M) se révéle trés différente de celles qui avaient été
envisagées au début du siécle, notamment par Frobenius [4]. Ceci explique
I’échec de differentes tentatives faites a cette époque pour généraliser la
théorie de Markoff classique.
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C.4. La (a,r, &) Théorie de Markoff
On suppose ici donnés les nombres suivants:
ae N*
R, .
reQn]+1, —1[, r=§— ou R,>0 et pgcd(R,, R;) =1
2
ee{+1, —1}.
On s’intéresse aux nombres y algébriques de degré 2 tels que P'on ait:

m
\/(a+r+1)2m2+4£'

Cly)=

Une fagon de construire de tels nombres de forme y=6,(S) consiste a
rechercher les suites S = (a,, a,, ..., a,) vérifiant les conditions suivantes:

(Ro): e=(—1)""!

(R): m=p,=Ryx,eR,Z
(R2): O<qn<pn

(R3): x,lq;—¢

(R4): R;|((q:—¢)/x,)—Ryq,
(Rs): pa/g,=[5*]

(Rg): r(S)=r

(Ry): m,(S)=m(S).

En décrivant alors toutes les valeurs x,eN*, et en recherchant pour
chacune d’elles les valeurs ¢, convenables en nombre nécessairement fini,
on énumeére toutes les possibilités existantes pour les suites S. Ces suites
sont donc facilement déterminables par ordinateur.

On dit que la (a, r, ¢) Théorie de Markoff est ’étude des suites S ainsi
obtenues (ou des nombres 6,(S) en résultant).

En remarquant d’ailleurs que si S convient, S* convient aussi, on peut
ne considérer qu'une seule de ces deux suites en imposant la condition
complémentaire:

m m\/R,+ R
(Rg): Sup <0, z R1> <K, < (R#)(%)

Pour certaines valeurs de a, r, et ¢ on ne trouve qu’'un nombre fini de
possibilités pour S. Pour d’autres, au contraire, on trouve une infinité de
possibilités pour S. Cest le cas notamment de la (2,0, —1) Théorie qui
n’est autre que la Théorie de Markoff classique.
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Dans tous les cas, on a par construction dans une (a, r, ¢) Théorie:
_ m
)_\/(a+r+ 1)’ m? + 4
g

C(0.(S)

eC(0,(8)) <

Et si la (a, r, ¢) Théorie contient une infinité de suites S, on a pour toute
forme F limite de formes de Markoff F, (les coefficients de F étant les
limites de ceux de F, lorsque m augmente indéfiniment):

1

C(F)=——-.
(F) a+r+1

On trouve ainsi des points d’accumulation du spectre de Markoff, avec des

situations comparables & ce qui se passe autour de la valeur i pour la
Théorie de Markoff classique.

C.da. Exemple de la (2,0, 1) Théorie de Markoff

On donne en Table I les diverses possibilités obtenues pour les suites S
en énumérant les diverses valeurs x,e N* inférieures a 1000.
On voit apparaitre ainsi les possibilités suivantes pour les suites S:

S=(1)z+1,2)  (1eN)
{S=(1, 1, (2)y)  (1eN¥)

Une vérification facile permet de s’assurer que ces suites font bien partie de
la (2,0, 1) Théorie de Markoff. Elles sont en nombre infini.
Une analyse directe de ’équation diophantienne:

m? —m} +mj=3mm;m,

permet de s’assurer que ce sont les seules possibilités rencontrées dans cette
Théorie.

Ainsi, la (2,0, 1) Théorie ne détermine pas d’arbre comparable a celui
qui apparaissait dans la Theéorie de Markoff classique. Elle détermine
cependant une infinité de constantes d’approximation convergeant par
valeurs inférieures vers le point d’accumulation % du spectre de MarkofT.

C.4b. Exemple de la (3,0, — 1) Théorie de Markoff

On donne en Table II les diverses possibilités obtenues pour les suites S
en énumérant les valeurs x,e N* inférieures a 3100. Dans ce cas, on
observe que la valeur uy correspondant & chaque suite S peut varier. En
considérant les suites S correspondant a une méme valeur donnée u,, une
construction d’arbre est cependant possible. On généralise ainsi la situation
rencontrée dans la Théorie de Markoff classique.

641/37/2-8



SERGE PERRINE

222

01 S 4 81 L 65€— AT6Y —AXVTIL + X 6VE (r°1°1 TEETT 4] £5 9€1 6¥¢

I €6 (Y4 I 0 LyE— (ALYE —AX8611 +  X9bE (R0 A O Br Al ') §T £6 9
—_—— [

67 66 67 1 0 L9 — (A LIE — AXPSTT + X 8EE (r'zeeeee ,mw 6C 66 8€€

sT LT L S 4 6£€— < AE9Y —AX 866+  XPIE (1 712¢'€TQ 139 621 1413

4 z 1 6¢ L1 LOE— (APLy — AXYS6+ XS0 (T1'¢Tce D) 8¢ €€l S0¢

S € I %4 L LT~ (AE0E—AXTI6+  X69T (Tze1'1'¢’e) T 8 697
J— —_

S LY €1 1 0 SL1— cASLT—AX98S + , XOLT Tzaravaaa .mm €1 Ly oLl

4l 144 €1l I 0 €91 — (AE€9T — AXR0S + X6V (1TTaI17eTe) €1 1474 6v1

1 LE 01 I 0 8€1 — ASET—AXYLY +  XLET (1zrece ﬁmw ) LE LET

I 11 ¥ € I I€1— (ATLT—AX9TY + . XOET (r‘rree1e) L1 Ly o€l
—_— | —

01 ¢ I o1 £ 611 — ¢ ATTT—AXOLE + X601 Am ‘€€ E) 01 €€ 601

4 81 S I 0 L9— (ALY —AXYPTT+ X9 (T Z97977) 9 81 $9
—_— [

S LT S T 0 €9— (A€9—AX86T+,X8¢ (r'zeeeee) S L1 8¢
— [

z 4 ! L £ g — (AT8—AX99T + . X¢€§ :IH ‘€€T o1 (%4 €5

T L 4 1 0 97— (A9T—AX98+ . XST (rzaa ,mw 4 L ST

I € T I 0 - AT —AXPE+ . X01 (17 Amw I € 01

n Qw &y Y 'y why (4 ‘x)%/ swoukjoq ("Y/u=[,8S i ='y w

JONIBN ap SLI0YL (T — ‘0 ‘€) Bl ® JuBpuodsaiiod SINdeA

I 471dVvL



223

’

7

7

GENERALISATION DE LA THEORIE DE MARKOFF

panunuod aqu [

LE
[44

tL
(4]

0L
ol

14
8¢
g
0¢
£l
LE
14!

§9C
6C

we
1354
W
(314

Ve

€Tl
138!
Y01

L

$9
L
€L
8¢

23
43
6C

LT
101

9
65
Y4
9s

9L

=}

L1

133

986 —
LT6—
£06—
8£6—
16—
08—
£98—
S6L—
8LL—
LiL—
£0L—
669 —
L99—
1L9—
865 —
8Sy—
9y —
L8E—

X986 — AX99TE + X 6¥6
ATV — AXVE6T + . X506
<A €06 —AXOTIE +; X106
2 X866 — AXYS6T +, X598
K116 — AXYT8T + X678
£ ATO8 — AXSSLT + . X L6L
2 AL90T — AXP8ST + 7 XE6L
2A61TT — AX9SHT + 2 XS8L
cABETT — AX8SYT + ( XELL
£ A8601 — AX98TT +  XSTL
2 AL8L— AX99ET + . X869
tAE0L— AXBIET +, XPLY
£A90L — AXVEIT + . X679
2 ASLY — AX9EIT + - XST9
1 A568 ~ AXO0181 + . X8LS
2 A8SY — AXVEST +  XSPY
< X9Th — AX9TET + . X 68¢
K L8E — AXV8TI + X€ELE

zrrerieny nmw
TTTTTee LT

(revTciaasaa T .mrv
(SO Ardrd Ol i Avd .&

—

:.N,N._,N,N,_,N nmw
GTrTTCTY hmw
T rrTeeT1)
JUS—— —_
(reezaraTeed)
— S
(rree11eTa
S —| —
(r1ez1ee1eco
— —_
(T 1111 *¢)
it _
(T TT1€eT°19)
— | S

(1zeTTee

—l —_

(Tzzeete

[ | Ve

(r'reeee)

|

(U I B A A J. ,mw

:.N.N,_JAS.N.Q
(T T197TCT17%)
[

[ DU —— |

vL
0¢l
$9
pL
€L
8¢
6071
6v1
ocl
Otl
$9
39
8S
€S
601
123
123
6C

$9¢
(24
wi
1344
Wwe
S1T
1274
[443
LI€E
LOE
1314
681
161
81
1§
¢Cl
STI
Y01

6v6
S06
106
$98
6C8
L6L
£6L
S8L
ELL
Sl
869
L9
679
§29
8LS
344
68¢
€LE



SERGE PERRINE

224

1 s Le1 0 LO61 — < A LO6T — AXT099 + - X9061 rzareireeren ‘€) LET 1S 9061
Wl U S 182 L1 L961~ tAVILT — AX98LS + . XSTBI (rrTTeeTTa 1288 LSL ST81
01 € 1 12 S~ Se81— A 8607 — AX9819 + :XST8I :|,N_ CTTTTTT°¢'E) oL1 LSS $T81
S8 S61  6¢ S T S681— ¢ AL99T — AXPSLS + . XOI81 (T'reecee .N[.N SOE 137 0181
1 |82 Sl 1T 14 €081 — ¢ AS6ET — AX068S + ; XTO8] (R A | ‘€C1TTY 824 659 7081
o1 4 I LT 66 L8LT— ¢ ATILT— AX8SSS +  XLLLY :lw ‘cTTTTEY 8€€ SLL LLLY
8¢ oy I 1 £ 6SL1~ cATILT — AXBEES +  X1TLI (LTUTTe' e T 17%) o€l €LY 1eLl
601 € 1 (92 S LTLI— cAST8T — AX06¥S + . X8191 :|,N_ CTTTTEE) 6v1 16 8191
I 99 91 L 4 8EST— ¢ A8S9T — AXYSTS + X LEST (Tzeer et 0tl Lvp LEST
hilhad
£1 Qv 601 1 0 €051 — A €0ST —XAXPSIS + . X06%1 ( E ,mw 601 £0r o6¥1
o1 or € LE 11 6LY1— < A8T9T — AXT00S +  X69v1 (rTeein’e ‘€TTE) 0€1 LEY 69v1
€S €5 £ L € 4120 ATITT— AXILYY + X 6TrI (T 11 e m[e 69T 079 (Y441
I 611 €F € 1 8IVI—  A€981 —AXVYIV + X LIPI (Tr1'e‘e’e 't E s81 (A1 LIY1
60T ¢ I 601 €€ 8671— ATEET —AX9E0V + X 6811 :|a. €EEEE) 601 09¢ 6811
143 e 68 I 0 6611— 6611 —A X910V +  XSITT azrrTTTrTTTg .mw 68 443 911
L6 10€ 68 1 0 SITI— L ASTIT — AXOLYE + . X 8101 1§ v Bl e i e fb T ,mu 68 10¢ 8101
Y4 9T €L I 0 L86— cAL86 — AXBIEE + . XT96 (zrarTesy ‘T ,mw £L $9T 796
m o Tw 'y  wiy (X ‘x)°f swoukjod (y/u=[481)ss ! ='y w

pamuyuoo—I1 TTAV.L



225

“Cwfty v puodsaliod

v

ON DE LA THEORIE DE MARKOFF

;.

3

GENERALISATE

axreq ef ¢ "w/'y op Juswaddo[aadp ne puodsorros L aireq v (00T > w vl asoddns uo) La= =13 g=03— =1 =,(]—) ‘| =%y {0="4 =4 10N
68 €8 €T 1 0 6E1E—  A6EIE—AXYISOI+ X050 (LTI T T T T TTTTTT ) £€7 £v8 050¢
001 9L € 01 € 8£0€ — 2 AL8TE —AXPL66 + X BE6T (rzee11 e ,m|3 69 688 8£67
LL oL ¥6T T 0 0197 — ¢ A019T — A XO0ELS + XEEST rzaTrrTerre ,mw v61 10L €€ST
L6 169 €61 1 0 1L§T— (A ILST—AXPISS +  XVLYT TTTTTTTTTTT T ) £61 169 vLYT
79 L9 ss1 1 0 £0ST— (A E0ST— AXO0TY8 + X TP (TTTTTTIT T Amw $81 7L 8474
9 €1 S Ly 81 £PpT— (AS6TE— AX069L +  X8LET T T T T T T T 117 6vE 116 8LET
S €9 oLl 1 0 T9€T— (AT9ET —AXT9I8 + X LSET TTITITTITTTITY .mw 0LT £€9 LSET
061 009 €61 1 0 LYYT— A LYYT — AXBOLL +  XLSTT 1Tzeair1ee Amw £61 099 LSTT
60T LS9  vel 1 0 YEYT — APEYT —AX98SL + , XSTTT (TTT11TTIUITE m v61 LS9 (444
8 909 691 I 0 ssTT— (ASSTT—AXO08YL +  XELIT (IeTr1eeTeise 691 909 €L1T
(40 L1 €1 S L8TT— ¢ A8E6T — AXP6LI + , XSOIT (1111 TEETT K4 1453 €18 S0IT
60T €79 S81 I 0 LOET— L ALOET — AX9VIL + . X860T (rzreireie ‘t) S8l €79 8607
87 (4 1 ¥97  SIT  8L0Z— A E81€ — AXPI¥9 + . X0S0T :lu_ CTTTTITTED) 68€ €68 050z
¥l (4SS 0 6507 — A 6507 — AX9LOL + X SPOT (Tgrcer1ee ‘T ,mw 6v1 [43 SHOT
o1 S 4 00T 6€ S661— t A€T8T — AX95¥9 + . XS00T (1 TETTETTT) S0€ 8L $00T
oL (37 81 4} S €907 — ¢ A L86T — AXPOEY + . X €661 (T'rzeaa TETTT k4 6v€ vEs €661
691  LLS 69T 1 0 6E1T— 7 A6ETT—AXITLY +  XOL6T (Ttezeees hmm 691 LLS 0L61
14 8 3 79 €2 7861 — LA 1€97 — AX99€9 + . XPS6I T T Te T TeT T 69T STL ¥S61




226 SERGE PERRINE

On obtient ainsi:
THEOREME. Pour uge N, considérons I’équation diophantienne:
X+ yr+ 22 =4xyz —uyx.

Supposons qu’elle admette au moins une solution. Alors elle admet un arbre
de solutions descriptible a partir de toute solution (x, y, z) = (m, m,, m,) par
la figure suivante:

(m;my; my)

I

[ |
(m® m{; m§) (mP;mP;m%)
(Go): M=m (Do) M=4m,m, —m—u,
(Gy): mC=d4m[dm M —m,]— M —u, (D,): mP=am[dmyM —m ] — M —u,
(Gy): mf=m, (Dy): mP=m,
(G;): m§=d4mM—m, (D;): mY=4m,M—m,.

La vérification de ce résultat est évidente. Et par exemple, avec u,=1,
ces formules donnent I'arbre suivant:

(10, 1, 3)
l
[ I
(137, 1, 37) (130, 3, 11)
(1906, 1, 511) (218881, 37, 1479) (18457, 3,1549) (1802, 11, 41)

Si 'on compare a ce que donne la table II, ceci permet d’organiser les suites
y apparaissant et correspondant & u,= 1 selon I'arbre suivant:

(.21
(10,|1,3)
I ]
(3, 1.1,2,1) 21.3,3.1,1,1)
(25, 1,7) (130, 3, 11)

| I
[ | I l
(3,1,2,2,1,2,1) (3,2,3,1,1,3,2,2,1) (2,1,3,3,3,3,1,1,1) (2,1,2, 1', 3, ’3, 1,2,1,1,1)
(137, 1, 37) (1537, 7, 55) . (1817, 3, 119) (1802, 11, 41)
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Ceci met en évidence une structure d’arbre comparable a ce qui se présente
dans la Théorie de Markoff classique, avec ici un point d’accumulation égal
al

Les autres valeurs u, qui apparaissent dans le cas général de la (3,0, —1)
Théorie (en particulier les nombres de Fibonacci F,, (€ N)) permettent de
construire une infinité d’autres arbres comparables montrant la complexité
de cette Théorie par rapport a celle de Markoff.

Par ailleurs, il est facile de généraliser le Théoréme précédent pour des
valeurs a e N* différentes de 3.

D. REMARQUES FINALES

Les (a,r,¢) Théories de Markoff décrites ci-dessus donnent des
généralisations partielles de la Théorie de Markoff classique. Elles permet-
tent de construire différents exemples montrant la complexité des spectres
de Markoff et de Perron pour les valeurs inférieures a 1.

Pour la partie inconnue de ces spectres, les valeurs & considérer pour a
sont les valeurs 2, 3 et 4.

Pour r, les valeurs envisageables doivent permettre I'écriture suivante:

ou S=(aq, .., a,) suite finie d’entiers de N* bornés par a.

Les valeurs ¢ valent quant & celles +1 ou —1. Tout choix convenable
pour a, r et ¢ permettant de trouver une infinité de suites S dans la (aq, r, €)
Théorie de Markoff détermine un point d’accumulation rationnel
correspondant qui vaut:

1
a+r+1
On sait d’ailleurs que les spectres contiennent d’autres points d’accumula-
tion irrationnels (cf. [6]).
Selon les cas, on trouve ou non des phénomeénes arborescents com-
parables 4 ceux que met en exergue la Théorie de Markoff classique.

Ceux-ci sont plus ou moins reliés a la résolution d’¢quations diophan-
tiennes de forme:

M}y m*—mi+mi=(a+r+1)mmm,

ou

(M[): m*+mi+mi=(a+r+1)mmm,—u,m.
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Pour les cas ou r=0, la situation est en partie éclaircie. Mais la question
reste posée d’étendre les observations faites a d’autres valeurs possibles
de r.

APPENDICE: ARBRES DEDUITS DE LA THEORIE DE MARKOFF CLASSIQUE

La Théorie de Markoff classique est présentable a partir d’un arbre de
triplets (m, m,, m,) construit a partir du triplet initial (5, 1, 2) selon la
figure suivante (cf. [2]):

(ma my, m2)

(Bmm, —m,, my, m) (3mmy—my;m;m,).

(Les nombres m apparaissant en téte de ces triplets sont les nombres de
Markoff.) ‘

Elle peut aussi étre construite de fagon directe sur les périodes des
nombres algébriques correspondants:

2K—3 9m?—4
g="2MENIM TR g 5% a]=0,(5)

2m

ou K|m?+1 et 0<K<m. Pour cela, on pose pour toute suite d’entiers
S={(ay, ay, .., a,):

X=8*=(a,,a,_,.a,a) suite palindrome de S
X=(,a,—-1,a, ,,..a,,a) sia,#1
X=(a, (+1,a, 5, ..4a,,a,) sia,=1

AN g
(X*)*=X.

Alors, & partir de X, = () et X, =(1, 1), l'algorithme précédent peut €tre
écrit sur les périodes comme suit, avec la convention des tables précédentes
pour la signification de —1 et —, et en application des calculs vus au
paragraphe C.3:

X=(X172’ XZ)
l

| |
X%=(X,,2, X,,2, X,) XP=(X,2,X,,2, X,)

=(X7,2, X7) =(X7,2 X7).
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Cette méthode permet d’envisager la construction d’autres arbres en
remplagant la valeur 2 par une valeur be N* quelconque, au moyen de
l'algorithme:

X=(‘X|/19b? XZ)

I |
XG:(X15b5 Ylyb7X2) XD:(Xl’b7X25b9 XZ)

On généralise la Théorie de Markoff, mais a partir de X, = et
X,=(1,5—1, 1} on fabrique d’autres arbres en nombre infini associés a
I’équation diophantienne:

m?*—mi+mi=(b+1)mmm,.

La (2,0, 1) Théorie de Markoff est ainsi obtenue avec b=2 et a=2. Plus
généralement, sur la base des équations données par la construction
précédente, on peut résoudre complétement 'équation diophantienne (voir
[71):

m?+e,mite,mi=(b+1)ymmm, (e,=+1,¢6=+1)

avec (m, m;, my)eZ? beN

et pged(m, m,) = pgedim,, m,) = pged(m,, m,) = 1.

L’arbre correspondant peut étre écrit sous la forme:
(m9 my, mZ)

(81’ 82)

|
[ l

((b+1)mm1—-elm2, ml’m) ((b+l)mm‘82ml5ms m2)

(ef =&15 85 = ¢,85) (eP=¢,6,;e0 =¢,).

Cependant, sur les formes quadratiques F, correspondantes, il est possible
de vérifier que le minimum arithmétique n’est pas nécessairement égal a 1
dans le cas ou b=a, bien que dans certains cas, ce minimum puisse &tre
égal a 1.

C’est le phénoméne de découplage entre minima arithmeétiques et arbre
de Markoff cité au paragraphe C.3a. Il s’observe bien, par exemple, sur la
(2,0, 1) Théorie de Markoff (voir paragraphe C.4a ou Table I). Dans ce
cas, la condition M(F,) =1 n’est obtenue que sur deux chaines de suites de
I'arbre fabriqué par le procédé décrit ci-dessus.
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Pour b < a, on a au contraire toujours M(Fy)=1 pour toutes les suites
de 'arbre d’aprés le lemme de Dickson [8, Vol. 2, pp. 408—409].
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