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L’étude de 'homologie et la cohomologie des H-espaces améne a définir
et étudier certaines familles d’opérations sur les bigébres.

Un exemple suffit 3 comprendre les motivations topologiques con-
duisant 3 introduire ces opérations: considérons une variété pointée (X, x)
de classe €, 1-connexe. L’espace de lacets 2 X est un H-espace. Son
algebre de cohomologie rationnelle H*(£2, X, Q) est une bigébre graduée
gauche anti-commutative et connexe—autrement dit, une algébre de Hopf
commutative et connexe, L'opération qui associe 2 un lacet y € {2, X son
itérée y* induit un morphisme ¥* en cohomologie, qui est un endomor-
phisme d’algebre de H*(2,X, Q).

On peut alors montrer—voir [P2]l—que le -espace vectoriel
H™(£2, X, Q) se décompose en sous-espaces propres H™(£2, X, Q) associés
aux valeurs propres k/, i € [1, n], du morphisme ¥, Cette construction a
une interprétation géométrique élémentaire [P1]. Elle peut étre généralisée
a toute bigeébre graduée connexe, et commutative (ou cocommutative, ou
gauche anti-commutative, ou gauche anti-cocommutative).

En combinatoire, de nombreux articles se sont attachés récemment 2
étudier les algébres de descentes du groupe symétrique [R}, [GR], du
groupe hyperoctaédral [BfBn1], [BfBn2], [Bn], et plus généralement des
groupes de Coxeter finis [BfBnHT]. Les algebres de descentes, dites aussi
algébres de Solomon, ont été introduites par Solomon dans [S]. Leurs
propriétés sont intimement liées 4 la géométrie des groupes de Coxeter et
aux propriétés de leurs représentations,

Revenons sur les bigébres et considérons le cas particulier de la bigebre
tensorielle T(X) (dite aussi bigébre des polyndmes non-commutatifs)
associée a un alphabet X a n lettres. La bigébre T(X) est munie d'une
graduation si Pon considére les éléments de X comme de degré 1.
L'opérateur de projection qui associe 2 tout élément de degré n de T(X)
sa composante dans le sous-espace propre de 7(X) associé a la valeur
propre k’ du morphisme ¥* décrit précédemment, n'est autre que la
projection 7r; étudiée dans [R] (voir aussi [P2]).
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548 F. PATRAS

Ces opérateurs ; peuvent étre considérés comme des éléments de
'algebre de groupe du groupe symétrique S, et calculés en utilisant la
combinatoire des descentes {R], [GR]. En d’autres termes, I'étude des
algébres de descentes des groupes symétriques est intimement lide i celle
des propriétés de la bigébre tensorielle.

Signalons que les opérateurs 1, considérés comme éléments de l'algebre
de groupe du groupe symétrique, sont apparus indépendament de [R] dans
I'étude de 'homologie de Hochschild et de I'homologie cyclique des
algébres commutatives [L).

Nous montrons dans cet article comment associer une algébre de de-
scentes a toute bigébre graduée, Cette algébre contient, entre autres, les
opérations étudiées dans [P2]. Nous en étudions les propriétés en nous
guidant sur la remarquable description combinatoire de l'algébre des
descentes du groupe symétrique donnée dans [GR}.

Nous construisons au passage dans 'algébre des endomorphismes de
certaines bigebres de nouvelles familles d’'idempotents paramétrées par les
partages et les suites de composition des entiers naturels et montrons
comment interpréter ces idempotents aux termes des résultats de [MM]
sur la structure des bigébres cocommutatives.

TABLE DES MATIERES

1. Rappels et notations.
H. Opérateurs de descente.
TI1. La structure des bigébres graduées cocommutatives connexes,
1V. L’action des opérateurs de descente.
V. Quelques opérateurs remarquables,

I. RAPPELS ET NOTATIONS

Nous rappelons briévement certaines définitions et propriétés clas-
siques.

Pour plus de détails, nous renvoyons a [Bo] pour ce qui est des bigébres,
et 2 [GR] pour ce qui est de la combinatoire du groupe symétrique.

Dans la suite, K désigne, sauf précision, un corps commutatif quel-
conque.

DérnimioNn L1, On appelle bigébre graduée sur K la donnée d’un
K-espace vectoriel gradué A4 = @ _, A, et de morphismes linéaires

gradués: II: A®A - A, 1t K- A, At A—-ARRAct g1 A—K, de
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telle sorte que:
(i) (A, IT, ) soit une algébre graduée avec unité.
(ii) (A, 4, £) soit une cogebre graduée avec coiinité.

(iii) Le diagramme suivant soit commutatif:

AAd —21 4 —2 5 404
1484 I”@n

A0A0A04 —2"% , Jo40A4A0A4;

ol on note I I'endomorphisme identité de 4 et T I'endomorphisme de
A®Adéfinipar: T(x ® y) =y ® x.

Par commodité, on supposera en outre dans tout cet article que A4 est
de type fini, c’est 2 dire que chacune des composantes A, de 4 est un
espace vectoriel de dimension finie sur K.

La condition (iii) équivaut en fait a exiger que 4 soit un morphisme
d’algebres de A dans 4 ® A ou, de maniére équivalente, que IT soit un
morphisme de cogébres de 4 ® 4 dans A.

Une bigébre graduée A4 est dite ici commutative (resp. cocommutative),
si elle est commutative en tant qu’algébre (resp. cogébre). Elle est dite
connexe si Ay = K.

On peut définir la notion de bigébres graduées gauches (resp. gauches
anti-commutatives, gauches anti-cocommutatives) [Bo]. La définition d’une
bigebre graduée gauche est la méme que celle donnée en 1,1 d’une bigebre
graduée, a ceci prés qu’il faut définir dans ce cas I’endomorphisme T de
A ® A par:

Vx€A,VyeAd,, T(x®y)=(-1)""yox.

Les bigébres graduées gauches apparaissent par exemple en topologie
algébrique, dans le calcul de ’homologie ou la cohomologie des H-espaces
—on préfere parler dans ce cas d’algébres de Hopf. On peut leur appli-
quer les arguments qui vont étre développés a partir du paragraphe II.
Afin de ne pas surcharger inutilement la rédaction de cet exposé, nous
nous restreindrons 2 la considération de bigébres graduées en laissant au
lecteur le soin d’adapter nos résultats et démonstrations au cas des
bigebres graduées gauches.

Soit A une bigébre graduée. On notera .#(A4) 'ensemble des endomor-
phismes linéaires de A4 compatibles a la graduation. Le produit de
convolution de deux éléments f et g de Z(A) est I'élément f g de
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Z(A) défini par:
f*g::no(f®g)oA_

Pour ce produit, #(A) est une algebre associative unitaire, d’unité noe
[Bo]. Nous appellerons cette algébre [!’algébre de convolution de A.
L’algébre des endomorphismes linéaires de A4 désigne l'algébre #(A)
pour le produit défini par la composition des morphismes.

Nous utiliserons par ailleurs les notations combinatoires suivantes. On
dit qu’une suite d’entiers A = (A,,..., A, ) est un partage de n si A est une
suite croissante d’entiers naturels non nuls de somme 7, on notera: A + n,
Une suite de composition pu = (u,...,u,;) de n est une suite d’entiers
naturels non nuls de somme n, on notera: u &= n. Une suite de composition
généralisée de n est une suite d’entiers naturels » = (v,...,»,) de somme
n, on notera alors: » =y n.

On remarquera que, si 4 est une suite de composition de n, on peut lui
associer un unique partage A(u) tel que les termes des suites u et A(w)
soient en bijection. Soient a =n et B+ n, si B = A(a) on écrira a € .

On notera k(B) le nombre de termes d’une suite d’entiers 8 et s(8) la
somme: s(B8) = L¥A)B,. Une expression comme: u = s(u) signifie simple-
ment que w est une suite de composition dont on ne précise pas la somme.

Si a et B sont deux suites (finies) d’entiers, on note a + B la suite
obtenue en mettant boiit a boit les suites « et 8. En d’autres termes:

a+ B=(a;..s Uy Bir s Bigy)-

1I. OPERATEURS DE DESCENTE

Dans ce paragraphe, A4 est une bigebre graduée connexe sur K. On note
I, 'endomorphisme de A4 qui associe a un élément de 4 sa composante
de degré n. En d'autres termes, [, est la projection sur A, selon la
direction @,.M A;. On remarquera que J; n’est autre que 7 ° ¢, ’élément

unité de I'algebre de convolution Z(A).

DEérmnition 11,1, Soit p E n. On appellera opérateur de descente
associé a la suite de composition p et on notera B, 'endomorphisme de
A défini par:

-
P 14 II’k(p)'

On notera 34 le sous-espace vectoriel de .#(A) engendré par les
opérateurs de descente. Comme, si p et g sont deux suites de composi-
tion, B, * B,=B,., 31 est une sous-algébre de I'algebre de convolution
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de A. Nous verrons (Théoréme 11,7) que 34 est stable pour le produit
défini par la composition des morphismes si 4 est commutative ou
cocommutative.

Ces opcrateurs vérifient de nombreuses identités remarquables. On
remarquera que [, e B, =0si p=netm#n.

LemME 11,2. On a lidentité:
1n°(1_'10)*k = Z Bp'
prEn k(p)=k
On a en effet:

1n°(1—10)*k =1n°( Zli)*k

i>0

-1o( T 8]

pwiEs(u), k(u)=k

= 1n°( >z Is(u)°3u)’

pEs(u), klp)=k
et,comme I oI . = 0sin+s(u)ona finalement:
n s(u)

Le(I-Ip)*= Y I,B,= Y B, QED.

m
wEn k(u)=k uEn k(u)=k

CoroLLAIRE 11,3. On a:
Lo(I—-1)**" = 0.

Par définition, on appelle k-iéme opération caractéristique sur A, et on
note ¥* Pendomorphisme ¥* = [** de A.
On posera: ¥ == [ o I**,

CoroLLAIRE 11,4, On a:

”=23“&J%'

pER

On a en effet:

\pnk =1n°1*k =1n°[(1_10) +1()]*k

=a{i(ﬂu—mw]

i=0 !
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(on rappelle que 7, est élément unité de Palgébre de convolution de A)

()5,

i=0 pEn k(p)=i
- z( k )B QED
AT

Supposons provisoirement que K est de caractéristique nulle et rap-
pelons que, si on note s(J, {) le nombre de Stirling de premiére espéce de
coeflicients j et i, on a [C):

Ky V4L
(1) 7 S
On a donc:

vi= ) (k(kp) )B,,

pEn

]

i k(p)
——-{ Y s(k(p),i)k‘]Bp

pEn k(p)! i=]

- Z Z wki.

f24
prn t1sisk(p k(P!

i [ E wgl’]ki.

i=1| pEn, k(p)zi k(p)!

DeérmviTion 115, Si K est un corps de caractéristique nulle, on définit
I'endomorphisme e; de A par:

; s(k(p),i)B

e, = .
1 P
peEn, iskip) k(p).

CoroLLAIRE IL6.  Par définition des el on a:
n
ko i
yk= 3 kef,
i=1

On peut donner une construction plus algébrique des morphismes e’.



DESCENTES D’UNE BIGEBRE GRADUEE 553
Notons ef et appelons projecteur de poids i, 'endomorphisme de A

défini par: e == L el.
Comme s(k(p),1) = (= 1D*?~ Y k(p) — 1!, on a:

B
Z( l)k(p)—l P Z( k-1 E e .

k(p)=k
D’apres 11,2, cette égalité se réécrit:
I — 1)**
= Z(.—])k-l l = log I.
X k

Formellement, on a donc:

Wk = [*k = expolog I*

'(el)ti
=exp(k -log 1) = exp(k - e') = Y k' .
i

i!
Pour finir, on a I'identité (utiliser 11,6.):

. (el)ti (lOg I)ti
T T T

Il est possible de donner un sens rigoureux a ces identités entre séries
formelles (ces séries formelles ne comportent en fait qu'un nombre fini de
termes non nuls, si I’on se restreint a étudier leur action sur les com-
posantes de A4 de degré inférieur a un entier m arbitraire). On consultera
[P2] pour plus de détails et des informations et références complémentaires
sur ce point précis.

A compter de maintenant et jusqu’a nouvel ordre, nous supposons a
nouveau que K est un corps commutatif de caractéristique quelconque.

Nous allons maintenant calculer la composée de deux opérateurs de
descente.

Reprenons les notations de [GR]. Si v = (v/);c1 p)jepn,m 5t UNE
famille de n X m entiers, on notera c(v) la suite de n entiers définie par
c(v) = LT v} et r(v) la suite de m entiers définie par: r(v) = I]_ v/
On note enfin w(v) la suite d’entiers obtenue en enlevant les termes nuls

de la suite: (v}, v}, ...,vL, . 0™ 0T
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TuféoreME 11,7. * Si la bigébre graduée connexe A est commutative (resp.
cocommutative), pour tous p = netq F n, on a:

B,oB,= Y B

cw)=p, r(v)=q

w(v)

(resp. Bjo B, =L B, ...

c(v)=p, r(v)=q = w(v)

On remarquera que, si R est un anneau commutatif, la formule appa-
raissant au théoréme IL,7. permet de définir pour tout entier naturel n
une algébre abstraite des descentes de degré n, Desc (R), comme la R-
algtbre engendrée par les générateurs B,, p = n, soumis aux relations:

B,° B, = Y B,y

cv)=p, riv)=¢q

L’algeébre Desc,(Q) n’est autre que l'algébre de Solomon du groupe
symétrique d’ordre n [GR]. Le théoreéme IL,7. permet donc de considérer
tout résultat obtenu sur les algébres de Solomon comme un théoréme de
structure pour les bigébres graduées connexes et commutatives (resp. et
cocommutatives). Réciproquement, il peut étre préférable d’effectuer cer-
tains calculs sur I’algébre de Solomon du groupe symétrique S, comme des
calculs sur les bigébres—ce qui permet de substituer des calculs
algébriques 2 la manipulation combinatoire de permutations—on compar-
era nos méthodes a celles de [GR].

Nous allons démontrer le théoréme dans le cas commutatif. Le cas
cocommutatif en résulte par dualité.

Commengons par noter ITH*1 (resp. Al¥)) litérée k-ieme du produit
(resp. du coproduit), i.e., le morphisme de 4®* dans A (resp. A dans
A®*) défini par récurrence par:

M@ .=J1, "= e k1)

(resp. A% == A, Al = (41~ 1o [)o A),

Comme A est une algebre graduée, A®* est naturellement munie d’une
structure d’algébre graduée [Bo]. Nous noterons IT,, son produit et H([L
I'itérée l-ieme de ce produit.

Ces notations étant fixées, le théoréme I1,7. va résulter du lemme I1,8.

1
)

Lemme 11,8.  On a, pour toute bigébre graduée A, pour tous |, j:

Allle ITUT = H([Ij)] o (4l &
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De ce que le coproduit est un morphisme d’algébres, on déduit que:
Ao TVl = 1]([21‘)]o A%/,
Supposons alors le lemme établi pour tous les / < i. Comme:
Alile [TUT = (A(i-l] ® I)o Ao Y],
on a aussi:
Ao [TUl = (A~ @ I)e I'I}{,l ® A%,
Notons alors 7%/ I'’endomorphisme de A®'/ défini par:
T (x|® - ®x]_ ®x/® - ®x{® - ®x/_, ®x])
=xl® - ®x_,®x?® - ®x{® - ®x/_,®x]/® - ®xl.
On a alors en particulier: IT4) = (ITV) ® I1V))e T%/, et donc:
Alilo 711 = [(A[i-l]o nvy e n[i]] o T2io A®J
- (H([ijll) ® H[j])o((A[i—l]) % o 1@,‘)0 T2ie A%,
Des définitions, il résulte que:
[(Au-ll)@f ® 101] oT2io A% = Thio (AN,
et que:
(gL, ® V)T = 1),

ce qui permet de conclure.
Signalons au passage deux corollaires du lemme IL8. (et du lemme
“dual”;

i i _ i ®! !
Allle TV = (H[!]) ° A[(j])’

ob on note Al itérée [-i¢éme du coproduit de la cogébre 4®’), que nous
laissons en exercice—voir [P2] pour plus de détails.

CoRroLLAIRE I1,9.  Si A est une bigebre graduée commutative ou cocom-
mutative connexe, on a.

Phop! = Pk,
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CoroLLAIRE 11,10.  Sous les hypothéses de 11,9. et si K est en outre de

caractéristique nulle, on a:
eloel =5 e

On rappelle que, si a et b sont deux éléments d’'un ensemble, le
symbole de Kronecker associé 3 a et b, 87 est nul si @ # b et est égal 3 1
sinon.

Le corollaire 11,10. peut s’énoncer de la maniére suivante: les pro-
jecteurs de poids [ définissent une famille de projecteurs orthogonaux.

Compte tenu de 11,6., ils décomposent A en sous-espaces propres sous
I’action des opérations caractéristiques ¥*,

On posera AV = ¢’ A; I'espace vectoriel A" s’identifie donc au
sous-espace propre de A pour la valeur propre k' du morphisme ¥*.

Revenons-en maintenant a la preuve du théoréme 11,7,

Soient p et g deux suites de composition de n. On a:

BPOBII = (IPI* *ka(p))o(lql* *Alllkm)
= J7k(P) [k(p)] k(q)
=1 Po(, ® -+ 81, )& Aokl

k(q)
o(lqn ® ®I‘1k(q))°A[ )l

= JTIk(p) k(q) k ®klq)
= m"e(1, ® ® 1,,,)° LG} o (AkPY)

Pk(p)
v [k(q))
o(I, ® ® l,,km) o AlK®],

Comme

Ao ] = Y (L,®-el) 4,

viEgn, k(v)=i

on a:

(k(p))®k@ e
A 0 (1,,l ® ® ’wm)

- 2. Lj®:---8l) ® - ®lLuw® 8l
viEg gy k(')=k(p)
o (AlktoN) BH D

= Y (lVl®'“811')((,.)@'”®IV1“‘”®“'®IW'§}‘,’3)

viey g, k() =k(p)

®@k(q)

o (AP
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Comme le coproduit est coassociatif, on a tout d’abord:
(AP KD o AIK@] = AR k@),
Par ailleurs, le morphisme:

(I, -®I, Yolllf{tlo(l1® - ®1,) ®: 8l

Prim ( Vkio
estnul sauf si v] + <+ +0f@ =p . ul,,+ o HVEE = py,y et est
é 4 [7lka)} NN
€gal a T G0-(1, ® ® I, dans ce cas.

Comme ITPo [T{K@N = []k@I (je produit est par hypothése com-
mutatif!), on a finalement:

Bpqu = H[k(p)k(qllo( Z 14 ® IV,2 ® - ®1 k‘%) Alk(p)k(a)]
cp)=p, r(v)=q

= w ] % 0 o x
X yxly L.

cvy=p, r(v)=g

Le théoréme résulte pour finir de ce que [, est 'élément unité de I'algébre
Z(A) et que done, pour tout v, c(v) = p, r(v) = q, on a:

1»}* "e e Iyﬁq; Iw(v)' Q.E.D.

Sous les hypothéses de I1,7., 4 est donc stable pour le produit défini

par la composition des morphismes. On 'appellera lalgébre des descentes
de A.

I11. LA STRUCTURE DES BIGEBRES GRADUEES
COCOMMUTATIVES CONNEXES

Dans ce paragraphe, 4 désigne une bigebre graduée cocommutative
connexe sur un corps K de caractéristique nulle,
On rappelle qu'un élément x de A est dit primitif §'il satisfait a:

A(x)=x®1+1®x.

L’ensemble Prim{A4) des éléments primitifs de A4 est un sous-espace
vectorie] gradué de A. Pour la structure d’algébre de Lie sur A4 induite
par la structure d’algébre associative de A, Prim(A) est en fait une
sous-algébre de Lie de A. Plus précisément, Prim{A) n’est autre que 4%,
le sous-espace propre de A pour la valeur propre k de l'opération
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caractéristique ¥*—la vérification de ces propriétés est élémentaire, nous
la laissons en exercice. Voir [P2] pour plus de détails.

Un théoréme classique [MM] montre que A est isomorphe en tant que
bigebre a U(AM), l'algébre enveloppante de I'algébre de Lie AD. On
rappelle que U(A"M) a une structure de bigebre cocommutative pour le
copreduit induit par le morphisme d’algébre de Lie:

AN oy 4D XA(]),

x = (x,x).

Ce paragraphe donne une nouvelle démonstration de ce théoréme. Jen
dois I'idée a Pierre Cartier.

Nous traitons le cas d’une bigébre cocommutative, mais la démonstra-
tion s’appliquerait une fois de plus telle quelle au cas d’une bigébre
graduée gauche anti-cocommutative (dans le langage de la topologie: au
cas d’une algébre de Hopf cocommutative).

En fait, plus encore que de la proposition I11,1. elle-méme, nous aurons
besoin dans la suite de cet article des différents lemmes intervenant dans
la démonstration de cette proposition.

ProrosiTioN 1111, La bigébre A est isomorphe a I’algébre enveloppante
de Palgébre de Lie AV,

Comme annoncé, le reste de ce paragraphe est consacré A la démonstra-
tion de cette proposition,

Lemme 1112, L’opération caractéristique W* est un endomorphisme de
cogébre cocommutative de A.

Cela résulte immédiatement de ce que, comme A est cocommutative, le
produit de convolution de deux endomorphismes de cogébre de A4 est
encore un endomorphisme de cogébre de A (on rappelle que W% := [*£),

L’espace vectoriel A®* est un espace vectoriel gradué pour la gradua-
tion induite par la graduation de A. Définissons sur A®* une autre
graduation: si pour tout i €[1,k}, x; € A, I'élément x, ® -+ ® x,
sera dit de poids L. a;.

Sia= (a,, ves ,ak) est une suite d’entiers, on posera;

A = A g ... ®A(“*).

On rappelle que A est le sous-espace propre de 4 pour la valeur propre
k' de I'opérateur ¥,

On remarquera que, comme A se décompose en sous-espaces propres
sous action de ¥/, A% se décompose également en sous-espaces propres
sous l'action de (¥)®X. Compte tenu de II1,2., P'image par 4] d'un
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élément de A"'_) appartient au sous-espace propre de A®* associé i la
valeur propre I’ de 'opérateur (¥/)®%. D’otl le corollaire 111,3.

CorovLAIre 111,3.  L’image par A% d’un élément de A est un élément
de poids i de A®*.
En d’autres termes, on a:

Akl 4t @ A,

akyi, k(a)=k

CoroLLaIre 1114, La restriction a A* du morphisme (e')®' o Al est a
valeurs dans (AV)®k si k = I; elle est nulle sinon.

La restriction de 412 A est en effet & valeurs dans @, 1 (oy- A
Le morphisme (e')® est nul sur A® sauf si a =(1,...,1), dob le
corollaire.

Nous noterons Sym(A") le sous-espace vectoriel des tenseurs symétri-
ques de lalgebre tensoriclle T(AV) [Bol. On pose: Sym,(AD):=
Sym(AM) N (AD)®*. Comme le coproduit est cocommutatif, et compte
tenu de III,4., la restriction 3 A% du morphisme (e')®* o A} (resp.
(e")® o AL [ + k) est & valeurs dans le sous-espace vectoriel Sym,(A")
de (AD)®* (resp. est nulle).

Proposition 111,5. Le morphisme L, ((e")®*/k!)e A*] de A dans
Sym(AY) est un isomorphisme d’espaces vectoriels. L’isomorphisme
réciproque est le morphisme Il de Sym(A") dans A induit par le produit.

On notera S le morphisme L,((e')®//11)o A"),

Remarquons d’abord que, comme les idempotents e’ sont deux & deux
orthogonaux, la restriction a3 AKX = ¢* - A4 de e = (e)*/I!=
MMoe((e")® /11)o A1 est égale au morphisme identité si k = I et est nulle
sinon. L’endomorphisme I o S de A est donc égal au morphisme identité.

Il nous suffit pour établir la proposition de prouver que I'endomor-
phisme So IT; de Sym(A™D) est égal a lidentité.

On remarquera d’abord que le morphisme ((e")®'/1!)o Ao ITIKT de
Sym ,(AM) dans Sym (A™M) est nul si [ > k et est égal a I'identité si k =/
(utiliser la version duale du lemme I1.8.:

(I ®' Al = Ao T,

le calcul est un calcul standard sur des suites de compositions généralisées,
a la maniére de I1,7.).

Notons i, Pinclusion de Sym,(A®) dans Sym(A"). Compte-tenu de ce
qui précéde, le morphisme SoIT%|, — i, est & valeurs dans
®,_, Sym,(AD); ol on note SeoII%|; la restriction & Sym,(AD) du
morphisme S o IT5.
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Soit n un entier arbitraire, la restriction de S ITs 3 &,_, Sym,(A")
est donc unipotente. Le morphisme S o [T est par conséquent inversible;
en particulier le morphisme Il est inversible a gauche.

Finalement, comme ITg < S est égal au morphisme identité de A4, on a:

HS=H5°S°H5-

Le morphisme II; étant inversible a gauche, S o Il est égal a I'endomor-
phisme identité de Sym(AM), Q.E.D.

Revenons-en 2 la démonstration de la proposition 111,1.
D’aprés IIL5., Il est un isomorphisme d’espaces vectoriels gradués. 11
se factorise sous la forme:

m
Sym( A1) 7, U(AYy = 4,

ou p est l'isomorphisme canonique d’espace vectoriel entre I’espace
vectoriel des tenseurs symétriques et |’algébre enveloppante et ot I1, est
le morphisme de bigébres de U(A") dans A4 induit par I'inclusion de 4V
dans A.

De ce que Il est un isomorphisme d’espaces vectoriels, on déduit que
IT,, est un isomorphisme de bigebres, ce qui achéve la preuve de II1,1.

On remarquera qu’un corollaire élémentaire de III,1. est que A est
engendré en tant qu'algébre par AV,

En particulier, les éléments de la forme x, - -+ - x, == I
(x;® -+ ®x), ol x;® - ®x, €(AM)®* engendrent 4 en tant
qu’'espace vectoriel. Nous allons voir comment se calcule Iaction des
opérateurs de descente sur ces éléments—ce qui nous permettra au
passage de décrire 'action des opérateurs de descente sur A4, question
laissée en suspens jusques-la.

IV. L’ACTION DES OPERATEURS DE DESCENTE

Dans ce paragraphe et le suivant, 4 est une bigébre graduée cocommu-
tative connexe sur un corps de caractéristique nulle.

Si u={(u;,..., 1) est une suite de composition u = n, on appelle
mondme de Lie de type u tout élément de A4 de la forme:

= v eee 1
x=x Xps X; EAL’_’.

Un polynéme de Lie est une combinaison linéaire de monémes de Lie.

Calculons I’action de I'opérateur de descente B,,p=n,surle mondme
de Lie x =x, - -+ -x, de type u associé a une suite (x,..., x;) d’éIé-
ments de A", ol x; € 4.
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On a;

B,(x) = (I, » Jo IlUi(x, @ -~ 8 x,)

*
ka(p)

®k(p)
= ]](k(p)le(]pl ® 8 kam)a(ﬂill) °A[(f§”)l(x1 ® - 8x)

(utiliser la version duale du lemme 11,8).

Si @ =(a,...,a,) est une suite de composition généralisée ol a, €
[0,/], on posera xq:=1et x,=x, - "= "x, . On laisse au lecteur le
soin de vérifier que, comme x; € AY, on a:

®k(p)
(HU]) 1208 A[(f)(l?}}(xl ® - ®xl) = Z X0 ® 0 ® X ki,

o
al,...,aft?»

ol (a',..., a*?)) décrit ensemble des suites de suites de composition
généralisées satisfaisant aux conditions:
(i) k(a®) =1 pour tout i € [1, k(p)]

() Yie[Lk(p), ¥jelLl] o} €l0,1].

(i) La suite de composition généralisée a' + -+ +a*” contient
une et une seule fois chacun des entiers 1,..., /L

(iv) Si 'on enléve les termes nuls de 1a suite o, i € [1, k(p)], la suite
obtecnue est une suite croissante d’entiers.

Remarquons alors que:

fm ® - ® Im(p;(xa' ® 1 ® X, km)

est nul sauf si: Vi € [LLk(P), ; cp1 1y aiwotbat = Pi

Soit maintenant f e [1, k( p)][i” (i.e., soit un morphisme d’ensembles f
de [1,1] dans [1,k(p)]). On notera f;! la suite ordonnée (strictement
croissante) associée i I'ensemble f~!({i}). On dira enfin que f est un
i, p-morphisme et on notera f € p* si:

ViE[l,k(p)], P = Z M.
(=i
Avec ces notations et compte-tenu des calculs précédents, on a finale-
ment la proposition 1V,1.

ProrosiTion IV,1. Soit x =x,+ *+* ' x, un mondme de Lie de type u
ot u = n, k(u) = 1. Soit p = n. Alors:

B(x) = E xpe o agy

fep*
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V. QUELQUES OPERATEURS REMARQUABLES

Si u est une suite de composition, on posera:

M gD g ... )
AV =4V ® - @AY .
Notons sym la projection canonique de T(AY) sur Sym(AV) [Bo). Si A
est un partage, posons enfin: Sym*(AM) := sym(A).
On remarquera qu’on a, par définition de Sym(AV), l'identité:

Vu €A, pEs(A): sym(AY) = sym(AD).

Par ailleurs, on a aussi: Sym(A") = &, _, &, , Sym*(4AD).

Notons A* I'image de Sym*(A") par le morphisme ITg—voir I11,5.
Comme Sym*(A™M) c Sym,,(A™"), c’est une conséquence de 11,5, que
A C AN,

Comme I est un isomorphisme, on a en outre:

A= @ D 4.

neN Arn

Nous allons nous attacher dans ce paragraphe a montrer que la projec-
tion sur A* selon @, A® est un élément de 3 et définir et étudier au
passage diverses familles d’éléments remarquables de 34.

Si u est une suite de composition de n, définissons tout d’abord
élément I, de 4 par:

1
I,==e, * - xe, .
" ) Hi(p)

Ordonnons alors les opérateurs de descente et les opérateurs I, de la
maniére suivante:

* si s(u) <s(v),onpose B, <B, et I, <1,
o si s(u) =s(v) et k(n) <k(v),onpose: B, <B, et I, <1,
* si s(u) = s(v) et k(p) = k(v), on pose B, < B, et I, <1, sile mot

Bi... My €St plus petit que le mot v, --- v, selon lordre lexi-
cographique (i.e., si le plus petit i tel que u; # v; est tel que: u; < v)).

Lemme V,1. Il existe une matrice T trigonale, dont les coefficients
diagonaux sont égaux a 1, a coefficients rationnels et indépendante de A
permettant de passer de la famille ordonnée (B,) a la famille ordonnée (1,)
d’éléments de 3.
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Le lemme résulte immédiatement de Ia définition des morphismes 1,.
On a en effet, d’aprés 11,5:

e] =71 + Z (_1)1(([1)-l BI’
pEn, k(p)z2 k(p)

On adonc I, = B, + B, o B’ est combinaison linéaire d’opérateurs de
descente B,, avec B, > B,. Q.E.D.

On remarquera que les coefficients de T peuvent étre calculés explicite-
ment.

CoroLLAIRE V2. La famille (1,) engendre 3.

Par définition, les B, engendrent 34, Le corollaire résulte immédiate-
ment de ce que T est inversible. .

Nous allons voir que la nouvelle famille génératrice (1,) de 34 est sous
certains rapports plus simple a manipuler que la famille (B,).

Calculons par exemple I, < [, ol u et v sont deux suites de composi-
tion telles que A(n) = A(v). Posons & := k(u), on a alors:

Iol, = IMoel o AiKlo [Ik1o gl o AlK]
k
= IT¥o el o (IT1) %" o AlkT 6 o1 0 AIK],

olion pose: e} =e, ® -+ ® e“Lk( -
N . " ) .
Notons a la manicre de IV,1. u* I’ensemble des automorphismes de

[1, k] tels que f € p” si et seulement si: Vi € [1, k], u, = Vi)
Si g €[1, k"% on notera encore, par abus, g I'endomorphisme de
A®* défini par:
(X, ®  +  ®xy) =X 13y ® 0 ® X1y
Comme le coproduit est cocommutatif, on vérifie d’abord que:
VgEl,L", e‘l"oA[k]=goell,oA[k]_

Comme, par ailleurs:

k
elo(n[kl)a oA[(I;(])oeloA[k]= Y foeloAlkl

few”

(le calcul est le méme que celui de la preuve de 1V,1.), on a:

®k v
el o (1) o Alkl o ol o AIK) = |7el, o AIK)
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et, pour finir:
Iol, = M8 [|pflel o %] = |2l

En fait, {u”] ne dépend que de A = A(u) = A(¥). Plus précisément, si
Abn et 1—)\1— = A, 2=A, 0= 0 = A L,..,n=
= Aj 4 . +i,p alors l,u”f = - i,l. On notera ce

-
nombre o()\)
ProrosiTioN V,3. Soient u et v deux suites de composition telles que

k(u) = k(v). Alors, on a:
Iol,=a(A) 1, siA=A(p) =Av)

I,-1,=0 sinon.

Nous laissons la seconde identité en exercice
ProrosiTION V,4. Soit A un partage. La projection sur A* selon la
direction © 2" est donnée par I'élément E, de 34 défini par:

1
E =——y ¥ L.
g k()‘)! pEs(A), pEA *

D’aprés 111,5., le morphisme:

k(A)
(e")® 1
| LLCY) I — Y 1,

IJ(A) ° H[k(A)] o
k(a)! k(M) g sn), k(8) =k

= )3 E,,

pns(A), k(u)=k(A)

est l'opérateur de projection sur le sous-espace vectoriel A4, N A*™ de

A selon la direction
D A, N AD,

i#s(A)ou j=k(A)

<5) A",

D’apres II1,5. encore,
A (A) N A*OD =
phs(A), k(p)=k(A)

A* c AK*OD et
Vérifier que E, est A valeurs dans 4® ne présente pas de difficulté
?

.. ; N
Reste a vérifier que, si B + s(A), k(B) = k(A) et B # A, alors la restriction
de E, & A" est nulle—mieux encore, il suffit de vérifier que la restriction
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de I, 3 A* est nulle pour tout u k= s(A), k(u) = k(A), & & A. La proposi-
tion résultera alors de ce que les sous-espaces vectoriels 47 sont en
somme directe.

1l suffit finalement de montrer que 'expression:

f}'["joeioA[“IOH[*](x, ® - ®x),

ot k = k(A) = k(p), et ol x, € AP avec a &= s(A), a € A, est nulle si
1 & A, Ce type de calcul nous est dcsormans familier (¢’est a quelques
détails pres le méme que celui de la proposition IV.1 par exemple). Nous
le laissons en exercice.

Signalons pour finir quelques propriétés multiplicatives des morphismes
I, et E, dans lalgébre des descentes 34, Ce sont évidemment, comme
pour la proposition V,3,, les propriétés duales de celles que A. Garsia et
C. Reutenauer ont établi au théoréme 4,2. de [GR] pour Palgébre de
Solomon.

ProrosiTioN V5. Soient u &= s(u), B+ s(8), avec k(B) = k(w).
Posons A = A(w), on a:

IoE,=38)1,
Egol, =8} o(B)E,.

La proposition V,3. résulte des calculs précédents, de la proposition
V,3. et de la définition des morphismes E,. Le seul point non immédiat
est la premiere identité, ol il faut vérifier que, si A = B:

Hy = s(2), A(p) = A} = k(D) lo(A) 7.

Signalons pour finir la parution du trés bel ouvrage de C. Reutenauer sur
’algébre de Lie libre: “Free Lie Algebras,” Clarendon Press, Oxford 1993.
On y trouvera en particulier une étude détaillée de Palgébre de Solomon,
envisagée du point de vue des bigébres tensorielles. Le lecteur est vive-
ment engagé a s’y référer.

Signalons aussi [MR] ou 'on trouvera une approche de ['algébre des
descentes hyperoctaédrale en termes de produits de convolution.
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