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We define and study the module (over rational integers) of relative norms in 
galois field extensions in a purely group theoretical manner. We can compute a 
basis of this module from the lattice of subgroups by means of the Mobius 
function. Its rank is the number of noncyclic subgroups. The module depends 
functorially on the group. The module of a factor group is naturially imbedded 
in the module of the group. We prove some other structure results of this type. 

A norm relation relates those subfields which have nonzero coefficient in this 
relation, the other fields being eliminated. 

Using deep group theoretical results by Zassenhaus and Suzuki we can give an 
explicit description of all those groups for which the trivial subgroup is eliminated 
in any norm relation. (This means for example that we know the group types of 
all those galois number fields in which norm relations do not yield an estimate 
of the divisor class group exponent by means of similar exponents of subfields.) 
The list is somewhat unexpected, it includes special linear groups of dimension 
2 over galois fields of Fermat prime characteristic and certain metacyclic groups. 

0. EINLEITUNG UND UBERBLICK 

0.1. Galoistheoretische Einfiihrung des Normrelatorenmoduls 

Ich verwende die folgenden Bezeichnungen und Festlegungen: 

Z: Ring der ganzrationalen Zahlen. 
G: endliche Gruppe; E die Gruppe mit nur einem Element. 
it = 1 G I = Ordnung von G. 
Z[G]: Gruppenring von G fiber Z. 

Jeder Untergruppe U < G ordnen wir das fogende Element &J E Z[G] zu 
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K/k: galoissche Kiirpererweiterung mit Galoisgruppe G. 

KX: Multiplikativgruppe von K. 

Lb-+L’: der durch den Fundamentalsatz der Galoistheorie gegebene 
Verbandsantiisomorphismus 

des Zwischenkorperverbands /1 mit dem Untergruppenverband r. 

d = {V; U d G, U zyklisch}; d’ = r\d. Wenn die Bezugnahme 
auf G nijtig ist, schreibe ich such d(G), etc. o = Leere Menge. 

Ferner verwende ich die tiblichen Bezeichnungen aus der Gruppentheorie 
und Algebra. Z[G] operiert galoissch auf KX; wir schreiben diese Operation 
exponentiell. 

Die Relativnormfitnktion 

ist dann gegeben durch 

x t-+ NKILx = n Xh = x4’e 
h=L’ 

(2) 

Ein Normrelator von K/k ist ein Vektor 01 = (cu,),~:, E Zr, der (fur alle 
x E KX) die folgende Gleichung erftillt: 

1 = n (NKILx)dlL’ 
LEA 

(3) 

Die Menge aller Normrelatoren von K/k bilden einen Z-Modul, den 
Normrelatorenmodul von K/k. 

Der Annulator von KX (als Z[G]-Modul) ist das folgende zweiseitige 
Ideal von Z[G] 

Ann KX = {u E Z[G]; x” = 1 fur alle x E KX}. 

Gleichung (3) ist genau dann richtig, wenn in Z[G] die Kongruenz 

0 = C oru_UmodAnnKX 
UEr 

(4 

erftillt ist. (Diese Betrachung gilt such ftir andere Z[G]-Moduln als 0.) 
Der Satz von Artin [2, Theorem 51 tiber die multiplikative Unab- 

hangigkeit von Automorphismen sagt genau aus, da13 ftir KSrper mit 
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unendlich vielen Elementen Ann KX = 0 ist. (Endliche K&per sind fur 
die zu entwickelnde Theorie wegen der zyklischen Galoisgruppen sowieso 
uninteressant.) 

In Korpern mit unendlich vielen Elementen sind also samtliche Norm- 
relatoren a = (au) gegeben als die ganzzahligen Losungen der Gleichungen 
in Z[G] 

(5) 

U(G) = {a = (IX”); olu E Z, o( erfiillt (5)) hei& Normrelutorenmodul von G. 
Seiner Untersuchung dient diese Arbeit. 

Im Abschnitt 1 interessieren wir uns fur die Abhangigkeit von U(G) 
von G. Die algebraische Struktur wird durch den Basissatz (Satz 1) 
vijllig aufgeklart: U(G) ist ein freier Z-Modul, dessen Rang gleich der 
Anzahl der nichtzyklischen Untergruppen von G ist; es wird sogar eine 
explizite Formel zur Berechnung einer Basis aus dem Untergruppenverband 
angegeben. 

U erweist sich als kovarianter Funktor (Satz 2). Der Norm- 
schachtelungssatz hat seine Entsprechung in einer natiirlichen Einbettung 
des Normrelatorenmoduls der Faktorgruppen (U verhalt sich also kontra- 
variant funktoriell auf den Gruppen mit surjektiven Homomorphismen) 
(Satz 4). Der Aufbau des Moduls bei Gruppenerweiterungen aus den 
Faktoren hangt im allgemeinen untibersichtlich von der speziellen 
Erweiterung ab. Eine brauchbare Aussage ist aber im Falle eines direkten 
Produkts bei teilerfremden Ordnungen der Faktoren miiglich (Satz 3). 

Im Brennpunkt des Interesses stehen aber in dieser Arbeit spezifische 
Fragen im Hinblick auf galoistheoretische Anwendungen. Obwohl 
spater von diesen Anwendungen nicht weiter geredet wird, bilden sie 
doch die Richtschnur der Untersuchung. 

0.2. Bemerkungen zur zahlentheoretischen Anwendung 

G operiert, such abgesehen vom KX, auf geeigneten, den KSrpem 
funktoriell zugeordneten Gruppen. 1st K ein algebraischer Zahlkorper, 
so gilt dies z. B. fur 

DK : Divisorengruppe von K, HK : Gruppe der Hauptdivisoren von K, 
C, : Divisorenklassengruppe von K, JK : Idelgruppe von K, etc. 

Den Zahlentheoretiker interessiert die endliche Gruppe CK besonders; 
wir wollen sie etwas nilher ins Auge fassen (und tiberlassen es dem Leser, 
entsprechende Anwendungsmoglichkeiten auf die anderen Gruppen oder 
gar einen abstrakten Rahmen mit G-Moduln zu entwerfen). 
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Fur LY E U(G) und x E C, gewinnen wir aus (3) 

x-~E = (6) 
L#K 

Es ist aber NK,,+ = ~5’ Element des nattirlichen homomorphen Bildes 
der Divisorenklassengruppe von L in CK . (Man faBt wie tiblich NK,LDK 
und NKILHK als Untergruppen von DL und HL auf.) Auf diese Weise 
bedeutet (6), grob gesprochen, eine Beschrankung von CK durch die CL . 
Fur die Exponenten e, der Divisorenklassengruppen CL folgt direkt 
aus (6) 

LEMMA 1. Ist 01 E U(G), so ist eK ein Teiler von 

aE - kgV{e, ; k < L < K, ~8 # O}. 

(kgV bedeutet: kleinstes gemeinsames Vielfaches.) 
Dies legt folgende Begriffserkl~rungen und Fragestellungen nahe: 

In 01 E U(G) nennen wir diejenigen U E I’ eliminiert, fiir die 01” = 0 ist. 
Eine Menge M von Untergruppen heiSt nichttrivial eliminierbar, wenn 
es ein a! E U(G) mit q, = 0 fur all UE M, aber aE # 0 gibt. aE fungiert 
als wichtige AbschBtzkonstante, tiber deren Natur man miiglichst vie1 
wissen miichte. Galoistheoretisch ist also besonders das Eliminations- 
problem fur U(G) von Belang: Welche Untergruppenmengen von G sind 
nichttrivial eliminierbar ? Welches sind dabei jeweils die bestmijglichen 
“Abschbtzkonstanten” aE? Fur welche Gruppen gibt es keine nichttrivial 
eliminierbaren Untergruppenmengen ? 

Rechnerischer Behandlung zuganglich gemacht wird das Problem durch 
Einfiihrung des einer Untergruppenmenge M zugeordneten Eliminativ- 
moduls E(M): 

E(M) := (a E U(G); olu = 0 fur alle U E M}. 

In 2.1 wird ein Verfahren angegeben, wie bei gegebener Gruppe G und 
Menge A4 eine Basis von E(M) ausgerechnet werden kann. Dies erlaubt 
eine vollstandige Behandlung des Eliminationsproblems bei vorgegebener 
Gruppe mit angemessenem Rechenaufwand. In 3.2 werden, gesttitzt 
aufdie in 1 und 2 entwickelte Theorie und tiefliegende gruppentheoretische 
Arbeiten von M. Suzuki und H. Zassenhaus, samtliche Gruppen ohne 
nichttrivial eliminierbare Untergruppenmengen explizit aufgestellt (Satz 5). 
Ein kurioses Faktum ist dabei das Auftreten von speziellen linearen 
Gruppen SL(2, p) zu Fermatprimzahlen (d.h. solchen der Form 
p = 2” + 1) im nichtautliisbaren Fall. 
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Vielleicht wirkt zum AbschluB der zahlentheoretischen Bemerkungen 
das einfachste nichttriviale Beispiel illustrativ: Sei k der K&-per der 
rationalen Zahlen, K/k habe die alternierende Gruppe G = A, der geraden 
Permutationen von 4 Elementen zur Galoisgruppe. Der Untergruppen- 
verband hat folgende Gestalt: V ist ein nichtzyklischer Normalteiler der 
Ordnung 4, dessen 3 Untergruppen der Ordnung 2 (sie sind in G konjugiert) 
BI , B, , B3 seien. Weiter enthalt A, noch 4 konjugierte zyklische Unter- 
gruppen C, ,..., C, der Ordnung 3. (Seihe Fig. 1.) U(G) hat nach Satz 1 
den Rang 2; die Basismatrix ist 

FIGURE 1 

G V BI Bz B, C, C, C, C, E 

yG 1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 6 

y” 0 1 -1 -1 -1 0 0 0 0 2 

Es gibt genau 3 maximale nichttrivial eliminierbare Mengen, namlich 

Ml = {G, Cl ,..., Cd, EW,) = Z * Y”, Abschatzkonstante: 2, 

M? = {VA E(M,) = Z . yG, Abschatzkonstante: 6, 

MS = U4 , B, , &I, E(M,) = Z(yG - y”), Abschgtzkonstante: 4. 

Galoistheoretisch ist dabei &I3 am interessantesten, da die “grol3en” zu 
B, , B, , B3 gehijrigen Kijrper eliminiert sind. Beachtet man noch, da13 
konjugierte Korper isomorphe Klassengruppen haben, so findet man. 

Bezeichnet eH den Exponenten der Divisorenklassengruppe des galois- 
theoretisch zu H gehiirigen Kiirpers, so ist im vorliegenden Beispiel ee 
(der Exponent zu K) ein Teiler von 4 * kgV{e,, , eV>. 

Sollten dariiber hinaus die Klassenzahlen der K&per zu C, und V beide 1 
sein, so ist die Klassengruppe von K eine 2-Gruppe mit hiichstens Exponent 4. 

Aus den Klassengruppenexponenten von zwei Kiirpern der Grade 3 
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und 4 ergibt sich demnach eine Abschatzung fiir den Klassengruppen- 
exponenten eines Kiirpers 12. Grades. 

&nliche, im Rahmen dieser U(G) Methode vollstiindige Resultate 
lassen sich fur jede konkret gegebene endliche Galoisgruppe gewinnen, 
wobei die Rechnung ohne weiteres einem Automaten zugewiesen werden 
konnte. Da tiber Klassengruppen nichtabelscher K&per kaum gute 
Abschatzungen nach oben bekannt sind, mag diese Methode such fur 
praktische Rechnungen in Zahlkbrpern von Nutzen sein. 

0.3. Eine geschichtliche Bemerkung 

Ihrer Motivierung nach stellt die Arbeit einen Versuch dar, AufschluD 
zu suchen, wie die Galoisgruppenstruktur die Freiheit gewisser (vorzugs- 
weise zahlentheoretischer) “Invarianten” in samtliche Zwischenkbrpern 
einschriinkt. In dieser Hinsicht ist sie in einer Linie zu sehen mit Artins 
Arbeiten iiber Relationen von [-Funktionen. (Artin [I], siehe such 
R. Brauer [4]). Im Gegensatz zu den Artinschen liegen die hier 
betrachteten Relationen auf der Hand; dafiir interessiert uns deren 
spezifisch galoistheoretische Struktur in Abhangigkeit von der Gruppen- 
struktur. Hierbei treten andersartige Fragen in den Vordergrund. 
Ich glaube, dal3 die vorliegende Arbeit die Fragen soweit aufschlieBt, 
dal3 man einen gewissen Eindruck bekommt, was und was nicht auf 
dem hier eingeschlagenen Wege erzielt werden kann. 

Ich danke Herrn Professor Leopoldt fur sein fijrderndes Interesse an 
dieser Arbeit; ihm verdanke ich die Anregung, Normrelationen syste- 
matisch zu untersuchen. 

1. DER NORMRELATORJBMODUL U(G) 

Die in 0.1 eingeftirten Begriffe und Bezeichnungen werden in der 
ganzen Arbeit weiterverwendet. 

1.1. Der Basissatz 

SATZ 1. ~1 sei die MCbiussche zahlentheoretische Funktion &(I) = 1, 
APl -*- p7) = (-l)‘, fairs die Primzahlen p1 ,...,pT alle verschieden, sonst 
t4Pl *-a pT) = 0). Dann bilden die Vektoren 

Y=9 H G G, H nicht zyklisch, 

eine Basis des freien Z-Moduls U(G), wenn die Komponenten y/ von v 
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wie folgt erkliirt werden: 

1 

1 fiir U = H, 

y”H= - c p(V: U) jlir U # H. (7) 
H,‘,,” 

Vzyklisch 

(Die Summe ist leer, wenn U 4 H ist, oder wenn U nichtzykiisch ist. Ihr 
Wert ist a&n 0. Das System der F ist genau alann leer, wenn G zyklisch ist. 
Genau dann ist U(G) = 0.) Jedes 01 = (cY”) E U(G) schreibt sich in ein- 
deutiger Basisdarstellung als 

LX= c a.zg. 
H<G 

H nicht- 
syklisck 

(8) 

Beweis. Durch Zufiigen von 0-Komponenten kann man in natiirlicher 
Weise U(H) fur eine Untergruppe H < G als Teilmodul von U(G) 
auffassen. Demnach teicht der Beweis von yc E U(G) such fur yH E U(G) 
hin. 

Daze zeigen wir zunachst, da13 die in (7) erklarten yzG fur 2 EL der 
rekursiven Bestimmungsgleichung 

Q = -1 - 
zz YyG 

(9) 
YEA 

geniigen. 1st Z maximal in d (der Menge der zyklischen Untergruppen), 
so ist (9) evident G(l) = 1, leere Summe). 1st X, Z E d und durchhiuft Y 
die Untergruppen X 2 Y > Z, so durchlauft (X: Y) genau alle Teiler 
von I X I, die Vielfache von 1 Z 1 sind. Daher ist bekanntlich (Summen- 
formel fiir j4): 

C p(X: Y) = 0, 

x&s 

falls X # Z. 

Damit und mit einer Induktionshypothese berechnet man (zu summieren 
ist i.iber X, YE d unter den angegebenen Einschrdnkungen, Z fest) 

-1- 2 yro= --1+ c Cp(X:Y) 
Y>Z Y>Z X>Y 

=--I+ 1 p(x:Y)- c p(x:Y) 
xar>z y-y 

= -l- 2 /J(x:Z)=yzG. 
x>z 
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Das beweist (9). Mit Hilfe von (9) prtift man leicht, daD yG E U(G) ist, 
wenn man folgendes bemerkt: 

LEMMA 2. /I E Zr ist genau dann in U(G), wenn ftir alle Z E A gilt: 

(10) 

(1st namlich Z erzeugt von g E G, dann stimmt die linke Seite von (10) 
tiberein mit dem Koetiienten von g in Crrtc &_V.) 

Nachdem wir yH E U(G) bewiesen haben, und die Freiheit der y tiber 
Z trivial ist, reicht der Beweis von (8) zum Nachweis der Basiseigenschaft. 

Wir sahen r” E U(G), also fur 01 = (au) E U(G) such 

und es ist pH = 0 fur alle HE A’ (die nichtzyklischen Untergruppen). 
Es bleibt also zu zeigen, dal3 fur so ein fl notwendig /? = 0 ist, d.h. such 
fur die zyklischen Z pz = 0 wird. Dies folgt rekursiv aus (10): 1st Z 
maximal in A, so bleibt in (10) nur pz = 0 stehen. Nach Entfernung dieser 
maximalen aus A bleibt fiir die im Rest maximalen Gruppen wiederum 
jeweils nur ein Glied links stehen, das damit notwendig verschwindet. 
Diesen Prozess kann man fortsetzen bis ganz A erschopft ist. Die Uber- 
legung zeigt such, dal3 fur zyklische G U(G) = 0 ist. Das beendet den 
Beweis. 

1.2. U(G) als Funktion von G 

Wir betrachten nun U(G) in Abhangigkeit von G. Man kann aus zwei 
geeigneten zyklischen Gruppen ein semidirektes Produkt mit nicht- 
zyklischen Untergruppen beliebig grol3er Anzahl aufbauen. Demnach 
hdngt U(G) nicht nur von den Moduln der Gruppen einer Kompositions- 
reihe von G, sondern such sehr untibersichtlich von der speziellen 
Erweiterung ab. Bei homomorpher Vergroberung jedoch verhiilt sich U 
verntinftig. 

SATZ 2. U ist ein kovarianter Funktor von der Kategorie der endlichen 
Gruppen in die Kategorie der endlich erzeugbaren Z-Moduln, wenn fiir 
zwei Gruppen G, G’ und C# E Hom(G, G’) 

U& U(G) + U(G’) 

wie folgt erkliirt wird: 
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Fiir 01 E U(G) und U’ < G’ sei 
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(11) 

Speziell ist fiir yH aus (7) 

U+(y”) = ) Kern I#I IT H I - yQH, (12) 

worin fiir zyklische 4H yQH = 0 zu setzen ist. 

Beweis. C/I hat eine wohlbestimmte, mit den Einbettunger der Gruppen 
in ihre Gruppenringe vertragliche Z-lineare Fortsetzung zu einem Homo- 
morphismus 4: Z[G] -+ Z[G’] der Gruppenringe. 

Anwendung von 4 auf die Gleichung (5) aus 0.1 ergibt 

0 = B(O) = 4 c WJU = 1 wm). 
( 1 U<G U<G 

Wir berechnen $(_V) = CAEU 4(h). 
Hierin ist 4(h) = $(h’), g enau wenn h-lh’ E Kern (b n U. Daher ist 

q(V) = I Kern + n U ( 4U 

Fassen wir die U’s, die ein und dasselbe Bild U’ = @J haben, zusammen, 
so finden wir 

= tx 
au 1 Kern 4 n U 1 g = 0. 

U'<G' U<G 1 
U'=dU 

Dies zeigt nach Lemma 2 UI#J(CL) E U(G’). Da13 UI$ Z-linear ist, bestatigt 
man durch elementare Rechnung. 

Nunmehr kommen wir zur eigentlichen Funktoreigenschaft U$o U$ = 
U(# 0 4). (0 bedeutet Komposition von Abbildungen durch Hinter- 
einanderschalten, und Z/J sei ein weiterer Gruppenhomomorphismus 
G’ -+ G”.) 

Wir beweisen also fur alle U” < G” und alle 01 E U(G) 

Nach Definition gilt: 

OJ(#o #)(4>~- = c WI Un Kern #d I 
U<G 

U'=(Lw) u 
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und 

~11~1 UnKern+I 1 U’nKern#I 

= c olLIl UnKern+II $UnKern#I 
U<G .w=(~~b) u 

denn U H (#U, U) bezieht die Summationsmengen der letzten und 
vorletzten Zeile bijektiv aufeinander. 

Der Beweis ist damit reduziert auf den elementarengruppentheoretischen 
Hilfssatz, den ich als bekannt annehme: Sind 4: G -+ G’ und $11 G’ -+ G” 
Gruppenhomomorphismen und ist U < G, so gilt: 

I UnKernq5I *I@YnKern#I = 1 UnKern$o4/. 

Zum Beweis von (12) beachte man schlieNich, dab es ausreicht, 
@J$(Y%~ = I Kern 4 n H I yur dH fur nichtzyklische U’ nachzuweisen 
und dal3 man sich infolge der Inklusion H < G sogar auf G = iY 
beschrgnken kann. 

U ist offensichtlich nicht exakt, es gilt aber: 1st r$ momomorph, so ist 
Uq4 momomorph. 1st $ epimorph, so ist zwar UC$ im allgemeinen nicht 
epimorph, aber Uq3(U(G)) hat endlichen Index in U($G). 

Aus (11) entnimmt man: 1st Kern I# eine p-Gruppe, so ist (U+(OI))~ = 
olE modp. Das ergibt zusammen mit (12): Hat G eine nichttrivialep-Gruppe 
als Normalteiler, dann ist p ein Teiler von yEG. 

SATZ 3. Eine endh’che Gruppe G sei das direkte Produkt ihrer Unter- 
gruppen H und K. Der gr@te gemeinsame Teiler der Ordnungen I H I und 
I K I sei 1; H oder K sei nicht zyklisch. Fiir zyklische Untergruppen Z von G 
setze man 

yrz:= - c p(x:T)= -’ z= T 
Z&T 

0 sonst 

(beachte: yz $ U(G)). Ist dann U eine zyklische Untergruppe, V eine 
nichtzyklische Untergruppe von G, so gilt: 

Beweis. U w (H n U, K n U) vermittelt wegen U = (H n U) x (K n U) 
(dies ware ohne die Teilbarkeitsvoraussetzung nicht richtig) eine bijektive 
Abbildung von der Menge aller Untergruppen von G auf das kartesische 
Produkt der entsprechenden Mengen von H und K, webei U genau dann 



NORMRELATIONEN 59 

zyklisch ist, wenn H n U und K n U beide zyklisch sind. Fiir nicht- 
zyklische V k&men wir ohne Einschrankung V = G, also H n V = H, 
K n V = K und H nichtzyklisch annehmen und haben dann zu beweisen: 

-y”G zzz 
YiL . &-a. 

Fur U E d(G) erhiilt man, das zu Anfang des Beweises Gesagte und die 
schwache Multiplikativitat von p ausntitzend, wegen 

Z/Ue(ZnH)/(UnH) x (ZnK)/(UnK) 

nach kurzer Rechnung die Behauptung. 

Zur Motivierung des folgenden Satzes betrachten wir (3) in der Einleituog. 
Sei zusatzlich M ein Erweiterungskiirper von K, der tiber k galoissch 
ist, mit Galoisgruppe e, N die Fixgruppe von K, die Galoisgruppe G 
von K/k ist dann isomorph zu c/m. Zu den Zwischenkorpem L von K/k 
gehiiren in G galoistheoretisch diejenigen Untergruppen, die m enthalten. 
Wenden wir die Normschachtelungsformel 

auf (3) mit x = NMIK( JJ) an, so sehen wir ftir alle y E MX 

1 = j-J WM,L(Y))aL (14) 
LEA 

wobei L + L’ die Galoiszuordnung der Zwischenkijrper von K/k zu den 
Untergruppen von G angibt. Deutet man dies durch Zuftigen vom 
0-Exponenten in c?, so liegt folgender Satz nahe: 

SATZ 4. Sei N ein Normalteiler der endlichen Gruppe e und $ der 
kanonische Epimorphismus 

c/:&d/~=:G. 

Dann dejniert die folgende Gleichung (15), angewendet auf alle cy E U(G) 
eine natiirliche Einbettung 

L: U(G) -+ U(G) 

fails i7 3 iV 
sonst. 

(1% 

Beweis. Wir haben nur LCX E U(G) nachzuweisen; daB dann (15) ein 
Z-Modul-Monomorphismus ist, ist klar. 
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Wir stellen G als Galoisgruppe einer Korpererweiterung M/k (etwa 
durch Permutation von Unbestimmten) dar. Bezeichne K den Fixkorper 
von fl, G seine Galoisgruppe tiber k. Ausgehend von 01 E U(G) erhalten 
wir aus (3) wie oben die generelle Normrelation (14). Wegen Ann MX = 0 
(siehe 0.1) zeigt dies, daD ~cll E U(G) ist. 

L aus Satz 4 und Uq5 aus Satz 2 komponieren sich wie folgt: 

U~(L(OI)) = 1 Kern r$ 1 * a. 

2. ELIMINATION VON UNTERGRUPPEN 

2.1. Rechnerische Bestimmung einer Basis des Eliminativmoduls E(M) 

Offensichtlich ist der Z-Modul aller ganzzahligen Liisungsvektoren 

des linear-homogen-diophantischen Gleichungssystems 

c @gyp = 0 , VEM, (16) 
HEA’ 

VWIIIiige (q) t+ && olHyH isomorph zu E(M). 
Es ist wohlbekannt, wie Gleichung (16) durch Verfahren der linearen 

Algebra aufgelost werden kann. Speziell gilt 

LEMMA 3. Ist B die Matrix der y $ in (16), so gilt fi& die Riinge 

rg E(M) = rg U(G) - rg B. 

Ein Programm, das aus dem Untergruppenverband eine Liste maximaler 
nichttrivial eliminierbarer Mengen nebst Basen der Eliminativmoduln 
berechnet, ist im Rahmen einer Karslruher Diplomarbeit von W. Happle 
geschrieben worden. 

2.2. Abschtitzkonstanten 

Fiir eine feste Untergruppe U von G ist {p, ; B E E(M)} ein Ideal von Z; 
daher ist jedes vorkommende /3u Vielfaches des kleinsten positiven 
darunter; dieses wird mit k,(M) bezeichnet. k,(M) kann als der griil3te 
gemeinsame Teiler aller 01~~ gefunden werden, wenn {a* ; h = l,...,f} eine 
Basis von E(M) ist. 

Nach 0.2 verdienen die Zahlen k,(M) besonderes Interesse. 



NORMRELATIONEN 61 

2.3. Eine Bedingungftir yEG = 0 

LEMMA 4. D sei der Durchschnitt der maximalen unter den zyklischen 
Untergruppen quadratfreier Ordnung von G. Ist dann D # E, so gilt 

y# = 0 (yEG aus Satz 1). 

Beweis. Ausgehend von B, , der Menge der maximalen unter den 
zyklischen Untergruppen quadratfreier Ordnung, sei Bi die Menge der 
Durchschnitte von je i verschiedenen Untergruppen aus B, ; fur zu grol3e i 
sei & leer. Wir erklaren f und Bi durch 

f := minji; Bi = {D}}, 

Bi = B, u Bj, 
\ j>i 

Es ist dann B, = B, . Fur Z E LP (Menge der zyklischen Untergruppen 
quadratfreier Ordnung) sei die “Tiefe” t(Z) das kleinste i, derart dal3 fur 
wenigstens ein NE BiZ < N ist. Eigenschaften der Funktion t(Z): 

(a) t: LIE -+ (1, 2,...,f} 

(b) Aus Z < Z’ folgt t(Z) 3 t(Z’). 

(c) 1st NE Bi , so ist t(N) = i. 

(d) IstZ<MnN,MEBi,NEBk,i<kundM<N,sofolgt 
t(Z) > k. 

(e) Zu jedem Z mit t(Z) = i gibt es ein und nur ein M = M(Z) E Bi 
mit 2 < M. 

(a) und (b) sind klar. In (c) fiihrt die Hypothese t(N) = k > i wie folgt 
auf einen Widerspruch: Fiir geeignete verschiedene N1 ,..., N* E B, ist 
dannN< N,n 0.. n Nk notwendig echt, da Bi r\ Bk leer ist. Andererseits 
ist N = N,’ n a-* n Ni’ fiir geeignete N,‘,..., Ni’ E B1 . In der Darstellung 
N= N,n .a. n Nk n N,’ n -.. n Ni’ lasse man diejenigen N,’ weg, die 
unter den N1 ,..., Nk schon vorkommen; mindestens eines wird dann nicht 
weggelassen. Dies zeigt N E B, fi.ir s > i , was mit NE B, unvereinbar ist. 

In (d) geniigt wegen (b) der Beweis von t(M n N) > k. Aus M > N 
folgt M n NE B, ftir ein s > k, also nach (c) t(M n N) = s > k. 
Haben schlieBlich die Gruppen M und M’ die Eigenschaften, die in (e) 
fiir M vorausgesetzt wurden, so ergabe M # M’ nach (b) und (d) den 
Widerspruch t(Z) > t(M n M’) > i. 

Nunmehr beweist man Satz 7 durch eine rekursive Rechnung. 
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Man bildet mit Unbestimmten X, (FE dE), fur 1 < h <f: 

s1= c 1 xv, 
M=Bl V<M 

&+1 = SA - c WK 8 - 1) c xv; 

M-A+, VW 

die Koefhzienten d(M, h) in So, sind wie folgt aus s,, zu bestimmen: 

s, = c d(V, A) xv . 
VEAE 

Kernbehauptung. 1st t(V) < X < f, so ist d( V, h) = 1. Fiir A = 1 ist 
dies klar nach (e). Fi.ir 1 < A < f sei die Kernbehauptung erwiesen. 
Falls t(V) ,< h, so it fur alle ME B,,, nach (b) und (c) V 4 M, daher 
1 = d(V, h) = d(V, h + 1). Fur den Fall t(V) = A + 1 (Induktions- 
schritt) brauchen wir die Aussage: Aus t(V) = h + 1 folgt fur das 
M = M(V) E BAfl aus (e) d( V, h) = d(M, A). Hierzu zeigt man fur i mit 
1 <i <h und M’EBi, da13 die Eigenschaft V<M’ mit M< M 
gleichbedeutend ist. Ware ngmlich V < M’, aber M $ M’, so erggbe 
sich nach (d) h + 1 = t(V) 3 t(M n M’) > t(M) = h + 1. 

Der Induktionsschritt wird nunmehr klar vermijge der Definition von 
s~+~ und d(V, h + 1). 

d( V, A + 1) = d(V, A) - (d(M, A) - 1) = 1. 

Als Ziel dieser Erorterung gewinnt man aus der Kernbehauptung nach (a): 

sr = pv. 

Es enstehe nun s,,’ aus s, durch Einsetzen von p( V: E) fiir X, & ist die 
Mdbiusfunktion). Aus unserer letzten Gleichung ersieht man yEG k -s, . 
(Da sich die d(M, A) fiir h = 1,2,... der Reihe nach direkt berechnen 
lassen, ist damit such im Falle D = E eine andersartige Berechnungs- 
miiglichkeit fur yEG aufgefunden, die z.B. zeigt, daD yEG nur von derjenigen 
Untergruppe von G abhangt, . die durch alle Elemente von Primzahl- 
ordnung erzeugt wird.) 

1st nun sogar D # E, so ist fiir A E {l,...,f> E# B,+ ; ftir ME BA ist 
daher CvcM p( V: E) = 0, es werden der Reihe nach 

s,’ = 0, s,’ = 0 ,..., s,’ = 0 = 3/BG, 

Bemerkung. Das Verfahren dieses Beweises ftihrt ohne weitere 
bdererung zur Berechnung von yrrG (U zyklisch), wenn man E durch U 
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ersetzt, statt dE die Menge d” derjenigen zyklischen Untergruppen von G 
nimmt, in denen U quadratfreien Index hat und D den Durchschnitt 
der maximalen Elemente von flu bedeutet. Insbcsondere ist im Falle von 
D # U dann yvG = 0. 

3. DIE GRUPPEN OHNE NICHTTRIVIALE ELIMINATION 

In diesem Abschnitt werden alle Gruppen bestimmt, in denen alle 
Abschatzkonstanten 0~~ verschwinden. Hierzu ist hinreichend und not- 
wendig rEH = 0 fiir alle HE d’, d.h. kE( m) = 0. Fur kE( 0) schreibe ich 
such k(G): Das ist die bestmiigliche Abschatzkonstante durch irgendwelche 
Untergruppen. 

3.1. Vorbereitungen 

1st G eine p-Gruppe ( p Primzahl), G # E und a die Anzahl der Unter- 
gruppen der Ordnung p. Dann ist nach Satz 1 yEG = a - 1. Daher ist 
fur kE( @a) = 0 notwendig und hinreichend, daD G genau eine Untergruppe 
der Ordnung p enthalt, d.h. daB G zyklisch oder (ein nur im Falle p = 2 
auftretender Sonderfall) eine verallgemeinerte Quaternionengruppe ist 
(siehe etwa Zassenhaus [9]). Diese Gruppen nenne ich im folgenden 
“fastzyklische p-Gruppen.” 

Wir formulieren nun die Bedingung D # E aus Lemma 4 urn. 

LEMMA 5. “D # E” ist gleichbedeutend mit der Aussage: “eine 
p-Sylowgruppe S von G ist fastzyklisch und der Durchschnitt ihrer 
Konjugierten ist nichttrivial. Ist Z die zyklische Untergruppe von S der 
Ordnung p, so enthiilt der Zentralisator von Z in G alle weiteren Elemente 
von Primzahlordnung in G.” 

Beweis. 1st D # E und Z eine Untergruppe der Ordnung p von D, 
so ist nach Definition von D Z die einzige Untergruppe der Ordnung p 
von G (ansonsten g&e es eine maximale zyklische Untergruppe quadrat- 
freier Ordnung, die eine andere derartige Gruppe, also Z, nicht enthielte). 
Hieraus folgen die Aussagen tiber S, eine Z enthaltende p-Sylowgruppe 
von G. Wiirde nun eine Untergruppe U von Primzahlordnung durch 2 
nicht zentralisiert, so ware wiederum Z in den maximalen zyklischen 
Untergruppen quadratfreier Ordnung, die U enthalten, nicht enthalten. 

Umgekehrt sei Z die Untergruppe der Ordnung p von S. Z ist die 
einzige Untergruppe der Ordnung p in G, und nach der Voraussetzung 
ist Z f D klar. 

Als Erganzung zu Lemma 4 kiinnen wir beweisen (ohne es spater zu 
brauchen) 
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LEMMA 6. Fiir eine nilpotente Gruppe G ist yEc = 0 und D # E 
gleichbedeutend. 

Beweis. Wegen Lemma 4 haben wir nur zu zeigen, da13 aus yEc = 0 
D # E folgt. Eine nilpotente Gruppe ist das direkte Produkt ihrer 
Sylowgruppen. Nach Satz 3 ist yEG bis auf das Vorzeichen das Produkt 
der yES fur die Sylowgruppen S von G. Demnach verschwindet mindestens 
ein $, S ist fastzyklisch. Da die anderen Sylowgruppen im Zentralisator 
von S liegen, folgt nach Lemma 5 D # E. Der bequemen Handhabung 
halber formuliere ich noch eine Spezialisierung von Lemma 5. 

LEMMA 7. G enthalte genau eine Untergruppe Z der Ordnung 2. Dann 
ist k(G) = 0 gleichbedeutend mit yEf1 = 0 fiir alle Untergruppen H 
ungerader Ordnung in A. 

Beweis. Enthalt G genau eine Untergruppe der Ordnung 2, so hat 
such jede Untergruppe H gerader Ordnung diese Eigenschaft. Nach 
Lemma 5 ist fur alle diese Gruppen D # E, also nach Lemma 4 such 
yEH = 0. Dies beweist die Behauptung. 

3.2. Bestimmung der Gruppen ohne nichttriviale Elimination 

Sei G eine Gruppe mit k(G) = 0. Dies hat fur jedes H c A’ die Folge 
y/ = 0. Demnach kann in G keine nichtzyklische Untergruppe der 
Ordnungp2 enthalten sein, d.h. alle abelschen Untergruppen sind zyklisch. 
(Es ist wohlbekannt und leicht zu beweisen, dal3 die Sylowgruppen einer 
solchen Gruppe fastzyklisch sind, siehe Zassenhaus [9]. Eine Bestimmung 
aller Gruppen mit dieser Eigenschaft ist in tiefliegenden Ergebnissen von 
Zassenhaus [8] und Suzuki [7] enthalten.) 

Wir werden zur Bequemlichkeit des Lesers die relevanten Ergebnisse 
von Zassenhaus und Suzuki genau angeben und dann aus ihrer Auf- 
zahlung die Gruppen mit k(G) = 0 heraussuchen. 

Zassenhaus [8, Satz 71: Eine endliche Gruppe, deren 2Sylowgruppen 
eine zyklische Untergruppe htichstens vom Index 2 enthalt, wahrend 
die tibrigen Sylowgruppen zyklisch sind, kann in erzeugenden und 
definierenden Relationen in einer der Formen (A)-(E) angegeben werden 
([-**I bezeichnet gruppentheoretische Erzeugung). 

(A) G = [a, b] mit 

(1) a” = 1, bn = at, b&l = ar; 

(2) ggT {r - 1, m} = r, > 0, r,,t = m > 0; 

(3) ri&lmodmftirl ,(i<n,r%-lmodm; 

(4) ggT in, 0 = 1. 
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(B) G = [a, b, c] mit (A)(l)-(A)(4), dazu 

(la) WC-l = uf, cbc-l = bf; 

(5) f2 = 1 modm,f= 1 modn; 

(CX) c2 = 1 oder 

(p) n = 0 mod 2 und c2 = bro.n12. 

(C) G = [a, b, d, e] mit (A)(l)-(A)(4), dazu 

(6) n=m=lmod2; 

(7) e2 = d2 = (de)2; und 

(CL) d2 = 1 oder 

(/3) d4 = 1, ferner 

(6a) n + Omod3, m = Omod3; und 

(1 b) ada-l = e, aea-l = de, bd = db, be = eb. 

(D) Genau wie (C), aber statt (6a) nun (6b) und statt (lb) nun (1~): 

(6b) n = Omod3; 

(lc) ad = da, ae = ea, bdb-l = e, beb-l = de. 

(E) G = [a, b, c, d, e] wie in (C), zusatzlich 

(7a) c2 = d, (ce)” = 1; 

(la) cat-l = uf, cbc-l = bf; 

(5) f2= lmodm,f- lmodn; 

(5a) f -1 mod3. 

(A) umfal3t genau die (im Sinn von Zassenhaus) metazyklischen 
Gruppen, das sind die Gruppen, bei denen Kommutator- und Faktor- 
kommutatorgruppe zyklisch sind. Statt [a], das Erzeugnis von 
Kommutator und Zen&urn, zu verwenden, ist es von Nutzen, bei der 
Erzeugung von der Kommutatorgruppe [g] auszugehen. Dann gewinnt 
(A) die Gestalt 

(A’) G = [g, hl 

mit gM = hN = 1, hgh-l = gR, wobei die nichtnegativen ganzen Zahlen 
M, N, R den folgenden Bedingungen geniigen miissen: 

ggT(M NCR - I)} = 1, RN = 1 mod M. 

(ggT ist der griiBte gemeinsame Teiler.) 
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M, N sind dann dem Isomorphietyp von G invariant zugeordnet, 
wahrend die Klasse R mod M von der Wahl von g, h abhangt. Invariant 
ist aber die von R in der Gruppe der primen Restklassen mod M erzeugte 
Untergruppe. 1st deren Ordnung L, und N = LS, so ist S die Ordnung 
des Zentrums. Wir zitieren weiter Suzuki [7, Theorem E]: In einer nicht 
aufliisbaren Gruppe sind genau dann alle abelschen Untergruppen 
zyklisch, wenn sie isomorph zu einer der unter (a) und (b) genannten 
Gruppe ist (SL bedeutet wie iiblich spezielle lineare Gruppe). 

(a) SL(2, p) x G, G metazyklisch, d.h. wie in (A’), dazu 

80 iI SU2, dl, I G I> = 1 

und p ungerade Primzahl. 

(b) [SL(2,p) x G, c] Erweiterung vom Grad 2 einer der in (a) 
genannten Gruppen mit zusatzlich 

c* = 1 , cgc-l = g-l, ch = hc 

und cue-1 = e(u) fur alle u E SL(2, p). 8 ist dabei der Automorphismus 
von SL(2,p), der durch Konjugation mit 

induziert wird; hierin ist w  eine Erzeugende der Multiplikativgruppe des 
KGrpers mit p Elementen. c2 ist im Zentrum von SL(2,p) und es ist 
c2 # 1. 

Es ist nun unsere Aufgabe, aus dieser Aufstellung die Gruppen mit 
k(G) = 0 auszuwahlen. Wir beginnen mit Fall (A). 

LEMMA 8. Sei G metazyklisch, erzeugt wie in (A’), und K das Produkt 
aller Primzahlen, die N teilen. Dunn ist k(G) = 0 genau dann, wenn 
S = 0 mod K ist. 

Beweis. S 9 0 mod K ist gleichbedeutend damit, dafi die maximale 
Untergruppe quadratfreier Ordnung von [h] im Zentrum von G enthalten 
ist. Daher gibt es nur eine maximale zyklische Untergruppe quadrat- 
freier Ordnung in G. Da sich diese Eigenschaft auf jede Untergruppe von 
G vererbt, folgt daraus nach Lemma 4 k(G) = 0. 

1st hingegen S f 0 mod ZC, dan gibt es eine Primzahl p mit p 1 K, 
p 7 1 S I. Es gibt dann such einen Primteiler q von M, so dab 
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nicht abelsch ist. (Man beachte, dal3 hNlp nicht im Zentrum von G ist, 
und daD L, die Ordnung von R, zu M prim ist.) H enthalt genau eine 
Untergruppe der Ordnung q und qH konjugierte Untergruppen der 
Ordnung p. Dies zeigt rEH = q # 0. (Es sei noch bemerkt, dal3 
S = 0 mod K mit RN/p = 1 mod M gleichbedeutend ist.) 

LEMMA 9. k(SL(2,p)) = 0 ist gleichbedeutend mit p = 2” + 1 fiir 
eine natiirliche Zahl x > 1; d.h. p ist Fermat-Primzahl. 

Beweis. Man bestimmt leicht yEc = 0 fur p = 3 und kann daher 
wieterhin p > 3 annehmen. Da SL(2, p) genau ein Element der Ordnung 2 
enthalt (dieses erzeugt das Zentrum 2) gilt nach Lemma 7: k(SL(2, p)) = 0 
ist gleichbedeutend mit yE H = 0 fur alle Untergruppen H ungerader 
Ordnung. Mann kann wegen 

=42, PI/Z - pw2, PI und H N HZ/Z. 

H als Untergruppe von PSL(2,p) annehmen (PSL ist die projektive spezielle 
lineare Gruppe). Gierster [5] hat alle Untergruppen von PSL(2, p) 
bestimmt. Aus seiner Arbeit entnimmt man, dal3 Untergruppen ungerader 
Ordnung durch einen inneren Automorphismus in Untergruppen der 
Gruppe U/Z tibergehen, wobei U aus allen Matrizen der Form 

a b ( ) 0 a-l a#0 

besteht. U ist metazyklisch mit M = p, N = p - 1, S = 2 als Invarianten 
und hat dasselbe Zentrum wie SL(2, p). Eine erneute Anwendung von 
Lemma 7 zeigt mm, da13 k(SL(2, p)) = 0 mit k(U) = 0 gleichbedeutend 
ist. Nach Lemma 8 gilt aber k(Cr) = 0 genau dann, wenn 2 = 0 mod K, 
also K = 2 ist. Es folgt die Behauptung. 

LEMMA 10. Von den im Zassenhausschen Satz genannten Gruppen 
haben die ,folgenden keine zyklischen oder verallgemeinerte Quaternionen- 
gruppen als 2-Sylowgruppen: ((COI), (Da), (Ea) und (Ej?). 

Beweis. Im Falle (Cal), (Dar), (Eel) bilden [d, e] Kleinsche Vierer- 
gruppen. Im Fall (E) enthalt die Untergruppe [c, d, e] der Ordnung 16 
zwei verschiedene Elemente der Ordnung 2, z.B. d2 und ce. 

LEMMA 11. Sei G eine Erweiterung einer Quatetnionengruppe mit 
einer metazyklischen Gruppe H ungerader Ordnung. Dann ist k(G) = 0 
genau dann, wenn k(H) = 0 ist. 

Beweis. Wegen Lemma 7 kommt es nur auf die Untergruppen 
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ungerader Ordnung an. Diese lassen sich aber nach Halls Satzen über 
auflosbare Gruppen (Hall [6]) durch innere Automorphismen in Unter
gruppen von H überführen. Die Behauptung ist danach evident. 

Lemma Il erledigt die PâlIe (Cf3) und (Df3). (B) enthalt Erweiterungen 
metazyklischer Gruppen mit einer zyklischen Gruppe der Ordnung 2. 
Sie werden im Lemma 12 betrachtet. 

LEMMA 12. Eine der unter (B) genannten Gruppen G mit nichtzyklischer 
2-Sylowgruppe hat genau dann k( G) = 0, wenn G eine Erzeugung 
G = [g, h, u] mit [g, h] wie in (A'), k([ g, h]) = ° und den weiteren 
definierenden Relationen hat 

ugu-1 = gf, 

wobei N == ° mod 4, f2 == 1 mod MN, Rf == R mod M ist. 

Beweis. Ist k(G) = 0, so hat unser G eine veraIlgemeinerte 
Quaternionengruppe aIs 2-Sylowgruppe. Daher ist MN == ° mod 4, 
und es muB FaU f3 vorliegen, was N == ° mod 2, also N == ° mod 4 
nach sich zieht. Das einzige Element der Ordnung 2 in G ist hN /2; es folgt 
u2 = hN/2 für ein geignetes u E [g, hl. u2 operiert durch Konjugation 
trivial auf [g, hl, daher die erste Kongruenz für 1. Rf == R mod M ist 
gleichbedeutend mit f == 1 mod n. 

Umgekehrt schlieBt man aus der angegebenen Gestalt von G, daB 
k(G) = ° ist: u2 ist das einzige Element der Ordnung 2, und man 
argumentiert wie im Beweis zu Lemma Il. 

LEMMA 13. Es ist für die in Suzukis Satz angegebenen Gruppen 
genau dann k = 0, wenn zugleich k(G) = ° für die metazyklische Un ter
gruppe G und k(SL(2, p)) = ° ist. 

Beweis. Fall (a) wird durch Satz 3 erledigt. lm Fall (b) ist c2 das 
einzige Element der Ordnung 2, wahrend Untergruppen ungerader 
Ordnung schon in G X SL(2, p) enthalten sein müssen. Dies reduziert 
nach Lemma 7 die Frage auf den FaU (a). Ausfürlich zusammengesteIIt 
erhalt man also 

SATZ 5. Eine endliche Gruppe H erfüllt genau dann k(H) = 0, wenn 
sie isomorph zu einer der unter (I)-(IV) durch Erzeugende und definierende 
Relationen angegebenen Gruppen ist: 

(I) G = [g, hl, gM = hN = 1, hgh-1 = gR, wobei die natürlichen 
Zahlen M, N, R den Nebenbedingungen ggT{M, N(R - 1)} = 1 und 
RN/K == 1 mod M genügen. (K ist das Produkt aller Primzahlen, die N 
tei/en.) 
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(II) [G, u], G wie (I), dazu N I 0 mod 4 und uz = hN/2, ugu-l = gf, 
uhu-l = hf, mit f 2 = 1 mod MN und Rf = R mod M. 

(111) [G, d, e], G wie in (I), dazu M = N = 1 mod 2, [d, e] 
Quaternionengruppe mit den iiblichen Relationen d4 = 1, d2 = (de)2 = e2, 
und entweder 

(i) N = 0 mod 3 und gd = dg, ge = eg, hdh-l = e, heh-’ = de, 
oder 

(ii) M = 0 mod 3 und gdg-l = e, geg-l = e, hd = dh, he = eh. 

(IV) G x SL(2,p), G wie in (I), p Primzahl der Form p = 2” + 1 
mit einer ganzen Zahl x 3 2, ferner ggT{NM, p( p2 - 1)) = 1. 

(V) [G x SL(2, p), c], G x SL(2, p) wie in (IV), dazu 

c2 = ( -1 0 
1 0 -1’ 

cgc-l = g-l, ch = hc, 

ct.& = 0(u) fur alle u E SL(2,p). 8 ist wie folgt erklart: Sei o eine 
Erzeugende der Multiplikativgruppe des Kiirpers mit p Elementen. Dann 
ist 8 Automorphismus von SL(2, p). der durch 

angegeben ist. 

Diese Gruppen lassen sich wie folgt charakterisieren: (I) Metazyklische 
Gruppen, in denen alle Untergruppen von Primzahlordnung normal sind. 
(II) Erweiterungen von Gruppen der Art (I) vom Grad 2 mit verall- 
gemeinerten Quaternionengruppen als 2-Sylowgruppen. (III) Erweiter- 
ungen von Quaternionengruppen mit Gruppen ungerader Ordnung 
der Art (I). Die Gruppen (I)-(III) sind aufliisbar, die Gruppen (IV) und 
(V) nicht aufliisbar. 
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