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RESUME

Nous présentons quelques propriétés structurelles des systemes linéaires modélisés
par bond graph. Apres I'établissement d'une analogie entre les digraphes et les bond
graphs, une comparaison du rang de la matrice d’état, puis de I'étude de la command-
abilité en état structurelle par les deux approches sera faite. Des méthodes de calcul
formel utilisant uniquement le modele bond graph seront proposées. Elles concernent
notamment le polynome caractéristique, les matrices de commandabilité et d'ob-
servabilitt.  © Elsevier Science Inc., 1997

INTRODUCTION

Lapproche structurelle a été introduite pour des systemes a parametres
inconnus par manque de valeurs quantitatives ou incorrects pour des raisons
d’erreurs de mesure, ce dernier aspect étant inévitable dans la modélisation
de processus physiques. Il s’agit donc d’exploiter au maximum sa structure
avant tout calcul numérique. Les méthodes se basant sur la théorie des
graphes perdent parfois certaines informations lors de I'écriture du graphe de
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structure (ou matrice de structure) représentant la structure du systeme. Ceci
est du au fait que la construction se fait en général a partir de I'équation
d’état, qui n’explicite pas totalement toutes les relations constitutives du
systeme étudié. L’outil bond graph (ou graphe a liens) défini dans [1]
formalisé dans [2] et [3], est un langage de type réseau qui permet de
représenter graphiquement, avec un langage unique, de nombreux systémes
physiques. Il se place comme étape intermédiaire entre la description physique
d’un systeme dynamique et la phase de construction d’'un modéle mathéma-
tique, par représentation graphique des échanges de puissances entre les
différents constituants du systéme. La modélisation d’'un systéme physique
par bond graph ne nécessite pas I'écriture de lois générales de conservation.
Elle repose essentiellement sur la caractérisation des phénomeénes d’échanges
de puissance au sein du systeme.

Dans la premiéere partie de ce papier, une rapide présentation des deux
outils sera faite avant d’établir une analogie entre les digraphes et les bond
graphs. Dans la deuxiéme partie, apres un rappel des propriétés structurelles,
nous rappellerons l'interprétation du rang de la matrice d’état structurelle par
les digraphes puis par les bond graphs. Une méthode de calcul formel des
coefficients du polyndme caractéristique d’un systéme sera présentée. Dans la
troisieme partie, dans le cadre de T'étude de la commandabilité en état
structurelle des systémes linéaires, nous comparons les approches par les
digraphes et par les bond graphs, puis nous proposons une méthode de calcul
formel des matrices de commandabilité et d’observabilité. Enfin, nous pro-
posons d’appliquer ces résultats sur le modele bond graph simplifié d'un bras

de robot flexible.

I. ANALOGIE ENTRE DIGRAPHES ET BOND GRAPHS

En se basant sur les résultats présentés dans [4], une comparaison trés
détaillée entre les graphes linéaires et les bond graphs a été faite dans [5].
Des similarités et des différences entre les deux approches des points de vue
modélisation et mise en équation ont été exposées.

L1 Technique des Graphes Orientés

Pour T'étude des systémes dynamiques par les graphes, il est approprié
d'utiliser des graphes orientés a poids que l'on appelle aussi digraphes a poids
ou simplement digraphes [6].
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Un digraphe G(.Z', &) est une structure mathématique déterminée par la
donnée de:

(i) Un ensemble fini & = {z,,..., z,} d'éléments appelés sommets (ou
neeuds).
Y = {ul,...,u"},
ZT=#VZxVY avec %:{xlv"‘*xn}’ (1)
Z={y.....y,}-

Si Cardinal .Z = n (égal au nombre de sommets), le digraphe G(.Z", &) est
d’ordre n.
(i) Un ensemble fini & = {¢,..., e, ]} dont les éléments sont des cou-

ples ordonnés de sommets appelés des arcs. Si ¢ = (3, :j) est un arc de

G(Z, &), z, est son extrémité initiale et z; son extrémité finale.

DEFINITIONS 1.

(1) Un chemin (dirigé) est une séquence darcs P ={e;, e,,..., ¢}
orientés dans le méme sens ayant la forme ¢, = (2, 7)), €, = (21, 25), ...,
e, =’(:q, 1> 34) (le sommet initial de I'arc suivant est le sommet final de l'arc
précédent). Le sommet initial du premier arc et le sommet final du dernier
arc sont appelés respectivement sommet initial et sommet final du chemin.

(2) Le nombre d’ares contenus dans la séquence % = {¢,. ¢,, ..., eq} (les
arcs de cette séquence ne sont pas nécessairement distincts) est appelé
longueur de ce chemin.

1.2, Présentation des Bond Graphs

Dans un bond graph, la notion de causalité permet de mettre en évidence
la relation de cause a effet au sein d’'un systéme et de dégager un modele
mathématique associé. De plus, la nature graphique du modele bond graph
associée a la causalité peut étre utilisée directement pour l'analyse des
propriétés du systeme physique, en parcourant le modéle bond graph causal
suivant des chemins particuliers appelés chemins causaux.

Considérons un systeme linéaire multivariable (2), décrit par son équa-
tion d’état (2).

x* = Ax + Bu, )
2:{y=Cx+Du (2)

avec A € " Be R ™ Ce RP*" et D e RP*™,
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(2) est le modéle d’état déduit du modéle bond graph, ou dim x = n est
le nombre d’éléments dynamiques (I ou C) en causalité intégrale quand le
modéle bond graph est en causalité intégrale, dim u = m est le nombre
d’entrées, sources d’effort ou de flux (S, ou Sf), présentes dans le modele
bond graph et dim y = p est le nombre de sorties, détecteurs d’effort ou de
flux (D, ou Dy), présentes dans le modele bond graph.

On suppose que les bond graphs contiennent uniquement des liens de
puissance (absence de signaux) et que I'équation d’état associée aux modeles
bond graphs étudiés est supposée linéaire.

Les différents vecteurs état, entrée et sortie utilisés sont représentés par
I'équation (3).

[ x, | P, [, ] Se, —?/1— D,,
plz E Sez DeZ
x = = » u = E = ) , y = =
qu : Sf1 Dfl
qCZ E sz DfZ
Xn Uny : yp

(3)

p; et gc sont des variables de moment généralisé et de déplacement
généralisé associées respectivement aux éléments I et C.

Par abus de langage, un élément dynamique (I ou C) et sa variable
dynamique associée x; seront confondus.

DEFINITIONS 2.

(1) Un chemin causal dans un bond graph causal (causalité affectée) est
une succession de liens et de jonctions liant deux éléments bond graph ¢; de
type (S,, S, 1,C, R) et 2 de type (I,C, R, D,, Df) 71

(2) La longueur, notée L;, d'un chemin causal, reliant un élément ¢ a
un élément e,, avec e, appartenant a {Se, S, 1.C } et e, appartenant a
{D, Df}, est égale au nombre k d’éléments I ou C en causalité intégrale
rencontrés, quand on parcourt le chemin causal de e, vers e;. Dans le cas ou
e; appartient a {S\e, Se. I, ,C} et & appartient ?a}{[ , C}, la longueur du chemin
causal reliant ¢; a e; est égale a k + 1 et notée L.
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(3) Le gain d’'un chemin causal est donné par (4):

a

B
G(s) =(—=D"""-TT(m)" ¥ ()b, (4)

i=1 j=1

avec:

n, = le nombre total de changements d’orientation des liens a la jonc-
tion 0, quand on parcourt le chemin causal en suivant la variable
flux.

n, = le nombre total de changements d'orientation des liens a la jonc-
tion 1, quand on parcourt le chemin causal en suivant la variable
effort.

a = le nombre de transformateurs intervenant dans le chemin causal.
B = le nombre de gyrateurs intervenant dans le chemin causal.
m;, r; = respectivement le module du iéme transformateur et le module du

Jjéme gyrateur.
h, = + 1 suivant la causalité affectée au ieme transformateur.

k; = £ 1 suivant la causalité affectée au jeme gyrateur.
T, = le produit des transmittances des éléments 1-port (I,C, ou R)

intervenant dans le chemin causal. Si aucun élément (I,C. ou R)
n'intervient dans le chemin causal, alors T, = 1 [7].

Le terme constant de G(s) est noté par G(s).

L3. Caractérisation d’'un Digraphe

Dans son texte classique sur la théorie des graphes, Konig [9] utilise deux
types de sommets pour représenter une matrice par un graphe. Les premiers
représentent les lignes de la matrice et les seconds ses colonnes. La représen-
tation qui nous intéresse par la suite est celle utilisée dans [10] dans le cadre
de la résolution des équations algébriques linéaires par le graphe de fluence

(“flow graph”).

1.3.1. A Partir d'une Représentation d’Etat. Pour une matrice carrée
A= {(lij; i,je(,..., n)} dordre n donnée, il y a une correspondence
entre la matrice A et le digraphe G(A) qui possede n sommets z;, € Z. Il
existe un arc dirigé (z,, zj) du sommet initial z, vers le sommet final z, si
I'élément de la matrice a;; est non nul [i, j € (1,..., n)]. Le poids de I'arc
est donné par la valeur de ¢, i

La représentation des matrices de commande B et de sortie C se fait

suivant le méme principe.
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Considérons le circuit électrique de la figure 1. Ce systéme dynamique
linéaire est décrit par les matrices A, B et C (5),

( —R, -1 ]
0 S
L, C, 1
— 0 0
0 —R, 1 B 1 0 c L,
A = — s = 0 0 s =
L, ¢ 0 1 0 i 0
1 -1 -1 L,
L, L, R,C,

(5)

Le digraphe représentant ce systeme est donné par la figure 2.

Le digraphe structurel, noté G([ A],[B],[C)), associé aux matrices struc-
turelles [ A],[B] et [C] issues respectivement de A, B et C, ne tient pas
compte des poids des arcs mais de leur seule existence.

1.3.2. A Partir dun Modele Bond Graph

(a) Méthode indirecte. Chaque terme a;; de la matrice d’état A est donné
par la somme des gains des chemins causaux de longueur 1 reliant un
élément dynamique X (I ou C) a un autre élément dynamique x; (I ou C),
multiplié par le terme constant de la transmittance élémentaire de I'élément
x,.

Chaque terme b,; de la matrice de commande B est donné par la somme
des gains des chemins causaux de longueur 1 reliant une entrée u, (S, ou S;)
a un élément dynamique X (I ou C).

Chaque terme c;; de la matrice de sortie C est donné par la somme des
gains des chemins causaux de longueur 0 reliant un élément dynamique x;
(I ou C) a une sortie y, (D, ou D).

F1G. 1.  Circuit électrique.
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R
L

== -1 -k
LZ

Fic. 2. Digraphe G(A, B,C).

Ainsi, les matrices données par (5) peuvent étre déduites directement a
partir du modele bond graph de la figure 3.

Nous pouvons donc constuire un digraphe a partir du modele bond graph
d’une maniére indirecte. Pour cela, il suffit de:

(i) déterminer la représentation d’état a partir du modele bond graph,
(ii) constuire le digraphe correspondant.
Nous proposons de supprimer la premiére étape et de construire le

digraphe directement a partir du modele bond graph.

(b) Méthode directe. La méthode directe consiste a utiliser les chemins
causaux dans un modeéle bond graph pour construire le digraphe équivalent.
Pour cela, nous énongons la régle suivante (voir le tableau 1):

REGLE [11].

(1) Chaque élément dynamique (I ou C) en causalité intégrale dans un
modeéle bond graph est représenté par un sommet état x; dans le digraphe
associé.

I.'Ll C.'C] I.‘Lz
~
2 6 10|
5.5, 7_1}\ ,0\ A1—— RR,
DD, KR, ;4 s%s, D,:D,

Fic.3. Bond graph causal.
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TABLEAU 1
Elément dans un modgle bond graph Gain Elément du digraphe
équivalent
Chemins . < : : . R ) i
”"T_T’—"‘:‘T'_ 027 R:R, | 7o @ T

B
e
0

i

causaux de b < : i’}
RRe2H OveH -2 1L |

longueur 0 Se—'cﬁ—;l 1 _é_" 11, 1
Sib=7 Ob=—~C:C, 1
Chemins P R %9
T—— 0——1 ; @
causaux de ina Ls @

s N |

i1, R:R, I,

~=

P

i, R:R, I,

I:1 C:C, -1 -1

1 4 o | @
1|—-é,o

1:1,  C:C, 1

—
—
ol
e

—
PR
1
=L

H=7

—

2|

©
-

e

+

{
4
kS
S
l —

©
:
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TABLEAU 1
CONTINUED
e —-R -
1|\'—_,f‘— 0——=2-4D,D, Tsl @ _7? @
g
-
i, R.R,
e R
T
-
I‘,  R-R,

(2) Chaque source d’entrée (S, ou Sf) dans un modele bond graph est
représentée par un sommet entrée u, dans le digraphe.

(3) Chaque détecteur de sortie (D, ou D;) dans un modéle bond graph
est représenté par un sommet sortie y, dans le digraphe.

(4) Un chemin causal de longueur I reliant une source (Se ou Sp) aum
élément dynamique (I ou C) est représenté par un arc reliant un sommet
entree u; a un sommet état X;-

(5) Un chemin causal de longueur 0 reliant un élément dynamique (I ou
C) a un détecteur (D, ou Df) est représenté par un arc reliant un sommet
état x; a un sommet sortie y,.

(6) Un chemin causal de longueur 1 reliant deux éléments dynamiques
(I ou C) est remplacé par un arc reliant deux sommets états x; et x,.

J
(7) Les gains des chemins causaux correspondent aux pOidS des arcs.

REMARQUES.

(i) Lors de la transformation d'un chemin causal sur un modéle bond
graph en un arc sur un digraphe, il faut respecter les points de départ et
d’arrivée.

(ii) Le digraphe obtenu a partir d'un modele bond graph acquiert
quelques propriétés caractérisant le bond graph (le sous-graphe des sommets
état est symétrique et surtout, il est fortement connexe).

EXEMPLE 1. En application de cette régle, nous proposons de représenter
directement le modéle bond graph de la figure 4 par un digraphe.
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I,'Il C.’C]
1 3
9 2
S8y ——A1 ——> 0 15,5,
8 4
u 4
DD, k—2—0—* 4 T———D,:D,
7 5
Je
R.'R[ '.IZ

FiG. 4. Bond graph causal.

En regroupant tous les éléments, nous obtenons le digraphe de la fig-
ure 5.

ExempLE 2. Considérons le circuit électrique de la figure 6. Le modele
bond graph causal correspondant est donné par la figure 7. Ce modele bond
graph contient un élément en causalité dérivée (Iélément C;), donc Iéqua-
tion d'état correspondante peut étre écrite sous la forme (6) [12]:

Wi = Ax + Bu, W e€R"", 6
y =Cx + Du (6)

Fic. 5. Digraphe équivalent.
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L,

R, — 000 —

—
| S|

|
a G + éz T G | |r,

F1c. 6. Circuit électrique.

Calcul de la matrice W:

w, =1+ Y, (é,q(xi,xi)d)], i=1,....n; (7
heH '

ou CsLl(x i» ;) est le terme constant du gain du chemin causal de longueur 1,
reliant 'élément dynamique (I ou C) en causalité intégrale (associé a la
variable dynamique x;) a lui-méme a travers les éléments (I ou C) en
causalité dérivée.

w,; = Y (éLl(xj’xi)d)h’ i=1,...,n, j=1,...,n; i#j (8)
heH

ou G~L!( x;, %), est le terme constant du gain du chemin causal de longueur 1,
reliant 'élément dynamique (I ou C) en causalité intégrale (associé a la
variable dynamique x,) a I'élément dynamique (I ou C) en causalité intégrale
(associé a la variable dynamique x,) a travers les éléments (I ou C) en
causalité dérivée.

R R, c:C c:G
S,:S,, A1} 70 —1 A0 #AR :R,
C:G < 10 AL:L,

Fic. 7. Bond graph causal.
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L application des relations (7) et (8) conduit aux expressions suivantes

1
0 0 —
CZ
o -1 -1 1
A= +
Rlcl RZCI RZCZ
-1 1 -1
Ll RZCI R2C2
1 0 0
C C
0o 1+= =2
W = 9] Cy
C [
o =2 1+=2
o Cqy

Cette équation est I'interprétation directe du calcul de I'équation d’état a
laide de I'équation de structure de jonction [13].

14. Equivalence bond graph / digraphe

Dans [4], [5] et [14], les différents auteurs ont établi une comparaison
entre les bond graphs et les graphes linéaires des points de vue modélisation
et mise en équations. Ils ont par ailleurs proposé la conversion d'un bond
graph en un graphe linéaire. Une conversion des bond graphs a partir des
matroides a été proposé dans [15].

Notre propos concerne Iintroduction d’'une nouvelle notion relative aux
bond graphs, intitulée famille de cycles causaux comme une équivalence a la
notion de famille de cycles dans un digraphe.

DEFINITIONS 3 [11].

(1) Un cycle causal est un chemin causal fermé pouvant contenir plusieurs
éléments dynamiques (I ou C) distincts.

(2) Un cycle causal propre ne contient que des liens de puissance. Un
cycle causal impropre contient au moins un lien d’'information.

(3) Un cycle causal est d’ordre (ou largeur) k s’il contient k éléments
dynamiques distincts (I ou C) en causalité intégrale.

(4) Le gain d'un cycle causal propre est égal au produit des gains des
éléments dynamiques (I ou C) et des gains des chemins causaux qui
composent ce cycle.

(5) Deux cycles causaux sont différents sils n'ont aucun élément dy-
namique (I ou C) en commun.
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(6) Une famille de cycles causaux est un ensemble de cycles causaux
différents.

(7) Une famille de cycles causaux est d'ordre (ou largeur) k si elle
contient k éléments dynamiques distincts (I ou C) en causalité intégrale.

(8) Le gain d’'une famille de cycles causaux est égal au produit des gains
des différents cycles causaux qui composent cette famille.

II. RANG DE LA MATRICE D'ETAT

Pour I'étude des propriétes structurelles des matrices, plusieurs termi-
nologies ont été utilisées afin de désigner la notion de rang. Les définitions
les plus répandues sont le rang générique, le rang terme et le rang structurel.

IL1. Propriétés Structurelles

Les premiéres investigations des propriétés structurelles des matrices ont
été faites par Frobenius [16], et de maniere plus générale par Konig [9].
Quelques décennies plus tard, Lin [17] propose une condition nécessaire et
suffisante de commandabilité structurelle des systémes monovariables [18, 19]
a laide de la théorie des graphes, qui a ensuite été étendue aux systémes
multivariables. Parallélement a ces travaux, Glover et Silverman [20] ont
proposé une approche alternative en utilisant des opérations booléennes.
Depuis, ces études ont fait I'objet de nombreux travaux (cf. [21, 22].

DEFINITIONS 4.

(1) Une propriété d’un systeme est dite “structurelle” si elle ne dépend
que du type d’éléments qui composent ce systéme et de la fagon dont ils sont
interconnectés, non pas de la valeur numérique de ses parameétres.

(2) Une propriété est dite “structurelle” si elle est vérifiée pour toutes les
valeurs des paramétres sauf éventuellement pour quelques valeurs
particulieres.

(3) Une matrice structurelle, notée [ A], est composée de zéros fixés,
notés 0, et de termes de valeurs non nulles mais indéterminées, notés *, L,
ou X. Les termes non nuls sont supposés indépendants les uns des autres.

Nous rappelons ici la définition du rang structurel. Pour cela, nous
rappelons la définition de termes indépendants:

DEFINITION 5 [9, 16]. Un ensemble de termes indépendants dune
matrice A est un ensemble de termes non nuls dont un seul apparait par
ligne et par colonne.
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I1.2.  Rang Structurel

La notion de rang structurel est un élément essentiel dans I'étude des
propriétés structurelles des systémes dynamiques. Cette notion est trés liée a
la forme de représentation des matrices structurelles.

DEFINITION 6 [6].  Le rang structurel de [ A], noté rang_s[ A}, est égal au
nombre maximal d’éléments contenus dans au moins un ensemble de termes
indépendants.

I1.3.  Rang Bond Graph

Le modele bond graph peut étre considéré comme un graphe, quand on
le parcourt en suivant les chemins causaux. La matrice d’état associée aux
modeles bond graphs considérés (sans signaux) a une forme particuliére a
cause du choix des variables d’état: deux termes symétriques par rapport a la
diagonale sont simultanément nuls ou non nuls. Aucune hypothése sur
I'indépendance des termes n’est faite a priori. La méthode de calcul du rang
structurel de la matrice d’état A conduit a la détermination du nombre de
valeurs propres structurellement nulles de la matrice d’état, c’est-a-dire la
valeur de I'exposant ¢ telle que le polynome caractéristique de A s’écrive:

P(s) =det(sl —A) =s9(s""7 + - +a,_,). 9)

Cependant, certaines valeurs particulieres des parametres des éléments bond
graphs peuvent conduire a I'annulation du coefficient a,_,, ce qui intro-
duirait alors une autre valeur propre nulle, mais non décelable par les
manipulations causales proposées.

La démarche s’adresse surtout aux utilisateurs de modéles bond graphs,
car elle permet de mettre en évidence des propriétés structurelles directe-

ment a partir du bond graph.

THEOREME 1 [23]. Le rang_bg de la matrice d’état formelle (A)
associée & un modele bond graph est égal a n — q, avec:

n = nombre d’éléments I ou C en causalité intégrale quand le modele bond
graph est en causalité intégrale (ce qui correspond au nombre de
variables statiquement indépendantes).

q = nombre d’éléments dynamiques I ou C restant en causalité intégrale
lorsque la causalité dérivée est imposée sur le modele bond graph.
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1

—

ki
)

Fic. 8. Circuit électrique.

REMARQUES.

(1) La causalité dérivée affectée sur le modele bond graph doit éviter les
conflits de causalité et les problemes qui pourraient apparaitre, tels que les
boucles de causalité non solvables.

(2) L'équation d’état associée a un bond graph en causalité intégrale,
s'écrit ¥ = Ax + Bu. Imposer la causalité dérivée sur le modele bond graph
équivaut a écrire cette équation sous la forme x = A~'(i& — Bu) lorsque
celle-ci est possible. L'inversibilité de A est donc liée a la possibilité
d’affecter une causalité dérivée a tout le bond graph.

I1.4. Comparaison entre le Rang Structurel et le Rang Bond Graph

Considérons le systéme électrique trés simple de la figure 8 et son modele
bond graph associé représenté par la figure 9.

L’équation d’état formelle, associée a ce modéle bond graph, est donnée
par (10),

-1 1
. RC,  RGy 1 . q.,
x = 1 _1 |IFt [O]Sfl’ ou «x 4, (10)
RlCl RICQ
c.c, C:o,
S¢Sy —20 41 AR R,

Fic. 9. Bond graph causal.
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Cc:C, C:C,
5;:8,—— 0 4 1t 7 R:R,

FIG. 10. Bond graph en causalité dérivée.

I1.4.1. Rang Structurel. La matrice d’état structurelle [ A] associée a la
représentation (10) est donnée par (11),

- ) )

Rang_s[ A] = 2, conformément a la définition 2.

11.4.2. Rang Bond Graph. Les 2 éléments dynamiques C, et C, ont
une causalité intégrale, donc n = 2.

Lorsque la causalité dérivée est imposée au modele bond graph (figure
10), Iélément C; doit rester en causalité intégrale pour éviter de créer un
conflit de causalité a la jonction 0. Donc, ¢ = 1 et rang_bg( A) = 1.

11.4.3. Rang Réel.
-1 -1 1 1

det A = X — X =0,
RC, © RC, RC,  RC, (12)

rang A = 1.

I1.4.4. Interprétation. Le résultat obtenu par I'approche bond graph
correspond au rang réel de A, contrairement au résultat obtenu par le rang
structurel. La raison est que les termes de la matrice A ne sont pas
indépendants. La condition d’'indépendance entre les parametres est néces-
saire au niveau structurel pour que les méthodes énoncées (hors bond graph)
soient valides. Cette hypothése peut ne pas étre vérifiée, d’'un point de vue
structurel, a cause de la physique du systéme, comme cela apparait dans cet
exemple.

A Tinverse, la méthode bond graph tient compte de ces dépendances
formelles grace a la cohérence des régles d’affectation de la causalité et des
relations causales implicites apparaissant sur le bond graph. Elle fournit donc
plus un rang “formel” que “structurel”.
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III. DETERMINANT DE sl — A

Considérons un systeme 2(A, B) de dimension n. Le polynome
caractéristique d’'une matrice A, noté P,(s), est égal au déterminant de la
matrice sI, — A. Il peut s’écrire sous la forme (13).

P(s) =det(sl, — A) =s"+ Y a;s" . (13)

i=1

Le calcul direct du déterminant de la matrice sI, — A est assez complexe
surtout pour des systemes de grande dimension. C’est pourquoi, des méthodes
graphiques se basant sur la regle de Mason ont été introduites.

Reinschke [6] a présenté une méthode permettant de calculer les coeffi-
cients du polynome caractéristique d’'un systéme en boucle ouverte représenté
par un digraphe. Cette régle se base sur la notion de familles de cycles dans
le digraphe G(A). Nous proposons une méthode équivalente permettant la
détermination des coefficients du polynome caractéristique d’un systeme
modélisé par bond graph. Pour cela, une famille de cycles dans un digraphe
sera remplacée par une famille de cycles causaux dans un bond graph.

THEOREME 2 [24].  La valeur de chaque coefficient a; (1 <i <n) du
polyndme caractéristique P,(s), défini par I’équation (13), est égale au terme
constant du gain total des familles de cycles causaux d’ordre i dans le modéle
bond graph. Le gain de chaque famille de cycles causaux intervenant doit étre
multiplié par (—1)* si la famille est constituée de d cycles causaux différents.

Considérons le modeéle bond graph représenté figure 4. Le bond graph
posséde trois éléments dynamiques en causalité intégrale (n = 3), donc le
polyndme caractéristique recherché sera de la forme (14),

P,(s) = det(sl, — A) =3s% + a;s* + ays + a;. (14)

Le tableau 2 met en évidence les différentes familles de cycles causaux
nécessaires au calcul du polynéme caractéristique.
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TABLEAU 2
CALCUL DES COEFFICIENTS DU POLYNOME CARACT]::RISTIQUE
4 Familles de cycles causaux Gains
I:1, =t 1 gt O}—1—p) R:R, Gm=(_1)x'lﬁ
5
a (2) Cycle d'ordre 1 (d=1) !
R:iR, ¢l 0 gt ] —Fg I: 1, G,,,=(—1)X-'—RL
5
(b) Cycle d'ordre 1 (d=1) :
b k—— 1—— op—~15R R, ¢ =R R
® s s
R:Rl‘_"_‘ 0 r."_.| 1—2r 11,
(c) Famille d'ordre 2 (d = 2)
Th—— Ox—8—j1 R
G, =(-1)x ﬁ'—,
] 7 1 IS
a I, KRR I,
(d) Cycle dordre 2 (d=1)
I:1 C:C . . -1
y ' C:G Lk G(el=(-1)x1 C, s’
t 3 3[ s.l‘ ! _’1
G, =(-I)x
120 6t 41 0 =X TS
(e) Cycle d'ordre 2 (d= 1) (0 Cycled'ordre 2 (d=1)
L] k—l— 1 j—— o—T— R:R, G =._&x ~1
® s I,Cs
Cc:C, 1:1,
3 5
0 —
(g) Famille d'ordre 3 (d=2)
RiR, 10 1 —3 3101, G =R, 2
™o sxl,C,s’
1:1, C:C,
1 3
2
t——0
(h) Famille d'ordre 3 (d=2)
: C K : R,
2 o QG [ e
153
Te lf Tf e lf e l‘ ?f
—r’ c
—_— = .
G, =(-1 ]
13 I (PR N wmct
‘.__—e_‘Ll
Te f Tf lc lf e lc f
R:R, g3 RR, 1,
(i) Cycles d'ordre 3 (d= 1) (j) Cycles d'ordre 3 (d = 1)
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La somme des termes constants des différentes expressions nous permet
d’obtenir le résultat suivant (15),

R R R2 1 R? 1
PA(S)=33+32——1+—1 + 5| — —_—

I I LI, LC, L, LG,

—R R —R R
et — (15)
LL,C, LLC, LLC, LLC,

R, R, 1 1
P(s)=s3+s*—+—|+s +

I L nLc, LC,

REMARQUES.

(1) Le terme constant a; de P,(s) s'annule formellement. Ce résultat
était prévisible puisque le rang de la matrice A est dégénéré.

(2) En regle générale, avant d’entamer le calcul des coefficients du
polynoéme caractéristique, il faut exploiter toutes les informations structurelles
dont nous disposons, notamment, le rang_bond graph de la matrice d’état A
obtenu par une simple manipulation causale.

IV. COMMANDABILITE EN ETAT STRUCTURELLE

L'importance des notions de commandabilité et d'observabilité dans
I'étude des systemes n’est plus a démontrer. Ces notions ont été introduites
par Gilbert [25]. Kalman [26] a présenté une description mathématique des
systémes, en faisant apparaitre la structure canonique qui décrit les différents
sous-espaces en fonction de leurs propriétés de commandabilité et d’ob-
servabilité. Rosenbrock [27] a élaboré une théorie a 'aide de la représentation
sous forme de matrice systéme. L’approche géométrique, quant a elle, a été
introduite par Wonham [28]. L’approche par bond graphs a également été
exploitée pour traiter ce probléme [23, 29-31].

Notre propos concerne essentiellement I'étude de la commandabilité en
état, sachant que par simple dualité les mémes résultats peuvent étre obtenus
pour l'observabilité.
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IV.1. Critéres graphiques

DEFINITIONS 7.

(1) Un systeme structurel 2([ A],[B]) est structurellement commandable
si tous les systémes complétement commandables, au sens numérique, ont la
méme structure.

(2) Un systeme structurel 3([ A],[ B]) est structurellement commandable
sl est commandable au sens numérique pour presque toutes les valeurs des
paramétres.

IV.1.1. Approche par les Graphes. Une pré-condition de la command-
abilité en état est que les variables d’entrées soient capables d’influencer
toutes les variables d’état, ce qui se traduit, en théorie des graphes, par la
notion d’accessibilité.

DEFINITION 8. Sur le digraphe G(.Z', &), un sommet état x, €.Z est
accessible en entrée s’il existe au moins un chemin reliant ce sommet état a
un sommet entrée u;, € Z.

THEOREME 3. Un systéeme structurel 2([ AL [B]) est structurellement
commandable si et seulement si, les propriétés (a) et (b) sont vérifices:

(@) Sur le digraphe G(Z, &), tous les sommets états x; € Z sont accessi-
ble en entrée, a partir d’au moins un des m sommets entrée u, € Z.

(b) Rang-s([ A] [B]) = n).

Pour I'étude de la commandabilité, Reinschke [6] considére la matrice
structurelle [Q,] définie par (16) ou E est une matrice de retour d’état
pleine,

[a] [B]

(5] o (16)

[Ql] =

THEOREME 4 [6]. Le systeme structurel 3([ A, [ B)) est structurellement
commandable si et seulement si le digraphe G([Q,]) vérifie les deux condi-
tions suivantes:

(a) Chaque sommet état x; € Z est accessible en entrée par au moins un
des m sommets entrée u,.

(b) 1l existe au moins une famille de cycles d’ordre n dans G([Q,].

1V.1.2. Approche par les Bond Graphs. Les critéres de command-
abilité structurelle sur un modéle bond graph, sont une reprise de ceux
présentés pour les digraphes. La notion d’accessibilité en entrée s’exprime sur
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le modéle bond graph en causalité intégrale par l'existence d'un chemin
causal entre les sources et les éléments dynamiques (I ou C) en causalité
intégrale.

PROPRIETE 1 [23].  Si rang_bg(A) = n — q, dlors q est le nombre mini-
mal d’entrées nécessaires pour commander le systeme L(A, B).

THEOREME 5 [23].  Un systeme 2(A, B) est structurellement command-
able si et seulement si les propriétés (a) et (b) sont vérifices:

(a) Tous les éléments dynamiques (I ou C) en causalité intégrale sont
causalement atteints par une source d’entrée.

(b) Rang _bg(A B) = n.

Le calcul du rang_bg de la matrice (A B) est déterminé a l'aide de
manipulations causales que nous rappelons,

PRrOPRIETE 2 [23].

Rang bg(A B) =n —1t

avec t nombre d’éléments dynamiques (I ou C) restant en causalité intégrale
quand les assertions (a) et (b) sont appliquées:

(a) La causalité dérivée est affectée au modele bond graph.

(b) La dualisation du nombre maximal de sources d’entrées est effectuée
afin d’éliminer les causalités intégrales restantes, si c’est possible sans créer
des conflits de causalité ou des boucles de causalité non solvables.

Considérons le circuit électrique de la figure 11. Le modele bond graph
correspondant est donné par la figure 12.

Fic. 11.  Circuit électrique.
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C:C C:C,
N
se"sq Ia_ﬂ rd 0
4
R:R,

Fic. 12. Bond graph causal.

L’équation d’état formelle associée a ce modeéle bond graph est donnée
par (17),

-1 -1 1

) R\C, R,C, R_l qc,

e _1 x + 1| avec x = ac, | “=[Se,]-
R/C, R, R,

(17)

(1) Critere graphique de Reinschke. Considérons le digraphe structurel
G([Q,D donné par la figure 13.

(a) Chaque sommet x, est accessible a partir de u.
(b) Nous pouvons extraire au moins une famille de cycles d’ordre 2. Un
choix possible est donné figure 14.

Le modele représenté par I'équation (17) est donc structurellement
commandable au sens des graphes.

(2) Critére structurel relatif au bond graph.

(a) Les deux éléments dynamiques C, et C, en causalité intégrale sont
accessibles a partir de la source d’effort S, par au moins un chemin
causal.

(b) Calcul de rang_bg(A B).

(i) Quand nous mettons le bond graph en causalité dérivée (figure
15), I'élément dynamique C, garde sa causalité intégrale.
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Fic. 13.  Digraphe structurel G{Q7].

Fi. 14.  Une ftamille de cycles d’ordre 2.

C Cl C: Cz
| ](
5.:S, —1 A0
y
R R,

Fic. 15. Bond graph en causalité dérivée.

123
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(ii) La dualisation de la source d’effort S, laisse inchangée la causalité
intégrale de C, (figure 16) et entraine une mise en causalité
intégrale de C,; cette dualisation n’est donc pas utile, et seul C,
peut étre mis en dérivée.

Donc rang-bg(A B) = n —t = 1, ce qui implique que le systéme n’est
pas structurellement commandable.

(3) Rang réel de C..

1 -1 1
R, R, R,
detC, = det( B AB) = det
s 1 -1 1
R, RiC, RiC,
1 -1 -1 1 1 1
detC, = —| = 5 el e =
R \R:C, * RC,| R, \RC, RXC,
= rangC, = 1. (18)

Donc le systeme n’est commandable ni structurellement ni formellement.

(4) Interprétation. Le résultat obtenu par 'approche bond graph est le
seul qui corresponde a la propriété réelle du systeme contrairement a ceux
obtenus par d’autres critéres structurels. Ces derniers utilisent 'hypothese
d’'indépendance entre les termes des matrices A et B, alors que dans
'approche bond graph, la dépendance formelle entre ces termes est prise en
compte.

C:C,

C:
| ,[
0

Ld

&

el
T

5 7

T
T

4
R:R,

Fic. 16. Bond graph aprés dualisation de S,.
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IV.2. Calcul Formel de Matrices

Le calcul formel des matrices de commandabilité C; =[B AB
A""1B] et dobservabilité (0,)" = [C' (CA)' ...(CA" !)'] peut étre rela-
tivement difficile dans le cas des systemes de grandes dimensions, du fait du
calcul des puissances successives de la matrice A. Dans le cas général, ou la
matrice A est quelconque, le recours a des algorithmes de calcul formel
simpose.

Dans la théorie des graphes, le ieme terme du vecteur AkBj peut étre
interprété comme un chemin de longueur k reliant un sommet entrée ", a
un sommet état x;. Pour calculer le gain de ce vecteur, il suffit de calculer le
produit des poids des arcs qui composent le chemin. Dans le méme esprit,
nous proposons une interprétation bond graph des termes des matrices de
commandabilité et d’observabilité.

IV.2.1. Matrice de Commandabilité.

THEOREME 6 [32].  Dans la matrice C,, le iéme terme du vecteur AkB/.
est donné par (19): ’

(AkBj)(i) = hz ((’:'Lh.("j’ xi))h ou i=1,...,n,

€H

j=1,....m. 0<k<n—1 (19)

ot éLkH(u 5> ;) est le terme constant du gain du chemin causal de longueur
Ly, entre u; associée a S, ou S; et x; associée a I ou C en causalité
intégrale.

H est la liste de tous les chemins causaux liant u; et x,.

IV.2.2. Matrice d’Observabilite.

TuEOREME 7 [8).  Dans la matrice O,, le iéme terme du vecteur C_A*
est obtenu par (20):

(C, A¥)(i) = [ Y (Gulxn ), | < a(x)

heH

ouw i=1,....,n, r=1,....p. O0<k<n-—-1 (20)

avec él‘k(x » 4,), le terme constant du gain du chemin causal de longueur L,
entre x; associée a I ou C en causalité intégrale et y,_ associée a D, ou Dy. H
est la liste de tous les chemins causaux liant x; et y,. g(x,) est le terme
constant du gain de x; associée a I ou C en causalité intégrale [Z(I) = 1/1 et
g(C)=1/Cl
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IV.2.3. Matrice de Passage. Le rang-bond graph de la matrice de
commandabilité C; = [B AB -+ A"~ 'B] noté rang_bg(A B) est égal a n si
et seulement si le modele est structurellement commandable. A partir de C,,
n colonnes indépendantes peuvent étre extraites, de différentes fagons, par
exemple C! (21) et C? (22), ou toutes les matrices déduites par permutation
a partir de C et CZ2.

c!=[B, AB, -~ A"'B, B, AB,
XA» B, - B, AB, -- A% 'B], (21)
ou
c:=[B, B, - B, AB, AB, -- AB,
XA#™IB AMTIB, o AnTIB | (22)
avbec g < m et u,, i €{1,..., g} sont les indices de commandabilité.

Les matrices C; et C? peuvent étre utilisées comme matrices de change-
ment de base [33, 34] pour faire du placement de poles par exemple. Nous
avons choisi de présenter uniquement le calcul formel de la matrice C!. Celui
de C? a été présenté dans [8].

Le calcul de la forme C; est immédiat pour un modeéle bond graph en
observant qu’un sous-espace commandable est associé a chaque entrée.

Pour un modéle d’état déduit d’un bond graph, la matrice C est toujours
la méme. Si rang_bg[ A] = n — g, alors g sources d’entrées sont nécessaires
pour commander le modéle, les (¢ — 1) vecteurs colonnes indépendants de
C! sont composés des (g — 1) vecteurs colonnes B, de la matrice B. Les
(n —q + 1) vecteurs colonnes indépendants restant sont composés des
vecteurs [B; AB, -+ A" 9B], avec j lindice de la géme entrée néces-
saire. En effet, fe rang—bg( A Bj) calculé en utilisant la propriété 1 avec
uniquement la_jéme entrée dans le modele bond graph, est égala n — g + 1.
Le choix de lordre des sources d’entrée est arbitraire. Donc le choix de n
vecteurs colonnes linéairement indépendants donne C! (23),

1 _ n-—
C = B, AB; A""9B; B, B, B

i—1 Bj+1 Bj+2 Bq]' (23)

Les termes de C. sont calculés en utilisant (19).

PROPOSITION 3 [8]. Le rang-bg(B) (resp. le rang_bg(C)) est égal au
nombre de source d’entrées (resp. détecteurs de sortie) qui peuvent étre
dualisés sur le modele bond graph en causalité intégrale, sans introduire de
conflits et en acceptant les causalités dérivées sur les éléments dynamiques.
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REMARQUE. La proposition 2 nous permet de choisir le nombre et
'emplacement des sources et des capteurs nécessaires dans le modéle bond
graph pour éviter la redondance et garantir ainsi le bon fonctionnement du
systéme.

Ainsi, considérons le circuit électrique de la figure 17. Le modéle bond
graph correspondant est donné par la figure 18.

Les vecteurs d’état et d’entrée sont les suivants:

X, Pr,
Xo Pr, u, Se,
x= (x| =] P, | u=|u,|=15,
u
Xy 29 3 Se3
x
| 5 ] qc,

(a) Commandabilité en état.

(i) Quand la causalité dérivée est imposée au modele, les éléments
dynamiques I: L,, I: L, et I: L; restent en causalité intégrale. Nous
pouvons alors conclure que rang bg[ A} =5 — 3 = 2 et que trois sources
d’entrées sont nécessaires pour commander le modéle.

(ii) La dualisation séparée de chacune des sources permet de faire passer
en causalité dérivée un des éléments restés en intégrale, ce qui s’exprime par:

rang_bg[A Bl] =3, rang_bg[A B2] =3, rang_bg[A B3] =3,

(iii) Pour faire disparaitre ces causalités intégrales, la dualisation simul-
tanée des trois sources d’entrée est appliquée sur le modele bond graph. Tous
les éléments dynamiques (I, C) admettent une causalité dérivée. Nous pou-
vons alors conclure que rang_bgl A B, B, B;] = 5. Le systéme est struc-
turellement commandable en état par les trois sources.

L

—

o :C’ Rl L 3 S,
2 %

F1c. 17.  Circuit électrique.
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1L, 1L,

S,:S,,——,rl C:Cl 1k_ Se:se.v

S,:8,—A1 RJ:{R, 1

1L, 'L,

Fic. 18. Bond graph causal.

(b) Calcul de C). rang_bg[ A B,] = 3, rang_bg[ A B,] = 3, rang-bg[ A B,]

= 3, donc trois choix sont possibles pour former la matrice de passage cl

c!=[B, AB, A®B, B, B] (24a)
ou

cl=[B, AB, A®B, B, B (24b)
ou

cl=[B, AB, A°B, B, B, (24c)

Pour une raison de simplicité de présentation, nous proposons I'expression de
la forme (24a). Le calcul des différents termes de cette matrice se fait avec
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I'équation (19).

_ » -
1 0 0 0
LICI
~1
0 0 1 0
LICI
l—lo o0 l 0 1
cl = e : (25)
1
0 0 0 0
LICI
1 -1
0 — 0 0
L, L,RC,

V. CONCLUSION

Connaissant, d'une part 'importance des propriétés structurelles utiles
avant tout caleul numérique, d’autre part la complexité des calculs matriciels
nécessaires dans I'étude des propriétés de commande, nous nous sommes
intéressés a trouver des méthodes consacrées a la détermination, a partir du
modele bond graph, des matrices sous forme d’expressions formelles. Ces
méthodes sont graphiques et se basent sur la régle de Mason appliquée aux
bond graphs. Elles sont pratiques puisqu’elles reposent uniquement sur le
parcours des chemins causaux dans un modele bond graph. Ces regles de
calcul nous permettent d’éviter le calcul matriciel qui n’est pas toujours facile
a réaliser. Les résultats obtenus saffliquent pour I'étude de l'inversibilité [35].
du placement de poles par retour d’état [32] et du découplage par retour
d’état. Une analyse graphique est faite lors de la résolution de chaque
probléme ainsi qu’une expertise a chaque étape pour bien choisir le nombre
et l'emplacement des sources d’énergie et des capteurs nécessaires afin de
commander ou de découpler les systémes, et d’éviter ainsi la redondance.
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