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1. Einleitung 

1m Folgenden sei ~ eine echte, dh. nichtdesarguessche Moufangebene 
der Char. =F 2. In ~ sei eine feste Gerade g gegeben, 0, U, V, E seien die 
Punkte eines nichtausgearteten Vierecks mit 0, V E g, und (f sei der 
zugehOrige Koordinatenalternativkorper. (Zu den Definitionen siehe (1) 
Seite 186). Die Elemente von (f sind die Punkte =F V von g und sollen 
deshalb mit denselben Symbolen bezeichnet werden wie diese. Den Punkt V 
werden wir gelegentlich auch mit dem Symbol 00 bezeichnen. (f ist 
naturlich ein echter, dh. nichtassoziativer Alternativkorper der Char. =F 2. 

Jordanhomomorphismus nennen wir einen Automorphismus IX der 
additiven Gruppe von (f, wenn IX noch der Bedingung (AB+BA)"'= 
=A"'B"'+B"'A'" fur aIle A, BE (f genugt. Ein Jordanhomomorphismus IX 

von (f kann auch als eine auf die Punkte von g wirkende Permutation 
angesehen werden, wenn man in naturlicher Weise 00" = 00 festsetzt. 

Ein Element A E (f solI zu B E (f konjugiert heiBen (in Zeichen A - B), 
wenn es ein 0 E (f mit O=FO gibt, sodaB A =O-l(BO). In Lemma 1 wird 
sich ergeben, daB die Relation des Konjugiertseins auch bei Alternativ
korpern eine Aquivalenzrelation ist. In Lemma 2 zeigen wir, daB fur jede 
Konjugiertenklasse «X>- eines Elementes X E (f und fur jeden Jordan
homomorphismus IX von (f gilt: «X"'>- = «X>-"'. 

Fur irgend vier verschiedene Punkte A, B, 0, D E g definieren wir das 

Doppelverhaltnis 1) [~ ~J als die Konjugiertenklasse des Ausdrucks 

also: 
[(A-D)-l (B-D)] [(B-O)-l (A-O)] 

[~~J =«[(A-D)-l (B-D)] [(B-O)-l (A-O)]>-. 

Kommt unter den vier Punkten A, B, 0, D der Punkt V =00 vor, so 
sollen in dem obigen Ausdruck einfach die beiden Terme, die 00 enthalten, 
weggelassen werden. 

1) Man vergleiche die Definitionen bei R. BAER ((2) Kap. III, 4) B. A. ROZENFELD 
((3) Kap. VI, 9) und T. A. SPRINGER ((4) Seite 461). 
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Das so eingefUhrte Doppelverhaltnis solI zur Untersuchung eImger 
geometrisch definierter Permutationsgruppen dienen, die auf der Punkt
menge der Geraden g operieren. 

So sei r die Gruppe der umkehrbaren Abbildungen von g auf sich, die 
durch Kollineationen der Ebene 1.13 mit der Fixgeraden g induziert werden. 
Weiter sei II die Gruppe der Abbildungen von g auf sich, die sich durch 
projektive Kollineationen induzieren lassen (Eine Kollination heisst 
projektiv, wenn sie ein Produkt zentraler Kollineationen ist.) 

Die Projektion a(a, B, c) der Geraden a auf die Gerade c vom Zentrum B 
aus, fUr B f/= a, c, sei die Ab bildung: X -+ X B n c fur X E a. Eine Folge 
von Projektionen heisse Projektivitat. In einer Moufangebene ist die 
Gruppe II mit der Gruppe aller Projektivitaten von g auf sich identisch. 

1st J eine Dualitat von 1.13 mit g"b f/= g, so wollen wir unter der von J 
auf g induzierten Abbildung die Abbildung r5:X ~X6 n g fur X Eg 
verstehen. Ll sei die Menge der Abbildungen von g auf sich, die sich durch 
Kollineationen oder Dualitaten induzieren lassen. Wie man leicht sieht, 
ist Ll eine Gruppe, die r als Untergruppe vom Index .;;; 2 enthalt. Aus 
Lemma 6 wird sich ergeben, dass r wirklich den Index 2 in Ll hat. 

Ausser den bisher eingefuhrten werden wir noch die Gruppe (/J aller 
doppelverhaltnistreuen umkehrbaren Abbildungen von g auf sich be
trachten. 

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir die folgenden Satze formulieren, 
welche die Beziehungen zwischen dem Doppelverhaltnis und den oben 
eingefiihrten Gruppen charakterisieren. 

Satz 1: Genau dann existiert ein n Ell mit A"=A', B"=B', 0"=0' 
und Dn = D', wenn 

[ A BJ = [A' B'J 
DOD' 0' 

Satz 2: (a) Sei 15 ELl. Dann gibt es einen Jordanhomomorphismus 
£x von (f, sodaB 

fur jedes Quadrupel A, B, 0, DE g aus lauter verschiedenen Punkten gilt. 
(b) Seien A, B, 0, D und A', B', 0', D' Quadrupel aus lauter ver

schiedenen Punkten auf g mit 

[ A' B'J = [A BJC< 
D' 0' DO 

fur einen gewissen Jordanhomomorphismus £x von (f. Dann gibt es ein 
Y E r und ein -& ELl-r, sodaB A1'=A', B1'=B', 01'=0', D1'=D' und 
A{J=A', B{J=B', O{J=O', D{J=D'. 

Satz 3: Sei y E r und y E (/J. Dann folgt yEll. (In Zusammenhang 
mit Satz 1 ergibt dies II = r n (/J). 
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Satz 4: Sei!5 eine Abbildung von g auf sich und IX ein Jordan
homomorphismus von ~ und es gelte 

ftir aIle Quadrupel A, B, C, D aus lauter verschiedenen Punkten auf g. 
Dann folgt !5 E ,1. 

2. Algebraische Hilfsmittel 

Mithilfe der in jedem Alternativk6rper geltenden Moufangidentitaten 
und Ktirzungsregeln (siehe (1) Seite 160 bzw. 161) kann man die folgende 
Identitat beweisen: 

(1) [W(XY-l)] (YZ-l) = Y-l([(YW)X]Z-I) ftir aIle W, X, Y, Z E~. 
Beweis 1): Y[(WS)(YZ-l)] = [Y(WS)Y]Z-I= [(YW)(SY)]Z-I. Daraus folgt 
(WS)(YZ-l) = Y-l([(YW)(SY)]Z-I). Setzt man S=XY-l, also SY =X, 
so folgt [W(XY-l)](YZ-l)=Y-l([(YW)X]Z-I). 

(2) Jeder echte Alternativk6rper ~ ist eine Cayleyalgebra tiber seinem 
Zentrum ,8. (siehe (1) Seite 175 Satz 13). 

(3) In jeder Cayleyalgebra ~ tiber ,8 insbesondere im Fall Char. ~*2, 
auf den wir uns beschranken, ist eine nichtausgeartete quadratische 
Form N(X), die sog. Normenform, definiert, sodaS ftir X, Y E ~ gilt: 
N(XY) =N(X)N(Y). (siehe (1) Seite 171-73 und (5) Seite 60). 

(4) Sei ~o={X I N(X+Z)-N(X)-N(Z)=O ftir aIle Z E 3}=,8.L. Es 
gilt (siehe zB. (5) Seite 62): 

(a) ~oEB,8=~. 
(b) Die sog. kanonische Involution l: X=Z+Xo ---.!-----'>-X=Z-Xo, wo 

Z E ,8, Xo E ~o, ist ein Antiautomorphismus von ~. 
(c) Fiir aIle X E ~ ist N(X)=XX =XX, also N(X) = -X2 ftir X E ~o. 
(d) 1st X*O, so auch N(X)*O und X-l=N(X)-IX. 
(e) Sind A, B E ~o und gilt A -.l B bzgl. N, so folgt AB= -BA. 

(5) Als Spur eines Elementes A E ~ bezeichnet man das Element 
Sp(A)=l(A+.A) aus ,8. Ftir die Spur gilt: 

(a) Sp(A+B)=Sp(A)+Sp(B) und Sp(ZA)=Z[Sp(A)] ftir 
A, B E~,Z E,8. 

(b) Sp(AB)=Sp(BA) und Sp(A(BC))=Sp((AB)C) ftir bel. A, B, C E~. 

Nun sei ~ wie in der Einleitung die Cayleyalgebra bzgl. des Quadrupels 
0, U, V, E, und ~1 sei die Algebra bzgl. eines Quadrupels 01, U1, VI, El 
mit 0 1 =0 und V1 = V. Dann ergibt sich: 

(6) Aus EU n OV = 1 =E1U1 n 01 VI folgt 

1) Diesen Beweis verdanke ich Frau Prof. MOUFANG. 
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(a) [1 hat dieselbe Addition wie [, und die Multiplikation "0" wird 
durch A 0 B=(AQ-1)(QB) mit festem passendem Q fiir aIle A, BE [1 

beschrieben. 
(b) [1 und [ haben dieselbe Normenform. 

Beweis: (a) Es geniigt, den Fall U1 = U zu betrachten, da es stets 
eine Translation mit der Achse g gibt, die U1 in U iiberfiihrt. Bei einer 
Algebra [1 bzgl. 0, U, V, E1 = (Q, 1) lassen sich aber die Behauptungen 
aus (a) leicht verifizieren. 

(b) Wegen (a) haben [1 und [ dasselbe Zentrum. Weiter folgt aus (a), 
daB N(A 0 B)=N(A)N(B) =N(A) oN(B). Also ist N auch Normen form 
von [1. 

Lemma 1: A Bgenaudann,wennN(A)=N(B)undSp(A)=Sp(B). 
Beweis: Ist A = C -1 BC fiir ein gewisses C E [, so ist N (A) = N (C -1 BC) = 

=N(B) und Sp(A) =Sp(C-l(BC)) =Sp((BC)C-1) =Sp(B) nach (3) und (5b). 
Sei umgekehrt N(A)=N(B) und Sp(A)=Sp(B). Dann gibt es ein 

Z E.8 und A o, Bo E [0 mit A=Z+Ao, B=Z+Bo und A02=B02= -N(Ao), 
und es wird (Ao+Bo)-lA(Ao+Bo)=B. 

Lemma 2: Sei IX ein Jordanhomomorphismus von [. Dann gilt fiir 
aIle Konjugiertenklassen «X"'>- = «X>-"'. 

Beweis: Lemma 2 folgt aus Lemma 1, sowie der von Smiley (siehe (6) 
Seite 166) bewiesenen Tatsache, daB die Jordanhomomorphismen unter 
den umkehrbaren semilinearen Transformationen des Vektorraums [ 
iiber .8 durch die Beziehungen N(X)'" = N(X"') und Sp(X)"'=Sp(X"') 
charakterisiert sind. 

Nun benotigen wir noch zwei Hilfsformeln: 

(i) P-1_Q-l=P-l(Q_P)Q-l=Q-l(Q_P)P-l fiir P, Q#O. 
Dies ist trivial. Klammern eriibrigen sich, da nur mit zwei Ele
menten gerechnet wird. 

(ii) Sind A, B, C Elemente einer Quaternionenunteralgebra m (Def. 
siehe (5) Seite 61) mit ABC=CBA, so gilt fUr 
DE [stets ((DA)B)C=D(ABC) und (ABC)D=A(B(CD)). 

Beweis: Wir zedegen [ in m und m.L=mL, wo L E m.L, wie zB. bei 
Jacobson (siehe (5) Seite 60). Dann ist D=D1 +D2L. mit Db D2,E m. 
Mit A, B, C sind auch A, 13,0 in m, wie sich aus (4d) ergibt. Nun folgt: 

DA = (Dl +D2L)(A +OL)=D1A + (D2.A) L, (DA)B= 

(DIA + (D2A)L)(B+OL)=DIAB+ (D2AB) L, ((DA)B)C= 

(DIAB+ (D2A13)L)(C+OL) = D1ABC + (D2A130)L= 

D1ABC + (DzA BC)L = D1ABC + (DzA BC)L = D(ABC) 

und auf ahnliche Weise 

A(B(CD)) = A BCD1 + (DzCBA)L = A BCD1 + (DzABC)L= (ABC)D. 
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3. Elementare Eigen8chaften de8 DoppelverhClltni88e8 

(7) Seien A, B, G drei verschiedene Punkte auf g und sei R=/= 0, 1, = 

gegeben. Dann gibt es mindestens einen Punkt D, sodaB [~ ~J = -<.,R>, 

falls R E,8 genau einen. 
Wir iibergehen den einfachen Beweis. 

(8) Die vier Punkte A, B, G, D E g sind genau dann in harmonischer 

Lage, wenn [~ ~J = - 1. 

Den Beweis fiir (8) findet man bei HAVEL (siehe (7) Seite 78) 

(9) Sind A, B, G, D vier verschiedene Punkte =/== auf g, so gilt: 

[~ ~J = -<.,[(A _B)-I- (A _D)-I] [(A _B)-I- (A _G)-I]-I>. 

Beweis: Sei [(A-D)-I(B-D)] [(B-G)-I(A-G)]=R und 
R'= [[(A-D)-I(B-D)](B-G)-I](A-G). Wegen (3), (5b) und Lemma 1 

ist R R' und deshalb R' E [~ ~J. 
Aus den Kiirzungsregeln ergibt sich (A _D)-I(B -D)= (R'(A -G)-I)(B -G) 
und daraus folgt 

[(A _D)-I(B-D)](A - B)-1 = [(R'(A -G)-I)(B -G)](A - B)-I. 

Auf die letzte Gleichung wenden wir (i) und (ii) an, wobei wir links 
P=A-D, Q=A-B und rechts P=A-G, Q=A-B einsetzen. Natiirlich 
erfiillen die Elemente P, (P - Q), Q aus (i) die Voraussetzungen von (ii). 
Es folgt also (A _B)-I- (A -D)-I=R'[(A _B)-I- (A -G)-I] und damit 
ist (9) bewiesen. 

1st X =/= 0, so iiberlegt man sich, daB -<.,X -1> = -<.,X> -1 und 

1- -<.,X> = -<.,I-X>. 

(10) Es gelten die folgenden Vertauschungsregeln: 

(a) [~~J = [~ ~J-l 

(b) [~~J =1- [~~J 

(c) [~~J = [~ ~J = [~ ~J = [~ ~J. 
Beweis: (a) Man iiberlegt sich, daB 

([(A -G)-I(B -G)][(B-D)-I(A _D)])-I= 

[(A _D)-I(B -D)][(B-G)-I(A -G)] 

konjugiert ist zu ([(B _D)-I(A -D)][(A -G)-I(B -G)]) -1. 1st einer der vier 
Punkte ==, so liiBt man die Terme, worin dieser Punkt vorkommt, weg. 
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(b) Die FaIle, wo einer der Punkte gleich 00 ist, erledigen sich durch 
triviale Rechnungen. 
Sind aIle vier Punkte von 00 verschieden, so wenden wir (9) an: 

R= [(A-B)-I_(A-D)-I][(A-B)-I_(A-O)-I]-1 E[~ ~J 
l-R= [(A _B)-I- (A -0)-1- (A - B)-I+ (A _D)-I][(A _B)-I-

- (A _0)-1]-1= [(A -0)-1- (A _D)-I][(A -0)-1- (A - B)-I]-1 E[~ iJ. 
Damit ist (b) bewiesen. 

(c) Es genugt, die erste Relation zu beweisen, da die ubrigen sich 
dann aus (a) und (b) ergeben. Der Beweis erfolgt durch eine leichte 
Rechnung, wobei man (3), (5b) und Lemma 1 benutzt. 

FaBt man das Doppelverhaltnis von vier Punkten A, B, 0, DE (J als 
eine Punktmenge <: (J auf, so kann man die folgende Aussage machen: 

(11) Das Doppelverhiiltnis von vier Punkten A, B, 0, D E (J hangt 
nicht von der Wahl der Grundpunkte U und E des Koordinatensystems ab, 
sondern nur von den drei Punkten 0, 1 und 00. 

Beweis : Sei [0 eine Algebra, die von einer andern Wahl der Grund
punkte herruhrt. Dann hat wegen (6a) die Algebra [0 dieselbe Addition 
wie [ und die MuItiplikation A 0 B= (AQ-l)(QB). Wir betrachten vier 
Punkte A, B, 0, D E (J und ihr DoppelverhaItnis bzgl. [ und [0. Das 

Doppelverhaltnis bzgl. [0 werde mit [~ ~J bezeichnet. 

1st einer der vier Punkte gleich 00, so durfen wir wegen der Ver
tauschungsregeln (i Oc) annehmen A = 00. Dann ist 

[~~J =-«B-D)(B-O)-I>=-«B-D) 0 (B-O)-I>= [~~J 
wegen Lemma 1 zusammen mit (3) und (5b). 

Sind aIle vier Punkte =1= 00, so ist (9) anwendbar: 

[~~J =-<[(A-B)-I_(A-D)-I] [(A-B)-I_(A-O)-I]-I>= 

[ A BJO -<[(A-B)-I_(A-D)-I]o[(A-B)-I_(A-O)-I]-I>= DO 

wieder wegen (3), (5b) und Lemma 1. 

4. Geometrische Hilfssiitze 

(12) Die Abbildung X ----'---"" X liegt in tP. 

Beweis: Nehmen wir zunachst an, die vier Punkte A, B, 0, D seien 
=1= 00, sodass sich nach (9) ergibt 

[~ ~J =-<[(A _B)-I- (A _D)-I] [(A _B)-I- (A _0)-1]-1>. 
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Aus (4c) bzw. (5) folgt N(X)=N(X) und Sp(X)=Sp(X) und daraus 
X -X nach Lemma 1. Also konnen wir schreiben: 

[~~J = -< [(A-B)-I_(A-D)-I] [(A-B)-I_(A-O)-I]-I> 

= -< [(A - B)-I- (A -0)-1 ]-1[(.1 - B)-I- (A -D)-I]> 

Nach Lemma 1, (3) und (5b) ist 

-< [(A - B)-I- (A -0)-1 ]-1[(.1 - B)-I- (A -D)-I]> 

= -<[(.1-B)-I-(.1-D)-I][(.1-B)-I-(.1-O)-I]-I> = [~~J. 

Also [~~J = [~ ~J. 
1st einer der Punkte gleich <Xl, so konnen wir uns wegen der Ver-

tauschungsregeln (10c) auf den Fall A = <Xl beschranken. In diesem Fall ist 

[ A BJ = -«B-D)(B-O)-I>=-«B-D)(B-O)-I> 
DO [- -J =-«B-O)-I(B-D»=-«B-D)(B-O)-I>= ~ ~ 

nach analogen Schliissen wie oben. 

(13) Jede Abbildung der Form X --+ X +0, <Xl --+ <Xl gehOrt zu if>. 
Dies ist trivial. 

(14) Jede Abbildung der Form X --+ QX, Q#O fest, <Xl --+ <Xl gehOrt 
zu if>. 

Beweis: Betrachten wir zunachst vier Punkte A, B, 0, D#<Xl. Dann 
sind auch die vier Punkte QA, QB, QO, QD von <Xl verschieden und 
nach (9) ist 

[ QA QBJ =-<[(QA-QB)-L(QA-QD)-I][(QA-QB)-L(QA-QO)-I]-I> 
~~ . 

= -«[(A - B)-I- (A _D)-1 ]Q-l)(Q[(A - B)-I- (A -0)-1 ]-1» 

Der letzte Ausdruck in den spitzen Klammern ist nach (3), (5b) und 
Lemma 1 konjugiert zu 

[(A - B)-I- (A _D)-I] [(A - B)-I- (A _0)-1]-1 E [~~J. Daher folgt 

[ QA QBJ [A BJ 
QD QO = DO· 

Sei nun o.B.d.A. der Punkt A gleich <Xl. Dann ist 

[~ ~J =-«B-D)(B-O)-I>=-<[Q(B-D)] [(B-O)-IQ-l]> 

wegen (3), (5b) und Lemma 1, und es folgt 

[ A BJ [QA QBJ DO =-«QB-QD)(QB-QO)-I>= QD QO . 
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(15) Die Abbildung X -+ X-I, ° -¢> 00, gehOrt zu if>. 
Beweis: Sind A, B, 0, D vier Punkte # 0, 00, so sind auch die Punkte 

A -1, B-1, 0-1, D-l # 0,00 und 

R' = [(A -1-D-l)-I(B-l_D-l)] [(B-I-0-l)-1 (A -1-0-1)] E [A -1 B-1] 
D-l 0-1 

R= [(A _D)-I(B-D)] [(B-O)-1 (A -0)] E [~ ~]. 
Aus (i) ergibt sich: 

R' = [(D-l(D-A) A -1)-I(D-l(D-B)B-l)] [(O-I(O-B) B-l)-I(O-I(O-A)A -1)] 

= [(A(D-A)-ID)(D-l(D- B)B-l)][(B(O- B)-10)(0-1(0 -A)A -1)]. 

Man sieht nun mithilfe von (3) sofort, dassN(R) = N(R'). Urn Sp(R) =Sp(R') 
zu beweisen, formen wir R' nach (ii) urn: 

R' = [A{(D-A)-I[(D- B)B-l]}] [{[B(O - B)-1 ](0 -A)}A -1]. 

Zur Abkiirzung setzen wir A-O=Sl, B-0=S2, A-D=Tl und 
B-D=T2, sodass also T2=S2-S1 +Tl . 
Dann ergibt sich 

Sp(R') =Sp([A{T1 -1(T2B-l)}] [{(BS2-1 )SI}A -1]) = 

=Sp([Tl -l(S2B-l)] [(BS2-1)Sd) 

-Sp([Tl-l(SIB-l)] [(BS2-1)SI]) 

+Sp([Tl -l(TIB-l)] [(BS2-1)SI]) 

=Sp({Tl-l(T2B-l)} {(BS2-1)SI}) 

Es geniigt jetzt, den mittleren Ausdruck zu betrachten, da bei den 
beiden andern das storende B sofort herausHillt, wenn man (5b) und die 
Kiirzungsregeln anwendet. 

Urn den mittleren Ausdruck umzuformen, wenden wir auf W =Tl -1, 
X=Sl, Y=B, Z=S2 die Identitiit (1) an und erhalten 

[Tl -1(SIB-l)](BS2-1) = B-l([(BTl -1)SI]S2-1). 

Also wird Sp([Tl-l(SIB-l)] [(BS2-1) Sd) 

=Sp({[Tl -l(SIB-l)](BS2-1)} SI) nach (5b) 

=Sp({B-l([(BTl-l)SdS2-1)} SI) 

=Sp(B-l{([(BTl-l)SdS2-1) SI}) nach (5b) 

=Sp(B-l{(BTl -l)[SIS2-1 Slm nach einer der Moufangidentitiiten 

=Sp({B-l(BTl-l)} [SIS2-1 Sd) nach (5b) 

=Sp(Tl -1 [SIS2-1Sd) =Sp((Tl -1 SI)(S2-1S1)) nach (5b). 

Das Letzte ist der Ausdruck, den wir bei Betrachtung von Sp(R) erhalten 
hiitten. Damit ist gezeigt, daB Sp(R) =Sp(R') und aus Lemma 1 folgtR-R'. 

Die Sonderfiille, wo einer der Punkte gleich ° oder 00 ist, erledigen 
sich durch einfachere Betrachtungen, die wir iibergehen konnen. 
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Lemma 3: Die Abbildungen aus (13-15) der Form X --+ X +0 
X --+ QX und X --+ X-I erzeugen II. 

Beweis: Die von den Abbildungen (13-15) erzeugte Gruppe, die wir 
zunachst mit A bezeichnen wollen, ist jedenfalls eine dreifach transitive 
Untergruppe von II. 

Gehen wir zu einem neuen Koordinatensystem mit den Grundpunkten 
0 1 E g, UI, VI E g, El und der zugehorigen Oayleyalgebra [1 tiber, so 
konnen wir die Abbildungen X --+ X+1 0, X --+ Q 01 X und X --+ X* 
betrachten, die mithilfe der Operationen "+ I" und "01" in [1 und dem 
Inversen bzgl. "01" definiert sind. Diese Abbildungen liegen in A, denn 
sie sind in A konjugiert zu Abbildungen der Form 

X --+X+O, X --+ (QR-l)(RX) bzw. X --+X-l. 

Jetzt sei nEil eine beliebige Projektivitat, die wir als Produkt von n 
n 

Projektionen ai = a(gi-l, Pi, gi) schreiben konnen: n= II a(gi-1, Pi, gt}, 
i~l 

wobei natiirlich gO=g=gn. Wegen (11) und weil jede echte Moufangebene 
unendlich viele Punkte enthalt, kann der Punkt U im QuadrupelO, U, V, E 
so gewahlt werden, dass Pi rt uv ftir i = 1, ... , n und U 1= gi ftir i = 0, 1, .. . ,n 
Dann wird 

n n n 

n = II ai = II a(gi-l, Pi, gi) = II a(g, U, gi-l) a(gi-l' Pi, gt} a(gi, U, g). 
i~l i~l i~l 

Nun konnen wir uns auf die Betrachtung von Abbildungen der Form 
a(g, U, a) a(a, B, c) a(c, U, g) beschranken. 

Fall a. B rt g. Daraus folgt a(a, B, c)=a(a, B, g)a(g, B, c), also 

a(g, U, a) a(a, B, c) a(c, U, g) = a(g, U, a) a(a, B, g) a(g, B, c) a(c, U, g) 

und wir brauche~ nur die Abbildung a(g, U, a) a(a, B, g) zu betrachten, 
weil a(g, B, c) a(c, U, g) dieselbe Gestalt hat. Berechnen wir nun das Bild 
des Punktes S E g bei der Abbildung a(g, U, a) a(a, B, g) in einem Koordi
natensystem mit den Grundpunkten 0 1, U1, VI, EI, wobei U1 = U und 
V1 =a (1 g. (Falls a=g, haben wir die identische Abbildung vor uns.) 
Die Berechnung ergibt, dass sich a(g, U, a) a(a, B, g) aus Abbildungen 
der Form (13-15) in den neuen Operationen "+1" und "01" zusammen
setzt. Da diese wie wir gesehen haben in A liegen, ist der Fall a erledigt. 

Fall b. Diesmal berechnen wir das Bild von S bei der Abbildung 
a(g, U, a) a(a, B, c) a(c, U, g), und zwar legen wir die Grundpunkte 
01, U1 , VI, El so, dass B=OI und an g= VI, U1 = U. Wieder ergibt die 
Berechnung, die wir tibergehen, das gewtinschte Resultat. 

Ftir die nun folgenden Lemmata brauchen wir einige Definitionen: 
Q([, 3, N) sei die Gruppe aller linearen Transformationen w von [, 

die N(XW)=N(X)Z mit festem nur von w abhangendem Z:;60 erftillen. 
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0((2:, ,8, N) sei die orthogonale Gruppe von (2: bzgl. N, und 0+((2:, ,8, N) 
sei die Untergruppe der Rotationen, d.i. der 1sometrieen mit Deter
minante 1. Mit 0((2:0, ,8, N) bezeichnen wir die Untergruppe von 0((2:, ,8, N), 
welche den Punkt 1 und damit den Unterraum l-L=(2:0 invariant laBt. 

Nattirlich ist O( (2:, ,8, N) <,J)((2:, ,8, N). AIle diese Gruppen lassen sich 
in naheliegender Weise auch als Permutationsgruppen auf g auffassen, 
indem man fUr eine bel. Abbildung w aus einer dieser Gruppen die Kon
vention OOW = 00 macht. 

Lemma 4: Jede Abbildung a aus 0+((2:, ,8, N) ist eine Projektivitat 
von g auf sich, dh. 0+((2:,,8, N) <,II. 

Beweis: 0+((2:,,8, N) wird durch die Drehungen um 1800 erzeugt, 
dh. durch Abbildungen, die in einer Ebene ~ jeden Vektor X in -X 
tiberftihren und die in ~.L jeden Vektor festlassen. (siehe (8) Theorem 3.22, 
p. 134). 

Wahlen wir zunachst eine Ebene ~, welche 1 enthalt. Dann gibt es ein 
E E ~ n (2:0 mit E=I=O und eine orthogonale Basis 1, El=E, . .. , E7 mit 

7 

-EiEj=EjEi ftir i=l=j und N(Ei) = -Ei2• Sei X =Zo+ 'L,ZiEi und sei f3 
i-I 

7 

die Abbildung X ...l!.---+N(El-l)ElXEl= -Zo-ZlEl+ 'L,ZiEi. 
i-2 

f3 ist erstens eine Projektivitat von g auf sich und zweitens die Drehung 
um 1800 in ~. 

Zu einer beliebigen Ebene ~' in (2: gibt es nun ein A E ~' mit A =1= 0 
und eine Ebene ~ durch 1, sodaB A~= ~/, denn die Gesamtheit der 
Ebenen durch 1 geht bei der Abbildung X ~ AX in die Gesamtheit der 
Ebenen durch A tiber. 1st f3 die Drehung um 1800 in ~, so ist IX -lf3IX die 
Drehung um 1800 in ~/. Da IX-l f3IX eine Projektivitat ist, haben wir be
wiesen, daB die Gruppe 0+((2:, ,8, N) durch Projektivitaten erzeugt wird. 

Lemma 5: Q((2:,,8, N) ist eine Untergruppe von tP und zwar gerade 
die Standuntergruppe der Punkte 0 und 00, dh. kurz Q((2:, ,8, N) = tPooo• 

Beweis: Wir zeigen zuerst Q((2:,,8, N)<,tP. Nach Lemma 4 ist 
O+((2:,,8,N)<,II. Aus Lemma 3 zusammen mit (13-15) folgt II<,tP. 
Aus (12) ergibt sich daher 0((2:, ,8, N) <, tP. 

Sei nun w E Q((2:, ,8, N). Dann gibt es ein Z mit N(XW) =N(X)Z, und 
es folgt Z=N(P), wenn P= lW. Die Abbildung X ~P-lXw liegt in 
0((2:,,8, N), denn N(XIX) =N(P-l)N(XW) =N(P-l)N(X)N(P) =N(X). Also 
gilt IX E tP. Da die Abbildung X -+ p-lX nach (14) in tP liegt, folgt w E tP. 

Nun betrachten wir eine Abbildung cP aus tP 0 00 und es sei 1'l'=P. 
Wegen 0'l'=0 ist P=I=O, und die Abbildung X ~P-lX liegt in Q((2:, ,8,N). 
Also haben wir nur nachzuweisen, daB CPl=CP:rc EQ((2:,,8, N). Wegen (14) 
ist CPl E tP. 

Aus (8) folgt, daB CPl Quadrupel in harmonischer Lage auf ebensolche 
Quadrupel abbildet. Daher und weil CPl die drei Fixpunkte 0, 1 und 00 hat, 
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ist rp1 nach Havel (siehe (9) Seite 316) ein Jordanhomomorphismus von [. 
Nach Smiley (siehe (6) Seite 166) ist rp1 somit eine semilineare Trans
formation von [ mit Sp(X'Pl)=Sp(X)'Pl. Aus 

-<X'Pl> = [<:Xl 0J = [<:Xl 0J = -<X> X'Pl1 X 1 

folgt aber N(X'Pl) =N(X) und Sp(X'Pl) =Sp(X). Nun folgt Sp(X) =Sp(X)'Pl 
ftir aIle X und daher ist rp1linear, und N(X'Pl)=N(X) zieht rp1 E 0([,3, N) 
nach sich. Damit ist gezeigt, daB rp1 E Q([, 3, N). 

Lemma 6: Die Abbildung t: X ----'--+ X gehOrt zu ,1- r. 
Beweis: Wir bezeichnen mit [M, B] die Gerade Y=MX+B, mit 

(M) den Schnittpunkt der Geraden Y =MX und UV und mit [0] die 
Gerade X =0. Dann liefert die Abbildung (X, Y) -J>- [ -X, Y], (M) -J>- [M], 
<:Xl -J>- UV eine Dualitat von ~. Diese Dualitat induziert auf g die Abbil
dung t, wie man sofort sieht. Also ist tELl. 

Angenommen t E r. Dann gibt es eine Kollineation mit dem Fixpunkt 
U, die auf g die Abbildung t induziert. Sei EO= (0, 1) der Bildpunkt 
von E bei dieser Kollineation und [0 die zugehorige Cayleyalgebra, sodass 
also t ein 1somorphismus von [ auf [0 wird. Aus (6a) folgt nun AB= 
= (AO-1) (011). Ware 0 E 3, so ware [ kommutativ, also 0 ~ 3. Sei 

DE [ mit DOi=OD. Dann haben wir DO=DC=(j!5=(CO-1)(OD)=OD, 
und dies ist ein Widerspruch. Es folgt also t ~ r. 

Lemma 7: Sei <5 eine umkehrbare Abbildung von g auf sich mit 
den Fixpunkten 0, 1, <:Xl. Dann sind folgende Aussagen aquivalent: 

(a) <5 ist ein Jordanhomomorphismus von [. 
(b) <5 ELl. 
(c) <5 ist ein Automorphismus der additiven Gruppe von [, und es 

gibt ein 0i=0, sodass entweder (AB)6=(A60-1)(OB6) ftir aIle A,BE[ 
oder (AB)6= (B60-1)(OA6) ftir aIle A, B E [. 

Beweis: 1st (c) erftiIlt, so folgt (A2)6 = (A60-1) (OA6) = (A6)2 und 
daraus durch Linearisieren (AB+BA)6 = A6B6+B6A6. Also folgt (a) 
aus (c). 

1st <5 ein J ordanhomomorphismus von [, so definieren wir eine neue 
Algebra [* mit derselben Addition wie in [ und dem Produkt "*": 

A * B= (Ar1 Br1)6. Nach Smiley (siehe (4) Seite 166) gilt dann N(A * B) = 
N((ArlBrl)6) =N(Ar1 Brl)6= (N(Ar1)N(Br1 ))6= (N(A)rlN(B)rl)6= 
N(A)N(B). Die Algebra [* ist also wie [ eine Cayleyalgebra mit der 
Normenform N. 

Nach Jacobson (siehe (5) Seite 62/63) existiert ein 1somorphismus rJ 
von [ auf [* mit rJ E 0([, 3, N). Aus rJ E 0([, 3, N) folgt nach Lemma 4 
und 6 auch rJ ELl. Nach der Definition der Algebra [* ist <5-1 ein 1somor-
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phismus von [* auf [. Daher ist 'Y}b-1 ein Automorphismus von [ und 
liegt deshalb in r <; Ll. Aus 'Y}b -1 E Ll und 'Y} E Ll folgt nun bELl. 

Wenn (b) gilt, so ist entweder b E r oder bELl - r. Falls b E r, gibt 
es eine Kollineation b mit dem Fixpunkt U, die b induziert. Nach einem 
Argument, das wir schon beim Beweis des vorigen Lemmas anwendeten, 
ist b lsomorphismus von [ auf eine Algebra [0 bzgl. der Grundpunkte 
0, U, V, EO=(C, 1), und deshalb ist b ein Automorphismus der additiven 
Gruppe von [ und erfullt die Bedingung (AB)6=(A6C-1)(CB6), dh. b 
genugt (c). 

1st bE Ll- r, so ist bt E r, dh. bt erfullt (c). Dann erfullt aber auch 
b selbst die Bedingung (c). 

Lemma 8: Sei b ein Jordanhomomorphismus von [. Dann gilt fiir 
aIle Quadrupel A, B, C, D aus lauter verschiedenen Punkten von g: 

[ A6 B6] = [A B]6 
D6 C6 DC· 

Beweis: Nach Lemma 7 gibt es ein Q # 0, sodass entweder (XY)6 = 
= (X6Q-1)(QY6) fur aIle X, Y E [ oder (Xy)6 = (y6Q-1)(QX6). Wir be
trachten zunachst den ersten Fall und schreiben zur Abkiirzung X 0 Y 
fur (XQ-1)(QY). Dann bedeutet "0" die Multiplikation in der Algebra 
bzgl. der Grundpunkte 0, U, V und EO= (Q, 1). Es folgt nun, da jeder 
Jordanhomomorphismus b die Bedingung 8-16 = (86)-1 fur aIle 8 E [ 

erfullt, dass 

[~: ~:T = -<[(A_D)-16 0 (B-D)6] 0 [(B-C)-16 0 (A-C)6]>-

= -<[(A-D)-1(B-D)] [(B-C)-1(A-C)]>-6 = [~~J, 

wobei [~: ~:T wie in (11) das Doppelverhaltnis bzgl. der Algebra [0 

bezeichnet. Da nach (11) [~: ~:T = [~: ~:] sind wir im ersten FaIle 

fertig. 
1m zweiten Fall genugt & den Bedingungen des ersten Falles, wenn t 

die Abbildung X ~ X bedeutet. Nach (12) folgt daher 

[ A B]6 = [A BJ6' = [A 6, B6'] = [A <5 B~] 
DC DC D6'C6, D6C6 

und wir sind fertig. 

5. Beweis der 8atze 1-4 

Beweis von Satz 1: (a) :rr; sei eine Projektivitat von g auf sich. Aus 
(13-15) sowie Lemma 3 folgt :rr; E <P. Damit ist der erste Teil des Satzes 
bewiesen. 

32 Series A 
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(b) A, B, 0, D und A', B', 0', D' seien Quadrupel auf g mit 

[ A BJ [A' B'J E . t . d . P . kt' ·t··t . t' t D 0 = D' 0" S IS zu zeIgen, ass eme rOJe IV! a 11: eXIS Ier 

mit A"=A', B"=B', 0"=0', D"=D'. 
Da die Abbildungen (13-15) eine dreifach transitive Gruppe erzeugen, 

gibt es Projektivitaten e und a derart, dass A e = 00, Be = 0, Oe = 1 und 
A'''=oo, B'''=O, 0'''= 1. Dann gilt nach dem unter (a) Bewiesenen: 

~De>- = [; ~J = [~: ~:J = [~ ~J = [~: ~] = [~,: ~::J = [;,,~J 
=~D'''>-. 

Also ist De=D'''. Deshalb gibt es eine Bewegung cp aus 0+([,.8, N), 
sodass De"'=D'" und 1"'= 1. Dies folgt aus Lemma 1. Wegen Lemma 4 
ist cp eine Projektivitat. Die Projektivitat 11: = ecpa-1 hat nun schon die 
gewiinschten Eigenschaften, denn Ae",,,-l=oo,,,,,-l=A', Be",,,-l=o,,,,,-l=B', 
oe",,,-l= 1",,,-1=0' und De",,,-l=D,,,,,-l=D'. 

Beweis von Satz 2: (a) Sei!5 Ell. Wir miissen zeigen, dass es einen 

Jordanhomomorphismus lX von [ gibt, sodass [~: ~:J = [~ ~J fUr 

jedes echte Quadrupel A, B, 0, D E g gilt. 
Hat 15 nicht die Fixpunkte 0, 1,00, so gibt es eine Projektivitat 11:, 

sodass 1511: die Fixpunkte 0, 1,00 hat. Da die Abbildung 11: die Doppel
verhaltnisse nicht andert, k6nnen wir annehmen 15 habe die Fixpunkte 
0, 1,00. Lemma 7 besagt, dass dann 15 ein Jordanhomomorphismus ist. 

Aus Lemma 8 folgt [~: ~:J = [~~J. Also kann man lX =15 setzen. 

(b) Seien A, B, 0, D und A', B', 0', D' Quadrupel von je vier ver
schiedenen Punkten auf g und sei lX ein Jordanhomomorphismus von [, 

[ A BJ'" [A' B'J . sodass D 0 = D' 0' gIlt. 

Es kann lX E r angenommen werden, denn nach Lemma 7 gilt lX Ell; ist 
nun lX E Ll- r, so ist lXl E r wegen Lemma 6, wenn l die Abbildung X ~X 
ist. Da l die Konjugiertenklassen unverandert lasst, bleibt 

[ A BJ"" = [A' B'J 
DO D' 0' . 

Wir miissen zeigen, dass es ein y E r und ein {} E Ll- r mit A"=A', 
BY=B', 0"=0' und D"=D' bzw. A~=A', B~=B', O~=O' und D~=D' 
gibt. Zeigen wir zunachst die Existenz von y! 

Es gibt Projektivitaten 11: und e derart, dass A" = 00, B" = 0, 0" = 1 und 
A'e=oo, B'e=o, O'e= 1. Aus Satz 1 und Lemma 2 folgt: 

~D""'>- = ~D">-"'= 

[ 00 OJ'" [A" B"J'" [A BJ'" [A' B'J [A'e B'eJ [00 OJ ' 
D" 1 = D" 0" = D 0 = D' 0' = D'e O'e = D'e1 = ~D e>-. 
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Also ist lY'''=D'e und es gibt wegen Lemma 1 eine Bewegung cP E 0+([, ,8, N) 
mit D""'P=D'e und 1'1'= 1. Nach Lemma 4 ist cP eine Projektivitat und 
also cP E r. Nach unserer Annahme ist iX E r. Die Abbildiung niXcpe-1 

liegt deshalb in r. Diese Abbildung leistet aber das Gewiinschte, denn 
A",x'Pe-1 = (Xl"'Pe- 1 = A', B"''''Pe- 1 = 0"'Pe- 1 = B', 0"''''Pe- 1 = 1"'Pe-1 = 0' und 

lY'IX'Pe- 1 = D'ee- 1 =D'. 
Um nun die Existenz eines {} E ,1- rmit den gewiinschten Eigenschaften 

einzusehen, bedenken wir, dass nach (12) fUr die Punkte A', B', 0', D' gilt 

[ A' B'J [A'13'J 
D' 0' = I)' {Y . 

Daraus ergibt sich die Existenz eines y E r mit A1'=A', BY=13', o1'={Y 
undD1'=D' wie wireben bewiesen haben. Nun sei l die Abbildung X-.!.--,;X. 
Dann gilt A1"=A', BY'=B', 01"=0' und D1"=D'. Da l 1= r und y E r, 
folgt yl 1= r. Also yl = {} E ,1 - r. 

Beweis von Satz 3: Wegen Satz 1 geniigt es, eine Abbildung mit den 
Fixpunkten 0, 1, (Xl zu betrachten. 

Die Untergruppe von tP mit den Fixpunkten 0, 1, (Xl ist, wie man aus 
Lemma 5 folgert, die Gruppe 0([0,,8, N). 

Sei nun y die Abbildung aus r n tP mit den drei Fixpunkten 0, 1, (Xl. 

Ware y 1= 0+([0, ,8, N), so ware wegen Lemma 4 jede Abbildung aus 
O(Q:, ,8, N) in r, also auch die Abbildung X ~X, was aber wegen Lemma 6 
nicht sein kann. Es folgt y E O+(Q:o, ,8, N) und Lemma 4 zieht sofort 
y E II nach sich. 

Beweis von Satz 4: Sei zunachst cP E tP. Wir zeigen cP E ,1. Es gibt 
namlich eine Projektivitat n, sodaB CPl = cpn die Fixpunkte 0, 1, (Xl hat. 
Mit cp liegt wegen Satz 1 auch CPl in tP. Aus Lemma 5 folgt CPl E Q(Q:, ,8, N) 
und da 1'1',= 1, sogar CPl E O(Q:, ,8, N). 

1st CPl E O+(Q:, ,8, N), so ist CPl nach Lemma 4 eine Projektivitat und 
mithin CPl E ,1. 1st CPl 1= O+(Q:, ,8, N), so ist CPll in 0+([, ,8, N), Dann folgt 
CPll E,1 und da l E,1 wegen Lemma 6, ergibt sich CPl E ,1. 

Nun betrachten wir eine Abbildung ~, welche [~: ~:J = [~ ~J 
mit dem Jordanhomomorphismus iX erfiiIIt. Da die Jordanhomomor
phismen eine Gruppe bilden, ist auch iX-I ein Jordanhomomorphismus. 
Lemma 8 liefert also 

fUr alle echten Quadrupel auf g. Daraus folgt 



496 

Also liegt die Abbildung cp=ex-1/j in if> und damit nach dem oben Be
wiesenen in L1. Die Abbildung ex liegt aber wegen Lemma 7 in L1, und 
daraus folgt /j = excp E L1. 
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