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Soit H, l’espace des polynames trigonomktriques de ptriode 27r et d’ordre 
au plus rz. On pose K = [--7~. +TT]. Pour toute fonction f mesurable pCrio- 
dique de ptriode 2~ on note pour p 2 1 

‘A0 = [J, If(e de]lir’ et I J’ll= = sup ess If(e)! . 

L’inkgalitk de Bernstein “classique” peut s’tnoncer ainsi [3, p. 2151: Pour 
tout p E [I. L CC] et pour tout T E- H,, (n >, 0) on a 

:; T”;, <nl Tli,. (1) 

Soit a >- 0 et w, la fonction pkiodique de periode 2n telle que w,(e) = : B ,rl 
pour B E K. Le but de cet article est de dCmontrer le r&&at suivant: 

THISORCME. II existe une constante C, telle yue pour tout p E [I) - ,x], et 
pour tout T E H,, (n 3 0) on ait: 

!’ T’ . w, ’ ,, < C,n ;; T . w, I’,, 

MGALIT~: PRELIMNAIRE 

Dans ce paragraphe nous nous proposons de dtmontrer I’inCgalitC suivante: 

PROPOSITION. a et b &ant deux nombres rkels posit+, il existe une constante 
KU.6 telle que pour tout p E [I, + “c] et pour tout T E H, (n 2: 1) on ait: 

1; T. W, ; p < K,,bnb !: T. Wu+b 1’” 
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DPm.ws~mtion. II suffit de dhontrer la proposition pour /j iini car 31 ,I 
est me fonction bornPe ,]f L -++& f, .,; . Soit T E 17,~ et 0, tel que T , - 

T(oO,) et soit J,, = [& - (211)-l, 8, -;~ (217)-l]. I1 rlsulte de (I) quc pout 
b E J,, . 

T(d) - T(tt,) cx: 6 - et, ! n : T ,3: .: ; 7 1 L 

done pour 0 E J,, . T(B) :> -3 I T:.T . On a alors 

1 T(B) w,&O) ” (10 ,;:: 22” 7-j ; j : II’~ JB) 0 d0 
* J,, J.. 

et I’on a de faqon Cvidente: 

=z 2(p(a - 6) y- I)-’ (2/l)--pa--l,b ’ 

done 

Nous avons en posant I,, -: [- lin, l/n] 

I‘ T(8) ~\~,,(fl);J~ d6 < 2/r”“- ; j- ; , 
~ I, 

De (2) et (3) on tire: 

!,, 
7-(d) w,(d) 0 de .< 2@n--ph-l’+-l( pa + p6 - 1) nr’b ! T ,,‘,,-b ;; 

Par ailieurs: 

En r&nissant (4) et (5) nous obtenons: 

T \,.,- 1 , I’ .:--’ p ” /I”“[1 -- 2n’n-b:1’- ‘(p(a - 6) f I)]‘, 7- . ,I’,,-,, ; 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

Mais [[ .- 2/t(a-:b-l) l( p(a _ 6) -- I)] I/P < 1 + Za-b’“(a ~_ b _~ 1) p’,‘,a, (1 

suiTit done de prendre Krr.h = 1 -- 2a*b+2(a + b + I) eli’ car on a toujours 
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APPROXIMATION DE LA FONCTION w, (a < 2) 

LEMME 1. Soit a E [0, 11; Ii existe quatre constantespositices C, , C, : C, , 
C, , (dkpendantes de a) telles que pour tout n > I, on puke troucer P,, E Hrrl 
rjbifiant pour tout 8: 

llde) :< Cl P&e)! + C2ri’; (6) 

/ psn(e); -g c,ll.,(e) + ~,~~--a; (7) 

I Pin’ x .< at+. (8) 

Dkmonstration. Pour n > 1, considhons la fonction fi, phodique de 
ptriode 2~ dCfinie par: 

f,(e) = $n-~[a(f2e)P f 2 - ~71, pour ! e I < l/n, 

= h(e), POW l/n < e C; 1, 

=-~a(,-i)-l(~--e,)2+~+-a(~-l~, I ~181 Go. 

La fonctionf, est positive et continGment derivable et vtrifie 

i;,fA I:% = an1-a 

.fxe) G )2-a, pour e E I, , 

0ttT,(e) <.fn(e) G [++ - 1) + I 1 n,,(e), pour e E K\f, 

done 

w,(e) G em (OEK) (9) 
et 

fn(e) < [&7(7~ - 1) L 11 w,(e) + n-= (e E K). (10) 

Soit L, le noyau de Jackson: 

1 
L,(t) = A,’ (3-f 

oh A, est une constante telle que !I L, ill = 1. Posons p2n(e) = 
.kxe - 0 LW d t on a alors [2, p. 841 P,, E H2n--4 (CH,,). Nous allons 
montrer que ce polyname P,, convient. D’aprh [2, p. 841 
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ce qui ltablit (8). D’autre part. de (9), (IO) et (I I) on tire immediatement 
C, = +, C, = 6a7;“. C, = {rr(~; ~ I) ~~ 1. C, ~~ 6a - 1. 

LEMME 3. Soit a t ]I, 2[. II esiste si.r constantes positices C, , Cs , CT , CB . 
C, , C,, (dkpendantes de a) telles que pow tolrt II ;:s 1 otz puisse troucer Q,, E H,c 
hYjiant pour tout tl 

Dhonstration. Pour tout n 1~; 1 considkrons la fonction g,L paire ptrio- 
dique de pkriode 2~ v&ifiant g,,(O) 0 et telle que glz soit la fonction 
impaire dkfinie par 

g’,(O) = +a[(a - 2) kn03 - (4 - a) /Pat)]. pour 0 < 0 <: 1,~. 

- a&-l 2 pour I/n :<: 6, < I. 

= fa[(a - a77 - r-2)(1 -7i)-3(e-T)3 

- (a - a7i - ii - 4)( 1 - 77-l (0 - 7i)]. pour 1 <, 0 5;: ‘i;. 

On vtrifie facilement que la fonction g, est positikte et deux fois contintiment 
dkrivable et que l’on a g; “)r ..; CI1~F. Nous avons par ailleurs, pour 
!e <I, 

Pour 1 < 0 < 77 on a 3 :.:I gll(@ et 1 -5.. ~~(8). Par suite il existe done 
deux constantes C1, et CI1 telles que 

Au total, pour tout 6 nous avons: 

MT,(e) s: (I T cl,) g,l(e) + clzn-a, 

g,l(e) i ( I - cl,) Ms,,(e) i c~~~~-u. 
(15) 

(16) 

Un raisonnement tout B fait analogue ,4 celui du Lemme 1 nous montre que 

(17) 
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D’aprks [l, p. 61; 2, p. 891 on sait que pour tout k E N il existe alors Qk E Hk 
tel que 

!I gn - PI;, x < C,,k-’ g; i;z . 

en particulier si k = n 

!I g,, - Qn 1’7 < Clgra, 

g; - Q; j/= < c.&a. 

Le polyname Qn convient puisque (12) rCsulte de ( 
(16) et (18), (14) rCsulte de (17) et (19). 

(18) 

(1% 

13) rksulte de 15) et (18), ( 

DiMONSTRATION DU THtORkhlE 

Comme pour la proposition il suffit de faire la dkmonstration pour p fini. 
Soit TEH,. 

Supposons pour commencer que 0 < a < I et soit P,, le polyname 
trigonomktrique du Lemme 1. D’aprits (6) 

11 7’ . w, D < Cl T’ . P,, I p T C2ra, T’ il, = A -I- B 

en utilisant (1) et la proposition 

B < C,&,n T. \\.n :D 

et l’on a 

A < Cl i( T. Pg,)’ ,, + C, Ij T . Pin I,, 

done avec (1) et (8) 

A < C,3n 1 T . P,, !Ip 7 Clunl-= iI T I:,, 

et d’aprks (7) 

A < 3C,C,n j! T. w, “l) + C,(3C, + a) nl- !I T ‘il) 

done d’aprbs la proposition 

.4 < C,(3C, -1 Ko,,(3Ca $ a))n I T . w, ilp . 
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Supposons maintenant que I -1 tz .I; 3 et soit Q,. ie polynome trigonome- 
trique du Lemme 2. En procedant comme pour le cas precedent on obtient 
facilement h I-aide de (12) 

T’ . II’, 1, .-_ (2C,(C, C&n) C&,.,:) I1 7‘ II‘., : ,, C, 1‘ Q,: ,t 

II s&it done de majorer 7. Qi, ,) : utilisons (14) 

j 7.Q” 
,I i, ‘. C, T . II’,, 1 ,, - C1&’ i- ,, 

et avec la proposition 

T. Q;, ,, :- (C,K,,_,,, -~ Cl”KO~,,, II 7- II’, ; ,) 

Supposons pour terminer que a . 2. Nous poserons a == 2b -- 1 avec b E N, 
2 E [O, 2[. 

Rappelons que pour 19 E K on a: , 8 G’ 7~ sin :e == x[f( I - cos O)]‘l”. 
II en resulte que 

T’ . MT,, ! ,, :g 7~?~2-~, T’ . (I - cos 8)” w, ,), 

& -’ 7iLbP.‘( T . ( I - cos ejb)’ * ,r:, I,, 

- b T. sin f?(l - cos O)b-l . IV, ,,). 

Mais pi < 2 done 

$7. ( I - cos L9)b)’ . t1:, ;) --.: C,,(n ~.~ b) : T . ( I - cos 0)” . w, II 

:s: C,,n T . w, ii ,, 

car I - cos e < ief et pour la m2me raison 

T. sin 8( I - cos e)bm’ . H’, 1, 2t-” T. w,, , ,, 

3l~ bk,, m, ,1n ’ T . I+‘,, ’ ,, 

d’apres la proposition. ce qui ach&e la demonstration du theortme. 

I. Le thtoreme est optimal en ce qui concerne I’exposant de II comme 
le montre I’exemple T(8) = cos no. 

1 -. Nous nous sommes limit& ici a la fonction w,, pour des raisons de 
simplicite d’ecriture. Cependant on remarquera que la methode de demon- 
stration s’applique aussi, a quelques modifications prts aux fonctions du type 
6, - J& Irge - 8,). 
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