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INTRODUCTION

Soit H, I'espace des polyndmes trigonométriques de période 2 et d’ordre
au plus #. On pose K = [—m, —=]. Pour toute fonction f mesurable pério-
dique de période 27 on note pour p = 1

o= |f(0)|pd0]1"" et ! fl. =supess|f(d) .
“K

L’inégalité de Bernstein “classique” peut s'énoncer ainsi [3, p. 215]: Pour
tout pe [, -~ oc] et pour tout 7e H, (n =0 ona
T, <l T, ()

Soit @ >= 0 et w, la fonction périodique de période 2 telle que w,(6) =, 8 .2
pour 8 € K. Le but de cet article est de démontrer le résultat suivant:

THEOREME.  [] existe une constante C, telle que pour tout p e [1, — 0], et
pour tout Te H, (n = 0) on ait:

INEGALITE PRELIMINAIRE
Dans ce paragraphe nous nous proposons de démontrer I'inégalité suivante:

PROPOSITION. a et b étant deux nombres réels positifs, il existe une constante

~

K, , telle que pour tout p € [1, + oc] et pour tout Te H, (n = 1) on ait:

!I T- We » = Ka,bnb !. T- Weip Ilu .
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Démonsiration. 11 suffit de démontrer la proposition pour p fint car st
est une fonction bornée | f , —,_. f...Soit Te H,etB,telque 7T , --
L T(6y) et soit J, = [0, — (2n)7Y, Gy - 2n)~']. tl résulte de (1) que pour
bed,.

T((}) - T(go) \“ 6 - 9(,)l’l ! T o ﬁ T}L
donc pour @eJ,, T(8) =% T...0Onaalors

[ TO) war(®) df =270 T|2 J iy (8) P B
o g,

n

et I'on a de fagon évidente:

L2

J. “.a«b(e)lp d0 P J " ! B ip(afb) (19

T —1.2n

e 2(p(a — b)) — D! (2”)ApaApbrl
donc

L T(0) w0V df = 2 pa — pb + 1) (Qnyremme| T2 (2)
‘j“

Nous avons en posant [, = [—1/n, 1/n]

[ T(0) wi8),"df < 20201 T2, (3)

n

De (2) et (3) on tire:

J‘I T(8) w,(6) ¥ df < 2% v »il(pa < pb — \yn | T,y £ (4)

Par ailleurs:

CT@) w7 df = e J T(8) w,(6) » df. (3)

-’K\J,, K\

En réunissant (4) et (5) nous obtenons:
T w8 ] - 20t (g - By 4 DT, 0
Mais {{ - 200D Y p(g — b) — DIUP < |+ 2070 a — b 1) ptor.

suffit donc de prendre K, , = 1 = 290% g + b - 1) !¢ car on a toujours
plg’p ST el
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APPROXIMATION DE LA FONCTION W, (a <C2)
LemMmEe 1. Soit a € [0, 11; Il existe quatre constantes positives C , Cy, Cy,

C,, (dépendantes de a) telles que pour tout n = 1, on puisse trouver Py, € H,,
vérifiant pour tout 0:

wi () < Gy Poy(O) + Con; (6)
i P:’_n(e)i = C3H‘,,(0) - C4II"'a; (N
I Py S an' e, (8)

Démonstration. Pour n > 1, considérons la fonction f, périodique de
période 2+ définie par:

Su(8) = In—cla(nd)* + 2 — a], pour | 6| < 1/n,
= w,(0), pour l/n < "6 <1,
= —da(mw — D Ym — 0 )2+ 1+ fa(w—1), 1 <|0]<m

La fonction f, est positive et continiiment dérivable et vérifie

b fole =an'="
f(0) <n?,  pourbel,,

7w (0) <[fu0) < [3a(m — 1) = 1] wa(8),  pour e K\,
donc

wlb) < mf(0) (e K) ©
et

£0) < Da(tm — 1)+ Qwy(0) +n2 (0eK). (10)

Soit L, le noyau de Jackson:

sin Lnt )*
sin 1t

Lyt = X (

oll A, est une constante telle que |L,i, = 1. Posons P,,(f) ==
Jxfu(0 — 1) L(t) dt on a alors [2,p. 84] Py, € Hy,_, (CHy,). Nous allons
montrer que ce polyndme P,, convient. D’aprés [2, p. 84]

Vo — Pantla <607 2] = ban, ()

PO =[S0 — 0 Ly de | <011 — ante
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ce qui établit (8). D’autre part, de (9), (10) et (11) on tire immédiatement
C, =a%Cy, =06ar". Cy = ta(w — 1) — 1. Cy -- 6a - 1.

LemME 2. Soit a € 1, 2[. Il existe six constantes positives Cy , Cg, C,, Cy,
Cy , C\o (dépendantes de a) telles que pour tout n = | on puisse trouver Q, € H,
vérifiant pour tout 0

wl8) = Cs | Q8) — Con o (12)
| O 8) - Cow(f) - Cen: 13)
Q;L(e) s Cﬂu.u—l(e) T Cll)”]”a- (14)

Démonstration. Pour tout n .- | considérons la fonction g, paire pério-
dique de période 27 vérifiant g,(0) - 0 et telle que g/, soit la fonction
impaire définie par

gn(f) = dafla — 2) 6% — (4 — a) *~20). pour 0 < 0 < 1.

= agf*!, pour I/n << 8 < .
= Yal(a — am — 7 — 201 —=)"3 (0 — =)
—(a—am — 7 — M — 70 — )] pour | < 0 < =
On vérifie facilement que la fonction g, est positive et deux fois continfiment

dérivable et que l'on a g, ", - Cyn?~% Nous avons par ailleurs, pour
0 <1,

gn(e) F' “./1(6) =<

a1 :
| (gu® — ab ") db | = e,
~0

Pour 1 < 6 < w7onal:lg(0)etl = wyb). Par suite il existe donc
deux constantes Cy; et Cy, telles que

M"I(e) g C13gn(0) et gn(e) §' C14w11(6)~
Au total, pour tout 0 nous avons:

wa(e) ‘(‘; (l N Cl'i) gn(e) ; Clzn_a’ (]5)
g:(0) < (1 — Cy) w(0) + Cpon. (16)

Un raisonnement tout a fait analogue a celui du Lemme 1 nous montre que

ga(0) << Cpywg 4(0) + Crgn' . (17)
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Drapres [1, p. 61; 2, p. 89] on sait que pour tout k& € N il existe alors @, € Hy,
tel que

1gn — Qi < Gk ghils
lgn — Ok » < Cik | gn l>
en particulier si k = n
g0 — Onls < Crgn™®, (18)
gn — Onliz < Con' ™% (19)
Le polyndme Q, convient puisque (12) résulte de (15) et (18), (13) résulte de
(16) et (18), (14) résulte de (17) et (19).
DEMONSTRATION DU THEOREME
Comme pour la proposition il suffit de faire la démonstration pour p fini.
Soit TeH,.
Supposons pour commencer que 0 << a < 1 et soit P,, le polyndme
trigonométrique du Lemme 1. D’aprés (6)
AT w, ,<C, T Py, +Con T ,,=A4+B
en utilisant (1) et la proposition
B CoKyot T wy 'y
et ’'on a
A<SC TPy ,+CIT: Pyl
donc avec (1) et (8)
A< C3n| T Pyyyiy+ Crant—a i TV,
et d’apres (7)
A<L3CCn T-w,", + C(3C, +~ ayn~2 T,
donc d’apres la proposition

A4 < GGG+ Koo 3Cy = a)n! T w, .
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Supposons maintenant que | < a < 2 et soit @, le polyndme trigonomé-
trique du Lemme 2. En procédant comme pour le cas précédent on obtient
facilement a I"aide de (12)

T' s W, o T (2C;(C7 T CSI\'Q‘”) . CGKO."‘) H 7‘ W, o C.') 7 Ql; o

1l suffit donc de majorer 7 - Q,, ., : utilisons (14)

i T-00, =Gy Tow, - Gt T,
et avec la proposition

T0Q, i (CoKyny — CoKoud it Ty,

Supposons pour terminer que @ - 2. Nous poserons a = 2b — xavecbe N,
€ [0, 2[.
Rappelons que pour e Kona: |8 < = sin 40 == «#[5(1 — cos 6)]\=
il en résulte que
T ow,t, < a2 T (1 —cos ) w, ,
L 722 YNT - (1 — cos 0)°) - w, !,
- b ’ T ° Sin 0(1 -— COS 8)b‘1 . ”"a I 1))'

Mais x < 2 donc
AT (1 —cos OP®) -~ w, , = Cyin - b) i T (1 — cos 8)° - w,
LGt T oWy,
car | — cos 8 <C 167 et pour la méme raison

T -sin 8(1 — cos 8)*' - w, 0 Ty,

.
2K, o T ow,

d'aprés la proposition. ce qui achéve la démonstration du théoréme.

REMARQUES

I. Le théoréme est optimal en ce qui concerne 'exposant de # comme
le montre 'exemple T(6) = cos nd.

2. Nous nous sommes limités ict a la fonction w, pour des raisons de
simplicité d'écriture. Cependant on remarquera que la méthode de démon-
stration s’applique aussi, & quelques modifications pres aux fonctions du type
0 — Ty w. (0 — 6,).
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