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1. INTRODUCTION 

Soit A un anneau (unitaire) et Q son anneau complet des fractions (a 
gauche); dans [8] est defini l’anneau M,(A), le plus grand sow-anneau de Q 
tel que l’inclusion A C M,(A) soit un Cpimorphisme plat Q gauche, et on 
pose la question de trouver des conditions pour lesquelles M,(A) = Q. 
Dand ce travail, nous nous proposons de resoudre le probleme quand Q est 
un anneau semi-simple, et d’etudier quelques aspects du probleme quand Q 
est un anneau quasi-frobeniusien. Dans le deuxieme paragraphe, on considere 
le concept de quasi-ordre a gauche d’un anneau unitaire, et on caracterise 
les anneaux A qui sont des quasi-ordres a gauche dans un anneau semi- 
simple (theoreme 2.4). Le resultat trouve est une generalisation du theoreme 
de Goldie, et a des consequences interessantes (corollaires 2.5, 2.6 et 2.7). 
De m&me ce theoreme est un complement a un resultat de Sandomierski [9], 
theoreme 1.6. Le theoreme 2.8 donne une reponse partielle a un probleme 
de [5]. 

Le resultat principal du troisieme paragraphe est le theortme 3.3 qui 
contient en particuher le theoreme de Jans [3] et [6]. 

Nous donnons quelques definitions usuelles. 
Soit B un anneau (unitaire) et A un sous-anneau de B. Si b E B est un 

Clement de B, on note {A : b} l’ensemble des elements x E A, tel que xb E A; 
{A : b} est Cvidemment un ideal a gauche de A. En particulier, pour un 
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Clement x de A, on note par Ann(x) l’ideal (0 : x} = {x’ E A 1 x’x = 0) et 
par Z,(A) l’ideal singulier a gauche de A, c’est-a-dire l’ensemble de tous les 
elements dont l’annulateur est essentiel dans A (on dit que l’ideal a gauche a 
de A est essentiel si pour tout y E A, y f 0 il existe z E A tel que zy # 0 
et zy E a). Un Clement x de A est rkgulier si pour tout y E A tel que xy = 0 
ou yx = 0 on a y = 0. On dit que A est un ordre Q gauche dans B si: 

1) Tout element regulier de A est inversible dans B. 

2) Pour tout Clement b E B il existe un Clement regulier x de A tel 
que x6 E A. 

Soit A un anneau et M un A-module a gauche. Pour un sous-ensemble X 
de M nous notons par Z(X) l’ensemble des elements a de A tel que ax = 0 
pour tout x E X. l?videmment Z(X) est un ideal a gauche de A. On dit que A 
v&if% la condition des chaines ascendantes des annulateurs a gauche de M 
si toute suite croissante d’annulateurs a gauche de sous-ensembles de M 
est stationnaire. 

2. QUASI-• RDRES (A GAUCHE) 

DEFINITION 2.1. Soit B un anneau unitaire et A un sous anneau de B 
(non necessairement unitaire). On dit que A est un quasi-ordre a gauche 
de B si pour tout Clement 6 E B, il existe des elements 6, , 6, ,..., b, E B et 
a, ,..., a,, E A tel que: 

1. &zi=l 
i=l 

2. a,6 = ai’ E A pour tout 1 f i < n 

Evidemment tout ordre a gauche d’un anneau est un quasi-ordre. 

LEMME 2.2. Soit B un anneau unitaire et A un quasi-ordre & gauche de B. 
Soit A- un sous-anneau de B avec &me tflkment unite’ que B et contenant A. 
Alors l’inclusion canonnique 1 C B est un Lpimorphisrne plat h gauche. 

La demonstration est une consequence de la definition 2.1 et du 
theoreme 2.7 de [8]. 

LEMME 2.3. Soit B un anneau unitaire et A un quasi-ordre ci gauche de B. 
Alors : 

1) A est un sous A-module essentiel de B (co&d&e’ comme A-module de 
fagon canonique). 
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2) Pour tout ideal a gauche b de B, b = B(b n A). 

3) Si B ne contient pas de sommes directes infinies d’ideaux a gauche 
(c’est-a-dire est de dimension de Goldie jinie) alors A a la m&ne prop&t5 

4) Si B est noetherien a gauche alors ,4 possede la proprie’te’ des chaines 
ascendantes d’annulateurs a gauche de sous ensembles de B. 

Preuve. L’affirmation 1) est une consequence de la definition 2.1. 

2) fividemment b 2 B(b n A). Si b E b alors, conformement a la 
definition 2.1 on a : b = xi biaib = Ci biai’, et ai’ E b n A, pour tout i. 
Done b = B(b n A). 

3) Soit (ai}j un ensemble d’ideaux a gauche de A, tel que la somme: 
C ai soit directe, alors la somme Ci Bai est directe dans B. En effet soient i0 
et b # 0 tels que b E (Cj Baij) n Baio , ii # i,, pour tout j, c’est-a-dire: 

6, 
b = f 6* avec bj = c bikaki oh bjk E B, akj E aii , pour tout 1 <j < m 

I-1 k=l 

et 

b = ; bokUk, oti bok E B et akO E aio 
k=l 

Soit A le plus petit sous-anneau de B ayant meme unite que B, et contenant 
A; Cvidemment tout Clement de A sera de la forme a + n. 1 ou a E A et n 
est un entier, 1 &ant 1’ClCment unite de B. En appliquant le lemme 2.3 de [8] 
on trouve des elements /3r ,..., Bn de B et x1 ,..., x, de 2 tel que xi flixi = 1 
et x,bjk E 2, pour tout 1 < i < n, 0 <j < m et 1 < k < sj . Mais il est 
evident qu’il existe i et un k, 1 < k < 6, , tel que xibok # 0 et xibokdko # 0; 
alors xibj” f 0 pour un j et un k, 1 < k < Sj . On voit que xib # 0, et 
x,b E ai n (CyzI ai,). Contradiction. La conclusion en decoule normalement. 

4) Soit 1(X,) C 2(X,) C .*. C 1(X,) C ... une suite croissante d’annula- 
teurs a gauche de A, 06 les Xi sont des sous ensembles de B. Alors: 

W-W C B(W)) C . *. 

sera une suite croissante d’ideaux a gauche de B et il existe un indice no , 
tel que: B(Z(X,J) = B(Z(X,O+,)) = ... . 

Soit a E Z(X,O+l); alors a E B(Z(X,J), done a = Ce biai avec bi E B et 
a, E Z(XnO) pour tout i; alors pour tout x E Xn, on a: 

ux = (T bjai) x = C bi(aix) = 0 
z 
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Done 

THBORBME 2.4. Soit .4 un anneau (t!ventuellement saris Clement unite’). Les 
a@mations suivantes sont equivalentes: 

1) Z,(A) = 0 et A ne contient pas de sommes directes in.nies d’ideaux 
& gauche. 

2) A est quasi-ordre ri gauche dans un anneau semi-simple. 

Preuve. I) * 2). Soit Q l’anneau complet des fractions de A; alors, [6], 
Q est semi-simple et pour tout ideal a gauche a essentiel de A, Qa est essentiel 
dans Q done Qa = Q. Mais pour tout q E Q, {A : q} est essentiel dans A et 
Q(A : q) = Q. Done il existe a, ,..., a, E {A : q} et q1 ,..., q,, EQ tel que 
xi qiai = 1. I? VI ‘d emment A est un quasi-ordre a gauche dans Q. 

2) 3 1). Si A est un quasi-ordre a gauche dans un anneau semi-simple 
(avec Clement unite), Q, alors conformement au lemme 2.3, A ne contient 
pas de sommes directes infinies d’ideaux a gauche. 

Soit a un ideal a gauche essentiel dans A; alors Qa est essentiel dans Q. 
En effet si q EQ est un Clement non nul, alors, conformement Q la defini- 
tion 2.1, soit a, ,..., a, 6 A, et q1 ,..., qla E Q tels que xi qiai = 1 et a,q E A. 
Soit i0 , tel que a,q # 0 alors il y a un x E A, tel que xa,q + 0 et xa,q E a. 
On en de deduit que Z,(A) = 0. 

COROLLAIRE 2.5. Soit A un anneau qui ne contient pas de sommes directes 
infinies d’ideaux & gauche et tel que Z,(A) = 0, alors A verifie la condition des 
chaines ascendantes pour les annulateurs h gauche de sous-ensembles de son 
enveloppe injective (c’est-h-dire, A est un anneau de Goldie solide, d’aprb [3]). 

On en deduit directement: 

COROLLAIRE 2.6. Soit A un anneau tel que Z,(A) = 0. Alors A est un 
anneau de Goldie si et seulement si A est un anneau de Goldie solide [3]. 

On obtient une reponse partielle a un probleme de [3]. 

COROLLAIRE 2.7. Soit A un anneau commutatif. Les afirmations suivantes 
sont equivalentes: 

1) A est un ordre duns un anneau semi-simple (necessairement commutatif). 

2) A ne contient pas de sommes directes in$nies d’ideaux, et A est reduit 
(c’est-&dire, tout .&ment nilpotent est nul). 
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Preuve. 11 faut prouver seulement l’implication 2) + 1). En effet si A 
est reduit Z(A) = 0; si x est un Clement de A tel que Ann(x) est essentiel, 
alors Ax n Ann(x) # 0 et il existe yx # 0 de facon que yx2 = (y~)~ = 0. 
Contradiction. Alors conformement au theoreme 2.4 I’anneau total de quo- 
tient Q de A est semi-simple et conformement au theoreme de Goldie, A est 
un ordre dans Q. 

D’ici on deduit un cas special dans lequel l’anneau total des fractions 
tot(A), d’un anneau (unitaire) est identique avec l’anneau M(A) introduit 
dans [5]. 

~H~ORhIE 2.8. Soit A un anneau commutatif avec &ment unite’ tel que A 
ne contient pas de sommes directes infkies d’ideaux. Si A est red&, alors 
tot(A) = M(A) = Q(A) oli Q(A) est I’ anneau complet des fractions de A. 

3. QUASI-• RDRES DANS UN ANNEAU QUASI-FROBENIUS 

Tous les anneaux consider& sont unitaires; tous les morphisme des 
anneaux sont unitaires et les modules sont Q gauche et unitaires. 

Soit A un anneau; nous appelerons systeme localisant a gauche sur A 
un systeme topologisant et idempotent forme d’ideaux a gauche de A [2]. 
Si F est un systeme localisant a gauche de A et X est un A-module, nous 
notons par X, le localise de X par rapport a F et par #x : X + X, le mor- 
phisme canonique ([2], ch. V, 92). Si X est un module injectif de A, alors 
I’ensemble des ideaux a gauche a de A tel que Hom,(A/a, X) = 0 est un 
systeme localisant a gauche associe a X. Particulierement si X = Q l’enve- 
loppe injective de A, et D le systeme associe, alors A, est l’anneau complet 
des fractions de A [4, 81. 

LEMME 3.1. Soit A un anneau et Q son enveloppe injective, tels que 
Hom,(Q/A, Q) = 0. Alors A, e Q et A, est un anneau auto-injectzf h gauche. 

Preuve: Evidemment A C A, C Q. Mais zJo : Q + Qn est un isomorphisme 
([2], ch. III, 92) et les conditions entrainent A, = Q. 

Montrons que A, = Q est un anneau auto-injectif a gauche. Soit pour 
cela b un ideal a gauche de Q et f : b -+ Q un morphisme de Q-modules; il 
existe un morphisme 3 : Q -Q de A-modules prolongeant f. Mais 3 est un 
morphisme de Q-modules: en effet soient q, q’ E Q et y = qf(q’) - f(qq’). 
Soit a = {A : q}. Alors a E D et pour tout x E a, on a: xq = x’ E A. Done: 

xy = xqf(q’) - x3(qq’) = x’3(q’) -3(x/q’) = 0. 

Done I’annulateur de y (dans A) est un Clement de D, alors y = 0. 
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LEMME 3.2. Soit A un anneau et F un syst&me localisant ci gauche SUY A 
et X un A-module. Si X, est un A,-module injectif, aloys X, est l’enveloppe 
injective de zbx(X) duns la categoric des A-modules. 

Nous observons que X, est canoniquement un A,-module ([2], ch. V, 52). 

TH~OR~?ME 3.3. Soit A un anneau tel que A est un quasi-ordre h gauche 
duns son anneau complet des fractions A, . Alors pour tout A-module X tel que 
Q @A X est un AD-module injectif, Q gA X est l’enveloppe injective de l’image 
du morphisme canonique: X + A, BA X. 

En particulier, si A, est un anneau auto-injectif h gauche il sera l’enveloppe 
injective de A. 

Pyeuve. ConformCment au theortme 2.1 de [8] on deduit que A, est le 
localise de A par rapport au systitme localisant a gauche F de A, forme des 
ideaux a tel que A,a = A, . 

Alors pour tout A-module X, on a: X, N A, gA X, de facon fonctorielle. 
Tout r&&era alors du lemme 3.2. 

Observations. 1) Le resultat du theoreme ci-dessus est vrai si nous 
remplacons l’inclusion A C Q par un Cpimorphisme plat a gauche IJJ : A + Q. 

2) Si A est un quasi-ordre a gauche de Q, alors tout ideal de F dCfini 
ci-dessus est essentiel dans A; done pour tout A-module X, on a: 

Ker(X - Q OA X) C Z,(X) 

3) Nos rksultats contiennent comme cas particuliers les resultats: 
2.2, 2.3, 2.6 et 2.8 de [9]. De m&me on peut dkduire une dkmonstration 
rapide du theoreme 1.6 du m&me ouvrage. 

THBOR&ME 3.4. Soit A un anneau quasi-ordye a gauche duns un anneau B. 
Les affirmations suivantes sont kquivalentes: 

a) B est un anneau quasi-frobenius. 

b) A ve’rifie les conditions suivantes: 

1) A veri$e la condition des chames ascendantes des annulateurs h 
gauche de son enveloppe injective. 

2) Si Q est enveloppe injective de A alors B 0, Q = 0. 

Preuve. a) 3 b). Alors B = Q est tout resultera du lemme 2.2 et du 
thCorCme 2.7 de [8]. 

b) * a). D’apres la condition 2) et du theoreme 2.7 de [8] il resulter 



480 NICOLAE AND DORIAN 

que B = Q, c’est-a-dire que B est auto-injectif conformement au lemme 3.1. 
Pour finir la demonstration il faut appliquer le theorkme 5.2 de [l]. Pour 
cela il faut observer que pour un sous-ensemble X de Q, on a: 
Z,(X) n A = IA(X) ob lo(X) est l’annulateur a gauche de X dans Q et IA(X) 
l’annulateurs a gauche de X dans A. Tout rCsultera de la condition 1) et 
du lemme 3.2, 2). 

La theoreme de Jans [3 oh 61, resultera immediatement: 

COROLLAIRE 3.4. Soit A un anneau, et Q son enveloppe injective. Les 
a$irmations suivantes sont &quivaZentes: 

a) A est un ordre duns un anneau quasi-frobenius. 

b) A veri$e Zes conditions suz’vantes: 

1) A ne contient pas de sommes directes in$nies d’idiaux h gauche. 

2) A v&iJe la condition des chabes ascendantes pour Zes annulateurs 
ci gauche de sowensembles de Q. 

3) Pour tout tZ&ment q E Q, iZ existe un kZt!ment rgulier x E A tel que 
xqEA. 

Preuve. Conformement au theoreme 3.4 il faut prouver que b) * a). 
Pour cela soit B I’anneau complet des fractions de A; on observe que 
Hom,(Q/A, Q) = 0. En effet si f : Q/A -+ Q est un morphisme non nul il 
existe un Clement q E Q, tel que 0 #f(q) E A ou p est l’image de q dans Q/A. 
Si x est un Clement regulier de A tel que xq E A, alors xf (4) = 0; contra- 
diction. Alors, d’aprb le lemme 3.1, on deduit que B = Q. En utilisant un 
argument classique ([2], ch. V, Sec. 21 ou [6, la demonstration de la proposi- 
tion 2.3) on deduit que A est un ordre a gauche dans Q. Tout decoulera du 
thkoreme 3.4. 

Observations. Nous avons utilise dans les considerons ci-dessus le fait 
que l’anneau A a un element unite. Nous pouvons retrouver les m&mes 
resultats sans cette hypothese, mais les considerations sont assez ennuyeuses. 
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