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EINLEITUNG

Sei K ein Korper der Charakteristik £ 2 und W(K) der Wittring der
Ahnlichkeitsklassen nicht ausgearteter quadratischer Formen iiber K. Die
Klassischen Invarianten dieser Ahnlichkeitsklassen sind:

der Dimensionsindex e: W(K) — Z/2Z,
die Diskirminante d: W(K) — K'/K? (Quadratklassengruppe),

und die Algebrenklasse ¢: W(K) — Bry(K) (Gruppe der Algebrenklassen
der Ordnung < 2).

Es ist dabei e immer ein Homomorphismus und der Kern von e ist das
maximale Ideal M(K) der Klassen gerade-dimensionaler Formen. d und ¢
sind aber ia. keine Homomorphismen. Es ist jedoch die Einschrinkung
d |y €in Homomorphismus, dessen Kern das Quadrat M2%(K) von M(K)
ist, und die Einschrinkung ¢ [pe) ein Homomorphismus, dessen Kern die
dritte Potenz M3*(K) von M (K ) enthilt. Insbesondere kénnen diese Invarianten
die Ahnlichkeitsklassen héchstens dann (sogar genau dann, wie aus unserem
Corollar 3.7 folgt) vollstindig charakterisieren, wenn M3(K) = 0 ist. Es stellt
sich daher das Problem, weitere Invarianten zu finden. Sei jetzt K, ein
separabler Abschlufl von K, G = Gal(K,/K) die volle Galoisgruppe von K
und H™K, 2) := HG,Z/2Z). Dann ist HYK,2) =7Z[27, HYK,2) ==
K'[K2und H3(K, 2) = Bry(K). Als Zielgruppen weiterer Invarjanten bieten
sich daher die héheren Cohomologiegruppen H™(K, 2) an. Die Stiefel-
Whitney Klassen von A. Delzant (siehe [11: §3]) liefern in der Tat Invarianten
w,: M(K)— H*K, 2) fiir alle n. Diese sind aber leider nicht geeignet, das
Problem der vollstindigen Charakterisierung der Ahnlichkeitsklassen
quadratischer Formen zu 16sen, da z.B. alle w; ( > 0) auf M*K) verschwin-
den, falls —1 in K ein Quadrat ist (siehe [11, Lemma 3.2]).

In Analogie zu e, d | (x) und ¢ |3;2¢x) kann man aber versuchen, allgemeiner
Homomorphismen e;?: M™(K) — H*(K, 2) zu finden. In weiterer Analogie
wiirde man dabei verlangen, daB e,” auf M»+Y(K) verschwindet und dal} die
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ex" zusammen einen Ringhomomorphismus von dem graduierten Wittring
B, MK MY K) in den Cohomologiering @j_, HYXK, 2) induzieren.
Dadurch ist dann e,™ eindeutig bestimmt, falls es existiert—die Frage ist also,
ob e, wohldefiniert ist, Fiir globale Korper und deren Lokalisierungen ist
das von J. Milnor in der schon zitierten Arbeit bewiesen und auch gezeigt
worden, dafl in diesen Fillen der eben erwihnte Ringhomomorphismus ein
Isomorphismus ist. Da allgemein M{K) von den Klassen zweidimensionaler
Formen additiv erzeugt ist, ist M?(K) von den Klassen der n-fachen
Produkte zweidimensionaler Formen additiv erzeugt. Wir werden im ersten
Paragraphen dieser Arbeit unter Anderem zeigen, dafl aligemein—etwas
ungenau ausgedriickt—ez” wenigstens auf diesen Erzeugenden wohldefiniert
ist.

Man hat in gewissen Fillen Homomorphismen (Ring- cder Gruppen-)
vom Wittring eines K&rpers in den Wittring eines anderen Kérpers (Anderung
des Korpers). Dazu gehoren W(K) — W{(L) fur eine Kérpererweiterung L/ K,
W(L) — W(K) fir eine endliche Korpererweiterung L/X (Verlagerung,
Einschrinkung der Skalare) und W(K) — W(K/v) fir eine diskrete Bewertung
o von K, wobei K/v den Restklassenkdrper bezeichnet (Restklassenhomomor-
phismen). Wir werden diese im zweiten Paragraphen studieren, Im dritten
Paragraphen werden wir zeigen, daB3 diese Homomorphismen auch fiir die
graduierten Wittringe definiert sind und sie darauf studieren. Im vierten
Paragraphen werden wir dann entsprechende Homomorphismen fiir die
Cohomologieringe konstruieren und zeigen, dafl im Falle der Existenz von
ex” und ¢;” bzw. e} die auftretenden Diagramme kommutativ sind. Wir
werden ferner zeigen, daf} viele Sitze ber das Verhalten des Wittringes bei
Anderung des Kérpers auch fiir den graduierten Wittring bzw. den Cohomo-
logierung giiltig sind. Im fiinften Paragraphen werden wir dann die Resultate
der anderen Paragraphen benutzen um u.A. zu zeigen, daB ¢, fiir alle Kérper
K wohldefiniert ist. Wir werden oft Resultate aus der Theorie der Cohomo-
logie von (proendiichen) Gruppen und aus der Bewertungstheorie ohne Zitat
benutzen. Wir weisen dazu auf [21], [9] und [2] hin.

Ich méchte an dieser Stelle meinem Doktorvater Prof. Dr. A. Pfister fiir
die vielen Anregungen, die er mir wihrend der Arbeit an dieser Dissertation
gegeben hat, herzlichst danken. Prof. Pfister war es auch, der urspriinglich
mein Interesse fiir die Theorie der quadratischen Formen erweckte.

1. BezricHNUNGEN, COHOMOLOGISCHE INVARIANTEN VON PFISTERFORMEN
In dieser Arbeit verstehen wir unter einem Kdrper stets einen kommutativen

Korper der Charakteristik == 2. K* bezeichnet die multiplikative Gruppe des
Kérpers K. Unter einer Bewertung o eines Kérpers K verstehen wir (wenn
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nicht anders gesagt) eine diskrete, einrangige Bewertung v von K so daB der
Restklassenkorper, den wir mit K/v bezeichnen, Charakteristik = 2 hat.
Eine quadratische Form, oder einfach Form, iiber einem Korper ist in dieser
Arbeit stets eine nicht ausgeartete quadratische Form. Aquivalenz zweier
quadratischen Formen ¢ und ¢ wird mit ¢ o< ¢ angezeigt und Ahnlichkeit
(im Sinne von [24]) mit ¢ ~ . Die Ahnlichkeitsklasse von ¢ wird hier mit
@ oder ¢~ bezeichnet (anders als #iblich). Die Dimension der anisotropen
Kernform der Form ¢ wird mit diman(p) bezeichnet. Fiir Summe und
Produkt zweier Formen ¢ und  schreiben wir ¢ & ¢/ bzw. ¢ &) . Wir sagen
o sei eine Teilform von ¢ wenn eine Form p existiert mit s o~ ¢ @ p. Fiir
Diagonalformen mit Diagonalgliedern a ,..., @, € K" schreiben wir {a,...,a,>
(=0, die Nullform, falls n = 0). Statt {a> & ¢ schreiben wir oft einfach agp.
Die Formen

ay youry @py =<1, —a)> @ -+ ®<1, —a,» (=<1, falls n = 0)

und die, die solchen Formen dquivalent sind, werden (#-fache) Pfisterformen
genannt (Die Bezeichnung stammt aus [3], nur sind hier die Vorzeichen anders
gewihlt). Diese Formen sind genau die stark multiplikativen Formen der
Dimension 27 in der Terminologie von Pfister [13]). Wir werden destfters
von den verschiedenen Eigenschaften dieser Formen Gebrauch machen ohne
es besonders zu erwihnen (siehe dazu [13], [10], [19]). Wir werden auch von
der Tatsache Gebrauch machen, daB3 wenn eine Pfisterform p eine Pfisterform
7 enthilt, etwa p =~ 7 @® ¢, und a 5= 0 ein von ¢ dargestelltes Element ist,
daB dann p die Form 7 ® <l,a) enthilt. Das ist in [13, Beweis von
Theorem 2] (oder [10, Beweis von 2.11]) implizit bewiesen (Der Fall p
isotrop ist trivial). Mit W(K) bezeichnen wir den Wittring des Korpers K.
Mit M(K) bezeichnen wir das maximale Ideal der Klassen gerade-dimen-
sionaler Formen und mit M™(K) (oder einfach M*K) die n-te Potenz von
M(K), MYK) = W(K)wie iiblich. MK ist dann von den Klassen af := ag,
ae K- und ¢ n-fache Pfisterform, additiv erzeugt. Mit M*(K) (oder M"K)
bezeichnen wir die Faktorgruppen M%(K)/M"K) (n > 0). Sollte M-YK)
vorkommen, so ist darunter () zu verstehen.

Wir werden o6fters den Hauptsatz in [1] benutzen und zitieren ihn hier
in der folgenden Form:

Sarz 1.1. Sei ¢ eine quadratische Form iiber K, diman(p) < 2" und
§e M K. Dann ist o ~ O.

Die in [1] angewandte Methode, Formen durch Kérpererweiterungen
einfacher zu machen, werden wir auch oft benutzen. Dazu eine Definition
und einige Sitze.
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Sei ¢ o2 {@y 5., 4,y eine quadratische Form iiber den Kérper X, n =
dim @ > 1. Dann setzen wir

K(p) 1= K(%y ooy &, )(— M@, 4 + a,x )2

mit unabhingigen Unbestimmten x, ,..., %, . K(¢p) ist dann (bis auf Isomor-
phie) nur von der Aquivalenzklasse von ¢ abhingig. Ist nimlich ¢ o
{ay , —a6*) eine hyperbolische Ebene, so ist K(p) = K(x,} und sonst ist
K(p) der Quotientenkdrper des Integritiitsbereiches Klx, ..., x,]/(ax2 -+
o+ g,x,?), der offenbar nur von der Aquivalenzklasse von ¢ abhingt.
Trivialerweise gilt K(ap) = K(p) fir ac K-. Offenbar ist ¢ tiber K{o)
isotrop.

Sarz 1.2. Genau dann ist K(p) rein transzendent iiber K, wenn ¢ schon siber
K isotrop isi.

Beweis. Ist K(p) rein transzendent iiber X, so muf ¢ isotrop iiber K sein,
denn ¢ ist isotrop iiber K(p). Ist umgekehrt ¢ isotrop iiber K, 0.E. pox
(L, —1)> @pund & = (x3,..., ), so ist K(p) = K(x")x,)((ws2 — p(x))/2). Ist
n =2, so ist also K(p) = K(x,) und ist » > 2, so ist K(p) = K(&'}(¥)
mit 3 =, — (5° — p(& ), denn %, = (2) (32 -+ p(a).

Der folgende Satz ist fast im Beweis des Hauptsatzes in [1] enthalten.

Savz 1.3. Seien @ und s quadratische Formen iiber K, dim ¢ > 1 und o
antsoirop. Sei  ~ O dber K{p). Ist dann i 5= 0, so gibt es ein a € K so daff ap
in ¢ enthalien ist. Ist @ eine Pfisterform, so ist s = p R ¢ mit einer Form p
tiber K.

Beweis. Sei 0.E. (1> P ¢. Sei n =dime, x = (x,..., %,) ein
unbestimmter Vektor und &' = (%, ,..., %), also K(p) = K{z")((—o'(x)/3).
i ist anisotrop iber K(x'), aber hyperbolisch tiber K(g), damit i o=
<L @'(¢")> & ¢ tber K(x') (siehe [10, 10.2]). Es folgt

gl 2 (3% -+ @ (WL @' () @ = 1, @' (&) R4 =2

Gber K(x). Ist also 2 € K" ein von ¢ dargestelltes Element, so wird ap(x) von
tber K(x) dargestellt. Nach dem Teilformensatz ([13, Satz 3], [10, 1.3])
enthalt ¢ die Form ag, etwa ¢ o ap @ y. Damit ist der erste Teeil bewiesen.
Ist ¢ eine Pfisterform, so ist ap ~ 0 iiber K{gp) da ¢ isotrop iiber K(g), aiso
auch x ~ 0 tber K(p). Der zweite Teil folgt daher durch Induction nach
dim ¢ ’

Man kann {ibrigens als eine Art Umkehrung des zweiten Tleiles des Satzes
zeigen, dafl wenn unter den Voraussetzungen des ersten Teiles noch s = by
ist, be K, dal dann ¢ eine Vielfaches cr einer Pfisterform r ist, ¢ € K*. Mit
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den Bezeichnungen des Beweises ist dann nimlich ¢(x)bp = bp, d.h.
¢(x) =2 @ iiber K(x), nach Definition also ¢ stark multiplikativ.

Das folgende Lemma ist eine Verschirfung von [1, Corollar 3] (und
Satz 1.1).

Lemva 1.4. Sei ¢ eine quadratische Form diber K, dim ¢ < 2% + 2 mit
0 <! < nund e M K. Es sei in ¢ eine Form aglay ,..., a,y enthalten. Dann
gibt es ay vy @, € K mit @ ~ aylay ..., 4, ).

Beweis. Sei m maximal so, daB ¢ eine Form e ,..., a,y enthilt.
Wir setzen r = {ay ,..., 4,,» und schreiben ¢ ~ a,;r @  mit  anisotrop.
Es ist dann ayr @ 4 in ¢ enthalten und dim ¢ <C 2% Es folgt ¢ = 0. Ist
nimlich m = 0, so muB} ¢ =~ {a,> eindimensional sein, damit ¢ = 0. Ist
m > 0, so ist iiber K(r) betrachtet agr ~ 0, also f € M™(K()), nach Satz 1.1
damit ¢ ~ 0 iiber K(r), nach Satz 1.3 also  ~ p @ 7 iiber K. Wire jetzt
a +# 0 von p dargestellt, so wiirde b die Form ar enthalten, damit ¢ die Form
agr @ {1, ay'a) enthalten im Widerspruch zur Wahl von m. Es folgt p = 0,
also s = 0. Wir haben daher ¢ ~ ayr. Aus Dimensionsgriinden ist ferner
m < n. Ist m = n, so sind wir fertig. Ist m <C n, so folgt aus Satz 1.1, dal3
@~ ayr ~ 0 ist, damit ¢ ~ @lay ..o, @, 1,00, 1D ((n — m)-mal die 1).

Wir kénnen jetzt den folgenden, fiir uns wichtigen Satz iiber Relationen
zwischen n-fachen Pfisterformen beweisen. Dieser Satz ist von uns unab-
hingig auch von R. Elman und T. Y. Lam [3, Th. 4.8] bewiesen worden.

Satz 1.5. Seien @, i und y n-fache Pfisterformen iber K, n > 0. Sei
& - = ¢ mod M™Y(K). Dann existiert eine (n — 1)-fache Pfisterform v und
ﬂ>b€K'7’”ﬁ(P% 7 ® <1, _a>,¢:N: T & 1, —b>,X%T ® <1, —_ab>

Beweis. Sei o~ (1> @', x == 1> @ y'. Dann ist nach Voraussetzung
(p DY D —x) e M*HK) und es ist dim(e @ " B —y) < 2%+ - 2»,
Nach Lemma 1.4 existiert ein d mit ¢ D @ —x" ~ e ® {1, —d>, d.h.
W (O —x ~ ~—dp. Sei 7 eine Phisterform maximaler Dimension < 2", die
in ¢ und y enthalten ist. Angenommen es sei dim = <C 2771, Dann ist ¢ o
T@pund y =7 @ omitdimp = dim e > 27, also dim(p @ —o) > 2%
Wegen p @ —o ~ —dgp folgt p @ —o isotrop, d.h. p und o stellen beide ein
e 7 0 dar. Dann ist aber = ® <1, ) in s und y enthalten im Widerspruch zur
Maximalitit von 7. Es ist daher = eine (# — 1)-fache Pfisterform und damit
boer @<L, =8y und yox 7 ® 1, —c). Setzen wir ¢ = ab, so folgt
7 Q) (b, —aby ~ — @ y ~ dp, also br ® {1, —a)> =~ dp. Insbesondere
stellt ¢ bd1 dar, also ¢ =~ bdlp, damit ¢ ~ 7 & {1, —a).

Wir wenden uns jetzt der Galois-Cohomologie zu. Sei K ein Koérper,
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K, cin separabler AbschiuBl von K und G = Gal(K/K) die volle Galois-
gruppe von K. Wir setzen dann

H™(K,2) := HYK,Z[27) = HYG, Z[2Z).

Diese Gruppen sind bekanntlich nicht von der speziellen Wahl von K|
abhingig. Die direkte Summe

HYK,2) = @ HAEK, 2),

n=0

ist mit dem Cupproduct ein graduierter, kommutativer Ring. Wir haben
HYK, 2) = Z{2Z und natiirliche Isomorphismen HYK, 2) o~ K'/K'? (Qua-
dratklassengruppe) und H¥(K, 2) o Br,(K) (die Untergruppe der Elemente
der Ordnung < 2 in der Brauergruppe von K). Fiir Einzelheiten siche z.B.
[19, Appendix] oder [11, §6]. Ist a € K, so bezeichnen wir mit (2) € HY(K, 2)
das unter dem Isomorphismus K'/K? ~ HY(K, 2) der Quadratklasse von «
entsprechende Element. Schreiben wir HY(K, 2) = Hom(G, Z{2Z), so ist (a)
der Homomorphismus G — Z/2Z mit dem genauen Kern Gal(K /K(al/2)).
Statt (@) U =+ U (a,,) schreiben wir einfach (ay ,..., a,) € HYK, 2). (4, , a,)
ist dann das der Kiasse der Quaternionenalgebra (a; , 4,/K) entsprechende
Element.

Die Invarianten e (Dimensionsindex), d (Diskriminante) und ¢ (Algebren-
klasse) quadratischer Formen iiber K kinnen jetzt als Abbildungen W(K) —
H*{(K,2) gedeutet werden, n = 0, 1 bzw. 2.

ex® 1= e: W(K) — HY(K, 2)

ist dabei ein Homomorphismus und es ist Ker(eg®) = M(K). d ist i.a. kein
Homomorphismus, es gilt aber d(p + ) = dp + d¢ falls e M(K) ist,
insbesondere ist die Einschrinkung

ext 1= d |yt M(K)—~ HY{K, 2)
ein Homomorphismus. Es gilt Ker(eg') = M2(K) [14, Satz 13]. ¢ ist i.a. auch

kein Homomorphismus, aber es gilt c(p -+ $) = c(p) -+ () falls s € MYK),
insbesondere ist

e 1= € |y MAK) — HYK, 2)
ein Homomorphismus. Es gilt M3(K) C Ker(eg?). Ob M3(K) fiir alle K der

genaue Kern von eg? ist, ist bisher ungeklirt, man weiB jedoch, daB fiir
¢ € Ker(eg?) mit diman(p) << 12 auch ¢ € M3K gilt [14, Satz 14].
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Eine sich jetzt aufdringende Frage ist ob entsprechende Homomorphismen
eg": M"K — HYK, 2)

existieren. Wir haben schon erwihnt dal MK von den Klassen @y ,...,2, 3~
additiv erzeugt wird, also ist ein solcher Homomorphismus durch die Bilder
dieser Formen eindeutig bestimmt, Fiir # = 0 haben wir e%(ay(1)~) =
1e HYK, 2), fiir n = 1 ist ex(a,a,d~) = (ay) € HYK, 2) und fiir # == 2
ist ex?(agday , ap)™) = (ay, ay) € HA(K, 2), also wiire ex™(@,day 5.y a,)™) =
(@155 @) € HYK, 2) zu verlangen. Das bedeutet, da8 M»(K) C Ker(eg®)
ist und daf} im Falle der Existenz aller ¢x” der Homomorphismus

é M™(K)— H*(K, 2)

n=0

ein Ringhomomorphismus ist.

BemerkUNG. [ Milnor hat in [11] fiir jedes n = 0 eine Gruppe k, K, einen
Epimorphismus s,,: k,K — M"K und einen Homomorphismus h,: k,K —
H™K,2) definiert. Die obigen Bedingungen fiir ey bedeuten genau, daf
ex" o 8, = hy, ist. Ist insbesondere s, ein Isomorphismus, so ist das Problem
geldst wie in den Fillen globaler Kirper und ihren Komplettierungen [11,
Section 4]. Es ist aber nich bekannt ob im allgemeinen s, fiir n > 2 injektiv ist.

Die Frage ob denn wenigstens (g, ,..., 4,) durch den Ausdruck ey ,..., @, >~
eindeutig bestimmt ist, beantwortet der folgende Satz.

Satz 1.6. Ist ayay yeey @)~ = bylby ..., by >~ mod M*H(K), so ist
(@y soees @) = (by 5eens ).

Bewers.  Offenbar folgt o 1= {ay ..., @, = &by ..., b, » =:7mod M"*(K),
d.h. es ist (¢ @ —7)~e M"Y (K). Da ¢ und = beide die 1 darstellen ist
¢ @ —r isotrop, also diman(c @ —7) << 27+%, Aus Satz 1.1 folgt, dafBl
o @ —7 ~ 0ist, also o =~ 7. Es ist daher zu zeigen, dal} aus <a; ,..., a,» ==
&by youy by auch (ay,..., a,) = (by,..., b,) folgt. Dazu brauchen wir ein
Lemma.

Lemma 1.7, Seiday ey @) =2 &by ooy by, #. > 0. Dann gibt es ein ¢ 0
it L@y yeery A 22 Ky yerey Ay Ep Und Kby yoeiy by o2 Kby oy by, €D

Beweis. Sel oy 1=y yery @p_1p, 7o 7= by yerey bpn P, 09 = {1> D oy
und 74 =<{1> @ 7y. Dann ist nach Voraussetzung o, P —a,0q
179 @ —b,ry, dh.esistp = (7y’ D —oy) B (@00 D —b,7y) ~ 0. Wegen
dim(a,0, & —b,7;) > 4dim ¢ muB a,0, @ —b,7, isotrop sein, also stellen
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a,64 und b,r, beide ein ¢ £ 0 dar. Dann ist aber oy ® {1, —a,)> =
oy <1, > und 7y @ U, —b,> == 74 ® 1, —c>.

Istjetzt {ay so.., @y o2 by ..., by, so folgt durch mehrmaliges Anwenden
des Lemmas, daB wir schrittweise von gy ,..., 4, iber dquivalente Phister-
formen ey ..., €, 20 &by ..., b,y gelangen konnen, so daB bei jedem Schritt
nur ein Koeflizient ¢; verandert wird. Fiir den Beweis von Satz 1.6 genligt es
daher zu zeigen, daBl aus ep ey g, @y 22 ey, €py, by auch
(61 yeees Cpq s @) = (Cq yerey Cpq » B), dh. (&1400y €y, @b) = O folgt. Ist aber
s sveey Cpeq » B 22 L&y yoery € » B, dhe aley oy €p 1) 22 8eq 4oy Cna Dy
so stellt <e¢y,.., 6y gy das Produkt ab dar, was gleichbedeutend mit
{&q yeeey Cuy , 8By ~ Qist. Es genligt daher zu zeigen, daBaus ¢y ,..., ¢,» ~ 0
auch (¢ ,..., ¢,) = O folgt. Das beweisen wir durch Induktion nach n. Der
Fall # = 1 ist trivial. Sei also # > 1 une die Behauptung schon fiir n — 1
bewiesen. ¢y ,..., €, 1 Stellt ¢, dar, also ist ¢, = () — ¢, (o) wobei
@ 1= {&150ensCp_g ist. Nach Induktionsvoraussetzung ist (cy,...,¢p_s, () = 0,
falls p(z) # 0. Ist p{v) = 0, so ist ¢, = (1) und schon (¢ ,..., £, , €,) = 0.
Sei also ¢(v) 7 0, damit (¢;,..., €5) = (€4 yoer; Cnon s Cua@(®), €). Ist jetzt
o(u) = 0, also ¢, = —¢, ;9(v), s0 ist schon (¢, _y9(2), ¢,) = 0. Sei also auch
p{u) 7~ 0. Nun gilt allgemein (a, b) = (a + &, ab(a + b)) fiira, b, @ - b = 0,
fir a =c¢,39(v) und b =¢, = plu) — () also (Ca19(V), €0) =
(p(w), d) mit d = ¢,,_e,p(w)p(v). Es folgt (cq..., €,) == {€q5ene, €ps, @lut), d) = 0.
Damit ist der Satz 1.6 bewiesen.

BemerRkUNG. Da  die  Relationen I(c)l(—c) = 0 und (e)l(h) =
Ha + b) [{ab(a + b)) in kK (siehe [11)) giiltig sind, zeigt der Beweis, daf aus
L@y ey an) 22 Kby sy by auch Uay) - Ua,) = iby) - Ub,) in kK folgt.
Es folgt, dafy Milnors s,,: k,K— M"K auf Erzeugende l(a,) -~ I(a,,) injektiv ist.
Das haben auch R. Elman und T. Y. Lam bewiesen {3, Main Theorem 3.2].
Es folgt auch daf kK beschrieben werden kann als der won den Symbolen
Uay) - la,) erzeugte Z[27-Vekiorraum mii den definierenden Relationen
Uay) - Uayy = U(by) - Uby,), falls Lay .y 8ny o2 &by ooy b, und

Uay) ++ Uan 1) UB) + Uay) - Uany) He) = Ua) -+ Uans) U{be).
Um besser mit Satz 1.6 arbeiten zu kdnnen definieren wir
PrK = {aay ..., a, 0"~ | ag o, a4, € K3 C MK
und
PrK = {p + M™YK) | pe P"K} C M"K.
Wegen Satz 1.6 sind durch gy{a, ,..., 2,0~ > @lay ..., a,»~ - M HK) >
{ay ,..., a,) Abbildungen
ehe PPK — HYK, 2)
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und
2. PrK — H"(K, 2)

definiert. Insbesondere ist ep () eine Invariante der n-fachen Pfisterform ¢.
Lt sich ez zu einem Homomorphismus

ex™: M"K — HYK, 2)
fortsetzen, so sagen wir ¢” sei wohldefiniert und bezeichnen mit
ex™: MK — H™(K, 2)

den induzierten Homomorphismus.
Aus den Sitzen 1.5 und 1.6 folgt sofort der

Satz 1.8. Seien @,  und x in P"K. Sei ¢ 4+ ¢ = x mod M**(K). Dann
ist epx(9) + ex() = epx(x)-

Wir werden spiter zeigen, daf3 e, fiir alle Korper K wohldefiniert ist.

2. Der WITTRING BEI ANDERUNG DES KORPERS

Ist L/K eine Korpererweiterung, so sei
ip st W(K)— W(L)

der kanonische Ringhomomorphismus. Ist N ein Zwischenkorper, so gilt
trivialerweise

i =ty © tyygs WK) — W(L).

Ist L/K algebraisch von ungeradem Grad, so ist nach einem Satz von
T. A. Springer [22] jede anisotrope Form tiber K auch iber L anisotrop,
insbesondere iy, injektiv. Ist L/K rein inseparabel, so ist 7, sogar ein
Isomorphismus, denn fiir c €L’ ist a := IX@&¥le K" und cL? = aL™?, also
K |K*? — L'|L'? surjektiv, damit 7; ;- surjektiv.

Ist L/K rein transzendent, so ist bekanntlich jede anisotrope Form iiber K
auch iiber L anisotrop, insbesondere 7y, injektiv.

Ist L = K{((d'/?)) eine quadratische Erweiterung, so ist Ker(iyx) =
{d, —@>~W(K). Nach Satz 1.3 ist ferner Ker(ix()x) = FW(K) fiir eine
Pfisterform = der Dimension > 1. Etwas allgemeiner ist der folgende Satz.

Satz 2.1. Sei 7 eine Pfisterform der Dimension > 1. Sei ¢ eine Teilform
von v und dim ¢ > idim 7. Dann ist Ker(ix()x) = FW(K).
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Beweis. r ist hyperbolisch iiber K{(r) und dim ¢ > dim r, also ist ¢
isotrop tiber K(7), nach Satz 1.2 damit K(r)(p) rein transzendent iiber K(r),
deshalb Ker(ix(yo)x) = Ker(igeyx) = FW(K). Andererseits ist = isotrop
iiber K(g), also analog Ker{ig(/x) = Kerlix(ey ). Da K(@)(r) und K(-)(e)
offenbar isomorph sind, ist die Behauptung damit bewiesen.

Als Beispiel betrachten wir eine Quaternionenform r == (g, b) und
@ = {1, —b, aby. Dann ist

K{p) = K(xy, 2)((blxg* — axy®)'%) = K{x, (b(x* — a))/*){x;)

mitx == x5t FirL = K(x, (b(x* — a))1/2) folgt Ker(i; ) = <a, by~W(K).

Ist jetzt L/K eine endliche Erweiterung, s:L — K eine nichttriviale
K-lineare Abbildung, so wird jeder Form ¢ tiber L eine Form s¥p = so ¢
iiber K zugeordnet. Das induziert einen Gruppenhomomorphismus

s*: W(L) — W(K)

(die Verlagerung von Scharlau, {16]). Betrachtet man W{(L) mit iy, als
W{K)-Modul, so ist s* ein W(K)-Modulhomomorphismus. Ist N ein
Zwischenkorper und s = 5,08 mit s L — N N-linear und s;; N — K
K-linear, so ist offenbar

s¥ = 5% o g% W(L) — W(K).

Fiir Korpererweiterungen haben wir:

Sarz 2.2. Seien LK und K'|K Korpererweiterungen, LIK endlich und
K QgL =L'D - @L, eine direkte Summe von Kérpern. Sei s:L — K
eine nicht-iriviale K-lineare Abbildung und s;': L, — K' die Einschrinkung auf
L, der induzierten K'-linearen Abbildung s': K' Qi L — K'. Dann gilt

r
iK’/KO S* — Z 32{*0 iLi'/L: W(L) — W{K,).

i=1

Beweis. Fir eine Form ¢ iber L gilt sogar s™) = @ /4 tiber K'. Sei
namlich o.E. ¢ eindimensional durch die Bilinearform J(x,y) = exy fiir
%,y €L gegeben, cel’. Fir a,bcK’ gilt dann s%la Q %, 6 ® y) =
abs¥(x, y) = abs(exy) = <(ab @ exy) = (1 ® e @ Db @ ) auf
K’ @ L. Fir s tiber K’ betrachtet und x, y € K’ ®y L gilt also s*fi(x, y) =
(1D ) = /(L @ ) = (D N1 soes 8y (g s ¥a) =
(D s )%, v) wobei z; die i-te Komponente von ze¢K Xyl =
Ly @ - @ L, bezeichnet.

Das folgende Lemma werden wir spéter brauchen.
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Lemma 2.3, Sei L = K{c) eine einfache algebraische Erweiterung vom
Grade n. Sei 5:L — K defindert durch s(c*™) = 1 und s(c®) = 0 fiir 0 <
1 <<n— 1. Dann gilt

S ~ gO, falls n gerade
{1,  falls n ungerade
und
{d, —=Nyxle)y,  falls n gerade
{Nyxl(e)y,  falls n ungerade.

Beweis. Beziiglich des Basis 1, ¢,...,¢®" von L iiber K hat x> s(x?)
bzw. x > s(c~1x?) die Matrix

s*e> ~

o - - -01 b 0 - - -0

. . . O O 1
bzw. '

o - * . e *

1 0 1

wobei b = s{c1) = (—1)*"INp p{c)". Daraus liest man das Lemma ab.
Man kann es auch leicht aus dem Satz 2.8 folgern.

Aus diesem Satz folgt sofort, daf es fiir beliebige endliche Erweiterungen
L/K von ungeradem Grad ein K-lineares 5:L — K mit s*(1) ~ {1} gibt,
woraus insbesondere die Injektivitit von 7y, folgt (vgl. [17, Lemma 1.1).
Ist L/K endlich und rein inseparabel so gibt es also ein s: L — K mit s* =
ik -

Wir kénnen jetzt das Verhalten des Wittringes bei quadratischen Erwei-
terungen genauer beschreiben.

Sarz 2.4. Sei L = K(d'7?) eine quadratische Erweiterung. Sei s:L — K
defintert durch s(d*/?) = 1 und s(1) = 0. Dann gilt:

(1) Sei i eine quadratische Form diber L. Dann stellt s genau dann ein
a e K- dar, wenn s*if iber K isotrop ist. Genau dann kommt s von einer Form ¢
iiber K (d.h. = o iiber L), wenn s* ~ 0 ist.

(2) Sei @ eine quadratische Form diber K. Dann ist genau dann @ = s*¢
fiir eine Form i diber L, wenn {1, —d> & ¢ ~ 0 ist.

(3) Die Sequenz
0 — (1, —d>~ W(K) > W(K) -5 W(L)
s WK) —E> 1, —d>™ WK) ——> 0

ist exakt, wo p die Multiplikation mit {1, —d )~ ist.
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Beweis. (1) Stellt ¢ ein ae K° dar, etwa a = fi{w), so ist s¥f(w) =
s{(w)) = 0, also s*y isotrop. Ist umgekehrt s*ifs isotrop, so gibt es einw 7 0
mit § = s5p(w) = s(P(w)), d.h. () € K. Ist JH{w) e K, so sind wir fertig.
Ist aber J{w) = 0, so ist ¢ isotrop, damit universell. Die zweite Behauptung
unter {1) folgt aus der ersten durch Induktion nach dim .

(2) Sei ¢ == a+4-b(d)*?? e L. Dann ist s{c{u+o{d)*/%)?) = bu?+-dv*)--2auv.
Ist & =0, so folgt s*{c¢> hyperbolisch. Ist b £ 0, so folgt s> =
(1, —(a® — db*)>. In beiden Fillen ist {1, —d)> ® s*{c> ~ 0. Es folgt
L, —d)y ® s ~ 0 fiir alle 3. Sei jetzt umgekehrt {1, —d) ® ¢ ~ 0, d.h.
@ o= dip. Sei a 5% 0 ein von ¢ dargestelltes Element. Dann mufl ¢ auch da
darstellen, 0.E. 9=~ <a,b) @ ¢ so dal {a,b)> auch da darstellt, etwa
da = av? -+ bu?, Dann ist 4 = 0, da sonst 4 ein Quadrat wire, 0.E. u = 1.
Deann its b = —a(v? —d), also {a,b) >~ sav 4+ a{dP*>. Es folgt
1, —d> ® ¢ ~ 0 und der Rest durch Induktion nach dim ¢.

(3) Ker(t k) =<1, —d)~W(K) ist bekannt. Das Ubrige folgt aus
(1) und (2).

Zusarz. Ist bei (1) ¢ eine n-fache Pfisterform, so kann auch o als eine
n-fache Pfisterform gewihlt werden. Ist bei (2) @ eine n-fache Pfisterform so gibt
es eine n-fache Pfisterform + diber L mit ¢ ~ s*r.

Beweis. (1) Ts ist (1) in ¢ enthalten. Sei p eine Pfisterform iiber K die,
tiber L betrachtet, in i enthalten ist, etway o~ p @ . Es gilt dann s*)’ ~ 0.
Ist " 5~ 0, so folgt, daB 3’ ein a € K darstellt, damit ist auch p ® (1, &) in ¢
enthalten, u.s.w.

(2} Wir nehmen im Beweis oben ¢ = 1. Dann folgt (1, —(v2 — d)> inep
enthalten. Da @ eine Pfisterform ist, folgt ¢ o~ (1, —(v* — d)) & o mit einer
{n — 1)-fachen Pfisterform o. Ferner

¢ o2 s¥((@ + (@ @ o) ~ ¥ 2o + (@) & o).
Sei jetzt v eine diskrete Bewertung des Kérpers K, char(K/o) # 2. Ist
p € K ein Primelement, so kdnnen wir jede quadratische Form ¢ iiber X in
der Form

@228y ey @) D Py yees Qpy

mit Einheiten g; schreiben. Durch § > (@, ,0rry &0~ € W(K[2) ist dann
ein Gruppenhomomorphismus

B,y W(K) — W(K]2)

481/36/3-9
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gegeben (Springer-Knebusch). Durch @ > <@y ,..., @,»~ € W(K[v) ist ein
Ringhomomorphismus

4, W(K) — W(K]v)
gegeben (siche z.B. [12, Ch. IV, §1]). Es gilt iibrigens offenbar -

Av,pq) == 3v,m(<1)p>~(p) (1)

fiir alle p &€ W(K).
Ist K henselsch, so ist durch p — 4, ¢ — (0,,,9)* ein Ring isomorphismus

W(K) — W(K[v)x}/(x* — <1, 1)x) @

gegeben. Das ist eine {etwas sonderbare) Form eines Satzes von T. A. Springer
(siehe [10, §7] und setze & = {1> — IT).

Ist (L, w)/(K, v) eine Erweiterung bewerteter Korper mit trivialem Ver-
zweigungsindex e(w/v) = 1, so ist offenbar

Ou,p ik = Uriw)(x/m) © Ot WK)— W(L[w)

und analog fiir 4. Insbesondere ist

O, © Z'L/K = av,p (3)

falls (L, w) eine Henselisation oder Komplettierung von (K, v) ist. Allgemeiner
hat man offenbar

aw,qr ° iL/K = £/ /(x/0) © Ov,p )

falls e(z/v) ungerade ist und ¢ = p mod L%, und
aw,q ° iL/K =0, (5)

falls e(w]v) gerade ist.
Die Verlagerung s* mit dem 2, ,, zu kombinieren ist viel schwieriger. Fiir
extreme Fille haben wir jedoch die beiden folgenden Sitze.

Sarz 2.5. Sei (L, w)|(K, v) eine endliche Erweiterung mit wmaximalem
Trdgheitsgrad f(wlv) = [L : K] (damit e(wfv) = 1). Sei s: L — K eine nicht-
triviale K-lineare Abbildung mit s(0p) = Oy , wobei Oy und Oy die Ganzheiis-
bereiche von L bzw. K sind, und 5:L|w — K|v die induzierte (K|v)-lineare
Abbildung. Sei p € K ein Primelement (damit auch prim in L). Dann gilt

Op,p o 8 = 5% 0 8y, W) — W(K/v).
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Bewess. 'Trivial (eine unimodulare Form wird in eine unimodulare
iibergefithrt).

Sarz 2.6. Sei (L, w)(K,v) eine endliche Erweiterung mit maximalem
Verzweigungsindex e(wfv) = [L : K| =: n (damit Ljw = K[v). Sef gel en
Primelement, also L = K(q), und p:=(—1"PNy(g). Sei s:L — K
defintert durch s(g®V) = 1 und s(¢%) = O fir 0 << i <<n— 1. Dann gil

By.p 0 S* = .ot W(L) — W(K]2).

Beweis, Ist n = 1, so ist der Satz trivial. Sei also n > 1. Sei zunichst K
henselsch. Dann ist auch L henselsch und wegen Ljw = Ko ist fiir jede
Einheit ¢ e L {¢) a2 {b) iiber L mit einer Einheit b € K. Jede Form ¢ Gber L
148t sich also in der Form

P = <b1 s 0 @ q<b'r+1 3eney bm>

schreiben mit Einheiten 4; € K. Es ist dann

$¥@) 22 by seens B @ KL @ By vy by @ 55

- {Bryy eves by @ 1, — Ny lg)> falls 7 gerade
by yuues B B Npjiq)bysy sees by falls 1 ungerade

nach dem Lemma 2.3. In jedem Fall folgt
Qo8 ¥ P = (Bpyy yores B>~ == 0y % € W(K|2).

Ist K nicht henselsch so gehen wir zu einer Henselisation K’ von K iiber und
wenden Satz 2.2 und (3) an (K’ ®4L ist bekanntlich ein Kérper, eine
Henselisation von L).

Fiir henselsche Korper haben wir allgemein:

Sarz 2.7. Sei (K, v) henselsch, (L, w) eine endliche Erweiterung, p e K
und g € L Primelemente. Dann gibt es nicht-triviale s: L —~ K und 5: Ljw — KJv
it

Op,p0 8% = §%0 0y, 0 W(L) — W(K]v).

Beweis. Zunidchst ist klar da wenn N C L ein Zwischenkdrper ist und
der SBatz fiir NJK und LN richtig ist, daB er dann auch fiir L/K richtig ist.
Ferner kénnen wir uns die Primelemente p und g beliebig vorgeben, denn
fiir andere Primelemente p" = ap und ¢’ = bg mit Einheiten s e K und be L
gilt dann

av,zz's*q’ = <5“1>3@,m3*¢ == <E~1>§*aw,q‘p == <Eﬂz>§*(<g>aw,q'@) = 5*3@17,(1'?’



462 JON KR. ARASON

mit §(x) := §(@*bx) fiir x € Ljw. Ist jetzt K; C L die maximale unverzweigte
separable Zwischenerweiterung, so folgt der Satz fiir K,/K aus Satz 2.5.
Ist K, C L die maximale zahm verzweigte separable Zwischenerweiterung,
so folgt der Satz fiir K,/K; aus Satz 2.6. Es bleibt also nur der Fall einer
Erweiterung L/K mit ungeradem Verzweigungsindex ¢ und rein inseparabler
Restklassenkdrpererweiterung. Dann ist [L : K] ungerade. Wir wihlen uns
s:L — Kund §: Ljw — Ko mit s¥*(1> ~ {1> bzw. §1> ~ {1>. Ist jetat
celL eine Einheit, so existiert eine ungerade natiirliche Zahl % mit & :=
¢ e Kfv. Da L henselsch ist, folgt wie im vorigen Beweis, daf} {¢> =~ {b>
tiber L mit einer Einheit 4 in K. Nun ist ¢° = ¢p mit einer Einheit ¢, also
¢° = bu*p mit b Einheit in K, 0.E. b = 1. Dann 148t sich jede Form ¢ iiber
L in der Form

@ 22 by ses ) D gloris oes Bun) 22 KBy yoeey b @D POy seves b
schreiben mit Binheiten b, € K, also
50 2 ((By sy B> B PlByat yoes b)) @ Yy sy B> @ plbysn s Bud-
Es folgt 9, ,5%¢ = (Briq ooy b == 5By pg youes O™ = 5§50, §-
Ich zitiere hier den folgenden wichtigen Satz von G. Harder und W. Scharlau

itber den Wittring des rationalen Funktionenkérpers K(x). Fir Beweise
siche [11], [18, Th. 4.1] und {7, §13].

Sarz 2.8. Ist p die zu dem normierten Primpolynom pe K[x] gehirige
Stelle von K(x) iiber K, so definieren wir '

sp: K(@)fp = K[#)/(p) > K
durch sy(x™) =1 und sy(x*) =0 fir 0 <i<n—1 (n = grad(p)) und
K-lineare Fortsetzung. Wir schreiben kurz 0, fiir 0y ,. Ist p = o0 die
unendliche Primstelle von K(x) iiber K, so sei

sp 1= —id : K(x)fp = K— K
und 0y == Oy 4, - Dann ist die Sequenz

0 — W(K) KD, k() —22% o @) W(K(x)p) 22> W(EK)—> 0
P

exakt.
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3. Der GrADUIERTE WITTRING BEI ANDERUNG DES KORPERS

Wir wollen jetzt betrachten wie die Potenzen A" des Ideals M sich bei
Anderung des Korpers verhalten. Trivial ist zunichst

ingPrKYC PrL damit 4y (M™K)) C© M™(L).
Wir haben also auch Homomorphismen

Z.L/K: MnK‘_* MnL,
Es gilt auch der

Sarz 3.1. Se v etne Bewertung von K, p € K ein Primelement. Dann gilt
2y (PPK) = PYKJo)  damit 4, ,(MYK)) = MAK]o)
und { fiir n > 0)
Oy o(PPK) = PP Y Kjv) U PYK|v)  damit 9, (MMK)) = M*YK]v).
Die induzierten Homomorphismen ( fiir n == 0 die 0)
Oy MK — M YK/v)

sind von der speziellen Wahl des Primelements p unabhdngig. Es gilt 0,(PrK) =
PrYK]v). ‘

Beweis. Fir 4, , is die Behauptung klar. Jedes ¢ € P2K kénnen wir in
der Form

@ ~ @ p K p%,..., 4 Y

mit Einheiten a; und ¢ =0 oder 1 schreiben. Wegen ap{l, —8p> o=
—ab{1, —bp> und {1, —ap) ® {1, —bp> == {1, ab> ® {1, —bp)> kinnen
wir ¢ in der Form @ ~ a4y ,..., 4, oder ¢ ~ gy pLa,,..., 4,» oder
@ ~~ 4y& @y yres Quy 5 A, Py schreiben mit Einheiten 4, . Im ersten Fall ist
Oy, = 0, im zweiten Fall 3, j0 = @,{a, ,..., 3, »~ € PY{K[v) und im dritten
Fall 9, 9 = —&@,K@y y.., Gpyp~ € PP YK/[v). Ist g = bp ein zweites
Primelement, so ist 2, ,¢ = 8, bo fir alle p € W(K), also 8,0 — 0,9 =
3, (1, —B)~p) € M*(K[v) falls p € M7K. Die letzte Behauptung folgt sofort
aus dem Obigen.
In Gegensatz zu 9, sind die induzierten Homomorphismen

Ayt MK — MK |v)

von dem Primelement p abhingig!
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Aus (4) und (5) von §2 ergibt sich
0w © i1k == €[V 1(x10) © Bt MK — ML) (6)

fiir eine Erweiterung (L, w)/(K, v) bewerteter Korper.
Fiir das Betrachten des Verhaltens von " unter der Verlagerung zunichst
ein Lemma.

Lemva 3.2, Mit den Bezeichnungen von Satz 2.8 ist sy, (M™(K(x)[p)) C
M™(K) fiir alle n.

Bewers.  Fiir die unendliche Primstelle ist das trivial. Sei also p endlich,
@p € M™(K(x)/p). Nach Milnor [11, Lemma 5.7] gibt es ein ¢ € M™(K(x))
mit dpp = @, und Jqp =0 fiir alle endlichen q # p. Nun ist 0 =
>0 5q 0@ = sp¥pp — Oop mnach Satz 2.8, also s,*p, = d.p € M™(K)
nach Satz 3.1.

Sarz 3.3. Sei L/K eine endliche Erweiterung, s: L — K eine nichi-triviale
K-lineare Abbildung. Dann ist s*(M™(L)) C M™(K) fiir alle n. Die induzierten
Homomorphismen

cory i ML — M"K
sind von der speziellen Wahl von s unabhiingig.

Beweis. Nach dem Lemma 3.2 gibt es fiir jede einfache Erweiterung L/K
ein nicht-triviales sy: L — K mit so*(M"L) C MK, fur alle . Durch Kom-~
position iibertrigt sich das auf beliebige endliche Erweiterungen L/K. Dann
gibt es ein ¢ € L' mit s{w) = so(ew) fiir alle x €L, damit s*(p) = 5,*(ce) fiir
alle @ € W(L). Ist jetzt @ € M*L, so auch cp, damit s*(¢) € M”K. Ferner gilt
s0¥ (@) — s*() = o™ (@ — cp) = 5™ (L, —ed>~p) € M™H(K) da 1, —c)~p €
MrYL).

Aus Satz 2.2 folgt

iK'/KD COI‘L/KZZ COrLi’/K'Ol‘Li'/L: MM’L'%]W”K’ (7)
Z

falls L/K endlich und K’ Qg L =L, @ - @ L, eine direkte Summe von
Kérpern ist. '

Ist p € MY(K), so ist cp = ¢ mod M"K) fiir alle ce K". Ist also L/ K
endlich, s: L — K K-linear und nicht-trivial, so folgt s¥p ~ ¢ @ s¥{1> =
[L : K]p mod M»+(K). Damit haben wir

cory g o iy x =L : K] - id: M"K — MK,

also 0 wenn [L : K] gerade und id wenn [L : K] ungerade ist. Insbesondere
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ist, dem Satz von Springer entsprechend, izt M"K — M"L injektiv fiir
algebraische Erweiterungen L/K von ungeradem (ev. unendlichem) Grad.

Satz 3.4. Sei v eine Bewertung des Korpers K. Sei LK eine endliche
Erweiterung. Dann gilt

By 0 COT K = Y. CON(L) /(irn) © Dot ML — M"Y K o)

wlv
wobei w die paarwetse nicht dquivalenten Fortsetzungen von v auf L durchiduft.

Beweis. Ist K henselsch, so gibt es nur eine Fortsetzung von v auf L und
der Satz folgt aus Satz 2.7. Sei im aligemeinen Fall (XK', ¢) eine Henselisation
von (K, ). K'/K ist separabel, also ist K' QL =L, @ - L, ecine
direkte Summe von Kérpern. Die L, sind dabei bekanntlich die Henselisa-
tionen von L beziiglich der verschiedenen Fortsetzungen von v auf L. Der
allgemeine Fall folgt daher aus (7) mit (3).

Nach Satz 2.4 haben wir jetzt fir quadratische Erweiterungen L = K(d*/?)
eine Nullsequenz

o — R B TR iLix Minp, STLK Faegr Mo AFnAlR s o
(8)
wobei u die Multiplikation mit {1, —d)~ ist. Leider wissen wir nicht ob diese

Sequenz immer exakt ist. Sie ist jedoch wenigstens “fiir Pfisterformen exakt”,
denn:

(1) Sei @ eine n-fache Plisterform iiber K und 4 x¢ € M»+(L). Dann ist
(Satz 1.1} 4p @ =0, damit ¢ =1, —d> ® = mit einer (n — 1)-fachen
Pfisterform 7 iiber K.

(2) Sei s wie im Satz 2.4. Sei ¢ eine n-fache Pfisterform iiber L und
s*¥p e MY K). s%y ist 2"tl-dimensional, aber da ¢ die 1 darstellt ist s
isotrop. Es folgt (Satz 1.1) s™) ~ 0 und nach dem Zusatz zu Satz 2.4 damit
i =~ @ tiber L mit einer n-fachen Pfisterform ¢ iiber K,

(3) Sei ¢ eine n-fache Pfisterform diber K und <1, —d)~p~ e Mn+3{K),
Dann ist (Satz 1.1) {1, —d> ® ¢ ~ 0. Mit dem Zusatz zu Satz 2.4 folgt
@ ~ s*(if) fiir eine n-fache Pfisterform ¢ iiber L.

Insbesondere ist der Anfang

0 MoK —H5, Ffor, “THE, Tk

» u

MK M5, Fpp SOHE, PR M, NPK

von (8) exakt, da in den betreffenden Gruppen jedes Element durch eine
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Pfisterform reprisentiert wird. Kann man zeigen, daB (8) an der nichsten
Stelle

23

MZK i/

immer exakt ist, so folgt Ker(eg?) = M3K fiir alle K. Etwas genauer:

Sarz 3.5. Sei S ein System von Korpern, das mit jedem Kirper K auch jede
quadratische Erweiterung L = K(d'/?) von K (bis auf Isomorphie) enthilt. Sei
fiir jedes solches Paar in S die Sequenz (8) an der Stelle

93

WK LK

exakt. Dann ist Ker(ex?) = M3K fiir alle K in S.

Beweis. Es ist zu zeigen, dafB fiir eine quadratische Form ¢ iiber K mit
@ € M2K und o(p) = ex(¢) = 0 sogar § € M3K gilt. Wir beweisen das durch
Induktion nach 7 = dim ¢. Induktionsanfang (n = 0) ist trivial. Sei dann
n > 0 und die Behauptung fiir alle Formen niedrigerer Dimension iiber alle
Kérper in S bewiesen. Wir kénnen dann annehmen es sei ¢ anisotrop. ¢
enthilt dann eine zweidimensionale anisotrope Form a{l, —d). Sei L. =
K{(d*72). Nach Induktionsvoraussetzung ist dann ¢y @ € M3L, also nach der
Voraussetzung des Satzes ¢ = (1, —d)~pmod M3K mit einer gerade-
dimensionalen Form p iiber K. Nun ist §= {1, —a)~mod M*K mit
a = d(p), also § = <1, —d)>~1, —a)>~ mod M?K, damit (4, a) = ¢(¢) = 0.
Bs folgt (1, —d> ® <1, —a> ~ 0 und so $ € M3K.

Ist die Sequenz fiir alle K und alle L = K{(d*/?) sogar an den beiden Stellen

L MK —HE s fpar S

exakt, so folgt noch daf fiir alle Kérper K eg? surjektiv ist, d.h. die Gruppe
Bry(K) von den Klassen der Quaternionenalgebren erzeugt ist. Das werden
wir spiter beweisen.

Aus des Exaktheit von (8) fiir Pfisterformen folgt der folgende Satz (vgl.
[10, §12}):

Satz 3.6. SeiL = K(d*P?) eine quadratische Erweiterung. Dann gilt

@) Ist M"K =0, so ist M"L = 0.
(i) Ist ML = 0 so ist MK = 0 oder K reell.

Beweis. Sei s:L — K wie im Satz 2.4.

(i) Sei ¢ eine n-fache Pfisterform iiber L. Wegen Satz 3.3 ist dann
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s%) ~ 0. ¢ kommt also von einer n-fachen Pfisterform iiber K, die aber nach
Voraussetzung ~0 ist.

(if) Sei ¢ eine m-fache Pfisterform iiber K, m > n. Angenommen es
sei {1, —d) ® ¢ isotrop. Dann ist {1, —d) & ¢ ~ 0, also (Satz 2.4, Zusatz)
@ ~ s*7 mit einer m-fachen Pfisterform 7 iber L. Nach Voraussetzung ist
aber 7 ~ 0, also @ ~ 0. Ist also M»K =£ 0, d.h. gibt es eine anisotrope
n-fache Phisterform g iiber K, soist (1, ~d)! ® o= {1, D R, —d) R o
anisotrop fiir alle /, damit K reell.

Cororrar 3.7. Ist M3K =0, so ist Ker(e*) = M3K.

Beweis. Sei S die Menge der Korper die durch sukzessive quadratische
Erweiterungen aus K entstehen (etwa in einem algebraischen Abschluf von
K. Nach Satz 3.6 ist M3L = 0 fiir alle L in S. Sei L in 8, L’ = L{d/?) eine
quadratische Erweiterung, ¢ € M3L mit 77,0 € M3L' = 0. Dann ist ¢ =
{1, —dy~pmitpe W(L). WegenL? = d{p) = (d)*"’L2ist p € M(L). Es folgt,
daf} die Voraussetzungen von Satz 3.5 erfiillt sind und wir sind fertig.

Cororrar 3.8. Gibt es eine quadrvatische Erweiterumg L = K{d'/?) mer
M3L = 0, so st Ker(eg®) = MK.

Bewers. Sei pe M2K, ex*(p) = 0. Dann ist i ,p) =0, damit
irx@ € M3L = 0 (Corollar 3.7). Es folgt ¢ = (I, —d)>~p mit pe MK (wie
oben) und damit ¢ € M3K wie im Beweis von Satz 3.5.

Die beiden Corollare lassen sich z.B. auf lokale Kérper, globale Kérper
und algebraische Funktionenkérper vom Transzendenzgrad <2 {ber
separabel abgeschlossenen oder reell-abgeschlossenen Kérpern anwenden.
Sie sind unabhingig.auch von R. Elman un T. Y. Lam, [4], bewiesen worden.

Dem Batz von Harder-Scharlau (Satz 2.8) entsprechend, haben wir den:

Sarz 3.9. Mit den Bezeichnungen von Satz 2.8 isi die Sequenz

Dplp

0 —> MK XD pimK(x)) > @ M YK (x)/p)
P

I ARy s 6

fitr alle n > O exakt. Ebenso die Sequenz
0 — WInK K@K MK (x)) _®plo @ Mr1(K(x)/p)
P

2y, cor I
B OGP () o
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Beweis. Nach Milnor [11, Lemima 5.7] ist die Sequenz

0—> M"K —> M"(K(@)) — @O M " K@x)p)—0
pendlich

exakt. Da s,*: M Y(K(x)/00) — M"»K) ein Isomorphismus ist, folgt die
erste Bebauptung mit Satz 2.8. Die zweite Behauptung ist eine Folgerung aus
der ersten.

Fiir Funktionenkérper allgemein haben wir nur den

Sarz 3.10. Sei L/K ein algebraischer Funktionenkirper einer Variablen.
Dann ist

Bplp

WieK Lk ML @ M"_I(L/p) cor(r/mix Mn_l(K)’

P

wobei p alle Primstellen von L iiber K durchléuft, eine Nullsequens.

Beweis. 0y 01x = 0 ist klar. Wir schreiben jetzt L als eine endliche
Erweiterung von K(x). Sei q eine Primstelle von K(x). Dann ist nach Satz 3.4

Z COt(1/p)/k © Op = Z COT (k(x) /q) /K © COL(L/p)/(K(2)/a) © Op
plg pigq

== COI(k(s) /) /K © O © COTL/K() -
Summieren iiber alle q ergibt dann mit Satz 3.9 die Gleichung
2y corg i Op =0

Die Gleichung 3, €or(zp)/x © dp =0 kann als ein Residuensatz aufgefalit
werden (vgl. [5]).

4. Der COHOMOLOGIERING BEI ANDERUNG DEs KORPERS

Ist L/K eine Korpererweiterung, so haben wir einen kanonischen Ring-
homomorphismus

iy et (K, 2) — H¥(L, 2).

Ist nidmlich L, ein separabler AbschluB von L, so ist der separable Abschluf3
K, von K in L, ein separabler Abschlul von K und jeder Automorphismus
von L, iiber L bildet K, in sich ab. Die Einschrinkung auf K gibt uns
deshalb einen kanonischen Gruppenhomomorphismus Gal(L,/L)—Gal(K/K)
der einen Ringhomomorphismus H*(Gal(K/K), Z[2Z) — H*(Gal(L,/L),Z27)
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induziert (siehe z.B. [21, Ch.1I, 1.4]). Ist N = K, N L der separable Abschlu@3
von K in L, so ist Gal(K/N) o= Gal(K,L/L) und i, ;. ist die Komposition

H¥K, 2) = H¥Gal(K,/K), Z/27)
225 H¥(Gal(K/N), Z/2Z)
~ H¥Gal(K,L|L), Z2Z)

inf

—55 BXGal(L,/L), 7)27) = H(L, 2).

Insbesondere ist iy, die Restriktion, falls L/K eine separable algebraische
Erweiterung ist, und die Inflation, falls K separabel abgeschlossen in L ist.
Offenbar gilt aligemein

ik = iy © byxt HYK, 2) — H™{(L, 2),

falls NV ein Zwischenkorper ist.

Es ist offenbar i 4 HY(K, 2} — HYL,2) die Identitit Z/2Z > Z[27 und
K'[K? = HYK, 2) —~tx HY(L,2) oz L*|L'? der von der Inklusion induzierte
kanonische Homomorphismus. Daraus folgt der folgende Satz.

Sarz 4.1. Ist L|K eine Korpererweiterung und @ € P"K, so ist iy jpehop =
eryir pp. Insbesondere ist

ik o e = e oty MWK) — HYL, 2),
Jalls ex™ und e;* wohldefiniert sind.

it HYK, 2) — HY(L, 2) ist immer injektiv. Ist ¢ eine quadratische Form
dber K, dime > 2, so ist auch g,k HYK, 2) > HY{K(p), 2) injektiv,
denn K ist dann algebraisch abgeschlossen in K{(p). Ist dim ¢ > 4, so ist
auch ixxt HYK, 2) — H¥K(p), 2) injektiv. Sei nimlich D # K eine
zentrale Divisionsalgebra iiber K, die iiber K(p) zerfillt. Sei # = dim ¢,
x = (% ,..., ¥,). Dann ist K(x) @y D eine zentrale Divisionsalgebra iiber
K(x) die iiber der quadratischen Erweiterung K{(p) zerfillt, also ist K(») Qx D
eine Quaternionenalgebra, damit auch D eine Quaternionenalgebra, etwa
D = (e, b/K). Nun zerfilit D tber K(p), also ist 7 := {a, b) ~ O iiber
K{¢p), nach Batz 1.3 damit dim ¢ < dim v == 4, Wir werden spiter zeigen,
daBl fiir dime > 8 ixxt HYK, 2) > H}K(p), 2) injektiv ist. Aus dem
folgenden Satz folgt dann daB ;3 fiir alle K wohldefiniert ist,

Satz 4.2. Sein > 0. Ist fiir alle Korper K und alle Formen o iiber K mit
dim @ > 2% der Homomorphismus ig(,)x: H(K, 2) — HK{p), 2) tnjekiiv,
50 ist e,™ wohldefiniert fiir alle K.
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Beweis. Es ist zu zeigen, daB aus jeder Relation 3 a;¢, ~ 0 zwischen
n-fachen Pfisterformen g, ,..., ¢, iiber einem Koérper K und a,...,a, 6 K*
die Gleichung Y ef,®; = 0 folgt. Wir werden das durch Induktion nach der
Anzahl » der Summanden beweisen. Fiir r < 3 folgt die Behauptung aus
Satz 1.8. Sei also 7 > 3 und die Behauptung fiir alle kiirzeren Relationen
iiber alle Korper bewiesen. Wir machen dann eine innere Induktion nach der
anisotropen Dimension m = diman{a, e,y @ a.@,). Ist m << 2% so ist
nach Lemma 1.4 @, 4,3 @ a,¢, ~ &) mit einer #-fachen Pfisterform ¢, also

(Z au7s) Db~

i=1

nach Induktionsvoraussetzung damit

r—2
(Z e;K¢i) + egh = 0.
g=1

Nach Satz 1.8 ist aber efdf = e/ &,y -+ e2x®, und wir sind fertig. Sei dann
m > 2% ¢ die anisotrope Kernform von @, ;p,; @ a,¢,. Dann ist
diman(a, ,¢,_; @ a,9,) < miiber K(p), nach der Voraussetzung der inneren
Induktion damit 3} el o)z (o) x®s =0, mit Satz 4.1 also iy () (S € ) =
0. Aus der Injektivitit von 7y(,)x folgt dann die Behauptung.

BEMERKUNG. Genauso kann man beweisen, dafi wenn fiir alle Korper K
und alle Formen ¢ tiber K mit dim ¢ > 2" der natiirliche Homomorphismus
kK — kK (@) injektiv ist, daf3 dann fiir alle K der Epimorphismus s, k, K —
M*K wvon Milnor ([11]) ein Isomorphismus ist. Es ist aber nicht mal bekannt ob
die Voraussetzung fiir n = 2 giiltig ist, obwohl s, immer ein Isomorphismus ist.
Wiire hingegen die Voraussetzung fiir n = 2 bewiesen, so kinnte man mit einem
dhmlichen Induktionsargument zeigen, dap fiir alle K Ker(eg?) = M3K ist.

Fiir algebraische Erweiterungen ungeraden Grades haben wir (dem Satz
von Springer entsprechend):

Sarz 4.3. Sei L|K algebraisch wvon ungeradem Grad. Dann ist ip:
H*(K, 2) — HX(L, 2) injektiv. Ist L|K rein inseparabel, so ist iy, sogar ein
Isomorphismus.

Beweis. Ist L/K rein inseparabel, so ist der separable AbschluB3 L, von L
die Komposition K,L von dem separablen Abschluf K von K mit L. Wegen
K, N L = K folgt, daB die Einschrinkungsabbildung Gal(L,/L) — Gal(K/K)
ein Isomorphismus ist, also ist 7y /x ein Isomorphismus. Ist L/K separabel so
ist iy die Restriktion und sie ist injektiv [21, Ch. I, Prop. 9, Corollaire].
Daraus folgt der Satz.



QUADRATISCHE FORMEN 471

Ist LK eine endliche separable Erweiterung, so haben wir die cohomo-
logische Corestriktion

cory ot HY(L, 2) — H"(K, 2).

Wir definieren die Corestriktion fiir beliebige endliche Erweiterungen L/K
indem wir setzen

COi‘L

1= cory ot HY(L, 2) — HY(K, 2),

K /K" PLIN®

wobei IV der separable Abschluf3 von K in L ist (Da [L : N ungerade ist,
hitten wir zwischen den beiden Abbildungen eine Multiplikation mit [L : N7
einschalten kénnen, was vielleicht natiirlicher aussieht). Klar ist, dal cory 4
HYL,2)— H¥K, 2) einfach die Multiplikation mit [L: K1:Z/2Z — 727
ist, wie im separablen Fall. Der Isomorphismus N'/N'2 o~ HYN, 2) %y
HYL,2) >~ L {L%ist durch xN'2+> x L% gegeben. Ist 2 €L so ist w 1 == 24N =
Nywlzye N und xL2 = L2 Das Inverse ist also von der Norm N,y
induziert und damit der ganze Homomorphismus L'/L2 o HYL, 2) ~—>©0rLix
BYK, 2) = K'{K'? von der Norm N induziert, wie im separablen Fall,
Unsere Definition scheint also verniinftig zu sein.
Ist jetzt IV ein beliebiger Zwischenkéorper, so gilt

COry /g == COTy x o COLy yt HML, 2) — H™(K, 2).

Das folgt sofort aus dem entsprechenden Satz fiir separable Erweiterungen.
Ebenso ist cory,  ein H¥(K, 2)-Modulhomomorphismus, wenn man H*(L, 2)
mit ¢, and dem Cupprodukt als A*(K, 2)-Modul betrachtet, das heifit

COI‘L/K(?:L/K((P) ) 1{:) = @ U cory /i fiir pe Hn(K’ 2), e H’”(L, 2).
Insbesondere ist
cory g © ipx = (L K. idi HYK,2) - H"(K, 2).

Der Formel (7) entsprechend haben wir den

Sarz 4.4. Seien LK und K'[K Kérpererweiterungen, LK endlich und
K QL =L ® - @L, eine direkte Summe von Kirpern. Dann gilt

iK'/KO COry g — Z COI‘Li'/K’ o iLi’/L: H”(L, 2) — H,n(K’, 2).
i=1
Beweis. Sei N der separable Abschluf von K in L und K’ Qx N =
N/ @ - @N;. Dann ist K' QgL = @ (N, QyL). Da L/N rein in-
separabel ist kann diese Summe nur dann eine direkte Summe von Kérpern
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sein, wenn jedes IV, ®y L ein Kérper ist. Wir haben also s = » und nach
einer eventuellen Umnumerierung L, = N, ®y L. Ist der Satz jetzt fiir N
statt L bewiesen, so folgt #z-/x o corg;x = fx'/x © COryx © COrp;y =
2. Coty /x © iy N © COI‘L/N \Iun ist 4 /iy © Iy ==t © gy also
iy © COT iy =ty 7y © inn = ZL Ny = oIy, 'ZL iz - Damit folgt
lg’/k © COTp g =3 COIy /g © COTp +/y » 0 &y +y == 3, €OIp » /g © iy sy, der Satz
fiir L/K. Wir kénnen daher 0.E. annehmen es sei L/K separabel. Analog zeigt
man, daf3 0.E. K' iiber K separabel (damit algebraisch)ist, denn ist X° der
separable AbschluB von K in K’, so analog K® @i L =L, @ - L% und
L = K’ ®goL® und g /g0 o cory o/p0 = cory +/x © ip 7y 0 Weil hier 4z x0
bzw. 71 s/ 0 die Inflation ist und mit der Corestriktion kommutiert (z.B.
[9, Ch. II, Prop. 4]). Sei also auch K’ separabel iiber K. Dann sind auch die
L, separable Erweiterungen von K. Wir denken uns alle diese Erweiterungen
in einen separablen AbschluB3 K, von K eingebettet. Sei G die Galoisgruppe
von K, H die von L, G’ die von K’ und H, die von L;/. Wir wihlen uns
ferner fiir jedes 7 ein w; € G mit w L CL; . Dann gilt L, = w,/(L) K’ und
H/ = G' N w;Hw;*. Nun wissen wir, dal die L;" genau die paarweise nicht
isomorphen Kompositionen von L und K’ iiber K reprisentieren (sieche z.B.
Bourbaki: Algébre, Ch. 8, §8 oder betrachte einfach die Zerlegung iiber K’
des Minimalpolynoms eines erzeugenden Elements von L iiber K). Das
heiBit aber, daB die w; genau die Doppelnebenklassen G'\G/H reprisentieren.
Wir bekommen jetzt cory /g © 7y, , indem wir erst mit w, von L nach w;L
iibergehen, dann nach L;” und schlieBlich hinunter nach K’, das heit

. G(\wHw me *—1
COrL 97 < ZL /L = COf ‘o l'eSG ﬁwzH "1 © w,

wobei w* der von dem Isomorphismus H —» w;Hw " induzierte Isomorphis-
mus H"w;Hw7*, 2/27) — H™H, Z/27) ist (Konjugation). Nach einem
allgemeinem Satz (siche [9, Ch. II, Prop. 22]) ist nun die Summe iiber 7 der
rechten Seite in der Gleichung oben gleich resS, o corg® = iz o cOry i .
Damit ist der Satz bewiesen.

Um das Verhalten des Cohomologieringes bei quadratischen Erweiterungen
zu bestimmen beweisen wir einen Satz aus der allgemeinen Theoric der
Cohomologie von Gruppen.

Sarz 4.5. Sei G eine diskrete (bzw. proendliche) Gruppe. H eine Untergruppe
vom Index 2. Sei o€ HYG, Z/27) = Homge1)(G, Z/2Z) der Homomorphismus
mit dem Kern H. Dann haben wir eine lange exakte Sequenz

0 — HYG, Z/27) 25 HYH, Z/2Z) — -+ —4~> H¥G, Z/2Z)
8, g, 7)27) 25 HYG, Z)27) —2-> H™YG, Z/27) —
wobei p das Cupprodukt mit o ist.
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Beweis. Sei A = Mg™(ZJ27) der G-Modul der (stetigen) Abbildungen
B: G — Z]27 mit B(hg) = B(g) fiir k€ H. Bs ist dann (Lemma von Shapiro)
H™G, A) = H"(H,Z/2Z) (siche [21, Ch. I, 2.5]). A hat vier Elemente,
nimlich die konstanten Abbildungen 0 und 1, das « und « 4 1. Wir haben
eine kurze exakte Sequenz

0 —> 2/27 -+ A "> 7/27 — 0

von G-Moduln mit £(1) = 1 und #(x) = 1 w.s.w., und die zugehorige lange
exakte Sequenz der Cohomologie

o — HYG, 2)27) 2> H™(H, Z/27)
s HYG, Z[22) —%> H™YG, Z[27) —> -

Nun ist * die Restriktion und #* die Corestriktion (loc. cit.), also bleibt nur ¢
auszurechnen. Wir definieren den Schnitt §:Z/27 — A durch (0} =0,
5(1) = « Dann ist fiir alle g € G gs(e) — s(€) = i(cfg) * €), e € Z/2Z, wie man
sofort sieht. Sei jetzt f: G® — Z[27 ein (stetiger) inhomogener Cozyklus.
Dann ist bekanntlich d(s o fY{G™*) Ci(Z/27) und &f ist reprisentiert durch
d(sof): G — 727, wobei f die Klasse von f in H*(G, Z/27) ist. Nun ist s
additiv und df = 0, also ist d(5 0 f )&y sores Zugr) = £5(F (g2 rrs Gnaa)) —

S(f{gareer Gnin)) = Ued(g1) “ (&5 »+--s 1)) mach dem obigen. (g1 ..., gnsa) >
o{g)) * f gy »oes Bnyy) Teprisentiert aber oUf und wir sind fertig. (D. L.,

Johnson (On the Cohomology of finite 2-Groups, fno. Math., 7 (1969}) hat
fiir endliche 2-Gruppen den Kern der Restriktion schon mit anderen
Methoden bestimmt).

Aus dem Satz folgt sofort

CororLaR 4.6. Sei L = K(d/®) eine quadratische Erweiterung. Dann hoben
wir eine lange exakte Sequenz

0 ——— HYK, 2) 7SN HYL, 2) ——> -

Hn(K, 2)
iy ik H”(L, 2) cory /K H"(K, 2) w H”+1(K, 2) Lk s

wobel p das Cupprodukt mit (d) ist.

Um fiir die Cohomologiegruppen zu einer diskreten Bewertung o von K
etwas dem 8,2 M™K)— M"(K/v) Entsprechendes zu konstruieren,
brauchen wir den folgenden Satz von Hochschild-Serre:

Sarz 4.7. Sei G eine proendliche Gruppe, A ein diskreter G-Modul. Sei
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U C G cin abgeschlossener Normalteiler mit H{(U, A) = 0 fir i == 2. Dann
gibt es eine lange exakte Sequenz

By BN, A7) 25 G, 4)
"> HnYGJU, HY(U, A)) —2> Hv3(G/U, AV) 122, ...

Der Satz wird aus der Hochschild-Serre-Spektralsequenz abgeleitet. Ein
Beweis, nur fiir diskrete Gruppen ausgefiibrt, steht in [6, Ch. I1I, Th. 3].
In der Sequenz bezeichnet inf die Inflation und d, ist das Differential d,:
Ej711 — E*L0 der Spektralsequenz. Ist ¢ € HYG, A), so folgt aus
den Voraussetzungen, dal & durch einen normalisierten inhomogenen
Cozyklus @: G® — A reprisentiert wird, so da ofgy,..., g,) nur von gy
und den Nebenklassen g,U.,..., g,U abhingt. » wird dann durch ¢ auf
U x (GJU) -+ x (G]U) reprisentiert. Der natiirliche Anfang der Sequenz ist
0— HYG|U, AY) — --- Mit HY(G[U, -) := 0 kénnen wir aber offenbar bei
0-— HYG/U, AY) — --- anfangen.

Um diesen Satz von Hochschild-Serre fiir unsere Zwecke benutzen zu
koénnen brauchen wir einen Satz iiber die cohomologische 2-Dimension
henselscher Kérper. Der Satz scheint bekannt zu sein, ist aber in der ein-
schisgigen Literatur nur unter einschrinkenden Voraussetzungen bewiesen.
Aus beweistechnischen Griinden formulieren wir ihn nicht nur fiir diskrete
Bewertungen und welil es keinen Mehraufwand bedeutet, nicht nur fiir die
2-Dimension.

Sarz 4.8. Sei K mit der Bewertung v: K° — Q henselsch (v nicht notw.
diskret und char(K) wie char(K[v) beliebig). Sei K|v separabel abgeschlossen.
Dann ist die cohomologische p-Dimension cd (K) <1 fiir jede Primzahl
p 5 char(KJv).

Beweis. Sei K, ein separabler AbschluBl von K, G = Gal(K//K) die
Galoisgruppe von K. Sei G, eine p-Sylowgruppe von G, K, der zugehorige
Kérper. Dann erfiillt K, mit der (eindeutig bestimmten) Fortsetzung von v
auf K, alle Voraussetzungen des Satzes und es gilt cd K = ¢d,G < ¢d,G, ==
cd, K, ([21, Ch. I, Prop. 14]). Wir kénnen deshalb annehmen es sei G eine
pro-p-Gruppe. Nach [21, Ch. II, Prop. 5] geniigt es zu zeigen, daf fiir jede
algebraische Erweiterung K’ von K und jede endliche, galeissche Erweiterung
L von K' die Norm N : L — K" surjektiv ist. Da jetzt jede endliche
p-Gruppe auflosbar ist, geniigt es dies fiir zyklische Erweiterungen vom
Grade p zu beweisen. Da K’ mit K alle Voraussetzungen des Satzes erfiillt,
kénnen wir unseren Beweis auf den Fall X' = K beschrinken. Sei also
L = K(¢) mit ¢? = a € K" eine zyklische Erweiterung vom Grade . Es ist
offenbar K'? C Ny i L° C K". Da K henselsch ist und Ko alle p-ten Wurzeln
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enthilt, ist jede Einheit in K eine p-te Potenz, also v: K'[K'? - o(K Y [po{K"}
ein Isomorphismus. Nun ist o(K) C Q also hat o(K")/pu(K') hichstens p
Elemente, damit K'[K'? auch. Wegen {(—1)*FeK? ist Nyglc) =
{(—1)rta ¢ K'P, also K'P echt in N, L' enthalten. Es folgt N, . L° = K.

Sei jetzt v eine diskrete Bewertung des Korpers K und Char(Kjv) = 2.
Wir wollen, wie gesagt, “Restklassenhomomorphismen”

2, HMK, 2) — H"Y{K]v, 2)
konstruieren {Setzen HYK/v, 2) := 0). Wir legen dazu einen separablen
AbschluB K von K fest und setzen G :== Gal(K /K.

Sei zundchst K henselsch. Sei V die maximale unverzweigte Erweiterung
von K, u die (eindeutig bestimmte) Fortsetzung von v auf N und U C & die
Galoisgruppe Gal(K;/N) von N. Dann ist bekanntlich N/u ein separabler
AbschiuB von Kjv, N galoisch tiber K und H = G|U kanonisch isomorph
der vollen Galoisgruppe Gal((V/u)/(K/[v)) von K/v. Nach Satz 4.8 ist edy{U) <

1, insbesondere HY(U, Z/2Z) = O fiir { 2> 2. Nach dem Satz von Hochschild-
Serre haben wir damit eine lange exakte Sequenz:

s p(E, 7127) 22 BYG, 7)27)
s Ho(H, HY(U, 2)22)) 2 - 9)
Die Bewertung u induziert einen Isomorphismus
i: H(U, Z)27) =~ N'|N* - 7)2Z

(Isomorphismus weil NV henselsch ist und Nfu quadratisch abgeschlossen ist)
und damit auch Isomorphismen

@ H~\(H, HY(U, Z]27)) - H*H,Z[2Z) = H*Y{K|v, 2).
Wir definieven
0y 1= - r: H{K, 2) = H™G, 2) — H*(K[v, 2).

Aus der nach Satz 4.7 angegebenen Formel fiir 7 folgt sofort das

Leviva 4.9. Es gilt 8,(4 U inf p) = 8,6 U ¢ fiir alle y € H™(G, Z)27) =
H™(K, 2) und ¢ € HY(H, Z2Z) = HYKJo, 2).

Cororiar 410, Ist we HYK, 2) o2 K'|K*? die Quadratklasse eines Prim-
elements in K, so gilt 8,(m U inf ) = o fiir alle p ¢ H*(K/v, 2).

Beweis. Folgt aus dem Lemma mit 0,(m) = #{r(n)) = #i(res w) =
1e HYH, 7/27).

481/36/3-10
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Ist jetzt K nicht henselsch, so wihlen wir uns eine Henselisation
(K',2") C K, von K. Es ist dann K'[v" = KJv und wir definieren:

by == Oy o gt HY(K, 2) — H" (K]0, 2).

Da die verschiedenen Henselisationen von K paarweise konjugiert sind, ist
diese Definition von der Wahl von K’ unabhingig.

Sarz 4.11. Ist v eine Bewertung des Kérpers K und o € P*K, so ist
Olrx® = Bl Ovp- Insbesondere ist

8,0 ex” = ek 8, M"K — H" Y(K/v, 2),
Jalls e und ey, wohldefiniert sind ( p € K ein Primelement).

Beweis. Es geniigt (wegen (6) und Satz 4.1) den ersten Teil fiir K henselsch
zu beweisen und wir iibernehmen die Bezeichnungen oben. Dann ist fiir eine
Einheit @ in K (@) = inf(7)) wobei & die Klasse von « in K/v ist. Nun ist ¢
reprisentiert durch eine Pfisterform {a; %, @, ..., @, mit Einheiten ¢; und
e = 0 oder 1 (sieche Beweis zu Satz 3.1). Ist € ==0, so ist d,p = 0 und
0,80k = Of(ay ooy @) = 0y Inf((@y ..., @) = 0. Ist e=1, so st
Zim@® = (@ yoers @) und Oufprp = 0u((a1 p) U (@ .., @) = 0ul(a P) V
inf(a@, ,..., @,)) = (‘72 yeery @) Nach dem Corollar 4.10.

BeEMERRUNG. Ist hy,: kK — HYK, 2) der Homomorphismus von Milnor
[11, Lemma 6.1], 8,: &, K — &, ,(K/v) wie in [11, Lemma 2.1], so ist genauso
Opohy =hy 100,.

Ist p ein Primelement in K, so definieren wir die Homomorphismen

4, 2 HY(K, 2) — Hn(K]v, 2)

durch 4, ¢ := ,((—p) V @) (vgl. Formel (1)).

Sei K wieder henselsch und die Bezeichnungen wie oben unter dieser
Voraussetzung. Nach Corollar 4.10 ist 4, , o inf die Identitit auf H*(K/v, 2),
also zerfillt die lange exakte Sequenz (9) in kurze exakte Sequenzen

0 — H™(K[v,2) 22> HY(K, 2) —2> H(K][o, 2)—> 0.

Definieren wir fiir den Augenblick s: H* (K7, 2) — H¥K, 2) durch
s(p) := (p) U inf p, so ist nach dem selben Corollar 0, o s die Identitit auf
H"YK|v, 2). Ferner ist 4,, , o s =0 da (—p) U (p) = 0 ist. Es folgt fiir alle
pe HYK, 2)

@ ==infd, o 4 (p) U inf d,9.
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Da die Inflation ein Ringhomomorphismus ist und { p) U (p) = (—1) U ()
ist folgt hieraus, daB durch ¢ — 4, ,¢ + (9,9)x ein Isomorphismus

H¥(K, 2) > H*(K[o, 2)[x]{(x* — (—1)x)

graduierter Ringe gegeben ist (grad(x) = 1). Insbesondere ist 4, , in diesem
Fall ein Ringhomomorphismus. Dies entspricht der Formel (2) (Satz von
Springer).

Sarz 4.12. Sei v eine Bewertung des Kirpers K, p e K ein Primelement.
Dann ist

4,0 H¥(K, 2) — H*K]v, 2)

ein Ringhomomorphismus. Fir o € PPK gilt 4, et p0 = e}y, 4, yp. Insbeson-
dere 15t

A, poer” = egpody pt M"K — H"(K/v, 2)

falls ex™ und e3,, beide wohldefiniert sind.

Beweis. Sei (K',v") eine Henselisation von (&, v). Dann ist 4, ¢ =
G((—P) YU @) = Oy © iK'/K((“P) U o) = 0,((—p) Y ity x®) = Ao g 1x9-
Da iy jx und 4, , Ringhomomorphismen sind, folgt 4, , Ringhomomor-
phismus. Die zweite Behauptung folgt wie im Beweis von Satz 4.11 und die
dritte aus der zweiten.

BEMERKUNG.  Dem 4, , entspricht in der k~Theorie das in {11, Lemma 2.2].

Entsprechend der Formel (6) haben wir den

Satz 4.13. Ist (L, w)/(K, v) eine Erweiterung bewerteter Korper, so gili
O © ipix = eW[V) L)/ (k1) © 0ot HMK, 2) — H"YL|w, 2)

Beweis. Wir kénnen o.E. annehmen es seien K und L henselsch, Seien
die Bezeichnungen wie bei und vor der Sequenz (9) mit Indizes K und L
und a: G — Gy die Einschrinkung auf K, . Dann ist offenbar ofu;) C Uy
und der induzierte Homomorphismus FH — Hy der Einschrinkungs-
homomorphismus der vollen Galoisgruppe von L/w in die von K/v. Ferner ist

HYGy, 7/27) ~5> HrY(H, , H(Uy , ZJ27))

[ o

HYGy, Z27) —~> H(H, , H(U, , Z]27))
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kommutativ. Es ist auch offenbar die Komposition
iy o ¥ o gk Zf27 ——> N¢ N —> N, INE > 7/27

die Multiplikation mit e(w/v). Daraus folgt der Satz.

Nach dem Satz ist zum Beispiel 8, = &, o 7z x , falls (L, w) die Komplet-
tierung von (K, v) ist.

Dem Satz 3.4 entsprechend gilt der

Satz 4.14. Sei v eine Bewertung des Korpers K. Sei LK eine endliche
Erweiterung. Dann gilt

31} °COry /x = Z COT(L/u) /(K /v) © aw: Hn(L, 2) — thl(K/W, 2).

wlv

Beweis. Wegen Satz 4.4 kénnen wir uns wie im Beweis von Satz 3.4 auf
den Fall K henselsch beschrinken. Dann gibt es nur eine Fortsetzung w
von v auf L und es ist L henselsch. Wegen der Transitivitit von cor kénnen
wir uns wie im Beweis zu Satz 2.7 auf drei Falle beschranken:

(1) L/K separabel und unverzweigt

(2) L/K separabel und Ljw = Kfv

(3) e(w/v) ungerade und Ljw rein inseparabel iiber K/v.
Wir iibernehmen die Bezeichnungen im vorigen Beweis und in der Diskussion
vor Satz 4.12 und kennzeichnen die Inflationen auch mit K bzw. L. Wir
schreiben K = K/v und L = Ljw. Wir haben H¥K, 2) = infy H*(K, 2) @
(p) V infy HY(K, 2), falls pe K ein Primelement ist, und entsprechend
fiir L. Im ersten Fall ist ein Primelement p in K auch ein Primelement in L,
also Hn(L, 2) = inf, H(L,2) @ (p) Y inf, H*(L, 2). Ferner ist U, = Uy
und da dann die Corestriktion mit der Inflation kommutiert ([9, Ch. II,
Prop. 11]) haben wir fur y = inf; ¢ 4 (p) U infy y € HYL, 2):

corygx == coryx infy @ -+ (p) U cory i infy
= infy cotzg ¢ + (p) V infy corg g,
damit 8, coryxy = corg,g i = corp,g dyx. Im sweiten Fall ist [ = K.
Sei g e L ein Primelement. Dann ist Ny x(¢) ein Primelement in K und fir
x = infy ¢ + (q) Vinf, ¢ = &y g infy ¢ + () U ik infy ¢ € H"(L, 2) haben
wir:
corp/x X = €OTL /gty /k infy @ + coryg((q) U ipx infy i)

=[L: K] infx @ + (Npx(9)) V infy #,
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damit 8, cory ¥ = b = dyx. Im dritten Fall ist if,z: H¥(K, 2) — H*L,2)
ein Isomorphismus. Wir wihlen uns wie im Beweis von Satz 1.7 Primelemente
geLund pe K mit gL? = pL2. Fiir y = inf ip po + (¢) V inf, igpd =
i infy @ + () U iy infy § e HY(L, 2) folgt dann:

coty g x = corp iy xlinfy @ + (p) U infy ) =[L : K](infy  + () U infx )
infy g+ (2) U infy

weil [L : K] ungerade ist. Es folgt 0, cor y = ¢ = i5,g({p, gt} = corpz Oux
nach der Definition der Corestriktion fiir rein inseparable Erweiterungen.

Bei der Definition von g, fiir henselsche Kérper haben wir nur wenige
Eigenschaften der maximalen unverzweigten Erweiterung benutzt, die auch
sonst vorkominen kénnen. Sei genauer v eine Bewertung des Korpers X und
N eine galoissche Erweiterung von K, so daB v nur eine Fortsetzung u auf IV
hat, » tiber » unverzweigt ist und N/u ein separabler Abschlufl von KJv ist.
Sei ferner HYN, 2) = 0 fiir ¢ 2> 2. Die Galoisgruppe H von IV iiber K ist
dann kanonisch isomorph der Galoisgruppe von Nju Gber Kfv. Wir
haben wie frither nach dem Satz von Hochschild-Serre eine lange exakte
Sequenz

e~ HYK|v, 2) —> HYK, 2) —— H*YH, N'|N'3) — -
und einen von u induzierten Homomorphismus
i N'IN?*—~7/27
von G-Moduln. Wir setzen jetzt
di=1u@or: HYK, 2) > H"YK/v, 2).

Dann gilt:

Sarz 4.15. Mit den Bezeichnungen oben ist & = 9, .

Bewers. s gibt eine Henselisation (K', 9) von (X, v) so dall (I, %} in
der maximalen unverzweigten Erweiterung (N', #') von (K’, ¥') enthalten ist.
Sei G die volle Galoisgruppe von K, U die von N, G’ die von K’ und U” die
von N'. Dannist = G/U >~ G'/U" =: H'. Das Diagram

HYG, 2)27) — 2 H*(1, HYU, 7/27))

resg,ziK,/Kl lresf/}.

HYG', Z)27) —"— Ho-YH', H(U", Z)27))
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ist kommutativ (nach der Formel fiir 7). Ferner ist offenbar

HYU, Z/2Z) = N*/N* —F 7/27
resy, ”
HYU", 227) = N""|N"2 —_ 727

kommutativ. Daraus folgt der Satz.

Sei jetzt L ein algebraischer Funktionenkérper einer Variablen mit dem
genauen Konstantenkdrper K. Sei L, ein separabler Abschlufi von L, K, C L,
der separable Abschlufl von K, G := Gal(L,/L) die Galoisgruppe von L,
U:= Gal(L,/K,L) die von K,L und H := Gal(K,L|L) ~ Gal(K/K) =~
G/U. Es ist cd(K/L) =1 (sieche [21, Ch. II, Prop. 11]), insbesondere
HYU, ZJ2Z) = 0 fiir 7 > 2. Nach dem Satz von Hochschild-Serre haben wir
eine lange exakte Sequenz:

e 2B B, 7)27) -2 BYG, 2)22)
T HvH, H(U, 2)22)) -2 -
insbesondere die Homomorphismen
r: HNG, Z[2Z) — H*Y(H, HY(U, Z/27)).
Sei D, die Divisorengruppe von K L iiber K; . Die Nullsequenz
(KL)y —2— D, -£2%, 7
induziert eine Nulssequenz
HYU, Z)2Z) —*— D,2D ,~*2> 727.
I
(K L) (K L)®
Wir haben daher Nullsequenzen
H"(H, 7)27) -2 HG, 2/27) *> H»Y(H, D,/2D,) N H>\(H, Z/27).

Es ist H™H, 7/27) = H"(K, 2), H(G, Z/2Z) = H™(L, 2) und die Inflation
ist 7y, . Ebenso H"YH,ZJ27) = H* K, 2). Aus dem Lemma von
Shapiro folgt

H"(H, D,[2D,) = D H*(L/p, 2),
p
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wobei p alle Primdivisoren von L iiber K durchlduft. Genauer: Ist fir jedesp
Dyp) := Dgp Z2Z(B) die von den iiber p liegenden Primdivisoren P
von KL iber K, erzeugte Untergruppe von D 2D, so ist D 2D =
@y D(p) als H-Modul. Ist P ein bestimmter iiber p liegender Primdivisor
von KL, Hy C H die Stabilititsgruppe (Zerlegungsgruppe) von B, so ist
nach dem Lemma von Shapiro H"*(H, D(p)) = H" Y Hy ,Z/2Z). Hy ist
aber isomorph der vollen Galoisgruppe von L/p (siehe {2, Ch. III, §i5]).
Wir mdchten jetzt @ o # und gr bestimmen.

Liegt ttber p nur ein Primdivisor B von K L tiber K, so ist nach Satz 4.15
der p-Anteil von w o7 das 0, . Im allgemeinen Fall nehmen wir ein 9 das
iiber p liegt und bezeichnen mit K'L C K L den Fixkirper der Stabilitiits-
gruppe Hy von P, mit p’ die Einschrinkung von B auf K'L. Uber p' liegt
dann nur ein Primdivisor, nimlich 9, von KL tiber K, und wir kénnen die
obige Ubetlegung auf p’ anwenden. Nun ist p’ unverzweigt iiber p und
K'Llp" = Lfp, also 8, = 8, iy, nach Satz 4.13. Es folgt, da auch im
aligemeinen Fall der p-Anteil von @ o 7 genau das ,, ist.

Fiir jeden Primdivisor B von K L iiber X, gilt grad(B) = [KL/P: K] =1
mod 27, Fiir einen Primdivisor p von L iiber K folgt

/
gir“(\ D e;;;(i{?)) =Y ep fiiralle 3 ex(B)eDp).
Bip Blp By

Mit den Bezeichnungen oben ist damit (siehe {21, Ch. I, 2.5]) g7 beschrinkt
auf H*Y(Hy, Z[2Z) genau die Corestriktion H*{Hy, 7/27 )~ H*H,7/27).
Nach der Definition der Corestriktion fiir beliebige endliche Kérperer-
weiterungen ist damit gr beschrinkt auf H*(L/p, 2) genau das corq p) -
Dem Satz 3.10 entsprechend haben wir alse den folgenden Satz:

Sarz 4.16. Sei L ein algebraischer Funktionenkorper einer Variablen mit
dem genauen Konstanienkorper K. Dann ist

H(K, 2) —X5, gL, 2)

@piy @ H”—l(L/p, 2 Zpeor(rip) ik H* YK, 2),
4

wobet p alle Primstellen von L iiber K durchliuft, eine Nullsequenz.

Im allgemeinen ist diese Nullsequenz nirgends exakt. Besitzt L aber einen
Primdivisor g vom Grade 1, so ist offenbar 3", cor(, ) x surjektiv. Ist ferner
geL ein zu g gehoriges Primelement, so folgt wie im Corollar 4.10, daB
g4 0inf die Identitit auf H*(X,2) ist, insbesondere 7; 5: HYK, 2) —
H™L, 2) injektiv. Fiir den rationalen Funktionenkérper K(x) iiber K haben
wir dem Satz 3.9 entsprechend allgemeiner (vgl. [20]).
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Satz 4.17. Die Sequenz
0 — H™(K, 2) —E9%, Fn(K(x), 2)
s @ B K@), 2) 2T, i, 2) — 0
4

st exaki.

Beweis. Mit den Bezeichnungen von Satz 4.16 ist nach den Uberlegungen
oben die Inflation H*(H,Z/2Z) — H™G, Z/2Z) injektiv. Die lange exakte
Sequenz vorne zerfillt also in kurze exakte Sequenzen

0— H™H, 7/27) % H*(G, Z/27) —— H"(H, HY|U, Z/27)) — 0.
Nun ist bekanntlich in diesem Fall die Sequenz
0 — HYU, Z)2Z) ~%> D 2D, > 7/27 —> 0

exakt und zerfallend, also zerfillt auch die lange exakte Sequenz der Coho-
mologie in kurze exakte Sequenzen

0 — H-Y(H, H(U, Z)27))
7, {HnYH, D,[2D,) — > Hr-(H, 7/27) —> 0.

Daraus folgt der Satz.

Wir sind jetzt in der Lage zu beweisen, daf die Corestriktion fiir den
Cohomologiering der Corestriktion fiir den ‘“‘graduierten Wittring” ent-
spricht.

Satz 4.18. Sei L|K eine endliche Kirpererweiterung. Sei ex™ wohldefiniert.
Ist dann @ € PL, so ist ;" coty ;@ = COIp i ép, . Insbesondere gilt

" 0 COTy i = Oy g o &, ML — H™(K, 2),

falls ex™ und e;* wohldefiniert sind.

Beweis. Wir beweisen den Satz zunichst fiir einfache Erweiterungen L/ K
durch Induktion nach dem Grad [L : K] =: m. DerFallm =1, dh. L =K
ist trivial. Sei also m > 1 und der Satz fiir alle einfachen Erweiterungen vom
Grad < m bewiesen. Wir schreiben 0.E. L = K[«]/(g) mit einem Prim-
polynom ¢. Sei B die zu ¢ gehorige Stelle von K(x) iiber K. Es gibt dann
offenbar ein ¢ e PPK(x) mit Ogh = ¢ und Jph = 0 fur alle endlichen
Primstellen p = P von K(») mit grad p > m (Reprisentiere ¢ durch eine
Pfisterform mit Koeffizienten vom Grad < m und nehme dann  als die
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Klasse dieser Pfisterform iiber K(x) mit (1, ¢> multipliziert). Dann gilt nach
Batz 3.9

corpxp = Oxihp — Z COY(K(m))p/Kaplﬁ-
pendl.
grad p<m

Wegen 8,45 € P*(K(x)/p) folgt nach Induktionsvoraussetzung

x" corp xp = €K Outp — Z COT (kelas) /1)  KEP () 1) Ot
pendl.
P9

Nun ist nach Satz 4.11

— —n+1
Ep k() Ot = OpBPr(d

also
_ _n+1 P
ek COtr g @ = Oulpgimyl — Z COT (g () /p) 1K Upepf?(m)‘f’
pendl.
P£Eq

mit Satz 4.16 damit

= ~mtlL
ex" corp/x p = COT (k(x) /a) /K 5qe§51<<m)¢/’

mit Satz 4.11 dann

- n =T =M
€x COYp x @ = COY(k(z)/q)/K BP(K(w)/q)aqS[‘ == COTL/k €prP-

Damit ist der Satz fiir einfache Erweiterungen bewiesen. Sei jetzt LK beliebig
endlich, N C L der separable Abschluff von K in L. Dann ist L/N rein
inseparabel, damit ¢ = 7,y mit y € P2V und es gilt cory v = x. Da N/K
einfach ist haben wir

> N = n o -
g COTp /g == €xg COrn g X == COTng €pPNYX-

Wegen corpy =ipy und dpnépyx = &y folgt & corpx =
cory x@p . Wie behauptet.

Man kann diesen Satz insbesondere auf e,9, e,* und e, ? anwenden, da diese
immer wohldefiniert sind. Genauer: Ist L/K eine endliche Kérpererweiterung,
s: L — K eine nicht-triviale K-lineare Abbildung, so gilt

e(s*p) = cory i e(@) fir pe W(L)
d(s*p) = corydlg)  fir pe ML)  und
e(s%p) = cory xc(p) fir pe ML)
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(e = Dimensionsindex, 4 == Diskriminante und ¢ = Algebrenklasse). Die
erste Formel ist natiirlich trivial. Die zweite kann man mit Hilfe von Lemma
2.3 beweisen. Die dritte kann man auch mit Hilfe eines Satzes von C. Riehm
(Corestriction of Algebraic Structures, fnv. Math. 11 (1970), §, Cor 1)
beweisen, Satz 3.3 immer vorausgesetzt. Mann kann iibrigens fiir separable
endliche Erweiterungen L/K die Corestriktion Cory x: BrW(L) — BrW(K)
fir die Brauer-Wall-Gruppen Klassen zentraler, einfacher graduierter
Algebren definieren, genauso wie Riehm es in der eben zitierten Arbeit fiir
die Brauergruppen gemacht hat. Dann gilt Cor; x(cl(p)) = cl(Sp*(¢)) fiir
alle ¢ € W(L), wobei cl: W(-) -~ BrW(") die graduierte Cliffordalgebrenklasse
ist ([23], {19, Ch. 111, 3.5]) und Sp: L — K die Spur ist.
Wir kénnen jetzt auch ein schon angekiindigtes Resultat bewiesen.

Sarz 4.19. Ist die Sequenz (8) fiir alle Kérper K und alle quadratische
Erweiterungen L = K(d'/?) von K an den beiden Stellen

by TIK —HE S fpop, S,

exakt, so ist fiir alle K
e MPK — H¥(K, 2)
ein Isomorphismus.

Beweis. Die Injektivitit wurde schon bewiesen (Satz 3.5). Sei p € H¥(K, 2)
und fiir eine quadratische Erweiterung L = K{d'/) sei 7 xp € Bild(¢,?),
etwa i;,xp == &, (z,b) & M2L. Dann ist (Corollar 4.6) 0 = cory xis xp =
cory 8 2(h) = &x? corp b nach Satz 4.18. Aus der Injektivitit folgt
cory b = 0, also nach Voraussetzung i = i;xp mit ¢ € MK, damit
ip P = 8% kP =11 x8 ). Nach Corollar 4.6 ist dann p = &%(p) + (d) U (@)
mit a € K. Es folgt p = &, %(p + ({4, &) + M3K)), d.h. p € Bild(&;?). Durch
Induktion folgt, dafl wenn p € H*(K, 2) iiber einem Kdrper zerfillt, der durch
sukzessive quadratische Erweiterungen aus K entsteht, daB3 dann p € Bild(&?)
ist. Moglicherweise zerfillt jedes p iiber so einem Kérper; das ist aber noch
nicht bekannt (Das heifit H%(K, 2) == 0 fiir alle quadratisch abgeschlossenen
Korper K). Jedenfalls gibt es eine endliche galoissche Erweiterung L/K iiber
der p zerfillt. Ist N der Fixkérper einer 2-Sylowgruppe von Gal(L/K), so ist
nach dem obigen Zy,xp € Bild(2y?), etwa iy xp = &y’ mit y € M2N. [N : K]
ist ungerade, also p == cOry gl /xp = COIy/kby7y = & COTy k x Nach Satz 4.18,
d.h. p € Bild (&;?).

Eine weitere interessante Folgerung aus dem Satz 4.17 mit Satz 3.9 und
Satz 4.11 ist, daB &z ,,: M*(K(x)) — H*(K(x), 2) genau dann injektiv bzw.
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surjektiv ist, wenn &2: M2K - HYK, 2) injektiv bzw. surjektiv ist. Das folgt
aus dem Diagramm

0—— MY(K)——> MYK(x)) ——> O M{(K(x)/p)—>0
pendl.

iéxz le'?((w) \i» le

0 — HYK, 2) —> HYK(x),2) —> @ HY{K(x)lp,2)—> 0

pendl.

mit exakten Zeilen.,

5. DEr KERN VON iy HY(K, 2) — HY(K(p), 2)

Wir haben gesehen, dafl fiir eine Pfisterform + der Dimension > 1
Ker(ig(y o W(EK) —~ W(K())) = #W(K) gilt. Es ist zu vermuten, daf} ein
entsprechendes Resultat auch fiir den Cohomologierung gilt, némlich
Ket(ixwyx: HH K, 2) — H¥K(7), 2)) = ep(7) U H¥K, 2) falls v eine #-
fache Pfisterform ist (n > 0). Das ist richtig wenn r isotrop ist, denn dann ist
£3x(F) = 0 und K(7) rein transzendent iiber K, damit 7z, /¢ injektiv {Batz
4.17). Fir 1-fache Pfisterformen ist es auch richtig nach Corollar 4.6 mit
Satz 4.17. Beschrinkt auf HY(K, 2), HY(K, 2) und H%(K, 2} ist es auch immer
richtig, wie die Betrachtungen vor Satz 4.2 zeigen. Fir A%(K, 2) hatten wir
genauner: Ist x € H¥(K, 2), o 52 0 und iy = 0 (dim g > 1), so gibt es
dy,dy, K- mit « = (d;, dy), so dafl ¢ in d{d, , d,» enthalten ist. Wir wollen
jetzt ein entsprechendes Resultat fiir H3(K, 2) beweisen. Dabel werden wir
ofters die Bitze 2.8 und 4.17 benutzen und ibernehmen die Bezeichnungen
dort. Der Einfachkeit halber schreiben wir jedoch fiir endliche Primstellen p
von K(x) iiber K statt s, und 0, jetzt s, und ¢, wo p das zu p gehorige
normierte Primpolynom ist. Ferner K, statt K(x)/p = K{x}/(p) und statt
ix sx und corg s einfach i, und cor,. Auch 3, statt 3, eng. w8 Wir
betrachten W(K) (bzw. H*(K, 2)) als Teilmenge von W(K(x)) (bzw. H*{K(x),
2)), d.h. wir lassen das 7g,,x meistens fort.

Wir betrachten zunichst den Kérper L = K(x)(b(x® — a)}*/* mit @, b ¢ K.
Da wir dabei nur den Satz 5.4 ansteuern und dieser fiir den Fall <a, 8 ~0
nichts Neues aussagt, werden wir bis dann {a, b)) anisotrop voraussetzen.
Mit s: L — K(x) bezeichnen wir die K(x)-lineare Abbildung mit s{(1) = Q,
s(b(x® — )12 = 1. Ist dann HecW(L), sc git nach Satz 2.4
Qa, —b(x — a))~s*y = 0. Es folgt 1, —b(x,2 — ap~s*y = 0 fur
alle p s x —a und (1, =B~ =0, dh. (nach Satz 2.8)
a, =~ s, 0% = 0. Es gilt aber auch die Umkehrung:
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Sarz 5.1. Sei (9y)y € Dy W(K,). Sei

A, —dx,2— a)y~ @, =0  firale p#x*—a
und

d, =6y~ Z S5 Py = 0.
?

Dann gibt es ein € W(L) mit @, = 0,5% fiir alle p. o kann sogar aus ML
gewdhlt werden. Ist o, € MK, fiir alle p, so kann s aus MPL gewihlt werden.

Bewess. Nach Satz 2.8 gibt es ein ¢, € W(K(x)) mit d,p, = g, fiir alle p.
Sei yy 1= {1, —b(x* — a)y~p, . Dann gilt nach Voraussetzung J,x, = 0 fiir
alle p 5% & — a und Jy, = 0. Wegen 0 == dyyp = Su2_02_ox0 (Satz 2.8)
folgt aus Satz 2.4 Ope_gxo == Zu2_aPo it py € W(K). Dann gilt d,p, = 0 fiir alle
Dy Oan_o($x? — a)™pg) = Opa_yXo und 0,(<x* — ay~py) = 0 fiir alle p #
¥ —a. Fir @ =g+ {&~p, und y :=<1, —b(x* — a)>~p, folgt
0,91 = @, fiir alle p und d,y; = 0 fur alle p, d.h. x; € W(K). Da offenbar das
Bild von y, in W(L) verschwindet ist y, € Ker(é, x: W(K)— W (L)),nach
dem Beispiel nach Satz 2.1 also y; = {a, b)~p; mit p, € W(K). Nun ist
a, by =~ {1, —b(x* — a)> ® {1, —a) iiber K(x), mit g 1=, — {1, —a>~p,
also {1, —b(x? — a)>~@ = 0. Es folgt ¢ = ¥} mit ¢ € W(L) nach Satz 2.4.
Ferner ist 8,9 = 0,9, = ¢, furalle p. Ist ¢ ML, so kénnen wir zu s die (1>~
addieren, ohne s%) zu verindern, also konnen wir i € ML wihlen. Ist
p,€ MK, fiir alle p, so konnen wir am Anfang schon nach Satz 3.9
@0 € M(K(x)) wihlen. Dann folgt 0,:_,x0 € M2K,2_, und wir kénnen wegen
der Exaktheit des Anfangs der Sequenz (8) po e M2K wihlen, also
¢, € MA(K(x)). Dann folgt y; € M3K, also p, € MK, damit ¢ € M*(K(x)).
Wegen der Exaktheit des Anfangs der Sequenz (8) kdnnen wir dann ¢ € MPL
withlen.

Die Bedingung {1, —b> ~3, s,%p, = 0 in dem Satz ist nicht ganz von den
anderen unabhingig. Ist ndmlich (¢,), € @, W(K,) und {1, —b(x,2—a)>~p, =
0 fiir alle p £ &% — a, so gilt £a, bY~p, =<1, —a>~{1, —b(x,% — a)>~p, =0
fir po#£at—a und <1, ~a>~Sp Py, =0 nach Satz 2.4, damit
La, b~ 3, s, *p, = 0. Hier gibt es wieder eine Umkehrung:

Satz 5.2. Seipe W(K)und {a, by~p = 0. Dann gibt ¢s ein (@,), € D, W(K,)
mit {1, —b(x,? — a)>~p, = 0 fiir alle p * x* — aund p =3, s,%p, . Dabei
kinnen alle ¢, € MK, gewihlt werden. Ist p € M?K, so konnen alle ¢, € M2K,
gewdGhlt werden. '

Zum Beweis brauchen wir ein Lemma:
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Levva 33. Sei g # 0 von {a,b) dargestellt. Dann ist q das Produkt
sweier Flemente der Form ¢2 — b{(¢? — a) ¢,

Beweis. Sei g = t? — at,® — bt;2 + abt,2. Wir rechnen in  der
Quaternionenalgebra D = (a,5/K) mit Basis 1, 4, j, & (F=4q, 2 =0,
k =1j = —ji). Es gibt in D ein Element d; -+ dyk 7 0, so dafl (¢, + 7 +
1,7 + tR)(dy + dok) von der Form ¢y + ¢ 7 + ck ist (d.h. eine nicht-
triviale Lésung der Gleichung #,d, — bf,d, = 0). Es folgt, daff ¢ das Produkt
eines Elementes der Form ¢,2 — be,® + abe,? mit einem Element der Form
e, - abe,? ist. Wir sind dann fertig, vorausgesetzt es ist nicht gleichzeitig
¢, = O und ¢ 5= 0. In diesem Fall ist aber

to? — by 4+ abey? = ¢t — be,? = ¢ — b ((}————;—ﬁ)z — a){ 1 i - cl>2.

Beweis von Satz 5.2. Ist p von der Form p == r{l, —g)~ (bzw. p =
v{1, —H~, —¢g>~) und g = ¢,2 — b(? — a) ¢,?, so nchmen wir @, , = p
und @, = 0 fiir p = & — ¢ und sind fertig. Im allgemeinen Fall ist (siche
I8, Th. 4.1 (und Bemerkung 4.4)]) p =3 7, {1, —g>~ mit ¢; von {a, by
dargestellt. Wegen (1, —g'¢">~ = {1, —¢">~ + ¢'(1, —g">~ folgt aus dem
Lemma 5.3, dafl sich p in der Form p = ¥ 7,1, —¢,>~ mit g, von der Form
¢, — b{c* — a) ¢,? schreiben 148t. Daraus folgen, in Verbindung mit dem
schon behandelten Spezialfall, die ersten beiden Behauptungen des Satzes. Ist
p € M2K, so ist wegen 7'(1, —¢' >~ + #"{1, —g"p~ = &', v, —¢>~ +
r"g’{1, —g'q">~ p von der Form p =3 r, (1, —#,>~(1, —¢;>~ mit g; von
{a, by dargestellt. Genauso wie oben kénnen wir dabei annehmen, es seien
die ¢, sogar von der Form ¢;2 — 8(c® — a) ¢,®. Daraus folgt die letzte Behaup-
tung des Satzes.

Wir kdnnen jetzt fir L den gesuchten Kern bestimmen:

Sarz 5.4. Sei L = K(x)(b(x* — a))*/? mit a, be K. Dann ist
Ker(z; gt HY(K, 2) — H3(L, 2)) = (a, ) U H{K, 2).

Beweis.  1Ist (a,b) = 0, d.h. {a, by ~ 0, so ist {1, —b, ab) isotrop und
damit I ein rationaler Funktionenkdrper tiber K und der Satz folgt aus
Batz 4.17. Sei also (a,8) £ 0, d.h. <a, by anisotrop. Sei ae H¥(K, 2),
iz,x® = 0. Dann ist nach Corollar 4.6 o = (b(#® — 2)) U  mit s € H*(K(x), 2).
Nach Satz 4.17 gilt 0 = J,00 = {b{x,2 — a)) U ¢ fur alle p # x> — a und
0 = 0pa = () U 0p = (B) U Y cor, 0. Fiir jedes p sei g, K, ein
Reprisentant der Quadratklasse d¢ und ¢,° := {1, —g,)~e MK, . Sei
pi=255,"p," € MK. Wegen 0= (b(x,” — a)) U (g,) ist (1, —b(x,* — a)>~p,’ =
0 fiir alle p 5% % — a, nach der Bemerkung vor Satz 5.2 damit {a, b)~p = 0.
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Wir schreiben p = p’ + (1, —¢>~ mit p’ € M2K, d.h. q ist ein Reprisentant
der Diskriminante d(p) von p. Nun gilt d(p) = ex(p) = 3, ez (s,%p,%) =
> cor, e}{p%o =Y, cor, J,3 nach Satz 4.18, wegen (b)) U 3, cor, 0,4 =0
also (1, —b>~(1, —g>~ = 0, damit auch {a, b3~p’ = 0. Nach Satz 5.2
existiert dann ein (p,"), € @, MK, mit {1, —b(x,2 — a)>~p, = 0 fiir alle
pF ¥ —aund, s, o, = p'. Wir setzen ¢, 1= @, — ¢, € MK,,. Dann
ist e}<,,(q°1)) = e}{’,('?%o) =04 fir alle p und (1, —b(x?—a)~g, =
{1, —b{x,f — ay~e, — {1, —b(x,2 — a)>~p, =0 fiir alle p % «% — a.
Ferner 3, s'p*‘Pao =205 5" — 2o ¥y =p — p' =1, —g>~, damit
1, —b)~%, s,%p, = 0. Nach Satz 5.1 existiert ein y € M2L mit 8%y = ¢,
fiir alle p, also nach Satz 4.11 0,e%*y = eK O,5%y = Oy fur alle p. Mit
Satz 4.18 folgt 0,(cory ke er%(x)) = O,(ex?s™ X) = g fur alle p. Nach
Satz 4.17 ist dann = B + cory k(g e2%(x) mit fe HYK,2). Wegen
(b(x® — @)) U corpximer®(x) =0 (nach Corollar 4.6) ist ferner o =
(b(x2 —a)) Up = (b(x* —a)) UB. Nun ist dp 0 =0, dh. 7 B =0
(siehe Corollar 4.10}, also § = (a) U (d) mit d € K" nach Corollar 4.6. Es folgt
a = (b(x* — a)) U (@) U (d) = (b) U (a) U (d).

CoroLLAR 5.5. Seipz== (1, —a;, —as>. Dannist Ker(iy,x: H¥K, 2)—
H3(K(9), 2)) = (a1, ay) YV HI(K, 2).

Beweis. Sei b := ay, a := —(a;)ay , dh. —a, = ab. Dann ist K(p) =
Ky, mo)(ayxs® + ayey?)'* = K(x)(b(x* — a))%(x;) mit & = xy(wp)™" ein
rationaler Funktionenkérper tiber L = K(x)(b(x® — a)}'/2, damit nach Satz
4.17 Ker (g 15t HX(K, 2) — H¥K(¢p), 2)) = Ker(iy x: HY(K, 2)— H¥L,2))=
(@, b) U HY{K, 2) nach Satz 5.5. Aus (a, b) = (~aya,, &) = (a;, a;) folgt
das Corollar.

Sei jetzt ¢ o~ {1, —a; , —a, , —ay) eine vierdimensionale Form, die die 1
darstellt, also K(p) = K(x; , %5, %)y %,2 + ap%,% -+ ag0,*) /% Sei a. € H¥(K, 2)

mit gy = 0. Setzen wir x, = x,%, so ist
K(p) = K(x)(%, , ®5)(ay%® + (ap%® + a5) x*)/?

und damit fxy/gx = (a;, a%® + ag, f) nach Corollar 5.5, fe K(x). Sei
T i={ay,ax? + a5, f». Dann ist offenbar 0,7 € P2K, fir alle p, mit
Satz 4.11 damit e 0,7 = O,px (™ = Dp(ay, a¥® + a5, f) = Jp = O fiir
alle p (Satz 4.17). Da jedes Element in P2K,, durch eine vierdimensionale
Form vertreten ist, folgt d,# = Q fiir alle p, damit nach Satz 2.8 » € W(K).
Es gibt daher d; , d,, dy€ K" mit r =~ {d, , d; , d;y tiber K(x) und es folgt
& = eopyT = epxldy, dy, dsd~ = (d;,ds,ds). Da v {1, —a;> enthilt
kénnen wir 0.E. 4, = g, annehmen. Es folgt, da —(ay*® + ;) von
p =<1, —a> ®{—dy, —d;, dydy> iber K(x) dargestellt wird. Ist p
anisotrop, so folgt aus dem Teilformensatz ([13, Satz 3]), daB {—a,, ay>
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in p enthalten ist, damit @ o= {1, —ay , —ay , —ayy in {d, , d, , d3) enthalten.
Ist p isotrop, so ist {dy , d, , d5) Summe von 4 hyperbolischen Ebenen, also
auch in diesem Fall  in {d, , d, , d5» enthalten.

Wir haben damit gezeigt, dal wenn ¢ vierdimensional ist und die 1 darstellt
und o € Ker{igyx: HY(K, 2) — H¥K(p), 2)) ist, daB dann « = (4, , 4, , d5)
ist, so dafl  in {d, , d,, d;y enthalten ist. Insbesondere gilt fiir eine Z-fache
Pfisterform 7

Ker(ixe x: HY(K, 2) — HYK(r), 2)) = e U HY(K, 2),

was man auch dhnlich wie im Beweis zu Satz 2.1 sofort aus Satz 5.4 folgern
kann. Aligemeiner haben wir den folgenden Satz.

Sarz 5.6. Sei ¢ eine quadratische Form dber K, dimo > 2. Ist dann
o € Ker(lyiy e HY(K, 2) — H3(K(), 2)), « +# O, sogibtesd,, d; , dy , e K’
mit o == (dy , dy, dg), s0 daff @ in dpldy , d, , dyy enthalten ist. Insbesondere ist
dime < §.

Beweis. Wegen K(ap) = K(p) kénnen wir 0.E. annehmen es stelle ¢ die

1dar, etwa @ == {1, —ay oo, —ap, 7 > 1, also K{p} = K(x( ..., %, Mayx,® +
s ayx, 2R Fir n=2 folgt der Satz aus Corollar 5.5 und fiir w = 3 haben
wir ihn eben bewiesen. Sei also # > 3. Wir schreiben a;x,® + - 4+ a,x,% =

oy + @y - faf mitf = ay + a.yf + o+ @,y €N t= K(yy e, ¥),
x; = %59; fiir ¢ > 3. Aus dem eben bewiesenen folgt dann 1, 00 = (g, , 85, £5)
mit g;e N, so daB {1, —ay, —ay,, —f > in 7:= g, gs , £3 enthalten ist.,
Da {1, —a;, —ayy In {gy, 8,8y enthalten ist, ist auch (a;, a,y darin
enthaiten, damit0.E. gy = a; , g5 = @, . Mlit N = N'(x}, N = K( ¥4 -, Yn_1)
® =¥, , folgt (wie oben) aus Satz 4.11 0 = J,iy,x0 = 0,654(F) = e:(”N,,p(ﬁiﬁ-)
fiir alle Primpolynome p € N'[x], damit 9,7 = 0 fiir alle p, also ¥ & W(N'),
d.h. wir kénnen g, € N nehmen. Durch Induktion folgt, dal wir g, =ce K-
nehmen kénnen. Wir haben dann o = (ay , a5, ¢} und {1, —a,, —a,, —f > in
{ay , ay, ¢y dber N enthalten. Es folgt, dall f = ay + a,v,% + - + a,v,°
von p 1= {(—aayy D Lay, apy Uber N = K(y,,...,7,) dargestellt wird.
p ist dabei anisotrop denn sonst ist « = Q. Aus dem Teilformensatz folgt dann,
da {ag,...,a,y in {~aya> @ c{ay,a,y enthalten ist. Dann ist aber
o= (1, —ay,..., —a, in {ay, a,, ¢y enthalten.

Man bemerke, daf3 die Umkehrung auch gilt. Ist ndmlich ¢ in dpdd, ..., €.
enthalten, so ist {d, ,..., d,» isotrop {iber K{p) damit tx( x(d; ,..., d,,) =
€pk o)k kK Ay oy dpd~ = 0.

Aus dem Satz folgt insbesondere

Ret(ixe gt HAK, 2) — H¥K(7), 2) = exs U HYK, 2)
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fiir eine 3-fache Pfisterform +. Damit ist das am Anfang dieses Paragraphen
angesprochene Problem beschrinkt auf H3(K, 2) gelast.
Eine andere Folgerung ist der schon angekiindigte

Sarz 5.7. e’ MPK — H3(K, 2) ist fiir alle Korper K wohldefiniert.
Beweis. Folgt sofort aus Satz 4.2 mit Satz 5.6.

e,®, et und ¢,® komumen von den Invarianten e, 4, und ¢, die auf dem
ganzen Wittring definiert sind. Dabei gilt fiir jede Kérpererweiterung
LiKeoiy g =ty xoe, dodpy =1t xodund ¢ oy p = iy 0 ¢. Leider gibt
es keine solche Invariante b: W(K)— H3K, 2). Angenommen es gibe so ein b.
Wir betrachten dann die Laurentreihenkorper L(zy ..., 2,) 1= C((27)) *** ((zn))-
Es gilt dann W(L(zy ,..., &,)) = Z/2Z[{; ,..., {,] mit {? = 1, wobei {; = {z;>~
ist (folgt durch Induktion aus einem Satz von Springer, [10, 7.1]), und

H*(L(=1 yoeey Ba)s 2) = Z[2Z[xy s+evs Xl

mit y; U y; = 0, wobel y; = (g;) ist (folgt durch Induktion aus den Betrach-
tungen vor Satz 4.12). Insbesondere ist H3%(L(z, 2,),2) = 0, also muf
b({zy , 25p~) = 0 sein. Wir betrachten dann

@ = <<2’1 3 22>>~ -+ <<,3’3 5 24>>"’ € W(L(zl yeers 24))

Uber L(2; 5oy 20255 2ap) I8t @ = {2y, 2™, damit b(p) == 0 iber
L(2; ,..ry ({35 » 240), also nach Satz 5.6 b(p) = (2, 2y, #) iiber L(2y ,..., 2y)
mit # €L(2y y..., 24)". Analog b(p) = (23, 24, ) Uber L(zy ,..., 2,). Dann folgt
aber b{p) = 0. Ist jetzt

=&z, 2~ + L3, 2o~ 4 K25, 29~ € W(L(z 5., 2g))s

so folgt daraus genauso b(y) = O iiber L(z, ,..., 25). Wir betrachten jetzt den
Korper
K 1= Lz ., 30320220 2, (23253502, (2023%6)H9).
Wegen
L(2y oy B6) = L{21, 22, Bs » 21%0%5%  51%6%5 5 Ra%s%s)
ist K =L(2y, 2, %, Wy, Wy, W) Mit wy = (2,2,%%)"2, wy = (213:3;)*
und @, == (2,252)'/? damit (7;) U (2,) U (23) # 0 in H¥(K, 2). Nun ist aber
iiber K

= L&y, 2y~ + KRy 22 ™ + K235, 22 = K3y, B, )

damit b() = () = (2, , 25, 23) 7 0 iiber K. Widerspruch! Es gibt also
nicht mal eine Invariante b: M2?K — H3(K, 2), die mit den 7, kommutiert
und das ¢, ® liefert.
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