
JOURNAL OF NUMBER THEORY 30, lb@155 (1988) 

Ghbration de I’anneau des entiers des corps 
de classes de Q(i) de rayon impair et 

points de division de y2 =x2 -x 

JEAN COUGNARD 

UA n 741 du CNRS, Lahoratoire de Mathbmatiques. UFR Sciences, 
F-25030 Besancon, Cede-x, France 

Communicated by M. Wuldschmidt 

Received September 28, 1987 

Given odd ideals f of the ring of Gauss integers Z[i] we descrrbe the rings of 
integers of the ray class fields of Q(i) with conductors f. We prove that these rings 
have power basis over Z[i] and we give an explicit algorithm to obtain the 
irreducible polynomials of the generators. 1’ 1988 Acadermc Press. Inc 

Dans tout ce qui suit i est une racine carree de - 1 et pour chaque corps 
de nombres algebriques K on designe par Z, son anneau des entiers. On se 
propose de demontrer le rtsultat suivant: 

TH~OR~ME 1. Soit f  un id&al entier impair de L [ i] et K = Q(i)“) le corps 
de classes de Q( if de rayon i, il e.uisfe un Gment 8 de Z, tel que 
Z,= Z[i][B]. 

Ce travail fait suite a un article consacre a la monogeneite de I’anneau 
des entiers des extensions cycliques de degre premier I >, 5 d’un corps 
quadratique imaginaire [3]. De la comparaison du theoreme 1 de l’article 
prtcitt et de celui tnonct ci-dessus, on deduit: 

COROLLAIRE. Les seules extensions cycliques de degrP 1 premier 2 5 de 
O(i) dont l’anneau des entiers soit Z[i]-monogbe sont les suivantes: 

(a) les corps de classes de O(i) de raven (2 + i)‘, (2 - i)‘; 

(b) les corps compost% de O(i) et du sous-corps rbel maximal du corps 
des racines p-Gmes de l’unitk avec p = 21-k 1 premier; 

(c) les corps de classes de Q(i) de rayon / avec N,,;,,,( fi) =41+ 1 
premier. 
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Ce travail doit beaucoup a la lecture du livre de Ph. Cassou-Nogds et 
M.-J. Taylor [ 11. 

A leur man&e (voir tgalement [2]) on Ctudie les proprietts arithmeti- 
ques des points de division de la courbe elliptique E = C/Z[i]; l’element 9 
est la valeur d’une fonction delinie sur E en un point de division 
convenablement choisi (cf. Th. 4). 

Les formules de recurrence associees a la multiplication complexe sur E 
permettent de calculer explicitement les polynomes Irr(%, Q(i)). 

1. LE MODULE DE FUETER MODIFI~ 

Soit la courbe elliptique E = C/Z[i] p arametrons la tout d’abord par la 
fonction p de Weierstrass, dtlinie par 

P(r)=;+ 1 
1 1 

w.GL[,]- :o; m-2’ 

et sa derivee p’ liees par l’equation p’(~)~=4p(z)‘- g,p(z) ou gz = 

60 C ~utLCi,~ ioi (1,‘~~). Les developpements de p et p’ en series de fractions 
rationnelles montrent que p(k) = -p(z); p’(k) = ip’(2). La fonction p’ 
s’annule aux points 0, = f, O? = i/2, 63 = (I + i)/2. L’equation de 
Weierstrass montre que p s’annule en un des points g,, les relations 
precedentes et le fait que p ait pour ordre 2 montrent que c’est en rr7 et que 
4p((r,)’ = gz pour j= 1,2. Posons: 

P(l/2) T(r) = -. 
P(--1 

(1) 

La seconde fonction de Weber etant h,(z) = (2’. 34)/gr p(z)’ = 
(26. 34)/T(z)‘, on en deduit que pour un ideal entier f de Z[i] le corps de 
classes de Q(i) de rayon f est engendre sur Q(i) par les valeurs que la 
fonction T’ prend aux points primitifs de f-division de E. Par definition de 
Ton a: 

T(z) = p( l/2) ?+ o(z3), T(1/2)= 1, T(i/2) = - 1. (2) 

Le diviseur de la fonction Test egal a: 

(T)=2(0)-2(0,). (3) 

De (3) et de (2) on deduit la formule d’inversion: 

T(z)T(z+n3)= -1. (4) 
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Delinissons: 

JEANCOUGNARD 

T,(+(1/2))“* T’(z). 

Le diviseur de la fonction T, est Cgal: 

(T,)=(0)+(a,)+(02)-3(a,). (5) 

En reportant p et p’ exprimes en fonction de T et T, on obtient: 

T;=T’-T. (6) 

Pour faciliter la demonstration des formules du paragraphe suivant on peut 
donner des equivalents pour la fonction T, aux points de 2-division: 

T,(z+ l/2) = -2ip(1/2)r” 2 + o(z) 

T,(;+i/2)= -2ip(1/2)“‘z+o(r) (7) 

T,(z)=ip(1/2)“‘:+0(:) 

et lim,,, r3 T,(,-+o,)=i~(1/2)~~~~. 
On definit Cgalement, pour faciliter l’ecriture de la formule d’addition, la 

fonction D telle que D(z) = T,(z)/T(,-), c’est une fonction impaire de 
diviseur: 

On constate immtdiatement que la fonction z H D( z)D(z + 4) a un diviseur 
nul. En evaluant a l’origine on obtient: 

D(,)D(z + f, = 2. 

De m&me, en prenant la derivee logarithmique de la relation d’inversion 
(4): 

D(z) + D(‘Y + (T) = 0. (8) 

2. FORMULAIRE POUR LA COURBE Y2=X3--X 

Les formules qui suivent s’obtiennent de la meme man&e que les 
formules analogues pour le modele de Fueter, on renvoie done a [ 11 pour 
les demonstrations. 



ENTIERS DE CORPS DE RAYON DE Q(i) 143 

Forrnule d’addition: 

T(u + ~,) = _ [W4 + W)l’ T(u) T(u) 
(1 + T(u) r(v))2 . 

On en dttduit la formule de duplication: 

T(224) = T(u) 
(4 - 4T(U)2) 
(1 + T(U)‘)’ 

(9) 

(10) 

et la jbrmule de soustraction: 

(T(u)-T(c))‘(T(u+u-T(u-a))= -4T(u+u)T(u-21) T,(u) T,(o). 

(11) 

En remplaqant u par io, et en tenant compte de T(h) = - T(u) on obtient 
une nouvelle formule qui multiplike par (11) donne 

[T(~)‘-T(LI)~]~(T(II+~))-T(~-I:))(T(~+~D)-T(II-~Z~)) 

= 16iT(u+u)T(zc-u)T(u+iv)T(u-iv) T,(u)‘T,(u)’ (12) 

formule du produit pour lu jonction T: Soit v E 1 + ( 1 + i)Z[i] et .(a} 
l’ensemble des points de v-division de C/Z[ci], on a alors: 

T(K)=E,,~ T(,-+a) avec E,, = 1 si v = 1 mod 2, E,, = - 1 sinon. 
1 

(13) 

On en dtduit, en divisant par T(z), et en faisant tendre 2 vers 0 

v2 = E,, fl T(T). (14) 
X#O 
v2 = 0 

En utilisant le diviseur de T, et les kquivalents aux points de 2 division on 
dkmontre: 

T,(r) T,(z + l/2) T,(z + i/2) T,(z + 03) = 2’ 

d’oti l’on dkduit la formule du produit pour la fonction T, : 

q,,2’N’v)P”‘1Tl(vz) = n T,(z + CC) avec qV racine quatrikme de 1. 
2 

1’1 = 0 (15) 

En divisant par T,(z), faisant tendre z vers 0, et utilisant un Cquivalent 
pour T,(z) au voisinage de z = 0, on obtient la relation: 

i7,:v.2 ‘N(b’)k I)!2 = n T,(a). (16) 
3#0 
01 = 0 
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3. MULTIPLICATION COMPLEXE DE LA COURBE Y2=X3-X 

Pour v E TT[i] la fonction 2 H T( v:) est une fonction paire, c’est done une 
fraction rationelle en T(z). Choisissons v = 1 (1 + i) et definissons 

Z,.(X) = n” (X- T(B))(X- T(q)) = ,” (X2 - T(fl)Z) 
/j /j 

N,,(X)=v n”(x-T(B+a,))(X-T(iB+a,))=u n”(X2-T(p+a~)2) 
B P 

oti ng designe le produit sur un systeme de representants des orbites des 
points de v-division non nuls pour I’action des automorphismes de la 
courbe elliptique. 

PROPOSITION 1. La fonction T vPriji:e la formule de multiplication 

Z,,( T(z))’ 
T(v,-I= T(=) N,,(T(z))2. (17) 

DPmonstration. Comme dans [ 1 ] on compare les diviseurs de chacun 
des membres ce qui donne l’egalite a une constante multiplicative pres. On 
remplace ensuite z par 2 + o3 et on fait tendre z vers 0 en tenant compte de 
ce que les racines de Z,, et N,. sont inverses les unes des autres. 

En utilisant la formule de duplication T(2u) = T(u). (( -4T(u)’ + 4)/ 
(1 + T(u)‘)*) notons zz(X) = -4X’ + 4, N,(X) = X” + 1. 

PROPOSITION 2. Les polyn6mes N,, Z,. vhfient les formules de 
rkcurrence: 

.Zm2. Nf--?.N; 2=Z,.Z,.m, 

z;-2, N;+-,N; 2,=Z,,.Z,,+4i. 

Dhonstration. On considere les fonctions T((v-2)~) - T(27) et 

Z,.(T(=)) Z,.-,(T(,-1) 
T(=) N,( T(z))* N,. ?( T(z))*’ 

(18) 

on procede comme dans la proposition precedente pour obtenir l’egalite de 
ces dew fonctions. On remplace T((v - 2)~) et T(2z) au moyen de (10) et 
(17) puis on reduit au m&me denominateur et on obtient la premiere des 
deux formules; la seconde s’obtient de man&e analogue. 
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PROPOSITION 3. Les pol.ynGmes Z, et N,, sont lips par les relations: 

Z = c,X(~(~‘- ““N,(l/X) 

N; = Gc,,X’~“‘- “‘2Z,,( l/X) 

oti c:=l et 6= *l. 

Dkmonstration. On calcule T(z) aux points (1 + i)/4, (1 + i)/4 + l/2, 
(1 + i)/4 + i/2, (1 + i)/4 + (1 + i)/2, l/2, i/2 et on constate que ces points 
sont les seuls ou T’(z) est egai a son inverse. On en deduit que les 
polynBmes Z,, et N,, sont premiers entre eux. On remplace z par ; + cr3 ce 
qui donne 

1 1 

L 

Z,,( l/T(z))z-(;)‘N”‘- ‘Vz 

T(v,-)= T(z) N,,( l/T(z)) T(z)‘~+ ‘)” 1 2 1 N,>(W))’ 
=T(,-)‘Z,,(T(z))2 

ce qui donne les formules de la proposition avec c E @*. Done en particulier 
Z,,(O) = c,v, N,(O) = 6c,, mais Z,(O) N,,(O) = v & T(p)T(b + CJ~) = v (n’ est 
produit sur un demi-systeme des points -kp non nuls de v division. I1 sufit 
de connaitre Z,,(O) pour determiner c,, et 6. 

PROPOSITION 4. On a les kgalitks suivantes: 

z,= 1, N, = 1, zi= 1, N, = i 

Z,=Z,;=X4+6X2-3, N,=3X 4 -6X 2 -1 = -iN,, 

Z ,+2,=X2-(1+2i), N,+2i=(1+2i)X’-1, 

Z,+;=X’+i(2+i), Nz+,=(2+i)X2-i 

Z 3+2,=Xh+(-11+10i)X4+(7-4i)X2+3+2i, 

N ,+2r=(3+2i)X6+(7-4i)X4+(-ll+10i)X2+1 

Z 2+~i=X6-(11+10i)X4+(7+4i)X2+3-2i, 

N 2+~,=(2+3i)X6+(-4+7i)X4+(10-lli)X2+i. 

DPmonstration. Pour v = 1, i: cela resulte immediatement de la defmi- 
tion de Z,,, N,,. 

Pour v = 3: on dtmontre, en utilisant toujours la m&me methode, que 
T(z) - T(2z) = T(z) Z,( T(z))/N:( T(z)) puis on applique la formule de 
duplication et on reduit au mCme denominateur; quand on a Z, la 
proposition precedente donne immediatement N,. La definition de Z, 
montre que ZJi= Z, ce qui donne immediatement N3i. 

Pour v = 1 + 2i on dtmontre que 

T(2r) - T(iz) = T(2) 
Z I+2i(T(z))Z2+i(T(z)) 

N,(T(zH2 
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Par identification on en dtduit que: Z, + zi. Z, +, = X4 - 2X’ + 5 = 
[A’- (1 +2i)][X’- 1 +2i] sachant que Z,(O)=cv avec c4= 1 on en 
dtduit Z, + ?, et Zz + , puis, au moyen de la proposition precedente, N, + zl, 
N 2 + I. 

Pour v = 3 + 2i on demontre que 
Z 3+2;(W))Z2+,(T(=)) 

T(1+2i_)-T(2r)=T(;).Nz(T(-))‘N,+2i(T(Z))L. 

Comme on connait Z,,, et N, +?,, en remplacant par leur expression, on 
obtient Z, + ?, d’od I’on deduit N, + 2,. 

Pour v = 2 + 3i, ce nombre est associe au conjugue de 3 + 2i. Comme la 
conjugaison complexe est un automorphisme continu de C on en deduit 
que Z,,,, est le polynome dont les coefficients sont conjugues de ceux de 
Z 3+2,. La proposition prtctdente donne alors N, + 3,. 

TH~OR~ME 2. Pour v E 1 + ( 1 + i) z(i) les polyn6me.F Z,, et N,, appartien- 
rlent ci Z[i][X] et Z,,(O)=c,,v, N,,(O)=c,’ oti c, est une racine quatrieme 
de I’unik telle que c ,, a2 = 1 si v = 1 module 2, ct = - 1 sinon. 

DPmonstration. Si Z,. ?, N,, ?, Z,.-- j appartiennent a Z[i] [X] le 
membre de gauche de la premiere des formules (18) appartient a Z[ij[X]. 

Comme Z, 2 est unitaire et de m&me degre que N,,-, il en resulte que 
z,.z,. j est un polynome unitaire de 7T[i][X]. On divise par Z,, 4 ce qui 
montre qu’alors Z,. est un polynome unitaire de Z[i] [A’]. La Proposition 3 
montre que sous ces conditions N,.E Z[i][X]. Un raisonnement analogue 
peut &tre applique a la seconde des formules (18). On peut alors utiliser les 
valeurs deja calculies de Z,, N,. pour demontrer le theoreme, lorsque 
[m(v) 3 0, Re( v) 3 0, en faisant une recurrence parallelement aux axes. 
Comme Z,, ne depend que de l’idtal engendrt par v, ce polynome appar- 
:ient a Z[i] [A’] quel que soit v, et il en est done de m&me pour N,. 

Si on Cvalue en 0 les formules (18) on obtient: 

c;~ 2 .(\,-2)‘-4c;’ z=(v-4)vc,,c,. 4 soit cz 7=(1,,cv-4 soit 

c:c~-~= 1 si c~~~=c~~~~, on en deduit c’t=ctmj et (I~=c,, m4, 

3n pro&de de meme avec l’autre formule. Ce qui termine la demonstration. 

COROLLAIRE I. Soit v E I + ( 1 + i) lz[i] et CY un point de v-ditrision de 
C/z[i] alors T(E) et T,(E) sent des entiers algkhriques. 

COROLLAIRE 2. Pour v E 1 + ( 1 + i) Z[i], Ies polyn&mes N, w!rifient les 
formules de ricurrence: 

N;~,N+X’2=2Z; 2= N,.N,. 4 

N:m~,,N;-X2~,Zf 2,=N,N,, 4,. 
(19) 
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Dhonstration. Dans les formules de rkcurrence (18) on utilise la 
proposition 3 et la relation ct- z = c,c,~. 

Remarque. Les formules de rkcurrences (18) et ( 19) associkes aux 
valeurs de Z,,, N,, calcukes dans la proposition 3 permettent de dkterminer 
explicitement les polynbmes Z,,, N,.. 

4. TRANSFORMATION DES FORMULES DE RECURRENCE 

On a remarqui: au premier paragraphe que pour un id&al entier f et a un 
point primitif de f division de C/Z[i] la valeur T(a)’ engendrait sur Q(i) le 
corps de classes de rayon f. En particulier si /j’ est tel que (1 + 2i)fi E Z[i], 
/I $ z[i]. Les calculs de polyn6mes de la proposition 3 montrent qu’alors 
T(b)’ = 1 + 2i. Des essais numkriques suggkrent que si c( est un point de f 
division de E T(U)” - T(p)’ poskde des propriMs de divisibilitk: plus 
prkistment, si on substitue 4X” + 1 + 2i A X’ dans les polynbmes Z,. et N, 
calculks dans la proposition 3, on obtient des polyn6mes dont les coef- 
ficients sont des entiers divisibles par 4’N’V’m ‘)j’4 ce qui laisse penser que 
pour tout point x de E d’annulateur impair on a T(M)’ = I + 2i (4). 

DEFINITION. On note z,, (resp. #,,) le polyncime de Q(i)[X] obtenu en 
substituant 4X’+ 1 + 2i d X’ dans Z,. (resp. N,.) puis en divisant par 
2’““” l)? 

TH~OR~ME 3. Les polvntimes z,, fi, appartiennent ti Z[i] [X] rt 2,. 
congrue ir fi,, modulo ( 1 + i) Z [ i] [Xl. 

Dhonstration. Calculons p,., A,. pour v = 1, 1 + 26 2 + i: 

v=l,P,=R,, \t=1+2i, 

2 1+2,=X’, R,+,,=(1+2i)X’-l+i; 

2 2+,=X2+i, mz+;=(2+i)X’+i. 

On obtient des rksultats semblables pour les valeurs de v qui se dkduisent 
des prtckdentes par multiplication par - 1, f i; on constate que le r&&at 
annonck est v&it% pour toutes ces valeurs. En particulier on a 2: + flz = 0 
(2). 

On transforme ensuite les couples de formules (18), (19). Faisons les 
calculs pour les formules de rkurrence liant les polynBmes indicis par v, 
I’ - 2, v -4. Notons A,, (resp. B,,) le polyn8me obtenu en substituant 
4X” + 1 + 2i B X2 dans Z,, (resp. N,.). Cette substitution transforme -zz en 
16X2 + 8i, N2 en 16X4 + 16( 1 + i) A” + 8i, Xzz2 en -64X4 - 16( 1 + 4i) A” 
+ 16-8i. 
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Les formules de recurrence deviennent: 

16[A;p,(X4 + (1 + i)X’) 

+ X2B:_~J + 16i 
A:-,+B;~ 2 

2 1 
= A,,A,,-4 

16[B; &Y4 + (1 + i)X’) 

-(4X4+(1+4i)X2+1)A;_J+16i 
I 

= B, B,.m 4. 

Si on admet que le theorime est v&lie pour 1’ - 2 et v - 4, on peut diviser 
les deux membres par (1 + i)““’ -~ 4)- ’ + N’\‘)- ’ ce qui donne 

z:-,(x”+(l +i)Xz)+X2W;..z+i 
[ 

pt_,+fi;-2 
2 I 

= 2,2,,-, 

Rz-,(X”+(l+i)X’)-(4X2+(1 +4i)X’-1)Ztp2+i 
i 

fl;m2-z:p, 
2 > 

=&V-4 (20) 

par hypothese de recurrence les membres de gauche appartiennent a 
Z[i] [X] et 2,. 4 est unitaire et appartient a Z[i] [Xl, on en deduit que 2,. 
est un polynbme unitaire de Z[i][X]. Par construction le polynome B,, a 
ses coefficients qui sont des entiers en dehors de 1 + i. On peut rttcrire la 
formule (20): 

On constate en rtduisant modulo (1 + i) que Z, = R,, mod( 1 + i) done les 
coefficients de N, sont tgalement entiers en (1 + i). 
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On peut proceder de la, meme man&e avec les polynbmes indices par 
v, v - 2i, v - 4i, on obtient les formules: 

w ,,Pzi(X4+(l +i)X2)+(4X2+(1 +4i)X2- 1).ZP2, 

On en deduit les mimes conclusions qu’avec les formules (20). Le theoreme 
3 en resulte en faisant une recurrence su les v E 1 + (1 f i)Z[i]. 

COROLLAIRE. (a) Soit v E 1 + (1 + i)Z[i] et c1 un point de v-diuision non 
nuf de @/Z[i] alors T(M)‘= 1 +2i(mod 4), en particulier T,(cr)‘rO 
(mod 2). 

(b) Soit v (resp. v’ ) E 1 + ( 1 + i) Z[ i] et c(( resp. a’) au point de v (resp. 
v’) division non nuf de @/Z[i] alors T(a) - T(cx’) 2 0 (mod 2). 

Dkmonstration. La premiere assertion du (a) resulte de la construction 
du polynome 2,,, la seconde de l’equation T,(M)’ = T(a)( T(a)’ - 1). 

Du (a) on deduit 0~ T(N)‘- T(a’)‘= (T(E)- T(cc’))(T(cr)- T(cr’)+ 
2T(cr’)) modulo 4 qui donne immediatement le (b). 

5. PROPRI~T~S DE DIVISIBILITY DES VALEURS DE T, T, 
AUX POINTS DE DIVISION D'oRDRE IMPAIR DE @/Z[ i] 

On se propose d’utiliser les formules ( 13) a (16) ainsi que le corollaire du 
thtoreme 3 pour preciser les proprietes de divisibilite des nombres T(a), 

T,(a). 

PROPOSITION 5. Soient f un idPal entier impair, y et S deux points 
primitifs de f division de C/Z[i] alors le quotient de T(y) par T(6) e,st une 
unit&. 

Dkmonstration. On peut trouver v premier a f, congru a 1 modulo 2 tel 
que VJ = 6. La formule (13) donne T(6) = T(y) fl,+,, T(y + tl) oh le produit 
est pris sur les points de v-division non nuls; y + c1 ttant un point de vf 
division T(y + IX) est un entier algebrique et T(y) divise T(6). La divisibilite 
de T(y) par T(6) s’obtient de la meme man&e d’oti le resultat. 
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LEMME. Soit f un id&al entier impair de Z[i] divisible au moins par deux 
id&au-r premiers distincts: f = p’q (p premier, p + q = Z[i]) et y un point 
primittf de f division de @/Z[i]; si pr = (x) alors T(y) divise n. 

DPmonstration. Soit v E I! [ i], vtrifiant v = 1 ( 1 + i) n et v = O(q); puisque 
y est un point primitif de f-division, vy est un point primitif de p’-division, 
en particulier il est non nul done T( vy ) est une racine de Z,(X) et divise 
Z,(O); mais la formule du produit montre, comme prkddemment, que T(y) 
divise T( VJJ). 

COROLLAIRE 1. Soit f un id&al entier impair divisible par deus idth.u 
premiers disrincts et v un point primitif de f division de C/Z[i] alors T( y ) est 
une unit&. 

DEFINITION. Soit f un idtal entier impair de Z[i], on note S, le 
polyn6me nz(X- T(fi))(X- T(i/J)) = nF(Xz - T(b)‘) OITI & dksigne le 
produit sur un systkme de reprksentants des orbites des points primitifs de f 
division pour l’action des automorphismes de @/Z[i]. 

Remarque. En substituant X i X’ dans S,, on obtient le polyn6me 
irrkductible de T’(b) sur Q(i). 

COROLLAIRE 2. Soit f un id&l entier impair de Z[i], si f est divisible par 
deus id&xix premiers distincts S,(O) est une unitP, si f = (xr) oti 71 est un 
Pk%wnt irrc;ducihle de Z[i] et r un entier > 0 alors S,( 0) est associk ri 71. 

Dhonstratior~. Dans le premier cas S,(O) est le produit des T(y) qui 
sont des unit&, dans le second cas on utilise la dkcomposition 
z,r = s, z,, , et le thkorkme 2. 

De ces rtsultats, on peut dtduire: 

PROPOSITION 6. Soient f = ( nr) oti rc est un &hent irrkductible de Z[i], 
r un entier > 0 et r un point primitif de f division de @/Z[i], alors TV est 
une uniformisantr de l’unique idkal premier 23 au-dessus de p dans le corps de 
classes de Q(i) de rayon f. 

Dhmonstration. Puisque f est une puissance d’un id&al premier principal 
et que Z[i] est principal, il n’y a qu’un id&al 23 au-dessus de (n) dans le 
corps de classes de rayon f, cet idkal est totalement ramiiik sur Q(i); T(a)’ 
engendre le corps de classes de rayon f sur Q(i) et sa norme est associte d 71 
ce qui dtmontre le ksultat. 

PROPOSITION 7. Pour /I point primitif de f-division avec f id&al entier 
impair l’entier algkhrique $T,(j?)’ est associk ri T(p). 
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DPmonstration. On a T,(u)~/~= T(ff)((T(c~)~ - 1)/2). Soit v un 
gentrateur de f. La formule (16) q,, .v .2’N’I’)-‘)‘Z = n,,,. Vl=O T,(a) 
devient : 

T,W’ &\I’= n -= n T(cY) n Z#O 2 1 f 0 z#O (T(a;-l). 

\‘? = 0 \‘I = 0 Pb = 0 

Done d’apres la formule ( 14) n, zo, v? =. ((T(a)‘- 1)/2) est une unite. Le 
corollaire du thtoreme 3 montre que les (T(a)’ - 1)/2 sont des entiers, ce 
sont done des unites d’oti le resultat. 

6. DEMONSTRATION DU THI?OR$ME 1 

Nous allons d’abord modifier les formules (11) et (12) en tenant compte 
du corollaire du theoreme 3 et de la proposition 7 lorsque u et u sont des 
points d’ordre impair de @/Z[i]. 

La formule (11) devient: 

T,(u) T,(u) = -iT(u+u).T(z~-u)-----. 
l+i l+i 

Si on transforme u en io 

(T(~);T(u))‘(T(u+iu);T(~-iu)) 

T,(u) TI(u) 
= T(u+iu)T(~-iI)=+=. 

La formule (12) devient: 

T(u)‘- 1 -2i-(T(u)‘- 1 -2i) ’ 
4 1 

T(u+u)-T(u-u) T(u+iu)-T(u-iu) 
2 I( 2 > 

(21) 

(22) 

T,(u)’ T,(u)’ =iT(u+u)T(u-u)T(u+iu)T(u-iu)--- 
2 2 . (23) 
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Les facteurs des produits de chacun des membres des formules (21), (22) 
(23) sont des entiers algebriques. Le theoreme que nous Cnoncons precise le 
theoreme 1: 

THBOR~ME 4. Soit f un id&al entier impair de Z[i], K le corps de classes 
de rayon f de Q(i) et E un point primitif de f division de C/Z [i] alors 
Z,=Z[i][(T(a)‘- 1-2i)/4]. 

Indications sur la dbmonstration. Le groupe de Galois de K/Q(i) est 
isomorphe, au moyen de la loi de rtciprocite d’Artin, et du fait que Z[i] est 
principal et f impair, a U/U,(i) ou U est le groupe des ideles unites de 
Q(i), U, le groupe des ideles unites de Q(i) congrus a 1 mod* f et (i) le 
groupe des unites de Z[i]. Nous allons diviser la demonstration en deux 
parties suivant que f est, ou non, puissance d’un ideal premier. Dans 
chaque cas nous calculons le discriminant de Irr(( T(a)’ - 1 - 2i)/4) en 
utilisant les formules (21) a (23) et nous montrons qu’il est egal au 
discriminant de K/Q(i) calcule comme produit des conducteurs des 
caracteres de Gal(K/Q(i)). Rappelons que le discriminant de 
Irr(( T(a)* - (1 + 2i)/4, Q(i)) est egal a: 

n Nti,w, 
T’(U)-(1 +2i) T(a)‘-(1 +2i) 

4 
-0 

nEGal(K:Q(r))- [Id) 4 >> 

a~Gal(K/Q(i))- :Id) > 4 . 

On sait, par la loi de reciprocitt de Shimura (cf. [4, Chap. 111) que pour 
o~Gal(K/Q(i)) il existe aE U/U,(i) tel que o(T(~r)~) = T(aa)*. Posons 
done pour a E U/U,(i) s, = NKjQ,J( T(M)’ - T(aa)‘)/4). 

a. Dhonstration lorsque f est composi. Choisissons a E U/U,(i), 
a #e et utilisons les formules (21) a (23) avec u = c(, v = aa. Les points 
u + u, u-u, u-iv, u + iv, sont des points de f division. Les formules 
(14), (16), le corollaire 1 du thioreme 2 et le corollaire du theoreme 3 mon- 
trent que tous les termes facteurs des produits apparaissant dans les for- 
mules (21) a (23) sont des unites en dehors des diviseurs de f. Nous allons 
done nous interesser a la j-valuation de s,, /Z un diviseur premier de f; 
ecrivons f = $h avec / + h = Z[i]. Rappelons que T,(u)/( 1 + i), 
T,(v)/( 1 + i) sont des unites (corollaire 1 de la proposition 5 et proposition 
7). .Si aucun des points u + u, u - U, II + iv, u - iv est fir-primitif (r d s) les 
membres de droite sont des unites en b, dans ces conditions, la valuation 
de s, en p est nulle. Si l’un de ces quatre points est h’-primitif, il est le seul 
parmi eux a avoir un annulateur p-primaire (sinon il en serait de m&me 
pour u et u). Puisque a peut etre multiplie par une puissance de i on peut 
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supposer que l’annulateur de U-U est p’. On en deduit que T(u + a), 
T( u + io), T( u - iu) sont des unites pour les places au-dessus de j; 

T(u) + T(u) T(u+iu)- T(u-iv) T(u+u)-qu-u) 
2 ’ 2 ’ 2 

sont Cgalement des unites pour les places au-dessus de j: les deux premiers 
en utilisant les formules (21), (22) le troisieme comme somme d’un element 
de valuation nulle et d’un element de valuation strictement positive. Si on 
considere la formule (23): [(T(u)’ - (1 + 2i))/4 - (T(u)’ - (1 + 2i))/414 est 
associe pour les places au-dessus de b a T(u - u)” qui est une unifor- 
misante, dans le corps de classes de O(i) de rayon b’, pour l’unique place 
de ce corps au-dessus de j. Posons n= [Q(i),‘): O(i)], q= IV,,~,~,(+); on a 
Gal(K/UZP(i),h’) N Ub/lJr, Gal(Q(i)@‘)/Q(i)) = U/U,,(i) et done [Q(i)“): 
Q( i),fi”] = 4dq”- ’ et par consequent st = No, i,,r’kas,i,( T( 24 - u)~)~@ ” a une 
b-unite p&s. Sous 1 es hypotheses que nous avons faites la j-valuation de s, 
est dq” ‘. 

Calculons maintenant le nombre de a E U/U,(i) pour lesquels il existe n 
tel que l’annulateur de (1 -aai”)cc soit jr. On a: p’( 1 -ai”)~f, 
p’ ‘(1 -ai”)$f. Soit (1 -ui”)Efj-’ et (1-ai”)#f~~‘+’ done 
aE U,,-,(i), a$ U,,~‘+,(i) et par consequent 

a E Uhfi,, , (i>/U,,.(i> - U,,C+,,j(i>/U,,,(i> 

le nombre de ces a est done q’-q’-’ si rfs, (q-l)q”+-q”-’ si Y=S. 
En sommant sur r de 1 a s la b-valuation du discriminant de Irr(( T(a)’ - 
(1 + 2i))/4, Q(i)) est d[qb-‘(q- l)-q’- ‘--p-f q”-‘(q’-q’ -‘)I= 
A(sq” - (s + 1) qJ ~ ‘). 

Calculons maintenant la fi-valuation du discriminant de K/Q(i). 
Soit 1 un caractere de Gal(Q(i) ,fisb’ si le conducteur de x est exactement 
divisible par jr, x se factorise par Gal(a(i),fi’h)/Q(i)) mais pas par 
Gal(Q(i),fi’ ‘“‘/Spa(i)). L e nombre des caracteres de conducteur divisible 
exactement par jr est tgal a [6Zl!(i),firb! Q(i)] - [&p(i),j’m’h! Q(i)] 
c’est-a-dire a [Q(i)‘h’: Q(i)][qrp’(q- l)-q’-‘(q- 1)] si r> 1 et a 
[Q(i),“‘: Q(i)](q - 2) si r = 1. La #valuation du discriminant est done 
d[q-2+J5J;=2rq’--‘(q-l)2]=d(.y-(s+1)q”p’). Ceci dtmontre le 
theoreme lorsque f est compose. 

b. Dkmonstration lorsque f = #“. Prenons comme precedemment 
aEU/Uf(i)- {ej et posonsa=u, acr=udanslesformules (21)a (23). Ou 
bien les quatre points u + u, u - u, u + iu, u - iu sont primitifs de /‘?-division 
de @/Z[i] ou bien un et un seul d’entre eux est primitif de #’ division avec 
r < s. Dans ce dernier cas, puisque a peut &tre multiplie par une puissance 
de i, on peut supposer que c’est u-u qui est primitif de jr division. 
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On peut, comme lorsque f est compost, se restreindre au calcul de la 
j-valuation de s,. 

Notons B l’unique idtal premier de Q(i)‘p” au-dessus de b. 
Si les quatre points u + v, u - u, u + iv, u - iv, ont pour annulateur /z’, 

klevons la formule (23) au carrk Le membre de droite est dans K et 
sa valuation est igale A 6 (propositions 6 et 7). Le nombre 
[(T(u)’ - 1 - 2i)/4 - (T(u)” - 1 - 2i)/414 a une ‘B-valuation non nulle, 
multiple de 4 et infkrieure i 6. On en dkduit que pour ces valeurs de a la 
k-valuation de s, est &gale d 1. 

Si u - u est d’ordre fiz’ avec r < s, klevons la formule (22) i la puissance 4: 

La 23 valuation du membre de droite est kgale A 6. I1 n’est pas diflicile d’en 
dkduire que (T(u+ iv)- T(u- iv))/2 est associk A un Clkment de Q(i)‘/‘) 
dont la B valuation est igale A 1. 

Comme T(u + 0)’ (resp. T( u - v)‘) est uniformisante pour 23 (resp. 
$23 n Q(i)‘P”, (T(u+ a) - T(u - 0))/2 est associk h T(zc + 0). 

On &he la formule (23) au carrt; on dkduit des remarques prkctdentes 
que [(T(U)’ - 1 - 2i)/4 - (TV - 1 - 2i)/414 a m&me ‘B-valuation que 
T( 24 - 0)’ T’( 2.f + iu)( T,(u)4/4)( T, ( v)4/4). 11 en rksulte que pour les 
a E U/Ut(i) tels qu’il existe un entier n vkiliant (?a - 1)~ a pour 
annulateur /zr, la #valuation de s, est $(q‘ - r + 3), q dksignant comme 
prktdemment N Q,i,,M i/2). Dhombrons ces a: ( 

j’( 1 - Y0) c #z“, p’ ‘(1 -i”u) d p‘. 

Soit ina E U,,~ ,, i”a $ U,,-, , I et done 

Pour r < s le nombre de ces Clkments est tgal A qr - qrp ‘, pour r = s ce 
nombre est kgal A qsm ‘((9 - 1)/4) - q+ ‘. On en diduit la /&valuation du 
discriminant Irr(( T(a)’ - 1 - 2i/4), Q(i)): 

, (q-1) q‘-, 5-‘l q‘ -- 
4 

+ c 4(q‘mmr+3)(q’-q’m ‘) 
r=I 

=$ [sq’-(s+l)q’ ‘-31. 
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11 reste, pour terminer, g calculer le discriminant de Q(i)(fi’)/Q(i). Les 
caractkres de conducteur +’ (r > 1) sont au nombre de 
(q- w)w-q’-*), ceux de conducteur ;I; sont au nombre de 
(q - l/4) - 1. La j&valuation du discriminant est done tgale i 
(q - l/4) - 1 + C;=2 e(q - f/4)(q'- ’ -q’- ‘). Aprks transformation on 
trouve +[.Yq" - (s + 1) q‘ - 31. Ce. qui achkve la dkmonstration du 
thkorkme. 
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