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Given odd ideals § of the ring of Gauss integers Z[i] we describe the rings of
integers of the ray class fields of Q(i) with conductors f. We prove that these rings
have power basis over Z[i] and we give an explicit algorithm to obtain the
irreducible polynomials of the generators. ¢ 1988 Academic Press, Inc.

Dans tout ce qui suit  est une racine carrée de — 1 et pour chaque corps
de nombres algébriques K on désigne par Z son anneau des entiers. On se
propose de démontrer le résultat suivant:

THEOREME 1.  Soit | un idéal entier impair de Z[i] et K= Q(i)" le corps
de classes de Q{i) de rayon i, il existe un élément O de I, tel que
Zy=Z[i][8].

Ce travail fait suite 4 un article consacré a la monogénéité de I'anneau
des entiers des extensions cycliques de degré premier /> 5 d’un corps
quadratique imaginaire [3]. De la comparaison du théoréme 1 de I'article
précité et de celui énoncé ci-dessus, on déduit:

COROLLAIRE.  Les seules extensions cycliques de degré | premier 25 de
Q(i) dont Panneau des entiers soit Z[i]-monogéne sont les suivantes:

(a) les corps de classes de Q(i) de rayon (2+1i)%, (2—i)%
(b) les corps composés de Q(i) et du sous-corps réel maximal du corps
des racines p-iemes de I'unité avec p=2I+ 1 premier;
(c) les corps de classes de Qi) de ravon 4 avec Ny o £)=4+1
premier.
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Ce travail doit beaucoup a la lecture du livre de Ph. Cassou-Nogués et
M.-J. Taylor [1].

A leur maniére (voir également [2]) on étudie les propriétés arithméti-
ques des points de division de la courbe elliptique E=C/Z[i]; I'¢lément 8
est la valeur d’'une fonction définie sur £ en un point de division
convenablement choisi (cf. Th. 4).

Les formules de récurrence associées a la multiplication complexe sur £
permettent de calculer explicitement les polynémes Irr(60, Q(7)).

1. LE MODELE DE FUETER MODIFIE

Soit la courbe elliptique E=C/Z[i] paramétrons la tout d’abord par la
fonction p de Weierstrass, définie par

1 1

(z—w)® ¥

| —

p(z) =

s+ )

weZ[i]— {0}

(3]

et sa dérivee p’ liées par I'équation p’(z)’=4dp(z)’—g,p(z) ou g,=
60,207 10 (1/0*). Les développements de p et p’ en séries de fractions
rationnelles montrent que p(iz)= —p(z); p'(iz)=ip'(z). La fonction p’
sannule aux points ¢,=1, 0¢,=i/2, o;=(1+i)/2. L¢quation de
Weierstrass montre que p s’annule en un des points g;, les relations
précédentes et le fait que p ait pour ordre 2 montrent que c’est en 45 et que
4p(0,)* =g, pour j=1, 2. Posons:

T(z) =" (1)

La seconde fonction de Weber étant h,(z)= (2% -3%)/g.p(2)* =
(2°-3%)/T(z)? on en déduit que pour un idéal entier f de Z[i] le corps de
classes de Q(i) de rayon f est engendré sur Q(i) par les valeurs que la
fonction T2 prend aux points primitifs de {-division de E. Par définition de
T on a:

T(z)=p(1/2) 22 + o(?), T(1/2)=1, 17(il2) = — 1. (2)
Le diviseur de la fonction T est égal a:
(T) =2(0) - 2(o). (3)
De (3) et de (2) on déduit la formule d’inversion:

T()T(z+03)=—1. 4)
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Définissons:

T\(z) =§ p(1/2)" V2 T'(z).

Le diviseur de la fonction T, est égal:
(T))=(0)+ (0,) + (02) — 3(03). (5)
En reportant p et p’ exprimés en fonction de T et T, on obtient:
T2=T°-T. (6)

Pour faciliter la démonstration des formules du paragraphe suivant on peut
donner des équivalents pour la fonction T, aux points de 2-division:

Tz +1/2)= —2ip(1/2)" = + o(2)
T,(z+i2)=—2ip(1/2)'? z + 0(2) (7)
Ti(z)=1ip(1/2)'? z 4+ o(z)

et lim_,_ ,z'T (z +05)=ip(1/2) ", ‘
On définit également, pour faciliter I'écriture de la formule d’addition, la
fonction D telle que D(z)=T,(z)/T(z), c’est une fonction impaire de

diviseur:
1 i v 1+
01=(3)+(3)-0- ()
On constate immédiatement que la fonction =+ D(z)D(z + 1) a un diviseur

nul. En évaluant a l'origine on obtient:

D(z)D(z+3)=2.

De méme, en prenant la dérivée logarithmique de la relation d’inversion
(4):

D(z)+ D(z+5,)=0. (8)

2. FORMULAIRE POUR LA COURBE Y’ =X —X

Les formules qui suivent s’obtiennent de la méme maniére que les
formules analogues pour le modele de Fueter, on renvoie donc & [1] pour
les démonstrations.
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Formule d’addition:
[D(u)+ D(v)]* T(u) T(v)

Tu+v)y=— 1T 7)) . (9

On en déduit la formule de duplication:

(4—4Tw)?)

T(2u) = T(u) T3 TR

(10)
¢t la formule de soustraction:

(T()—T)) (Tu+v)—T(u—0))= —4T(u+v)T(u—v) T\ (u) T,(v).
(11)

En remplagant v par iv, et en tenant compte de T(iv)= — T(v) on obtient
une nouvelle formule qui multipliée par (11) donne

[T()* = T (T(u+v)— T — )N T(u + iv) — T(u — iv))
=16iT(u+v)T(u—0)T(u+iv)T(u—iv) T,(u)* T,(¢)"  (12)

formule du produit pour la fonction T: Soit vel+ (1+i)Z[i] et {a}
I'ensemble des points de v-division de €/Z[i], on a alors:

v

T(vz)=¢,[[ T(z+2) avec ¢,=1 si v=1mod2, ¢,= —1 sinon.

(13)
On en déduit, en divisant par 7(z), et en faisant tendre = vers 0
vi=g, H T(x). (14)
x# ()
ya =0

En utilisant le diviseur de T, et les équivalents aux points de 2 division on
démontre:

T,(2) Ty(z+1/2) Tz +i2) T (z + a;) = 2>
d’ou I'on déduit la formule du produit pour la fonction T, :
n, 2N TURT (voy= [] Ty(z+a)  avec #, racine quatriéme de 1.
‘*11:0 (15)

En divisant par T,(z), faisant tendre z vers 0, et utilisant un équivalent
pour T,(z) au voisinage de - =0, on obtient la relation:

7,y -2¥0 2= [T Ty(a). (16)

x#0
va =0
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3. MULTIPLICATION COMPLEXE DE LA COURBE Y’ =X'—X%

Pour ve Z[i] la fonction -+ T(vz) est une fonction paire, c’est donc une
fraction rationelle en 7T(z). Choisissons v=1 (1 + i) et définissons

Z,X)= 1" (X=TBHNX-Tip)= T[] (X*=T(B)?)

B s

NX)=v [T (X=T(B+e: )X —-TiB+03))=0v [[ (X}~ T(B+0;))
B f

ou []j désigne le produit sur un systéme de représentants des orbites des
points de v-division non nuls pour laction des automorphismes de la
courbe elliptique.

PROPOSITION 1. La fonction T vérifie la formule de multiplication

- f'

zZ,
T(v4)=T(:)NV(T(L) (17)

Démonstration. Comme dans [1] on compare les diviseurs de chacun
des membres ce qui donne I'égalité a une constante multiplicative prés. On
remplace ensuite = par -+ g, et on fait tendre - vers 0 en tenant compte de
ce que les racines de Z, et N, sont inverses les unes des autres.

En utilisant la formule de duplication T(2u)= T(u)-((—4T(u)*+4)/
(14 T(1)*)?) notons z,(X)= —4X*+4, N,(X)=X>+1.

PROPOSITION 2. Les polynomes N., Z, vérifient les formules de
récurrence:

Z? , N2-z,-N? ,=2.Z, ,

) ) (18)
Z; i 'N3+o,N? ,=2,-Z,

Démonstration. On considére les fonctions T((v—2)z)— T(2z) et

Z\(T(:)) Zv74(T(Z))
NoT(2))* N, _oT(z))*

T(z)

on procéde comme dans la proposition précédente pour obtenir I’égalité de
ces deux fonctions. On remplace T((v—2)z) et T(2z) au moyen de (10} et
(17) puis on réduit au méme dénominateur et on obtient la premiére des
deux formules; la seconde s'obtient de maniére analogue.
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PROPOSITION 3. Les polynomes Z, et N, sont liés par les relations:
Z,=c, XN DEN (1/X)
N,=6c, X'V =127 (1/X)

onci=letd=+1.

Démonstration. On calcule T(z) aux points (1 +i)/4, (1+i)/4+1/2,
(1+0/4+1i2, (1+i)4+(141)/2, 1/2, i/2 et on constate que ces points
sont les seuls ou 7%(z) est égal a son inverse. On en déduit que les

polyndmes Z, et N, sont premiers entre eux. On remplace z par z + 0, ce
qui donne

1 l[aWHﬂﬂkWM‘WT_I N(T(z))?
T

T(vz) T(z) | N(UT) T() ™ 2 (z) Z,(T(z))

ce qui donne les formules de la proposition avec ¢ € C*. Donc en particulier
Z(0)=¢,v, N,(0)=0c, mais Z,(0) N(0O)=v]]; T(B)T(B+0o;)=v ([T est
produit sur un demi-systéme des points + f non nuls de v division. Il suffit
de connaitre Z,(0) pour déterminer c, et J.

PROPOSITION 4. On a les égalités suivantes:

Z,=1, N, =1, Z.=1, N;=i
Zy=Zy=X'+6X>-3, Ny=3X*—6X>—1=—IiN,,
Zipu=X"—(142i), Ny u=(1+20)X°—1,
Zo i =X24i240), N, =Q+0X'—i
Zy =X+ (=11 +100) X+ (7T—4) X*+3+2i
Niii=(B4+20X+(T—4) X +(—114+10i) X?*+1
Zy y=X— (11 +10) X*+ (7T +4) X* +3-2i,
Nyvy=Q+3)X+(—-4+70) X+ (10— 11i) X+

Démonstration. Pour v=1,i: cela résulte immédiatement de la défini-
tionde Z,, NV,.

Pour v=3: on démontre, en utilisant toujours la méme méthode, que
T(z)— T(2z)=T(z) Z4(T(z))/N3(T(z)) puis on applique la formule de
duplication et on réduit au méme dénominateur; quand on a Z, la
proposition précédente donne immédiatement N,. La définition de Z,

montre que Z;;= Z, ce qui donne immédiatement N,,.
Pour v =1+ 2/ on démontre que

T(2z)— T(iz) = T(z)
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Par identification on en déduit que: Z,,-Z,,,=X*—2X*+5=
[X*—(1+2i)][X?—1+2i] sachant que Z (0)=cv avec c¢*=1 on en
deduit Z, , ,, et Z,, ; puis, au moyen de la proposition précédente, N, | »;,
1V2+i~

Pour v=3 + 2/ on démontre que
Zy, o (T(2)) 2, (T(z

)
Nz(T(Z))2 N1+21(T(7-'))2.

T(1 4 2iz)~T(2z)=T{(z)

Comme on connait Z,,; et N, ,,, en remplagant par leur expression, on
obtient Z,, ,, d’ou l'on déduit N, _ ;.

Pour v=2+ 3/, ce nombre est associ¢ au conjugué de 3 + 2i. Comme la
conjugaison complexe est un automorphisme continu de C on en déduit
que Z,, 5 est le polyndme dont les coefficients sont conjugués de ceux de
Z, , 5. La proposition précédente donne alors N, _ ;;.

THEOREME 2. Pour ve l + (14 i) Z(i) les polynémes Z, et N, appartien-
nent a Z[i][X] et Z,(0)=c,v, N(O)=c]" ou ¢, est une racine quatriéme
de lunité telle que ¢ =1 si v=1 modulo 2, ¢*= —1 sinon.

Démonstration. S1 Z, 5, N, ,, Z,_, appartiennent a Z[i][X] le
membre de gauche de la premiére des formules (18) appartient a Z[i J[X].
Comme Z, , est unitaire et de méme degré que N, _, il en résulte que
Z.Z,_4est un polynéme unitaire de Z[i]{ X]. On divise par Z, , ce qui
montre qu’alors Z, est un polyndme unitaire de Z[i ][ X]. La Proposition 3
montre que sous ces conditions N, e Z[i][ X]. Un raisonnement analogue
peut étre appliqué a la seconde des formules (18). On peut alors utiliser les
valeurs déja calculées de Z,, N, pour démontrer le théoréme, lorsque
[m(v) >0, Re(v)=0, en faisant une récurrence parallélement aux axes.
Comme Z, ne dépend que de l'idéal engendré par v, ce polynéme appar-
dent @ Z[/][X] quel que soit v, et il en est donc de méme pour N,.

Si on évalue en O les formules (18) on obtient:

S(v=2—4¢? ,=(v—4)ve,e, 4 soit ¢ ,=c,c, 4 soit

2
5

¢

2
¥oe-
2

c.c

v

a2 — a2 A 1t p2 — p2 S
s=1sic. ,=c; ,,onendéduit ¢l=c; ,etc,=c,
on procéde de méme avec 'autre formule. Ce qui termine la démonstration.

COROLLAIRE 1. Soit ve l +(1+1i) Z[i] et o un point de v-division de
C/Z[i] alors T(a) et T () sont des entiers algébriques.

COROLLAIRE 2. Pour vel+ (1 +1)Z[i], les polynomes N, vérifient les
formules de récurrence:

N2 NI+ X’2,Z2 ,=N,

o2

N,
’i:NvN\‘ 4i-

4

(19)
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Démonstration. Dans les formules de récurrence (18) on utilise la
proposition 3 et la relation ¢ ,=c,c,_,.

Remarque. Les formules de récurrences (18) et (19) associées aux
valeurs de Z,, N, calculées dans la proposition 3 permettent de déterminer
explicitement les polynomes Z,, N,.

4. TRANSFORMATION DES FORMULES DE RECURRENCE

On a remarqué au premier paragraphe que pour un idéal entier | et « un
point primitif de | division de C/Z[i] la valeur T(x)? engendrait sur Q(/) le
corps de classes de rayon §. En particulier si f§ est tel que (1+2i)feZ[i],
p¢Z[i]. Les calculs de polynémes de la proposition 3 montrent qu’alors
T(B)* =1+ 2i. Des essais numériques suggérent que si « est un point de §
division de E T(a)>— T(f)> posséde des propriétés de divisibilité: plus
précisément, si on substitue 4X?+ 1 4 2i a X* dans les polyndmes Z, et N,
calculés dans la proposition 3, on obtient des polynémes dont les coef-
ficients sont des entiers divisibles par 4V~ ce qui laisse penser que
pour tout point « de E d’annulateur impair on a T(x)*= [ + 2i (4).

DEFINITION.  On note Z, (resp. N,) le polynéme de Q(/)[ X] obtenu en
substituant 4X24+1+2i a X* dans Z, (resp. N,) puis en divisant par

2(N1r) - 1)/2

THEOREME 3. Les polynomes Z., N, appartiennent a Z[i1[X] et Z,
congrue a N, modulo (1 + ) Z[i]1[X].

Démonstration. Calculons Z,, N, pour v=1, 1 +2i, 2+

Zy =X N, =(1+20) X"~ 1+,
Z.oi=X'+i N, =R+ X2+

On obtient des résultats semblables pour les valeurs de v qui se déduisent
des précédentes par multiplication par —1, +i; on constate que le résultat
annoncé est vérifié pour toutes ces valeurs. En particulier ona Z2+ N2=0
(2).

On transforme ensuite les couples de formules (18), (19). Faisons les
calculs pour les formules de récurrence liant les polynémes indicés par v,
v—2, v—4. Notons A, (resp. B,) le polyn6me obtenu en substituant
4X24+1+2ia X?*dans Z, (resp. N,). Cette substitution transforme —:z, en
16X2+8i, Nyen 16X*+16(1+i) X>+8i, X%z, en —64X* —16(1 +4i) X*
+ 16 —8i.
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Les formules de récurrence deviennent:
16[42 J(X*+(1+i)X?)

A2 ,+B? ,
+X*B2_ ]+ 161‘[—"—2—2—"—*}=A\,A‘,4

16[B% (X' +(1+1)X?)

BZV _142 9
—@X + (144D X2+ 1) A2 ]+ 161'[—:2—‘:}:&3‘,4.
Si on admet que le théoréme est vérifie pour v —2 et v—4, on peut diviser
les deux membres par (1 + i)™~ ="+ V=1 ce qui donne

72 X+ +D)X)+X°N2. ,+zl:

N2 (X +(1+)X)—@X +(1+4DX>—1) 22 2+i<]l;———'—

[}
ro| |

N

- M

|

[25]
v

=N.N,_, (20)

par hypothése de récurrence les membres de gauche appartiennent a
Z[i][X] et Z, _, est unitaire et appartient & Z[i][ X], on en déduit que Z,
est un polyndme unitaire de Z[i][X]. Par construction le polyndome N, a
ses coefficients qui sont des entiers en dehors de 1 + i On peut réécrire la
formule (20):

Zv=(232(x4+ (1+0)X3)+X*N2_,

On constate en réduisant modulo (1+ i) que Z,= N, mod(! + i) donc les
coefficients de N, sont également entiers en (1 + ).
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On peut procéder de la, méme maniére avec les polyndmes indicés par
v, v—2i, v—4i, on obtient les formules:

Z‘WZI ( +1)X) Xz]v%, 2
zZ: N2 ~ ~
( y— 2 v 21) =Z‘,Z‘,74,~
N, X+ (1+)X)+ @X*+(1+4)X* - 1) 22,

7z N2 | o
(Bt ns

On en déduit les mémes conclusions qu’avec les formules (20). Le théoréme
3 en résulte en faisant une récurrence su les ve 1 + (1 +7)Z[i].

COROLLAIRE. (a) Soitvel +(1+4i)Z[i] et o un point de v-division non
nul de C/Z[i] alors T(x)*=1+2i(mod4), en particulier T, (a)’=
(mod 2).

(b) Soit v (resp. v')el + (1 +i)Z[i] et a(resp. a’) au point de v (resp.
v') division non nul de C/Z[i] alors T(a) — T(o') =0 (mod 2).

Démonstration. La premiére assertion du (a) résulte de la construction
du polyndéme Z,, la seconde de léquation T(a)’ = T(a)(T(a)* —1).

Du (a) on déduit 0= T(a)’— T(«')*=(T(a) — T(a'))T(ax) — T(e') +
2T(«’)) modulo 4 qui donne immédiatement le (b).

5. PROPRIETES DE DIVISIBILITE DES VALEURS DE T, T
AUX POINTS DE DIVISION D'ORDRE IMPAIR DE C/Z[i]

On se propose d’utiliser les formules (13) & (16) ainsi que le corollaire du
théoréme 3 pour préciser les propriétés de divisibilité des nombres T(a),
T ().

PROPOSITION 5. Soient | un idéal entier impair, y et & deux points
primitifs de § division de C/Z[i] alors le quotient de T(y) par T(d) est une
unité.

Démonstration. On peut trouver v premier a f, congru a 1 modulo 2 tel
que vy = 4. La formule (13) donne 7(d)=T(y) 1, .o 7(y + «) ou le produit
est pris sur les points de v-division non nuls; v+« étant un point de {
division T(y + ) est un entier algébrique et T(y) divise 7(J). La divisibilité
de T(y) par T(8) s’obtient de la m&me maniére d’ou le résultat.
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LEMME.  Soit | un idéal entier impair de Z[i] divisible au moins par deux
idéaux premiers distincts: {=p'q (p premier, p+q=272[i]) et y un point
primitif de § division de C/Z[i]; si p" = (=) alors T(y) divise n.

Démonstration. Soit ve Z[i], vérifiant v=1 (1+i)n et v=0(q); puisque
v est un point primitif de f-division, vy est un point primitif de p"-division,
en particulier il est non nul donc T(vy) est une racine de Z (X) et divise
Z.(0); mais la formule du produit montre, comme précédemment, que 7(7y)
divise T(vy).

COROLLAIRE 1. Soit | un idéal entier impair divisible par deux idéaux
premiers distincts et v un point primitif de | division de C/Z[i] alors T(y) est
une unité.

DEFINITION.  Soit | un idéal entier impair de Z[i], on note S; le
polynéme [Ta(X — T(B)NX — T(if))=TTs(X*— T(B)*) ou [1; désigne le
produit sur un systéme de représentants des orbites des points primitifs de {
division pour ['action des automorphismes de C/Z[{].

Remarque. En substituant X a X* dans S;, on obtient le polyndme
irréductible de T3(B) sur Q(i).

COROLLAIRE 2. Soit | un idéal entier impair de Z[i], si | est divisible par
deux idéaux premiers distincts S,(0) est une unité, si {=(n") ou n est un
éléement irréducible de Z[i] et r un entier >0 alors S{0) est associé a .

Démonstration. Dans le premier cas S;(0) est le produit des T(y) qui
sont des unités, dans le second cas on utilise la décomposition
Z.,=S8;-Z, :etle théoréme 2.

De ces résultats, on peut déduire:

PROPOSITION 6. Soient = (") ou © est un élément irréductible de 7[i],
r un entier >0 et a un point primitif de | division de C/Z[i], alors T(a)?* est
une uniformisante de Iunique idéal premier B au-dessus de p dans le corps de
classes de Q(i) de ravon f.

Démonstration. Puisque f est une puissance d’un idéal premier principal
et que Z[i] est principal, il n'y a qu'un idéal B au-dessus de (n) dans le
corps de classes de rayon {, cet idéal est totalement ramifié sur Q(/); T(x)?
engendre le corps de classes de rayon f sur Q(/) et sa norme est associée a 7
ce qui démontre le résultat.

PROPOSITION 7.  Pour B point primitif de f§-division avec | idéal entier
impair lentier algébrique 1T (B)? est associé a T(P).
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Démonstration. On a Ty()?/2=T()((T(a)>—1)/2). Soit v un
générateur de . La formule (16) n,-v-2"V™=D2=T] o _oTi(a)
devient:

+y2= n wz n T() H <Z(<x)2;_l>

2#0 x#0 x#0
va =0 va=0 va =0

Donc d'aprés la formule (14) T1, .o vu—o ((7()*—1)/2) est une unité. Le
corollaire du théoréme 3 montre que les (7(x)? — 1)/2 sont des entiers, ce
sont donc des unités d’ou le résultat.

6. DEMONSTRATION DU THEOREME 1

Nous allons d’abord modifier les formules (11) et (12) en tenant compte
du corollaire du théoréme 3 et de la proposition 7 lorsque u et v sont des
points d’ordre impair de C/Z[i].

La formule (11) devient:

<T(u)—— T(u)>2'<T(u+ v)— T(u— v))

2 2
L Ty Ti(v)
= —iT(u+v) - T(u v)1+i T+ (21)
Si on transforme v en iv
<T(u)+ T(v))2 <T(u+ iv)— T(u—iu))
2 2
o T Ty)
=T(u+ v)Nu—iv) T T4 (22)
La formule (12) devient:
T(u)>—1-2i— (T(v)* =1 =2)}?
[ ; |
T(u+v)—T(u—0v) <T(u +iv)y— T(u— iv))
"( 2 ) 2
2 2
=iT(u+v)Tu—v)T(u+iv)T(u—iv) Tl(zu) ~T1(;) . (23)
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Les facteurs des produits de chacun des membres des formules (21), (22),
(23) sont des entiers algébriques. Le théoréme que nous énongons précise le
théoréme 1:

THEOREME 4.  Soit | un idéal entier impair de Z[i], K le corps de classes
de rayon § de Q(i) et o un point primitif de | division de C/Z[i] alors
Zx=700T (@) — 1 = 2i)/4].

Indications sur la démonstration. Le groupe de Galois de K/Q(i) est
isomorphe, au moyen de la loi de réciprocité d’Artin, et du fait que Z[i] est
principal et | impair, @ U/U;{i) ou U est le groupe des idéles unités de
Q(i), U; le groupe des id¢les unites de Q(i) congrus a 1 mod*{ et (i) le
groupe des unités de Z[i]. Nous allons diviser la démonstration en deux
parties suivant que f est, ou non, puissance d’un idéal premier. Dans
chaque cas nous calculons le discriminant de Irr((7(x)?—1—2i)/4) en
utilisant les formules (21} 4 (23) et nous montrons qu'il est égal au
discriminant de K/Q(i) calculé comme produit des conducteurs des
caractéres de Gal(K/Q(/)). Rappelons que le discriminant de
Irr((T(a)? — (1 4 2i)/4, Q(i)) est égal a:

T2(a) — (1 + 2i) T(a)? — (1 + 2i)
n NK/@(H( 4 _G< 4 ))

ae GallK/Q()) — {id)
T(x)? — a(T(2)?)
= H NK/’@H) < 4 :

o€ Gal(K/Q(i)) — {id}

On sait, par la loi de réciprocité de Shimura (cf. [4, Chap. 11]) que pour
o € Gal(K/Q(i)) il existe ae U/U, (i) tel que o(T(x)?)=T(ax)’. Posons
donc pour ae U/U iy s,= Ny qu((T(2)’ — T(ax)*)/4).

a. Démonstration lorsque | est composé. Choisissons ae U/U;(i),
a#e et utilisons les formules (21) a (23) avec u=a, v=aa. Les points
u+v, u—v, u—iv, u+iv, sont des points de | division. Les formules
(14), (16), le corollaire 1 du théoréme 2 et le corollaire du théoréme 3 mon-
trent que tous les termes facteurs des produits apparaissant dans les for-
mules (21) a (23) sont des unités en dehors des diviseurs de f. Nous allons
donc nous intéresser a la g-valuation de s,, # un diviseur premier de f;
écrivons {= 4'b avec s4+b=7Z[i]. Rappelons que T (u)/(1+1),
T,(v)/(1 + i) sont des unités (corollaire 1 de la proposition 5 et proposition
7). Si aucun des points u+v, u—v, u+iv, u—iv est £ -primitif (r <s) les
membres de droite sont des unités en #, dans ces conditions, la valuation
de 5, en z est nulle. Si 'un de ces quatre points est £"-primitif, il est le seul
parmi eux a avoir un annulateur s-primaire (sinon il en serait de méme
pour u et v). Puisque a peut étre multiplié par une puissance de i on peut
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supposer que l'annulateur de u—v est 4" On en déduit que T(u+v),
T(u+iv), T(u—iv) sont des unités pour les places au-dessus de #;

T(u)+ T(v) T(u+iv)— T(u—iv) Tu+v)— T(u—v)
2 ’ 2 ’ 2

sont également des unités pour les places au-dessus de 4: les deux premiers
en utilisant les formules (21), (22), le troisiéme comme somme d’un élément
de valuation nulle et d’'un élément de valuation strictement positive. Si on
considére la formule (23): [(T(u)*— (1 +20))/4 — (T(v)* — (1 + 2i))/4]* est
associ¢ pour les places au-dessus de £ a T (u—v) qui est une unifor-
misante, dans le corps de classes de (i) de rayon 4", pour 'unique place
de ce corps au- -dessus de 4. Posons d=[Q(/)®: Q(i)], g=Ng,,e(£); on a
Gal(K/Q(i)») ~ U,/U;, Gal(Q(i)#"/Q(i)) ~ U/U i) et donc [@(z)‘”
Q(i)#']=4dg* " et par conséquent s&=Ng - /@“)(T(u—b) )* 4 3 une
#-unité pres. Sous les hypothéses que nous avons faites la g-valuation de s,
est dg’ "

Calculons maintenant le nombre de ae U/U (i) pour lesquels il existe n
tel que lPannulateur de (1—ai")a soit x". On a: z'(1—a")ef,
7M1 —ai") ¢ Soit (1—ai")efpr " et (1—ai")¢fp """ donc
aeU,, (i), a¢ U, ...{(i) et par conséquent

Q€ Uy (0D, i> = Uy i (/U

le nombre de ces a est donc ¢"—¢q" ' sir#s, (q—1)¢° ' —¢* ' sir=s.

En sommant sur r de 1 4 s la g-valuation du discriminant de Irr( (T(a)* —
(1420)/4,Q0)) et dlg¢ g—D)—q' '=Xi2lq" (¢ —q' )] =
disg*—(s+1) g ")

Calculons maintenant la g-valuation du discriminant de K/Q(i).
Soit y un caractére de Gal(Q(/)'#® si le conducteur de y est exactement
divisible par 4, y se factorise par Gal(Q(i)**/Q(i)) mais pas par
Gal(Q(i)#" '/Q(i)). Le nombre des caractéres de conducteur divisible
exactement par 4 est égal a [@(z)‘/"b’ @ (H]1—-[QWH) " Q)]

cest-a-dire a [Q()*:Q()]1[q '(g—1)—q (g—1)] si r>1 et a
[QH): Q)] (g— 2) si r—l La z- valuatlon du discriminant est donc
d[qg—2+33_,rq¢ Hq—1)]1=d(s¢—(s+1)¢*'). Ceci démontre le

théoréme lorsque f est composé.

b. Démonstration lorsque = 4°. Prenons comme précédemment
ae U/Uiy — {e} et posons o = u, ax = v dans les formules (21) a (23). Ou
bien les quatre points u+ v, u— v, u + iv, u— iv sont primitifs de 4’-division
de C/Z[i] ou bien un et un seul d’entre eux est primitif de 4" division avec
r <s. Dans ce dernier cas, puisque a peut étre multiplié par une puissance
de i, on peut supposer que cest u—v qui est primitif de 4" division.
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On peut, comme lorsque | est composé, se restreindre au calcul de la
f-valuation de s,,.

Notons B I'unique idéal premier de Q(i)#" au-dessus de .

Si les quatre points u+v, u—v, u+iv, u—iv, ont pour annulateur 4",
¢levons la formule (23) au carré. Le membre de droite est dans K et
sa valuation est égale a 6 (propositions 6 et 7). Le nombre
[(T(u)? —1=2i)/4 —(T(v)> - 1—2i)/4]* a une B-valuation non nulle,
multiple de 4 et inférieure a 6. On en déduit que pour ces valeurs de a la
#-valuation de s, est égale 4 1.

Si u—v est d’ordre 4" avec r <, €élevons la formule (22) a la puissance 4:

(T(u)+ T(u))2 (T(u+ iv)— T(u— iv)>4

2 2

B - o T(a)* T,()

=T(u+iv)" - T(u—iv) 4 T4

La B valuation du membre de droite est égale a 6. Il n’est pas difficile d’en
déduire que (T(u+ iv)— T(u—iv))/2 est associé a un €lément de Qi) #"
dont la B valuation est ¢gale a 1.

Comme T(u+v)* (resp. T(u—v)’) est uniformisante pour B (resp.
BAQ), (T(u+v)— T(u—0))/2 est associé a T(u+ v).

On ¢leve la formule (23) au carré; on déduit des remarques précédentes
que [(T(u)*—1—2i)/4—(T(v)*~1—2i)/4]* a méme B-valuation que
T(u—v)? T u+ iv)(T,(u)*/4)(T,(v)*/4). 11 en résulte que pour les
ae U/Ui) tels quiil existe un entier n veérifiant (i"a—1)a a pour
annulateur 4’, la s-valuation de s, est §(¢° ™"+ 3), ¢ désignant comme
précédemment N, o( #). Dénombrons ces a:

F=raye 5, 4 Nl—i'a) & 4

Soit i"ae U ... i"a¢ U ., et donc
aeliy U, /(Y U, ~ {0y U,n/<iH U,.

Pour r<s le nombre de ces €léments est égal & ¢"—¢ ', pour r=s ce
nombre est égal 4 ¢°~ '((g—1)/4)—¢°~ '. On en déduit la g-valuation du
discriminant Irr((T(o)? — 1 — 2i/4), Qi)):

N ( _]) y— = ] N r r r-
q 144 —q ]+ZZW +3)0g —q ")

r=1

1
=2 [s¢°—(s+1)g" '—3].
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Il reste, pour terminer, a calculer le discriminant de Q(i)'#7/Q(i). Les
caracteres de conducteur 4” (r>1) sont au nombre de
(g—1/4) (¢~ '—4¢"~?%), ceux de conducteur # sont au nombre de
(g—1/4)—1. La p-valuation du discriminant est donc égale a
(g—1/4)—1+3%_,e(q—1/4)(q" " '—q" ~%). Aprés transformation on
trouve i[s¢"—(s+1)g* '—=3]. Ce. qui achéve la démonstration du
théoré¢me.
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