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Résumé

Un prototype des algebres de Gerstenhaber est ’espace Tpoly(]Rd) des champs de tenseurs sur RY muni
du produit extérieur et du crochet de Schouten. Dans cet article, on décrit explicitement la structure de la
G o algebre enveloppante d’une algebre de Gerstenhaber. Cette structure permet de définir une cohomolo-
gie de Chevalley—Harrison sur cette algebre. On montre que cette cohomologie a valeur dans R n’est pas
triviale dans le cas de la sous algebre de Gerstenhaber des tenseurs homogenes Tgloolr;‘ (RY).
© 2008 Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

The fundamental example of Gerstenhaber algebra is the space Tpoly Ry of polyvector fields on R4,
equipped with the wedge product and the Schouten bracket. In this paper, we explicitely describe what
is the enveloping G algebra of a Gerstenhaber algebra G. This structure gives us a definition of the
Chevalley—Harrison cohomology operator for G. We finally show the nontriviality of a Chevalley—Harrison
cohomology group for a natural Gerstenhaber subalgebra in Tpoly (RY).
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1. Introduction et motivation

L’espace Tpo1y(Rd ) des champs de tenseurs antisymétriques est une algebre de Lie graduée
pour le crochet de Schouten. Afin d’étudier la cohomologie de Chevalley de cette algebre pour
la représentation adjointe, on peut se resteindre comme dans [1] a des cochaines tres simples :
les cochaines linéaires ou vectorielles définies sur les champs de vecteurs (respectivement les
tenseurs linéaires). Dans les deux cas, la cohomologie est donnée par les mémes cochaines ca-
ractérisées par leur valeur sur les champs de vecteurs linéaires

o= Zai(x)ai, o' (x) linéaire.

Mais G = Tpoly (R9) possede une structure plus riche : c’est une algébre de Gerstenhaber
pour le produit extérieur et le crochet de Schouten. Grace a cette structure, on peut définir
une cohomologie de Chevalley—Harrison dont les cochaines sont les applications linéaires de
S+((®+Q [1D[1]) dans G[1] (la définition de cette bicogebre est donnée dans les sections 6
et 7). Cette derniere cohomologie est triviale (voir [7] ou [10]).

Les champs de vecteurs ou les tenseurs linéaires ne sont que des sous algebres de Lie de
Thoy (R?). Une sous algebre de Gerstenhaber simple (et intéressante) de Tpoly (R?) est formée
par I’espace noté T;’O‘iry“ (R?) des tenseurs homogenes, c’est 4 dire des tenseurs

o= Z o1k (x)0;; A--- N, avec a1 (x) polyndme homogene de degré k.

i <--<ig

En particulier, cette sous algebre est de dimension finie et elle contient toutes les structures
de Poisson quadratiques. Les cocycles de Chevalley fondamentaux sur les champs de vecteurs et
les tenseurs linéaires décrits dans [1] et [2] ne sont pas nuls sur Tg‘oﬂ‘;(Rd).

Le but de cet article est d’étudier plus en détail cette situation. Tout d’abord, nous reprenons
explicitement et complétement la construction de la structure de cogebre de Gerstenhaber et
de Go-algebre induites par celle d’algebre de Gerstenhaber sur 1’espace S+((®+g[1])[1]),
ceci nous permet de préciser 4 chaque étape les signes apparaissant dans les prolongements des
opérateurs définis sur G. Plus précisement, une algébre de Gerstenhaber est un espace vectoriel
gradué G muni de deux opérations A et [, ] de degrés respectifs 0 et —1 et respectivement
commutatif et antisymétrique gradués. Malheureusement les axiomes usuels de cette structure
ne satisfont pas la régle des signes de Koszul sur G. On procéde donc a un premier décalage en
considérant ’espace G[1]. On obtient deux opérations u; et [, ], dont la symétrie est I’opposée
de celle de A et [, ] et dont les axiomes vérifient bien la reégle des signes de Koszul.

On effectue, alors, le prolongement en © et [, | de ces deux structures sur le quotient
®+(g[1]) de T (G[1]) par I’espace engendré par les images de toutes les applications batte-
ments.

Sur ®+(g [1]), on a un cocrochet naturel §. Le produit x est une codérivation de § telle que
wou=0.

Revenant au crochet [, ], on I’étend a ®+(Q [1]) de facon a en faire une algebre de Lie.

La construction classique consiste a considérer I’espace S+((@+Q [1D[1]) et a le munir d’un
coproduit A et d’une codérivation ¢ telle que £ o £ = 0. Il reste a décaler § et u respectivement
en k et m pour les étendre aussi a S+((@+g [1D[1]). Cependant, m et £ sont des codérivations
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de A et « telles que (m + £) o (m + £) = 0. Cette construction est explicitement décrite dans les
sections 5 et 6.
Finalement, on montre que le 3-cocycle de Chevalley fondamental C défini sur les champs de

vecteurs a valeurs dans C*°(R?) donne sur Tp}g‘i’yn(Rd) une cochaine a valeurs dans R notée f.
Nous montrons que f est un cocycle de Chevalley—Harrison non trivial.

2. A algebres et cohomologie de Hochschild

Soit A une algebre associative | |-graduée, son produit AQ A — A, ¢ ® f — «.f est associatif
de degré 0. On considere I’espace A[1] et la graduation deg (o) = || — 1 qu’on note simplement
par la lettre «. On construit un nouveau produit m, sur A[1] défini par mo(a ® B) = (—1)%a.f.
Alors, my devient un produit antiassocitif de degré 1 sur A[1] :

ma(ma(a, B),y) = —(=1)"ma(a, ma(B, y)).

On considere, maintenant, 1’algébre tensorielle de A[1] sans unité : TH(A[l]) =
D,>1(@" AllD.
Cette algebre munie du coproduit de déconcaténation
p—1
Aoy ®"'®“P)=Z(O“ Q- Quap) (U1 @+ Qup)
k=1

est une cogebre coassociative. En effet, on a

(@ A)o A1 ® - ®ap)

p—1
= (id®A)<Z(0l1 ® - @ak) ® (o1 ®-~-®Oép)>
k=1

= Y (@® )@ ® R @@ ® - Day)
1<k<j<p—1

et

(A®id)o Al ® - @)

p—1
=(A®id)<2((¥1®-~-®Otj)®(05j+1 ®"'®Otp)>

j=I
= Y (@® )@ ® Q)@ @i1® - Qap).
1<k<j<p—1

Donc, (id ® A) o A = (A ®id) o A et la cogebre (T (A[1]), A) est alors coassociative. Cette
cogebre est colibre, ce qui permet de prolonger toute application linéaire Qy : @ A[1] — A[1]
en une codérivation de fagon unique. En particulier, on prolonge le produit m5 a (T T(A[1]), A)
comme une codérivation m de cette cogebre ((m ® id +id ® m) o A = A om) en posant :
p—1
men ® - ®ap) =Y (—DZi<i% @ ®aj 1 ®@my(e)j.2j41) @12 ® - @ atp.
j=1

La codérivation m est de degré 1 dans T (A[1]), elle vérifie m o m = 0.
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En effet, d’une part on a

(mid+id@m)o Al ® -+ @ ap)

p—1

=(m®id+id®m)(2a1®---®ak®ak+1®---®ap>
k=1

P

~1 _
<Z( 1)Zi<i® o1 @+ @ma(erj,ajy1) @+ Qg) @ (g1 @+ Qaxp)
=1 \ j=1

p—1
4 Z (_1)Zi<jai(al®...®ak)®(ak+l®...®m2(aj,aj+l)®...®ap)>
j=k+1
= Z (—l)z’<1a’(0ll®®m2(0l],05]+1)®®0lk)®(ak+l®®ap)
1<) <k<p—1
+ Z (—DZ=0% (0 @+ ® o) ® (o1 ® -+ @ (e, 0j11) @ ®ap).
1<k<j<p—1

D’autre part, on a

Aom(a) ® - ®ap)

p—1
= A( Z(—1)2i<faia1 Q- Qaj—1@ma(aj,ajt1) Qjt2 Q- ®ap>
j=1
= > DT @ @mae). i) @ ® k) ® (i1 @ B atp)
1<j<k<p-1
+ Z (_1)Zi<j0(i(al®...®ak)®(ak+l®...®m2(aj’aj+l)®...®ap)
1<k<j<p—1
=m®id+idm)oAle; @+ ®ayp).
m étant une codérivation de degré impair, m o m = 0 est aussi une codérivation. Avec les
notations précédentes, m o m est ’'unique prolongement de (m o m)3 et puisque
(mom)3(a) @ ar @ 3) =ma(ma(a; ® 02) @ 3 + (=) a; @ ma(a2 ® 3)) =0

Par unicité de la codérivation qui prolonge les (m o m), on en déduit que m om = 0.

Définition 2.1 (Ao algebre). Une A, algebre est une cogebre codifférentielle graduée coas-
sociative de la forme (T (A[1]), A, m) ou A est le coproduit de déconcaténation et m est une
codérivation de A de degré 1 et de carré nul.

Soit F : (TT(A[l]), A) — (TT(B[1]), A’) un morphisme de cogebres (F ® F) o A =
A’ o F). On définit la projection F, sur B[1] parallelement a @n>1 (®Q" B[1]) de la restric-
tionde F a T"(A[1]). L’application F, : T"(A[1]) — B[1] est n—linéaire. Si on connait la suite
des (F}),, on montre qu’on peut reconstruire F' de facon unique, plus précisément :

n—1
Far® @)=Y >  F@® ®u)® & F @ 1180 Qa)

k=1 O<ri<---<ry<n
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Nous exposons en détail cette preuve dans la section 4 dans le cas commutatif.

Définition 2.2 (Morphisme de A algebres). Un morphisme de A, algébres A et B est un

morphisme de cogébres coassociatives codifférentielles F : (T T (A[1]), m4) — (T (B[1]), m?)

tel que mB o F = FomA.

L’équation de Ao, morphisme m® o F = F o m* écrite sur les applications F,, : T" (A[1]) —
B[1] définissant F' prend la forme suivante : Posons a1, ,) =21 ® -+ @ ap.
D’une part, on a

mPoFle1® - ®ay)
= Z mB(Frl(al®"'®ar1)®"'®Frk(ark_1+l®"'®an))

k,0<r;<---<rp<n

= Z Z (—1)2i<rj OliFrl(Ol{l ..... rl})®"'®Frj—l(a{rjfz—&-l,...,rjfl})

0<j<kO<ri<--<rig<n

n—1
ZZ(_I)ML...J—I) Z Fr(@(r) @
j=1

k,O<ri<--<rp<n

Il n’y a pas de F, dans I’équation (m® o F — F o m?)(ay
F,,_1 apparait : ce sont

,,,,,

m® (Fy—1(aq1,...n-1)) ® Fi (o)) +m® (Fi(ar) ® Fuoi(ap,...n)))

n—1

.....

On retrouve 1’opérateur de cobord de Hochschild dg .
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Finalement, si V un A bimodule gradué, on note V[p] I’espace gradué V tel que si v est de
degré i dans V, il sera de degré i — p dans V[p]. LUespace B=A® Zp>0 V[p] muni du produit

(o S (54 50)) = e+ S )

est une algebre associative et I’application f : A — B, définie par f(«) = (o, 0) est un mor-
phisme d’algebres.

Un morphisme de cogebres coassociatives différentielles F' = f + C sera appelé une Ao
formalité de module s’il est défini par des F,, homogenes de degré 0, de la forme F; = f + Cy,
ou Cy est linéaire de A[l] dans V, et pour p > 1, F, = Cp, ou les C,, sont p-linéaires de
X? A[1] dans V.

On retrouve la cohomologie de Hochschild des algebres associatives a valeurs dans un mo-
dule V.

Plus précisément, cette formalité est dite triviale s’il existe un morphisme G tel que C =
mB oG+ Gom?, G étant de degré —1 et G =3 B, avec B, : Q" (A[1]) — V[p].

On retrouve ainsi la cohomologie de Hochschild des algebres associatives, puisque

Proposition 2.3 (A, formalités et cohomologie de Hochschild). Avec les notations précédentes,
F est une A, formalité si et seulement si

dyCr =0 pourtout k > 0.
F est triviale si et seulement si

Ci1=0 et Cy=dygBr pourtoutk > 1.
3. L, algebres et cohomologie de Chevalley

Soit g une algebre de Lie sur un corps K. Soit V un g module. La cohomologie de Chevalley
de g a valeurs dans V est définie de la fagon suivante :
Une n-cochaine C est une application n-linéaire alternée de g" dans V :

CeC'(g,V) :Hom</\g, v),

son cobord de Chevalley dcC € cntl (g, V) est la cochaine définie comme :

n
dcC(Xo,.... X)) =) (=1 X;C(Xo.... Joooo. Xn)
j=0

+ D (=D C(IXi, X 1 Xo, i f o X)),
i<j
Onadcodc =0etle n®¢ groupe de cohomologie H" (g, V) estle quotient de I’espace Z" (g, V)
des n cocycles (les cochaines C telles que dcC = 0) par ’espace B" (g, V) des n cobords (les
cochaines C telles qu’il existe b € cr! (g, V) tel que C =dcb).

Afin de présenter cette cohomologie de fagon plus algébrique et intrinséque, on regarde g
comme une L, algebre. Cela permettra entre autres de généraliser immédiatement la cohomo-
logie au cas des algebres de Lie différentielles et graduées.

Rappelons d’abord la regle des signes de Koszul : si dans les axiomes d’une structure al-
gebrique on a une somme de quantités qui sont des compositions ou des produits d’objets
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X1, ..., Xn de degrés respectifs xi, ..., x,, dans divers ordres, lorsqu’on veut définir la struc-
ture graduée correspondante, on ajoute devant la quantité composée des objets dans 1’ordre
. . , X]..X s < g .

Xi,, ..., X;, lasignature de la permutation graduée ( Xip e x,’; ), c’est a dire le signe

X1 ... Xp
&
Xip oo Xiy

¢ est un morphisme et sur la transposition (x;, xj4+1), on a (x;, xj4+1) = (—1)*¥i+L,
Par exemple les axiomes d’une algebre de Lie sont :

[X,Y]=—[Y, X], [[(X.Y], Z]+[lY. Z1. X] + [[Z. X], Y] =0.

Les axiomes d’une algebre de Lie graduée seront donc :

XY o 1\X
[X,Y]= 8<yx>[Y’X]_( DY, X1,

yzx Xy
=[[X, Y1, Z] + (=D*O[y, Z1, X] + (=D T[[Z, X1, Y]

0=[[X,Y],Z] +e¢ <xyz> [lY,Z1, X] +¢ <xyz> [1Z, X1, Y]

Pour une algebre de Lie graduée différentielle, on ajoute la différentielle qui est une application
d:g— gdedegré 1 et telle que :

d[X,Y]=[dX, Y]+ (—=1)*[X,dY).

La premiere étape de notre construction consiste en un décalage des degrés. Les signes appa-
raissant dans la formule de dc pour une algebre de Lie usuelle seront alors directement donnés
par la regle de Koszul et 1a généralisation £ de d¢ sera de degré 1. On munit donc les vecteurs X
de g du degré degré(X) = x = —1. On note g[1] cet espace gradué. Le crochet devient une ap-
plication graduée symmétrique £ : Sz(g[l]) — g[1] homogene de degré 1. De méme I’algebre
/\ g est isomorphe en tant qu’espace vectoriel a I’algebre S(g[1]). Il n’y a pas d’isomorphisme
d’algebre entre ces deux espaces, il n’y a pas non plus d’isomorphisme linéaire canonique. Nous
choisissons I’isomorphisme donné dans [1] :

XiyN--NXj, — (—l)zj(nij)xif D, CT X .

Alors £5(X,Y) = (—1)*[X, Y] et si g est différentielle, on posera £1(X) =dX.
On considere St (g[1]) = Zn>0 S"™(g[1]) comme une cogebre pour la comultiplication A
déduite de la déconcaténation de 7 (g[1]), défini de la maniére suivante :

soit | = {i1 <ip <--- < iy} une partiede {1, ..., n}, onnote X; le produit X;,..... X, . Aest
alors la comultiplication de degré O définie par :
X{1,...,
AXie X = Y g( . ’”)X,@X,.
X1, XJ
[uJ=(1,..n}
111>0, />0
Remarquons que lorsque chaque x; = —1, le signe est simplement la signature de la permutation

La cogebre ainsi obtenue est une cogebre cocommutative et coassociative : on note 7 la volte
graduée

r(X®Y)=8(xy>Y®X.
yx
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Alors

ToA=A
(d®A)oA=(A®id)o A.

En effet,on a :

X 1,...,
{ n}> X;® X =AXq,...0))

et

. . X
(4@ A)o AX(1,...0) =Z<ld®As< ... "})x,@)x,

= Z Z 8(x{1 """ "})8< I )XI®XK®XL
xl?‘xj

XK, XL

- ¥ g< M) >XI®XK®XL
JUKUL={l..n} YT XKSXL

=(A®id) o A(X(1,...n})-

Toute application linéaire f : (C, c) — (g[1], A) ou (C, ¢) est une cogébre cocommutative, coas-
sociative et nilpotente (c’est a dire que pour tout c,

(A®id®") o (A®id® ) o---0Ac=0

pour n assez grand) se prolonge d’une facon unique en un morphisme de cogebre F : (C,c) —
(ST (gl1D), A).

On dira que c’est la cogeébre cocommutative et coassociative libre (sans co-unité) engendrée
par g[1]. On peut donc prolonger de fagon unique 1’application £; + £, en une codérivation de
degré 1 de notre cogebre. Ce prolongement est donné par (voir [3]) :

0X..... Xn)=Z(—1)Zi<fxiX1 ..... (X))o . Xn
j
X1 ... Xp ~ ~
(X X ;) X1e.o 1. X
+Z€(xixjx1...fj...xn> 20X Xj)-Xyeodonn "

i<j
£ est une codérivation veut dire que, en tenant compte de la reégle des signes de Koszul dans la
définition du produit tensoriel des applications,

(d®L+LQid)o A=Aok.
Elle est de carré nul £ o £ = 0 (voir [3,8]).
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Définition 3.1 (L, algébre). Une Lo, algebre est une cogebre différentielle de la forme
(ST(g[1]), A, £) ou A est défini ci-dessus et £ est une codifférentielle de A est de carré nul.

Si (g,[, ],d) est une algebre de Lie graduée différentielle, la L, algebre L(g) =
(ST(g[1]), A, £) telle que

G(X)=dX, LX.Y)=(=D[X,Y], =0, k=34,...

s’appelle la L, algebre enveloppante de g.

Un morphisme de Lo, algebre entre ST (g[1]) et ST(H[1]) est une application F entre ces
espaces qui est un morphisme de cogebres différentielles. Puisque S*(h[1]) est libre, un tel
morphisme est caractérisé par la donnée d’une suite d’aplications :

Fy = 8" (g[11) — bl[1],

homogene de degré 0. F' est un morphisme de cogebre si et seulement si, pour tout 7,

1 X] ... X
F(Xi..... X))=) = Z P ") B (X)) Fir, (X))
— J X[ .- Xq;
j>0 Liu--uli={1,...n} J
Iy...1j#0

Enfin, F est un morphisme de cogebres différentielles si et seulement si £ o F = F o £9. Ceci
donne une équation sur les F),, appelée équation de formalité. Si £9 (resp £9) est la codérivation
caractérisée par les applications Eg 1 SP(g[1]) — g[1] (resp. 52 2 S9(h[1]) — Bb[1]) et si F est
caractérisée par les applications F;, : $"(g[1]) — Bh[1], cette équation s’écrit :

1< p<n X - x1p
Lu-ulp,={l,..,n}
O<|Iq],....Ipl<n
X
-3 g( “""*”)F,,(eg,(x,).x,).
X1XxXJj
1<p<n
TuJ=(1,...,n}
[J|=p—1

Supposons maintenant que g et b soient deux algebres de Lie graduées et ¢ : g — b un
morphisme de degré 0 d’algebres de Lie. Cherchons tous les morphismes de L, algeébres
F : ST(g[1]) — ST(Bh[1]) tels que F; = ¢. Cela revient a chercher toutes les suites d’appli-
cations (F,) (Fy, : S"(g[1]) — b[1]) telles que :

1 n
0= > 5 (x“"“’j}>52(F|1|(X1)-FJ|(XJ))

TUT={1,...n} xrx
O<|I|,|J|<n
xq,... .
- s( e )F,,_l(eg(x,-.xj).xl...z]....Xn). (n)
OniaTanl XiXjX1... 0] ... X,

Cette suite d’équations peut se résoudre par récurrence sur n. L’équation est vériffiée pour n =2
puisque ¢ est un morphisme. Si on a résolu les équations (2), ..., (n) qui portent sur F; = ¢,
F>, ..., F,—1,’équation (n) devient une équation en Fj, de la forme :
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1 n
1 Z . <X{1,..., +l})g'23 (F‘”(XI).Fm(XJ))

XX
Tud=(1,..n+1) 1y

1<|I],|J|<n
X1 oo Xn+1 N
= e( o )eg(go(x,-).Fn(xl....z....X,,H))
XiX1...l... Xp+1

_Zg( - dntl )Fn(ﬁg(Xi.X.,-).Xl...i...j....Xn+1).

XiXiX1...1]...X
iz iXjX1 J n+1

On peut donc définir la Lo, cohomologie.

Définition 3.2 (Lo, cohomologie). Soit g et h deux algebres de Lie graduées et ¢ un homomor-
phisme d’algebres de Lie de degré 0 de g dans fj. On appelle n cochaine sur g a valeurs dans h
une application F), de degré f,, de S (g[1]) dans h[1]. L’opérateur de cobord dj, associe a cette
cochaine F), la cochaine

diF,(Xq..... Xn+1)
=0 F,— (-=1)/"F, 09
X1 v Xn41 b N
=Y e . (X)) F(X1e i X))
- XiX1eool oo Xnt1

X1 ... Xpt1 A~ A~
_(—l)f"Zg( " )F,l(Zg(X,'.Xj).Xl...l...]....X,,H).

XiXiX]...l]...X
i<j iXjX1 J n+1

Si F, est de degré f,, di F,, est de degré f, + 1, donc

dpodr(F))=4¢%od F,— (—=1)""1d, F, 0 ¢9
=0tV oF,— (=)0 F, 009
— (=D o Fy 089 — F, 069009 =0.
On retrouve en particulier la cohomologie de Chevalley usuelle. En effet soit g une algebre

de Lie et V un g module. V permet de construire immédiatement une algebre de Lie graduée en
posant

hb=g® Z Vipl, [X+Zup,Y+qu]=[X,Y]+vap—yup
I4 q I4

et un morphisme ¢ : g — § défini par p(X) = X.

Un morphisme de cogebres différentielles F = f 4 C sera appelé une formalité de module s’il
est défini par des F;, homogenes de degré 0, de la forme F; = ¢ + Cy, Cy linéaire de g dans V,
etpour p > 1, F, =C,, C, p linéaire de g dans V.

De méme une formalité de module F est dite triviale s’il y a un morphisme de cogebres B
défini par B), p linéaire de g dans V, de degré -1 tel que F = ¢ + " oB+Bots.

Proposition 3.3 (Expression de la cohomologie de Chevalley). L’équation de formalité de mo-
dule pour un morphisme F = ¢ + C est

dcC, =0 Vn>0.
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De plus, F = ¢ + £y o B + B ol si et seulement si
Ci=0 et C,=dcB,-1 Vn>1.

Remarque 3.4. L'espace ST (g[1]) a, en plus de sa structure de cogebre libre, une structure
d’algebre commutative graduée libre. Nous n’utiliserons pas cette structure qui peut s’ interpréter
comme issue de I’opérade Com qui est duale de I’opérade Lie.

4. C algebres et cohomologie de Harrison
4.1. Cohomologie de Harrison des algébres commutatives

La methode de la section précédente s’applique aussi aux algeébres commutatives. Soit A une
algebre associative et commutative et V un A module vu comme un bimodule tel que av = va
pour tout v de V et tout a de A. La cohomologie de Harrison de A a valeurs dans V est définie
de la fagon suivante.

On définit d’abord les p, g battements de n = p + ¢ lettres comme les permutatiosn o de
{1,....n} tellesque o(1) <---<a(p)eta(p+1) <--- <o(p+¢q). On appelle Bat(p, q)
I’ensemble de tous ces battements et on définit le produit battement de deux tenseurs o =
@ Qapetf=0ap11 @ - Qapyy par

batpga, )= Y el0 g1y @ @i
oeBat(p,q)

Ceci représente la somme signée de tous les tenseurs o;; ® --- ® «;, dans lesquels les vecteurs
ai, ..., op etles vecteurs ap i1, ..., oy, apparaissent rangés dans leur ordre naturel.

Par définition, I’espace A®” est le quotient de A®" par la somme de toutes les images des
applications lin€aires bat, ,—p (0 < p < n) (voir [5,9]). Une n cochaine C est une application
linéaire de A®" dans V. L’espace de ces cochaines est noté C" (A, V). L opérateur de cobord de
Harrison est I’application d, : C"~1(A, V) — C"(A, V) définie par

draCla1 @ --- Q@ ay)
=1C@® - ®ay) —C(102® - @ ay)
+C@®0a3® - @)+ + (=1)"'Cla ® - ® aty_1y)
+(=D"Cla1 ® - @ ay_1)a.

(Onabiensirnoté o] ® --- @ o, laclasse de a1 @ - - - ® o, dans A®"))

On ady, odg, =0, le noyau de dg, : C"(A, V) — C”“(A, V) est noté Z"(A, V), c’est
I’espace des n cocycles, I'image de dp, : C"’I(A, V) — C"(A,V) est noté B"(A, V), c’est
I’espace des n cobords. Le n®"¢ espace de cohomologie de Harrison de A a valeurs dans V est
le quotient H" (A, V) de Z"(A, V) par B"(A, V).

4.2. La cogebre (®+ (A[1)]),6)
La construction de la section précédente a un équivalent ici. On commence comme plus haut

par décaler les degrés et considérer 1’espace A[1]. La construction suivante est valable lorsque A
est graduée. Le degré de «, B dans A[1] est noté a, b.
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Le produit battement dans 7 (A[1]) est défini par :
ai...ay
bat[),q(“»ﬂ)z Z E(a B a )a61(1)®...®a01(n).
oeBa(p.g) 0 (1 Temim

On notera Q" (A[1]) le quotient de A[1]®" par la somme des images des applications baty ,—p
(0 < p < n) et de fagcon abusive Q1n) =01Q- - Qo la classe de o1 ® --- ® «a,, lorsque les
o; appartiennent a A[1]. Ceci ne veut pas dire que ® soit une multiplication associative dans

R (Al =1, ®" (AllD.
Remarque 4.1.

1. En fait ce dernier espace peut €tre muni d’une structure d’algebre de Lie libre mais nous
n’utiliserons pas cette structure.

2. Une base de I’espace X" (A[1]). Prenons une base (¢;); de A[1] composée d’éléments ho-
mogenes. o

Pour chaque suite croissante i = (i} <--- <ip),onposeej=¢;; @ - ® e;, et pour chaque o de
Sps €ty = €o(in) @+ B eoliy):-
On note V (e;) I’espace engendré par ces vecteurs dans A[1]®7 et W (¢;) le sous-espace :

W(ep) = Vect( D bat (i - i) Cligiry - eig(,ﬂ)))) .
ag

On choisit enfin pour chaque ¢j, une base d’un supplémentaire de W (¢j) dans V (e;) de la forme :
B(ei) = {eoqy, 0 € Z(ep)}.
Une base de @" (A[1]) est donnée par

5=J U leal

lil=n oc€X (&)
Rappelons maintenant les propriétés du produit battement.

Lemme 4.2 (Associativité de bat). Le produit battement est associatif et commutatif gradué de
degré 0 : pour tout e € A[11%7, B € A[11%4, y € A[1]®",

@ batyg(e f)=(=1)"baty , (8. o).

(i) batp+q,r (batp,q (o, B), 7/) = batp,qur (05’ batq,r(ﬁ’ V))

Démonstration. (i) Soiento =a1 ® ---Qapetf=ap11 Q@ - ®apiy.Ona
ay ... dp+
batp,q(avﬂ)z Z 8( pva >a01(1)®~-®a01(p+q).
ocBat(p,q) Ag=1(1) -+ o=V (p+q)
Pour chaque o € Bat(p, g) , on construit deux permutations t et p de Sy, en posant :
k+p, sil<k<g,

v {k—q, sig<k<qg+p ¢t p=oet
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On vérifie que p appartient a Bat(g, p) et que I'application o +— p est une bijection de

Bat(p, ¢) sur Bat(q, p).
Posons B = ar(k), pour tout k (1 <k < p+g),ona 14y =10 =13 €t

( b bysg >
“\b b
Pt () -+ Pp~l(p+g)
—8< b]...bq bq+]...bp+q>8< a1...ap+q )
bq+1 e bP+({ b] e bq aa.—l(l) e aaq([,_,_q)
=8(ap+1...ap+q ai...ap >8< ai ...dpyq )
a ... dg dg4+1 --.-dptq aU—l(l) ag—l(p+q)

ap ... a
=(_1)ab8< 1 r+q )
ao—](l) e aa—](erq)

Donc
bat, 4 (e, B) = (—1)*bat, ,(8, @).

(ii) Disons qu’une permutation o de S, 4, estun (p, g, r)-battement si elle vérifie

o) <---<a(p), olp+l)<---<o(pt+q) et
o(ptqg+)<---<o(p+tq+r).
Notons Bat(p, ¢, r) I’ensemble des (p, g, r)-battements.

Soienta = a1 @+ @ap, f=0pt1® - @Upig LY =Apig41 ® - @ Apigr- On définit
le produit bat, 4 (, B, y) par:

batp,q,r(av B,v)

a ...a
= 2 ¢ <a apﬂﬂ )%'(1) & Ut (pigr):
peBat(p.q.r) p~ (D) - Gp~L(p+q+r)

On a en fait
baty, g - (cr, B, ¥) =batpig (baty 4 (. B), ) =baty g1, baty - (B, ¥)).

11 suffit de montrer que bat, 4 (o, B, ¥) = bat, 4 ,(bat, 4 (a, B), v), 'autre égalité se prouvant
de la méme fagon.

Fixons o1 € Bat(p, ¢), on construit une permutation (o x id) sur {1, ..., p + g + r} en po-
sant :

o1 i) (E) {ol(/o, sil<k<p,
k, siptg+1<k<p+qg+r
Par construction, (o1 x id) appartient a Bat(p, ¢, r).

Soit maintenant o> une permutation de Bat(p + ¢, r), on définit la permutation p de Sy,
par : p = 02 o (07 x id). On vérifie que p appartient a Bat(p, g, r), que I'application ¢ :
(02,01) = p =07 o (01 x id) est une bijection de Bat(p + ¢, r) x Bat(p, gq) sur Bat(p, g, r)
et que

8< ay ... dptg+r )
Gp=1(1) =+ 4p~t(ptqtr)

_8( ai ... aprg+r )8( ai ... dp4q )
aazq(l) ... agz—l(p+q+r) aal_](l) T aaf'([’ﬂ])
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On a donc bien baty 4 »(baty 4 (o, B), y) =baty 4 (o, B, 7). O

Maintenant on introduit un cocrochet de Lie § sur ®+(A[1]) en posant d’abord :

n—1
5(0“®...®an)=2a1®--~®aj®aj+1®'”®05n
j=1
ay...ap—j Aaup—j4+1...0
—s( 1 n—j n—j+1 ")aj+1®-~~®an®al®'“®“j-
ajy1...4an a...aj

Cette formule permet de définir § sur 1’espace quotient @"(A[l]). En effet, si p +¢g =n, on
a,enposanta = @ ---Qapet B=0op | ® - piy,

a ... a
s(baty (. p)) = Y _ s<a a" )
o eBat(p.q) 0-71(1) o o‘fl(n)
O<j<n

X (0501(1) ® - QUy—1(jy ®Us-1(j41) B+ @ U-1(p)
ar,  aj,
—¢ a; ay aa"(j+1)®"'®O‘n‘1(n)®ao—1(1)®"'®Ot,,_|(j) )

Dans cette formule, on a posé I, = {0_1(1),...,‘0_1(j)} et J, = {o'_l(j + 1),...,0‘1(11)}.
Posons maintenant IC’,‘ =1, N{l,..., p}, I(i*k =1l N{p+1,....,n} et de méme J, =
JoN{1,...,phJs T =JsN{p+1,...,n}, (k=|I¥| et r =|J7|). On peut alors écrire :

§(batp 4 (a, B)) = Z Z . (a{l ,,,,, ,1})

O<j<n oeBat(p,q)
TuJ={1,...,n} Io=1
1,J#0

ag aj
X(Ol[(,i@()lja—é‘( 7 G)Ol/g@()l[g).
Clj(7 ala
e Casl.1#{1,...,ploul#{p+1,...,n}.

On vérifie qu’alors I’application (o, ,0ly,) = o =ol|;, ® o|;, est une bijection entre
Bat(k, j — k) x Bat(r,n — j —r) et {o € Bat(p,q)/ I, =1}.

Dans ce cas, la seconde somme est un produit ) de produits battements. Elle est donc nulle
lorsque 1’on passe au quotient.

e Cas2.I1={1,...,ploul={p+1,...,n}.
Les termes restant s’écrivent

S(baty (@, B) =a ® B — (~)PB@a
+ (=D (BR®a— (-D*"a® p)=0.
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On notera af; j) = ; @ - - Qj, § est donc le cocrochet de ®+(A[1]) donnée par

S(aq1,n)) = Z o1, ) @ gty — (= D)AIUH @ @ o, -

O<j<n

Proposition 4.3 (La structure de cogebre). L’espace @+ (A[1]) équippé de & est une cogébre de
Lie, c’est a dire que § est coantisymétrique de degré O et vérifie I’identité de co Jacobi : si T est
la volte,

t08=-5, ([d®*+(r®id)o(d®1)+([({d®7)0(r®id))o(B®id)os=0

Démonstration. D’une part, en notant toujours t la volte, on a

n—1

8(0{):8(@1@...@05”):Z(QI@..-@QJ-®aj+]@...@an
j=1

ai,...,n}
afj+1,...n} A{1,...,j}

= Y (o1 ®ajs1p — T j) @ aji,p)):

O<j<n
Donc
n—1
To8(@) =) T(an 1 ® i1 p) — 1,1 ®Aj+1,p) = —8(@).
j=1

D’autre part, on a

0 ®id) od(a) = Z ar,i] @ i1, j] ® A[j+1,n]
O<i<j<n
__8< api]  Afi+1.j]  Afj+ln]
ari+1, 1 ari,i arj+1,n]
. ( apil  a+1,j]  Apj+ln
aji+1,j] Arj+1,n]  4[Li]
ar.i ar; i a
+8( (Li]  4li+1,j]1  a[j+1n]
a[j+1,n]  Ali+1,j] ar,i]

)05[1+1] ® o[1,i] @ A[j+1,n]
) afi+1,j] @ Aj+1,n] @ [1,i]

)a[j+1 n] ® afi+1,j1 ® o1,
Donc, en notant (i) =[1,i], (j)=[i + 1, jlet(n) = nl,

(id®* + (1 ®@id) o ([d® 7) + ([d @ 7) o (7 ®id)) 0 (8 ®id) o 8(a)

(aa> agy am

aiy Qo) Qup) — €
Z O v w agy ag@  am

O<i<j<n
_g(W0 agy am)
agy am  ag

a(; acq a
+8(<o ) W)“wﬂ®%n®dm
am agy a@

>Wn®aw®aw

>Wﬁ®Wm®am
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agy ag) a
+g( M ay) (")>a(,,) ® a(i) Q o))
am) ag)  ag))
a aqi a
s ( o an o ) am ®ag) @ &)
Am) ag) aa)
agy ag)  am

o) Qam Q@ ag)
agy  am) a(j))

—og) o) Qan) +¢ (

(am agy am
agy am 4@
(a(z’) agy am )
agy am ag)

(%‘) agy am )

) o) @ am o)
o) ® dm) @ agj)

am) @) ®ag))
amy a@)  ag)

agy  a@) 4m

o) o) @ ap)
agy ag Am)

4.3. Morphismes et codérivations

La structure de cogebre de Lie de (®+(A[l]), 38) est libre. C’est a dire que si (C, ¢) est
une cogebre de Lie nilpotente quelconque, tout f : (C,c) — A[1] linéaire se prolonge en F :
C,c) > ®+(A[l]) qui est un morphisme de cogebre. Nous montrons ici comment définir des
codérivations Q et des morphismes F de cette structure 2 partir de leurs ‘série de Taylor’.

Soit F :@WA[]]) — @+(B[l]) un morphisme de cogebres de Lie. On suppose toujours F
homogene de degré 0. On appelle F;, la projection sur B[1] parallelement a D, @k B[l1] dela
restriction de F a ®” (A[1]) : F,, estune application linéaire de ®” (A[1]) dans B[1].

De méme soit Q : @*(A[l]) — @+(A[1]) une codérivation de cogebres de Lie. On suppose
Q homogene de degré ¢. On appelle Q, la projection sur A[1] parallelement a P, @kA[l]
de la restriction de Q a Q" (A[1]) : Q est une application linéaire de X" (A[1]) dans A[1].

Proposition 4.4 (Reconstruction de F et Q). La suite d’applications (F,) (resp. (Qy)) permet
de reconstruire F (resp. Q) de facon unique. On a explicitement

F(apin) = Z Fr (1,011 8 Fry(0r 41,0411 8+ & Fr (Xn—ri+1,11)

k>0, O<ry,..., Ik
ri+-+rr=n

et
Q=Y (=D*Iap ) ® Qr(@(ji1,j4+r) ® &Lt

1<r<n
0<j<n—r

Plus précisément, toute suite d’applications (¢,) peut se relever d’une seule facon en un mor-
phisme (resp. une codérivation).

Démonstration. La preuve est semblable a celle de [3]. Pour un morphisme, si tous les Fj, sont
nuls, F'(ap) est nul pour tout a1 € A[1], et si tous les F (a1, p1) sont nuls quelque soit p < n,
alors
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§o F(aqi,n) = (F® F)od(afi,n)
= Y Flap ) ® Fagjpia) — (=D F(eqji1m) ® Flap, ) =0

O<j<n
donc F(aq1,4]) = Fu(aqi,21) € A[1] est aussi nul et par induction, F est nul. Le méme argument
s’applique pour une codérivation Q. Ceci prouve 1’unicité.
Il reste juste a montrer que les formules de la proposition définissent bien un morphisme (resp.
une codérivation).

F est bien défini.

D’abord F est bien défini, c’est a dire ’application F définie par la méme formule mais sur
n) =01 ® - ® oy passe bien au quotient. Il suffit pour cela de montrer que

.....

F(baty ¢ (a(1,..p)» Xpt1....p+q))) =0

En fait, si on pose

Fk(a{l ,,,,, n}) = Z Fr1 (a[l,r]]) ® Frg(a[r]+1,r|+r2]) Q- ® Frk (Ol[n—rk+1,n])a

0<ri,...,rk
ri+-+rg=n

ce qui prouve que F est bien défini. Prouvons cette derniére relation.
Ona

af1,....p+q}
Baty.q (@(1..c.p)s Hptopta) = Z ¢ (a )a{al(l),‘..,al(PJrfJ)}'
oeBat(p.q) (o= (),....o "L (p+q))

Donc

afl,...,p+q}
= Z 8<a{ )F"(a{“1<1>~~~,ol(rl)})®"'

oeBat(p,q) a1 (1),....0 " (p+q)}
Fly.sTk

® Fri@o-1(prg—rit1),...om (p+a)))-
Fixons un battement o € Bat(p, g). Posons s; =r; + --- + r;. S’il existe un j tel que I; =
{o_l(sj,l + 1),...,a_l(sj)} n’est inclus ni dans {1,..., p}nidans {p+1,..., p + g}, alors
cet ensemble peut s’écrire [; = {il,...,i,j,i,_/.ﬂ,...,i,j} avec 0 <i; < --- < i,j <p+1let
p <it+1 <--+<ip; <p+q+letbiensir0 <7; <r;. L'ensemble Bat;; (p, ¢) des battements
p € Bat(p, g) tels que oY) =0"1u) pour tous les u de {1,..., p+qg}\{sj—1 +1,...,5;}
est en bijection avec Bat(¢;, r; — t;) puisque chaque battement y de Bat(z;,r; — ;) peut se
prolonger en un battement /i de Bat(p, ¢) défini par i =!(u) = o~ (u) siu estdans {1,..., p +
gi\{sj—1+1,...,s;} et i(iy) =iy pour 0 <v <r; + 1. Alors :

e ( afi,...,p+q} )
Ho=1 (1), 0™ (p+q)}

X Fr @101y, o= 1)) © @ Fr (@1 (gt 1), o= (p+g)))

pEBat,j (p.q)
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)

1

a p .
=+¢ ( R p+q}\{sjil+l ..... Sj} ) Fr1 (a11)®"'® Frj*l(alrj,
Lo (D)o MM s5jm 14D 0715 )

® Z e a{i],...,ir.j} F, (a o )
a{i . i -, rj lu._l(l)’ ceey lﬂ,_l(rj)
ueBat(tj,rjftj) w1 wrg)
® Frjy (O“er) ® - Q Fylay)
=0

en posant B, = «;, et en remarquant que F, ; s’annule sur

bat(; r—;) (Bi1,...tj}s Blej+1,...rj1)-

II ne reste donc que la somme sur les battements o tels que pour tout j, on ait soit /; C {1, ..., p}
soit [; C{p+1,..., p+q}. Dans ce cas, les nombres a‘l(sj,l +1),..., U‘l(sj) sont rangés
dans leur ordre naturel, puisque o est un battement. Notons maintenant Ji, ..., J, les ensembles
I tels que I; C {1,..., p} et Joq1,..., Jyqr les autres. Posons J; = {g] < g3 <+ < g/{l/‘}'
La somme sur tous les battements o tels que {I1, ..., Iy} = {J1,..., Jr4s} (& Pordre pres) est
isomorphe a une somme sur tous les (r, s) battements v : étant donné un tel battement v, on
construit le (p, ) battement ¥ en posant, pour tout j, 1 < j <kettouts, 1 <t <rj:

~— 71 i
D l(sj—] +t) thl) (])
Alors, sisj = |Jjl,

) 8( afl.....p+q) )

oeBat(p,q) AUo=1(1),....o =1 (p+q)}
(I i y={J1 5, i}

X Fr(@g-11), .o 1opp) © @ Fr (X1 (pig—ret+1),0 -1 (p+g)})

aj, ...aj,
= e F, o - Q F, o
Z ((1] ) Su_](1>( Ju"(l))® ® S;ﬂ(k)( Ju_'(k))
n

.o.a
peBat(r.s) “ty M

= batr,s(Fsl (0511) Q& Fsr ((XJ,)’ FYV+] (OUVH) Q- Q F“r+5 (alrﬂ))-
C’est I’égalité annoncée.
F est un morphisme.

En gardant nos notations et en ajoutant (r;) = [s; 1 + 1, s;], on a par définition :
8o F(u1,n))
=) Y F@m) @ ®Fr (@) ® Fripy (@) @+  Fr ()

etk 0<j<k
—(—l)a[l'sj]a[xjﬂ‘n] Frj+1 (a(rj+1)) ® R Frk(a(rk)) Y F”l (O‘(rl)) ¥R F’j (a(rj))'

D’autre part,
(F®F)od(ai,ng)

=(F® F)( D o ® gy — (= DA gy ®a[l,s])

O<s<n
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=2 2 X

O<s<n Tlsel TjtlseesTk
rittrj=s riteetrg=n

X Fri (@) @ -+ @ Frj(2¢)) @ Fryyy (@gj11) -+ @ Fry (@)
— (=D E (@ )® @ Fr (@) ® Fr () @+ @ Frj ()
On vérifie aisément que chaque terme de la premiere expression apparait une fois et une seule
dans la seconde et réciproquement. On a donc
SoF=(FQ®F)oé.

O est bien défini. 3
Il s’agit 1a encore de montrer que la définition de Q :

Ol1,..n) = Z (=DI90Day iy @ Qr(0tgjgt, .. jrr) @ Ajtri,...n)

O<r
1<j<n—r

passe au quotient. On calcule donc Q(bat, 4 (o
ci-desssus, nous dit d’abord qu’il ne reste que

Z Z Z (=DM~ ol g ( agl,...p+q) )

A — -
O<r Ic{l,...,p} oeBat(p,q) {o='(1),o ™ (p+)}
ou I ; _
Ic{ptlptqy ¢ Wtlowjtrh=I

p}s A{p+1,... p+q))). Le méme argument que

,,,,,

X Qg=1(1),...o-1 ()} © Cr@) ® Ag-1(jirin),...o (p+g)}-
Ensuite, comme o est un battement, les éléments de / sont rangés dans leur ordre naturel / =
{t,t +1,...,t +r — 1}. Supposons (par exemple) que I C {1,..., p}, alors les o d’indices
dans {1, ..., p} et précédant ceux de I apparaissent avant le terme en Q,. On pose donc t =
a‘l(sj_l +1)et:
{ﬂi=<¥i sio™1(i) ¢ 1,
B = Qr(ag).

Ilyadonc p+g¢q —r +1 B, indicés par {1,...,t — 1, ¢t,t+r,....p,p+1,....p+¢q}. On
ab;=a; sio 1) ¢ I et by = q + aj. Les battements o considérés sont en bijection avec les
battements p qu’ils induisent sur les 8. On a

(=%t al(/‘))e( A..opta) )

Uo=1(1),....0~ N (p+q)}

= (= 1)7%0.... rl)8< bii,...t,i4r,....p+q} )
blo-1(1), o™ 1), 0 1), ()

..........

Donc

O (baty g (@(1,...p)s Apt1,.... ptq))

= Z Z (_l)qa(l""’t_])batpfrJrl,q(ﬁ{l,.‘.,t,t+r,..‘,p}» ,3{17+1,‘..,p+q})

O<r t,t+r—1<p

p<t

Comme ci-dessus, Q est donc bien définie.
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Q est une codérivation.
Ona

80 Qainy) = 3( D (DT 0y 1 ® Qrlejta,j4r1) @Ol[j+r+1,n]>-
r.j

Donc

8o O(aj1,n1)

= Z (=DM g @ k1,1 @ Qr(@jt1,j+r]) @ A jtr+1,n]
r,0<k<j

— (=DtanFann @t Doy 0 @ O (i1, j4r1) ® Ajtrr1a] ® X1

+ Y (DM 1 © Q@+, j4r1) @ Qe+ k] © Ak al

r,0<j<k—r
— (=Dt Oangy g @ ap, ) @ Qr (@41, j+r1) ® A jr+1,41-

Par ailleurs,

d® Q0+ 0 ®id)od(afr,.))
=(d® Q0+ Q0®id) > a1 ® a1y — (— DA Mgy 0 @ oy kg

O<k<n

Donc

(d® Q0+ 0 ®id) o 8(af1,47)

+ .
= Z (— D@ atar iV 0 @ ot 1 ® Or (@41, j4+r1) ® AL jtr+1.n]

O<k<j<n—r+1

— Z (_1)q(a[k+1,n]+a[1,j])+a[1,k]a[k+1,,,]a[k_H .
O<j<k—r+l<n—r+1

® of1, /] @ Qr(a[j+1,j+r]) @(X[j+r+1’k]

+ > (=D%M o j) ® Qr(@rjt1,j+r1) @ jtr+1.4] @ Akt 1.n]
O<j<k—r+l<n—r+1

=)L (DA gy ) ® O (@) @ o Lal
O<k<j<n—r+1

® af1 k]

Q est donc une codérivation et la proposition est prouvée. 0O
4.4. Cs algébre, morphismes de C, algébre

Lorsque A est une algébre commutative pour un produit noté A, A[1] est muni d’un produit
my défini par m>(a, ) = (—1)%a A B qui devient de degré 1, anticommutatif et antiassociatif :

ma(B, @) = —(=1)*ma(a, B), ma(ma(a, B), y) = —(=D)ma (e, ma(B, y))-
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Le produit m» étant anticommutatif est défini de ®2 (A[1]) dans A[1]. Il se prolonge donc,
grice a la proposition précédente, en une unique codérivation m du cocrochet §. Comme m est
de degré 1, le prolongement a @" (A[1]) est

mapa) = Y (=DM Nap 1y @ ma(ak, @x41) © At 2.n)-

O<k<n

Lemme 4.5 (Propriétés de m). m est ['unique codérivation de § qui prolonge my sur ®2(A[1]).
Elle vérifie m om = 0. T

Démonstration. Remarquons que, m étant une codérivation de degré impair, m o m est aussi
une codérivation. Avec les notations précédentes, (m o m); = 0 si k 7 3 et, puisque m est anti-
associative,

(mom)z(a) ®ar @ az) = mz(mz(al Ror) @3+ (—1)"ay @mz(a2@a3)) =0.

Par unicité de la codérivation qui prolonge les (m o m)y, on en déduitque mom =0. 0O

Définition 4.6 (Co algébre). Une C, algébre est une cogebre différentielle de la forme
(®+(A[l]), 8,m) ou § est le cocrochet de Lie défini ci-dessus et m est une codérivation de
degré 1 de § de carré nul.

Si A est une algebre commutative graduée, la cogebre de Lie différentielle C(A) =
(®+(A[1]), 8,m) ou my = 0 pour tout k # 2 et ma(a @ B) = (—1)%a A B s’appelle la Co
algebre enveloppante de (A, A).

Un morphisme de C, algebres A et B est un morphisme de cogebres de Lie F : ®+ (A[1]) —

®"(BI1]) tel que m® o F = F om”.

Puisqu’une codérivation m est caractérisée par la suite des my, on voit qu'une C, algebre
est la C, algebre enveloppante d’une algebre commutative si et seulement si elle est telle que
my = 0 pour tout k # 2.

De méme, un morphisme d’algebres commutatives f : A — B se releve d’une fagon et une
seule en un morphisme de leur C, algebres enveloppantes F : ®+(A[1]) — ®+(B[1]) tel que
Fi=fetF,=0sik>1. T T

L’équation de Co, morphisme m?B o F = F o m# pour un morphisme F de cogebres de Lie,
écrite sur les applications Fy, : Q" (A[1]) — B[1 — n], s’appelle I’équation de Co, formalité.

D’une part, on a T

m® o F(a1 n))

= Z mB(Frl (a[l,sl])@'"@Frk(a[sk,ﬁrl,sk]))
k,ri+-~+rg=n

= > (=DM E (o1 ) ® -+ ® Fry—1(@s;_yt1sj-1)
O<j<k

B
Qm (F’j (@s; 141,51 @ Frjy (a[sj+lvsj+l])) ® Frj o (s 1 +1,5,421)
& @ Fr(aps_ +1.51)-
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D’autre part, on a

n—1
Fom™ () = F(Z(—D““’”du,;-u @mi(a; @Olj+1)@a[j+2,n]>
j=1

= S(_l)au,/‘—u Z
j=1

k,ri4-Frg=n—1
A
X Fry (@151 ® -+ ® Fr (as,_y +1.j—119m” (@ @ atj11) @ apjt1.5,1)

® - QFy (a[5k71+1,sk]))‘

En écrivant (m8 o F — F o m™)(a1.n)) 2 ordre n — 1, on trouve les termes

mB (Fu_1(q1,n—1) ® Fi(n)) +m®(Fi(a1) ® Fue1(e.n))

n—1

= D (=DWIE, (o j-nem® (@) @ aj11) ® apj2,n)
j=l

= (=)W E, (i n—1) A Fi(em) + (=D Fy (@) A Fazi (o)

n—1

— D (DI E, (apj-ne (@) Adj11) ® arj12,n)
j=l1

= (dyaFrn-1)(o1,n-17)

On retrouve 1’opérateur de cobord de Harrison dy,,.

Finalement, comme pour les algebres de Lie, si A est une algebre commutative et V un A

module vu comme un bimodule, ’espace B=A® ) _ p>0 V[p] muni du produit

(a—l—Zup)(ﬂ—i—qu) = (aﬂ—l—Zavp—i—upﬁ)

est une algebre commutative et ’application f : A — B, définie par f(«) = («, 0) est un mor-

phisme d’algebres.

Comme pour les algebres de Lie, un morphisme de cogebres de Lie F tel que F1 = f + Cy,
Fi, =Cy (k> 1)avec Cy : ®k (A[1]) — V[k] est un morphisme de C, algebres sera appelé une

C oo formalité.

Cette formalité est dite triviale s’il existe un morphisme G tel que C =m®? o G + G om?, G

étant de degré —1 et G =) B, avec B), :@p(A[l]) — Vipl
On retrouve ainsi la cohomologie de Harrison des algebres commutatives, puisque

Proposition 4.7 (C, formalités et cohomologie de Harrison). Avec les notations précédentes, F

est une Co, formalité si et seulement si
dr.Cy =0 pour tout k > 0.
F est triviale si et seulement si

C1=0 et Cr=dpyyBr pourtoutk > 1.
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5. Algebre de Lie différentielle associée a une algebre de Gerstenhaber
5.1. Algébres de Gerstenhaber

Le prototype des algebres de Gerstenhaber est I’espace Tpoly (R?) des champs de tenseurs sur
RY. Cet espace gradué est muni du produit extérieur A et du crochet [ , |s de Schouten. Les
axiomes usuels d’une algebre de Gerstenhaber sont donc les suivants.

Une algebre de Gerstenhaber est un espace vectoriel gradué G muni d’une multiplication
commutative graduée et associative A : G ® G — G de degré O et d’un crochet[,]: G® G — G
de degré —1 tel que (G[1], [, ]) soit une algebre de Lie graduée et que, pour tout « homogene,
I’application [¢, . ] soit une dérivation graduée pour la multiplication A. En notant |«| le degré
d’un élément homogene « de G, on a donc :

an =Dl g,

aANBAY)=(@AB)AY,

o = — (=D DIDg, g,

0= (—1)(‘(1'_1)(”"_1)[[()(, Bl, 7/] + (_1)(|ﬂ|—1)(|a|—1)[[lg’ rl, a]
+ (_1)(\V|—1)(|/‘3|—1) [[)/, al, 13]’

[, BAy]=la. BIAY + (—DPI=D g Ao, y]

et donc aussi :

la A B yI=a ALB, y1+ (=D =D, y1 A B.
Remarquons qu’il n’y a pas d’équivalent non gradué a la structure d’algebre de Gerstenhaber.
En particulier, une algebre de Poisson graduée n’est pas une algebre de Gerstenhaber.
La derniere identité ne vérifie malheureusement pas la régle des signes de Koszul qui s’écrirait
ici :
A B yl=[.1(A B). )
L0 ol Bl Iyl
=¢ < an[B,y]
0 faf 1 1Bl Iyl

1 0 |o
+8( ol 18] |y|)[a’y]w
0 T faf Iyl I8l
= (D" A[B.y1+ (=D I"[a, y1 A B.
Pour éviter ce probléme, on écrit les axiomes des algébres de Gerstenhaber dans G[1], apres
un décalage de degré.
On note comme ci-dessus a, b, . .. les degrés de «, 3, . ... Le produit A donne un produit p, :
pae, B) = (=D A .
On a vu que u; est anticommutatif et antiassociatif et de degré 1. Le crochet [, ] est un crochet
d’algebre de Lie graduée sur G[1] (de degré 0.) De plus, I’application [«, .] est une dérivation
graduée pour la multiplication p, qui vérifie bien la régle des signes de Koszul :
[ w2 (B ¥)] = (=D pa(le. B, v) + (=D CHD sy (B, [, ¥1)

et

[1a(e, B), ] = 1a(e, 1B, ¥1) + (=D pa(le, 1, B)-
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5.2. La Cy algebre vue comme une algebre de Lie

Comme dans la section précédente, on peut construire la Co, algebre naturellement associée
a I’algébre commutative (G, A). On notera cette cogebre différentielle :

(H.8.11) = <@+(g[11), 5.1)-

Avec, comme plus haut,

S =Y (en1 @i — Tl jj ®agiia)),

O<j<n
ulaqing) = Z (=D Nayy 1) ® ua(@j, @jr1) @ Aj+2.n)-
O<j<n
Maintenant, il faut prolonger la définition du crochet de G[1] a H. On pose donc :
On prolonge d’abord I’opérateur [, ] sur I’espace G®” A G® en définissant le crochet de
"""" p}:Ol]®..-®0[p et .32“{[1+1,...,p+q}=0lp+1®-~-®Oép+q

par :

(o, B = Z 8( ai...apiq >a0_|<1)®-~-

seBat(p.q) ao.—l(l) ...aa—l(p+q)
ol k<p<o~ k+1)

B 21y Ao (k)| @+ ® U1 (pyg)

= > [0.@®B)],.

oeBat(p,q)
o~ < p<oT (k+1)

Maintenant, on peut passer au quotient par les battements puisque :

Lemme 5.1. Soient o € G[11%7, B € G[11%9 et y € G[1]®". On a alors :

[batp,q(a’ /3)’ )’] = batp,qurfl (Ol, [/37 V]) + (_l)ahbatq,p+r71 (ﬂ’ [Ol, J/])

Démonstration. Notons ¢ =1 @ - Q@ ap, f=0pr1 @ - Qapig ety =Qpigr1 @+ Q@
Aptg+r-Ona

[batp,q(Ot, ﬂ)s V]
_ Z [02.(bat, 4 (@, B) @ )],

oreBat(p+q,r)
oy (< prg<oy (k+1)

= Z [02 0 (01 @id{ptg+1,...p+q+r) (@ @ B Q V)]k
oyeBat(p+q,r), o1€Bat(p,q)
g{l(k)gp+q<o{1(k+l)

) [p@@p®N)],
peBat(p,q.r)
o < pra<p~k+1)
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= > [p.(a® BV, + > [0.(@®B 1)),
peBat(p,q,r) peBat(p,q.r)
p<p L)< p+g<p~lk+1) o < p<ptg<p~ ' k+D)
=)+ UI).

D’autre part, on a aussi

(B y]= > [o1.(B® )],

o1 €Bat(q,r)
p<(71_1 (k)< p+q <ol_1 (k+1)

Donc

aQ [ﬂv J/]
_ 3 [(d®@o).(e® B®Y)],

(id®oq)eBat(p,q,r)
p<oy ' ()<p+g<oy k+1)

ai...a
_ Z 8( 1 ptq+r )/3 ® - ®:3p+q+r ;

(id®oy)eBat(p,q.r) Aid@on)~1(1) - - - Aid@ar) "N (p+q+r)
p<oy ' ()<p+q<oy k+1)

ol on a posé

¥idgo1)~1(j)* sil<j<k,
18;1 = [C((id@o'l)*l(k), a(id@o'l)*l(k-i-l)]’ Sl J = k,
Y (idgon =t (j+1)° sik<j<p+q+r—1.

Par suite, on a
bat) g4r—1 (05, (B, V])

— Z Z e (ﬁolﬁl -~~,3pirq+r7] >

Sty "302 Yp+g+r—1)

o€Bat(p,q+r—1) o1€Ba(q,r)
p<oi ' W<p+g<oy ' (k+1)
ay...dpyg+r
X8< o )ﬁ‘m@ ®’3 ptqtr—1)°
Aid®o) (1) * - - Aid®o1) L (p+q+r) / 2 prqTr=

En posant k' = o, ! (k), on voit que ’application (o7, 02, k) > (p, k") est une bijection entre les
ensembles

{(ol,ag,k)eBat(q,r)xBat(p,q—i—r—l)x[l,p+q+r—1],
p<o| (k) p+q<o, (k—l—l)}
et

{(0,K)€Bat(p,q,r) x [, p+g+r—11, p<p ' k)< p+g<p~ ' *+ D}
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Donc

baty g4r-1 (ot, (B, 7/])

ay...Aapyq+r
= > [8( >“p'<1) ®: ®“pl<p+q+r>}

peBat(p.q.r) Ap=1(1) -~ Ap=1(p+q+r)
p<p~ K)<ptg<p” W +1)

= > [p.@®BOY)],
peBat(p,q,r)
p<p~ ' K)<ptg<pT K +1)

k/

=().
On montre de méme que
(—D)baty, pir—1 (B, [, y1) = > [p.e®B@ V)], =UD.

peBat(p,q,r)
o &< p<ptq<p 'K +1)

D’ou le lemme. O

Le lemme nous permet de définir [, | par la méme expression sur 1’espace @p (G[1D A
®7(G[1]). On obtient un crochet sur H qui vérifie les identités de Jacobi et de Leibniz.

Théoreme 5.2 (H est une algébre de Lie différentielle graduée). L’espace H, muni du crochet
[, ] et de I’'opérateur p est une algebre de Lie différentielle graduée : Pour tout o, B et y de H,
ona:

() [, Bl1=—(=D[B,al,
(i) (=D[[a, B1, y1+ (=18, y1, @l + (=D[[y, al, B1 =0,
(iii) p(le, B1) = (@), B+ (= 1%a, 1w(B)].

Démonstration. (i) On sait que

ai ... al,_;,_q
L1, p1- X p+1.p+g1] = Z 8( )

oeBat(p,q) Go=1(1) -+ - Go=V(p+q)
o )< p<o k+1)

X g1y @+ B [g—1y, U141y B+ B Ug—1(ptg)-

Fixons un couple (o, k) dans cette somme (tel que o (k) < p< o~ 1(k + 1).) On définit trois
permutations t, p et v de S, par:

. Jj+p, sil<j<gq,
T(j)=1" . . p=0cotT et
J—4q, silg<j<q+p,
o~ 1), sii¢{k, k+1},
vl =1 ok + 1), sii=k,
p~L(k), sii =k + 1.

On vérifie immédiatement que v appartient a Bat(q, p) et que v (k) <qg<vl(k+1).De plus
I’application (o, k) — (v, k) est une bijection sur les ensembles correspondants.
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Posons maintenant 8; = a¢(j). Ona:

8( bi...bpig )
b\)_] (1) oo bv—] (P+(1)
—¢ < a1---Aptq ) (= D% 1%t (= 1) P19p+1, p+a]

Clo.—l(l) . .ao,—l(p+q)
Donc :

lo[1,p1> X p+1, pq1]

bi...byt
= (=1)%L.p19p+1.p+q] p+q
(=D E € <b )

veBat(q, p) I OOREE bV*l(P‘H])
v k) <g<v T k+1)

b _1,.b _
x (=D Ly 2y l(“”ﬁwl(l)@"'@[ﬁufl(kﬂ)’ﬁwl(k)]@'"@ﬁwl(,qu)
— (_l)all,pJa[p+1‘p+qJ [a[p+l,p+q]v OK[],p]]-

D’ou le résultat.
(ii) Soienta =1 ®---Qp, B=P1Q---R By ety =1 Q- --Q¥;. Pour alléger les notations,
pour toute permutation p € S,444,, notons £(p) le signe :

S(p)zé‘( X1 Xptq+r )’

Lot - Xp= (ptgtr)

si
o; sil<i<p,
E&i=1Bi-p sip+l<i<p+gq,
Viep—q Siptqg+1<i<p+qg+r.

Grace a I’associativité du produit battement, on a
(—=D)*baty 4 (@ ®B®y) = (—1)"baty, ,(BOy ®a)
= (=D)Pbat, 4 (y ®a ® B).

Plus précisément, il y a deux bijections canoniques :

Bat(p,q,r) — Bat(qg,r,p) et Bat(p,q,r) — Bat(, p,q)

1 > p=p1oT 1 > p3=prot.
Avec
. i+p, sil<i<g-+r,
T(@)=1. . 3 et
i—(q+r), sig+r<i<g+r+p

0 i+p+gq, sil<i<r,
T =
! i—r, sir<i<qg+r+p.

On a alors

~D)*p1.@®BRY)=(D"0.(BRYy @a)=(—D)"p3.(y ®a ® ).
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En écrivant (—1)%“[[«a, B8], 1, on trouve des termes de la forme :

(1.1 =D& @ - ®loi, Bi1Q - BB, nl® - B, .,
(1.2): (=De(p12);; ®---RIBj, n1Q - Blei, Kl ® - ®Ej, .,
(1.3 (=D e(p13)ér, ® - [, Bj1® -+ B lok, i1 ® -+ ® kg,
14): (D"(pa)é @ - Bloi, nl® - R lok, 1@ R &\,
(15): (=D%e(p15)Es, @ -+ R llati, Bil. vkl @+ R sy, -

En écrivant (— 1)”[[/3, y], @], on trouve des termes de la forme :

@D (—DMe(pa)E @ ®[Bj. il @ BB M1 ® - ®Ei., .,
22 (=D"e(pn)E; ®- B Y@ B[, il ® - BEj,,,.,
23):  (=DMe(p)E, ® - RBj. I® BV il Q- R,
Q4 DMe(p)E @ @k il ® - BB VI® B,
2.5):  (=D"e(p29)é, ® - QUBj, il il ® - Q& -

En écrivant (—1)<? [[y, @1, B], on trouve des termes de la forme :

G (=D%e(paE @ Bl Bl ® @Vl @+ R &k
(B2 (—D%e(p)E @ @l ® B lak. Bj1® - R, .,
(33 (=DPe(p33)6r ® Bk i1 @ BV B1® ++ Bryryin
BA): (=D%e(p3)é, @ Bk, Bi1® BV, il ® - ® &1,
(3.5 (=De(p35)Ey, ® -+ B [[Vh, il Bi1® -+ B &y, -

®

Considerons les termes (1.1) et (2,1), on voit que pp; est définie par ,oz_l1 =
(ai,bj)o(p110 7)~L. On en déduit que la somme de ces deux termes s’annule.

De méme, on vérifie que : (1.2) + (2.2) =0, (1.3) + 3.1) =0, (1.4) + (3.2) =0,
23)+B4)=0et (2.4)+ (3.3)=0.

D’autre part, par construction

e(p25) = (= DU TR (1) (p15) et e(p3s) = (= 1)F TN (—)@HDg(p5),
Alors,
(1.5) + (2.5) + (3.5)
=e(p15) (=D&, ® - @ ([[ei, Bj1, v ] + (=D OB, el ;]
+ (_l)ck(ai-i-b_/)[[),k7 o], ,31]) ®--- @§Sp+q+r =0.

(iii) On conserve la notation

ay...a
8(0’):8( ! ptq )
do=1(1) -+ Qo= (p+q)
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Alors

M([O‘[LpJ»alp+Lp+qJ])
_ Z 8(0)(_1)Zr<ian_'(r)aa_l(l)@...

oeBat(p,q)
i<k—1;0 " (k) <p<o~l(k+1)

® (s 1(j) Ao =1(i41) B+ B (U1 (1), U1k )] © - B U1y
+ Z 8(6)(_1)Zr<[aa*](r)aa_l(l)@...

oeBat(p,q)
i>k+1; 0" (k)< p<o ™ (k+1)

B [eg-13k)s U1t 1y B - B 1 (@-13y5 Wo=1(141) B - B U1y
+ > (o) (=) Zr<t1 %10

oeBat(p,q)
ko ' <p<o™ (k+1)

X Ug1() ® -+ ® (g1 k15 [W 1 ys Dot i 1y]) B+ ® A1 (g
+ > £(0) (=Xl

oeBat(p,q)
kol <p<oLk+1)

X 0=ty B+ ® ([l —1 ) Aoty ] Uo-1k12)) B+ B o1 (g
= (I) + (D) + (I) + (IV).

Dans la somme (I) (resp. (II)), on distingue quatre cas :

(1) Si{o~'G), e "G+ 1} c{l,..., p}:onnote (I1) (resp. (II1)) la restriction de () (resp.
(Il)) a ce cas.

) Si {a_l(i), o i+ Dic{p+1,....p+q}:onnote (I7) (resp. (II)) la restriction de (1)
(resp. (II)) a ce cas.

3) Sio~ () < p< o=@ + 1) : on note (I3) (resp. (II3)) la restriction de (1) (resp. (II)) a ce
cas.

“4) Si o1+ D<K p< o~ 1(@) : on note (1) (resp. (I14)) la restriction de (1) (resp. (II)) a ce
cas.

On vérifie directement que (I3) + (I4) =0 et (II3) + (I14) = 0.
Dans la somme (III), on distingue deux cas :

() Sie~ (k=1 e {1,..., p} : onnote (IIl1) la restriction de (II) a ce cas.
) Si U_l(k —1e{p+1,..., p+q}:onnote (Ill) larestriction de (/I]) a ce cas.

Dans la somme (/V), on distingue deux cas :

(1) Sio~'k+2)e({l,..., p}:onnote (IV;) larestriction de (I V) a ce cas.
@) Sioc Y k+2)e{p+1,..., p+q}:onnote (IV>) larestriction de (IV) a ce cas.

Donc u([X, Y]) s’écrit :
w(lont, p1 @p+1.pq1]) = (1) + (1) + (1) + (1) + () + () + (V1) 4 (IV2).
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D’autre part, on sait que

“(batp,q(“[l,p]» :3[11+1,1’+q])) =bat, 14 (“(O‘[l,p])v O‘[p+1,p+q])
+ (=Dbaty, g1 (a1, p1s L(@p+1,prq)))-

Donc

(a1, p)s @rp+1,pral]
= > (o) (—1)2r<i O, g ® -

oeBat(p,q)
i<k—Tlio~ (k)< p<o =1 (k+1)
(o~ 1@),0 7 G+ D)L, p}

® 1(g—1(y: Ao=1(i41) B -+ B [Ug—11ys A1 41)] B - B As=1(p 4

+ Z g(g)(_1)Z’<’aﬂ‘l('>a071(1)@~-

oeBat(p,q)
i>k+1;0 " (k)< p<o ™ (k+1)
(o7 ()07 G+ D)L, .. p)

® [tp-14) o114 1) @1+ ® (g 13y U1 i11) B B Ugm1(pg)
+ 2 (o) (~DErt o

oeBat(p,q)
koY) <o L k+ D)< p<o ™ (k+2)

X -1y B ® [ (11 o1 (k41)- Ho1442) ] B B U1 (g
= ")+ 1"+ ).
On vérifie que (I') = (I1), (II') = (II1). De plus, en appliquant I’identité de Leibniz pour
[M(O‘a—'(k)’ Old_1(k+1)), a0_|(k+2)], on Obtient,

'y = > £(0)(=DZr=e o
oeBat(p.q)
ko ) <o L+ D)< p<o~ (k+2)

X U1y B+ ® (g1 (k) (g1 g 1)s D1 (k42)]) B+ B U1 (g
+ Z 8(0)(_1)Zr<kaa*1(r)(_1)ao*1(k+l)aa*1(k+2)
oeBat(p,q)
ko~ (k) <o~ (k+1) < p<o~ 1 (k+2)
X dg-1() @ B W([U-1 4y U1 (k12 s A1 (1)) B B U1 (g
=)+ {Vy).

De méme, on vérifie que

(=D a1, pl, (@ p+1, p+q)) ]
_ Z 8(0,)(_1)Zr<iaafl(r)aail(l)@...

oeBat(p,q)
i<k—1;0 " (k)< p<o ™l k+1)
(o=@, 07 i+ D) p+1,....p+q}

® ul@s-1()s Ao=1(141) @ -+ B g -1(4), U144 1H] B - B X114y
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+

3 £(@) (— 1) e,y ® -
oeBat(p.q)
i>k+1L0 7 (k)< p<o~ 1 (k+1)
{o7@) .o~ L+ D)cip+1..... p+q}

B l¥-1(4), %=1 )] B -+ ® (A5 -1(i), Up=1(141) B+ B As=1(p44)
SR e

oe€Bat(p.q)
koM< p<o~Hk+1) <o~ (k+2)

+

X Qo1 (1) © - B [ @1y (=1t 1) X1 (k42)) | B+ @ U1y
— (I//) + (I //) _"_ (II //)'

On vérifie comme plus haut que (I") = (), (II") = (II) et (IIT") = (III) + (IV>), ce qui
acheve la preuve. O

6. G, algebre
6.1. Lo algebre associée a 'H

Par convention, dans toute la suite on notera le degré d’un élément o1 ) =1 ® -+ Q oty €
@" (GI1]) par afi n = > a; et on utilisera des lettres capitales pour les paquets, c’est a dire,
pour un paquet X = o1 Q- - - Qa, € (Q"(G[11)[1] C H[1]ledegréseranotéx =) ' _a; —1=
art,n) — 1.

Le degré d’un élément X;..... X, € S"(H[1]) est alors x1 + - -+ + x,.

(H, i, [, ]) étant une algebre de Lie différentielle graduée, en suivant 1’étude qu’on a fait dans
la section 2, on pourra construire une L. algébre associée a H notée (ST (H[1]), A, £+m), avec

E+mp=6L=[,]1 et (+m)=m=pn.
La comultiplication A est définie sur ST (H[1]) par

X1,
AXp...X)= e( { ’”))X: ®X,
[ty XX
#1>0,#J >0

Le crochet [, ] sur H était antisyétrique de degré 0. Comme 1’on veut une codérivation de
degré 1 pour A, on pose £2(X,Y) = (—1)*[X, Y]. £ devient une application symétrique sur
S2(H[1]) de degré 1. Elle vérifie :

) 6H(X,Y) = (=)0, X),
(ii) (=D (X, Y), Z) + (=D 6 (62(Y, Z), X) + (- DP(62(Z, X), Y) =0,
(iii) mi(2(X, V) = =L (m1(X), Y) + (=D (X, m1(Y)).

On prolonge le crochet £, 4 ST(H[1]) de facon unique en une codérivation de degré 1 de la
cogebre (ST (H[1]), A). Ce prolongement est donné par :

X1 ... X “ n
0(X..... X,,):Zs( ‘ ) ’fux”>£2(xi,xj).xl....z...J....Xn.

£ estdecarré nul £ o £ =0.
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On prolonge, de méme, m; a S” (H[1]) en une dérivation m de degré 1 par :
n
m(X1e.. X)) =Y (=DZ<< X my (X)) X,
j=1
m est commutative et vérifie m om = 0.
De plus, grace a la propriété (iii), ona (£ +m) o (£ +m) =0.
On peut voir alors (ST(H[1]), A, £ +m) comme une L, algebre.

6.2. Le cocrochet k

(H, 6,m) étant une C, algebre. Le cocrochet § sur @p (G[1]) devient un cocrochet « sur

QP (G1][1] défini par :
 PourX=0o1® - ®aqp,

p—1

) ar,
K(X)=Z<<—1>““’ﬂau,,-]®au+1,p]—e( o )

ot agj+1.n] 1,j]

p—1
) Ui U;
=) (—1)“-/+1<U1®Vj+8(v", u’,)“ml,p]@a[l,ﬂ)
J

ounUj=aj1, Vi =0ogj+1,p1, uj =apn,jj— Letvj =agjti,pl-1.

Autrementdit,
p—1

K(X) =Y (=D (U; @V + (U ® V).
j=1

Le cocrochet « sur @p (GI1D[1] est alors cosymétrique (x = 7 o k) et de degré 1.
On prolonge « a ST (H[1]) par :

K(X1e.... Xn)
= Z (—1)Zi<sxi Z (_1)u5+1
1<s<n UsQVi=X
TUJ={1,....n}\{s} Us, Vs#0
X1 ... Xp X1...Xp
X | & X Uy @V Xy +¢ X Vs @U; . Xy ),
X] Ug Vg XJ X] Us Ug XJ

avec

X1 Ug Vg XJ X1 Xs XJ

8( X1...Xp ) —s <XIxn)(—l)Z;e<j xi(_l)Z:;Z; xi.

En posant 712 = 7 ® id et 723 = id ® 7, « Vérifie les identités de coJacobi et de coleibniz :
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Proposition 6.1.

(1) (id®3 + 712 0 123 + 123 0 T12) © (k ® id) 0 k = 0 (identité de coJacobi graduée).
(1) (d® A)ok =(k ®id) o A+ 112 0 (id ® k) 0 A (identité de coLeibniz graduée).

(Voir [4])

Démonstration. (i) On calcule d’abord, (¢ ® id) o k¥ (Xj..... X,), on trouve pour t # s des
termes de la forme :

1): . XUV X5.Ug @ Vs Xk,

2): eX;ViU:.X;.U ® Vs Xk,

3): e.X;.U, V. X;.Vi@Us . Xk,

@: e X; ViU .X;.Vs @ Us. Xk,

(5): &.X;.U U ® Vi Xy ® Vi Xk,

©6): e.X;.Us .V, QU X7 ® Vs Xk,

T: e1.X;1.Vs. Uy @V . X7 QU Xk,

@8): e X;. V. V; QU . XjQU;. Xk.

Etpourt =y, si Xy = Us ® Vy @ Wi on trouve des termes de la forme :

9): . X; .Uy @V Xy @ Wi . Xk,
(10):  €10-X7. Vs QU . X7 ® W Xk,
11: e Xr.Vs @ W X5 ® Us . Xk,
(12):  e12.X1. W, ® Vs.X; ® Uy Xk.
On s’intéresse par exemple au terme (1) = €1.X;.U; ® V;.X;.Us ® V. Xk de (k ® id) o

40 ST X,) et on cherche le terme correspondant dans (id®3 4+ T2 013 + 123 01T12) 0
(k ®id) ok (Xq..... X,,). 1l aparait uniquement dans 71 0 123 0 (k ® id) ok (X7..... X,) avec le
signe —ej.

En effet, le signe 1 dans (1) est déterminé par :

— On part de Xi,...,X,, on le rameéne en Xy, X;, Xy, X5, Xg¢ accompagné du signe
X1 ... Xn
8()(1 Xt XJ Xg XK)'
— On applique «, le terme X;.X;.X;.Us ® V. Xk apparait une seule fois avec le signe
(_1)x1+x,+x1+u,+18< X1...Xn ) )
X] Xt XJ Xg XK

— Apres, en appliquant (x ®id), on obtient une seule fois le terme X;.U; @ V; . X ;.Us ® Vi . X
avec le signe

(_1)x1+xj+us+u,8 < X1---Xn ) _ (_1)U1+Ms+x]+18 < X1...Xp ) =g

X[ Xy XJ Xs XK X[ Xy XJ Xs XK

On cherche maintenant le signe du terme (1) dans 712 o 723 0 (k ® id) o k(X 1..... X5).
— On part de Xi,...,X,, on le rameéne en Xy, X;, Xk, X;, X; accompagné du signe

X1 ... Xn
g(x./ Xs XK Xt xl)'
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— On applique «, le terme X ;.X;.Xg.V; ® U;. X apparait une seule fois avec le signe

(_1)x1+x.r+xl{+u[+]+u,v,€ X1 ... Xp
XJ Xs XK Xi X[

qui s’écrit encore V;. X ;. Xs. Xg ® X7.U; accompagné du signe

(_1))(/+xy+x1(+u,+1+u,vt+u,x1+v,(x1<+xy+x!)8 X1 ... Xp
XJ Xg XK Xt X[

— Apres, en appliquant (¢ ® id), on obtient une seule fois le terme V;.Us; ® V. Xk ® X;.U;

avec le signe

(_1)x_/+xy+x1(+u,+l+u,vt+u,x1+v,(xK+xAv+xj)+x‘/+v,+us+18 X1 ... Xp
XJ Xg XK Xt XJ

— On applique ensuite 117 o 723, on obtient le terme X;.X;.U; ® V;.X ;.U ® V. Xk avec le

signe

(_1)Xj+XAv+XK+Mt+l+utvt+lltx1+Ut(XK+xAv+XJ)+Xj+Ut+M3+18 X1 ... Xp
XJ Xg XK Xt X]

« & Uy XJ Us Ug XK X Uy
X[ Up Uy XJ Us Vs XK

(_I)XJ+xAv+xk+u,+l+utv,+um+v;(x/(+xs+x1)+m+vz+us+1
“ & X1 ... Xpn P XJ Xg XK Xt XJ
XJ Xg XK Xt X] X[ Xt XJ Xs XK
% (_1)x1+(v,+1)(x]+x1<+xs)+u,+v,(x1+u,)+x,x1
= —£1.

Les autres termes se simplifient de facon pareille.
(ii) D’une part, on a

d®A)ok(X1.....Xpn)

= Z (_I)Zi<in Z (_l)us+1 & X1...Xpn
XJ Us X] Vs XK
ISs<n Us®Vy=X,
TUJUK=(1,...,n}\{s} Uy, V0

X1...Xp
XJ Us Vg XK X]

+8< X1...Xp )XJ-VS®X[®U-XK+8< X1...Xp )

x Xj.Us @ X1 ® Vi Xk +3< )XJ'US®VS'XK ® Xy

XJ Us XJ] Us XK XJ Vs Usg XK X]
XXJ'VS®U3-XK®XI>

=H+@D+B+@.

. Xp
XJ

D’autre part, on sait que A(Xi.....Xp) = ZIUJ:{I,...,n} 8();1[ )X, ®RXy.

#1,#J>0



W. Aloulou et al. / Bull. Sci. math. 133 (2009) 1-50 35

Donc,
({d®«)o A(Xq..... X))
o X1...Xp x Z X; us+1
= > s( )(—n H=DyZiesX 3" (=1
1<s<n N X XK Us@V,=X,
TUJUK=(1,....n}\{s} Us, Vs#0
x (s( A s TR )XI ® X;.U; ® Vs Xx
X] XJ Us Vg XK
s( AT s TK )XI ®X;.Vs® UY.XK).
X] XJ Us Ug XK
Alors,
Tpo (id®k)o A(Xq..... Xn)
_ X1...Xpn 1NV Zi Xi _1\us+1
= X (S JevrenTer 3o
lgsgn Us®@Vy=X
TUJUK={1,...,n}\{s} Us, Vs #0
X] XJ Us Vg XK
X <8 (.XJ I X] vy XK) X; Uy X1 Q Ve Xk
X] XJ Usg Vg XK
+¢ <XJ — XK>X].VS ® X, ®US.XK>
=(5) +(6).
De plus, en écrivant que A(Xj..... Xn) =D 1ui=(1,..n} 8();11;1’1))(‘] ® Xy,ona
#1#J>0
(k ®id) o A(Xq..... X))
. X1 ...Xpn iy Xi us+1
= Z g( )(_1) ies i Z (—1)%s
lgsgn xj xS XK XI Us®v.v:Xx
TUJUK=(1,....n}\{s} Uy, Vg0
XJ Xg XK X[
X <8 <x1 U Vs XK x]) X;j. U @ Vi Xk ® Xy
+e( X T )XJ.VX ® Uy Xk ®X1>
XJ Ug Ug XK X]
=(7) 4+ (8).
Un calcul nous montre que (1) = (5), (2) = (7), (3) = (6) et (4) = (8). Montrons par exemple
que (1) = (5).

En effet, dans (1), le terme X ;.U; ® X ® V. Xk apparait avec le signe
(—1)Zi<sxi+us+18< X1...Xp ) .

XJ Usg X] Vg XK

Dans (5), ce terme apparait avec le signe
e X1...Xp (_I)Ziejx,'+x1+u5+1€ X[ XJ Us Vg XK
X] XJ Xg XK XJ Us X] Vg XK

Xi

_ (—1)21'561 xi(_l)Z;’glg (—1)Sies Gitartus+l
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e X1...Xp e X] XJ Usg Vg XK
X] XJ Ug Vg XK XJ Usg X] Vg XK
_ (_I)Zi<s xi+us+18 X1...Xp
XJug Xy Vg xg J°
Ce qui montre que (1) = (5).
Donc, on trouve que (id @ A) ok = (k ®id)o A+ 120 ((id®K)0 A. O

Finalement, I’espace (S (H[1]), k) est une cogebre de Lie. On vérifie que m est une codéri-
vation de degré 1 de ST (H[1]) pour le cocrochet k.

Proposition 6.2.
(d®m+m@id) ok = —k om.

Démonstration.
On a
kom(Xi..... Xn)
n
=Y (DX (X m(Xy). . Xy)

:Z(_1)2i<sxi+”f+l+2i<rxi (8 (xl...ulv,...(xs + 1)...xn)
— Xy up vy (xs + 1) xy
XX[-U[@Vt-m(XS)-Xj+€(X1 ..u,v,...(xs—i—l)...x,,)

xp (xg+ 1) uy v xy
x X1.m(Xs).Us ® V. X,

X1 upr .. (xg +
+8( xlvtut(xs—{—l)xj ) Vt®Utm(X)XJ

X1...UrV X
—‘1-8(] tlt . (v

X .m(X5).V, @ Up . X
x7 (g + 1)v,utx1 1-:m(Xs).Vi ® Uy J)

xpur v (xs+1) xg

n Z( 1) Zias Bt 145 it 1(8 UV (s + 1) ~xn>

t>s

XX] Ut®Vt m(X)XJ
+8( 1...UtVg. (.Xg

X;.m(Xy).U @ V,.X
xp (x5 + l)uzvz)w 1:m(Xs)-Ur ® Vi- Xy

X7 vr ur (X5 + 1) Xy

X1...UrV X
Ny 1 tUt - (s
xp (xg+1) vu, x/

+€(x UV (X F )X, Vi@ U;.m(Xs). Xy

X;.m(Xy). Vi @ Us. XJ)

n
Y X+ (s DL x1...(ug+ 1) vg...x,
+Z]< D (s( ot Dy ) XImU) @ Vs Xy
S=

» (x1 (s 1) vs-~-Xn) X1V, ®m<Us>-XJ)

xp v (ug+1) xy
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)i Xitustl X1.o.oous (vs+1)...x, ‘
b <8< xrus (vg+1) xg X1.Us ®I’I’l(VA).X‘]

Xt...ug (vs+1)...x,
+e& ( X (v + 1) 1y %7 )X;.m(Vs) ® Us.XJ)
=D+ +C)+BH+G)+O®)+ )+ @B+ () +10)+ (11) + (12).
Apres, en calculant (id®@m) ok (X1..... X,), onobtient —(1) — (3) — (5) — (7) — (10) — (11)
et en calculant (m ® id) o K (X1..... X,), on obtient —(2) — (4) — (6) — (8) — (9) — (12). Par
exemple, le terme X;.U; ® V;.m(X;).X s de (1) apparait dans « o m(Xj..... X,) avec le signe

(_I)Zi<sxi+ut+l+zi<txf8 (Xl <o ULVp . ()Cs + l) .- .Xn) )

xpug vy (xs+1) xy

Ce méme terme appait dans (id @ m) ok (X1..... X,,) avec le signe

(_1)Zi<;xi+ul+1(_1)x1+ul+vl8 <x1 e UV X L ..Xn>
X1 Up Ur Xs XJ

Xl...MtUt...(.XS—Fl)...Xn S xitu+] X7 4u;4v
= —1 i<t t — )M T T
8( xpur ve (x5 + 1) xg >( ) =1

Yics it isg Xi
x (—1) ieJ iel

_ (_1)vl‘+21<i<xxi+18 XUV (xs+1)...x,
xpup vy (xg+ 1) xy '

D’ou, le résultat. O
On vérifie aussi que le crochet £ est une codérivation de degré 1 de S*(H[1]) pour « :

Proposition 6.3.
(d®L+L®id)ok =—Kkol.

Démonstration. On a d’une part,

ko l(Xi..... X,)
_ X1...%Xp - vy
_K<Zg<x,-x,-x1...ij...x,l)EZ(X”X/)Xl'"'l"']""X”>
1<j
. X1...Xp ‘ '
_K< Z s(xixjx]>£2(x,,xj).xj).
i<j
J={L,....n\{i, ]}
Dans k 0 £(X1..... X,), il apparait un terme (/) de la forme

60X, X)) X5 Us ® Vs X,

avec le signe

g1 = (_l)x,-+xj+x11 Fis g X1.--Xn
Xi XjXj

otuonaposé J=JyU{s}U J>.
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D’autre part, cherchons le terme correspondant dans (¢ ® id) o x (X1..... Xn).
Ona

€ ®id) ok (Xi.....Xn)

=(£®id)<z Z Z (—1)Zr < wrbest

i< S o Us®Vs=X,
T nun=(1n\gs) YV 2

X[ ... .Ug Ug...Xp
XS(X,’)C]‘X]IMSUS)Ch) i J J1 Us®vs Jz+ >

—(—1 D oas Xrtug+1 X1 Us Vg oooXp (X X)X 7. Vo.X
=1 ¢ Xi Xj Xj, Us Vs XJp 2(Xi, ]) 7-Us @ Vo X +

Le premier terme (1) = £(X;, X ;). X, .Uy ® V. X, apparait donc avec le signe

Xi Xj XJy Xs XJ,

(_1)2,<er+us+l(_1)zrr€<f2 Xr (_1)Zr€f1@fi,j} xrg < Xl oo Xg.oo o Xp >

X X1...X
= (=1t L (Tt ) gy
Xi Xj XJ

Alors, (I) = —(1). De méme, les autres termes apparaissent dans le premier membre et le second
membre a un signe (—1) pres.

Il reste juste le cas ou on coupe £2(X;, X ;) par «, on va I’étudier comme le cas ol on a deux
paquets.

Eneffe, si X =1 @ - QapetY =ap11 @ ® apyy, On sait que

0r(X, Y):(_l)x Z 8( aj ...0p4q )

geBat(pyq) a(f_l(l) .. .ao.—l(p+q)
o < p<o~  k+1)
X o1(1) & B U1y o144 )| B+ B U1 (pg)-

Alors,

Ko lr(X,Y)

:(_l)x Z 8( a“ ---ap+q )

geBat(p’q) ao.—l(l) ...ad—l(p+q)
ko V)< p<olk+1)

% Z((_I)Z;gz OO0 @ ® Uiy ® U1 4 n B
t<k

® [“afl(k)a Ol(rl(lc+1)] & @“0*1(p+q)

_ (_1)Zi>ra{7_1([)8 < aj ... aﬂ+q )ag1(1+1)@"'
Ao=1+1),0 7 (p+q)]* Yo~ (1).0~ 1 (1)]

@ [Olo.—l(k), aafl(k—i-l)] @ .. .@a()'*l(p—kq) ®a0"1(l) @ cee @Olo-l([)>

+ Z((_l)ZiSt agflmagfl(l) @ . @ [aofl(k)’ aofl(k+1)] @ con

t>k
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B U513 ®Us1(141) B - B U1 (ptg)

()T % < ai ... apiq >a01(1+1) ®---
Ao~ (t+1),0 7 (p+9)1> Yo' ().o 1 (1)]

B As-1(prq) ®As-1(1) @"'@[%l(k)v%1(k+1)]@”'@%1(z))
=+ +G)+@.

Sachant que « passe au quotient modulo les battements, alors, par exemple pour le terme (1) =
Up—1(1y @+ B Ug—1(5) ® U141y B+ B [Ag-1(k), =1 (k1)] &+ @ U5-1()p44) qui apparait

dans k 0 £»(X, Y), on a nécessairement o, -1 (1)s -+ Og—1(p) appartiennent tous a2 X oua Y. Alors,
on a nécessairement &1y ® @ y-1) = Q@ QU -1(y B+ QU1 =Upt1 &
N @aerl‘

Supposons, par exemple, que le terme (1) s’écrit :

Upi1® - Uiyt @141y B+ B [Uo-1(4): Ap-164 H] B+ - B U -1(p 1)

N . x aj ...tlp_H]
Il apparait dans « o £2(X, Y) avec le signe (—1) E(“Ufm)m%fl(pw)

Cherchons le terme correspondant dans (id ® £7) o (X, Y).
Posons U =ap11 @ - Qapyr et V=0p11411 & - Qapiq. On sait que

)(_1)2p+l§i§p+r i

q
XxXuv
KX, Y) =Y (=D (u . ) U @pirs1 @ Bpig)-(1 - ®ap)

— VX
-1_— d’autres termes. ..
En appliquant (id ® ¢7), on obtient :
(d® €)ook (X,Y)

q
:Z(_l)u(_l)x+u+18 <z u U) U®€2(Olp+[+1@"'@ap+q'al@"'@ap)

VX
=1
+ d’autres termes. ..
On considere une permutation A de S, définie par :

p+i, sil<i
i—q, sig+1

q,;
i<p+gqg.

NN

AG) = {
Posons B; = a ;). Alors,

(d® ) ok(X,Y)

— 1yt (YUY bli+1,p+q]
- n () )

~ =1+ 1.0~ (pt)]
neBat(q—1,p); 1~ () <g<n~' (k+1)
XU PBy-1441) @ ®By-1) By-1 (k1] 8+ @ By—1(ptq) + d'autres termes. ..
ou 7 est un battement de Bat(q — ¢, p) définisur {r +1,..., p+q}.
Dans la somme précédente, fixant n € Bat(q — ¢, p) telle que n(i) = o o A(i),Vi € {t +
1,..., p+g}. On construit, apres, une permutation v de S, définie par :
1. p+i, sil<i<t
vo(i) = 1 . ,
n (@), sit+1<i<p+g.



40 W. Aloulou et al. / Bull. Sci. math. 133 (2009) 1-50

On vérifie que v appartient a Bat(q, p), B,-14;) =51y, Vi €{1,..., p+ g} etque

c < b[l,p+q] > — (_1)a[1_17]a[p+l,p+q]8 < a[l,PJrQJ > .
b[vfl(l),vfl([?-iﬂ)] Ao=1(1).0~ (p+q)]

Mais, par construction vlk) < q < v~k 4+ 1). On construit, alors, une nouvelle permuta-
tion p de Sp44 définie par :

p ti)y=v7l0), Vietkk+1}, pll=vik+1 et plk+1)=v1k).

On vérifie que p appartienta Bat(q, p), B,-1y = dg-1(), Vi & {k, k+ 1} Bo-16) = A1 441>
Bo-1(e41) = o1 P~ (K) <p < p~ ' (k+1) et que

e < bit.pta) ) — (= )AL+ pral g ( 1. ptq] ) (= D)%~ 1w % 1wt
brp-11).p= (p+4)] Apo=1(1),0~1 (p+q)]

Enfin, le terme

U Bp144n B BlBp-100): Bp1h+)] B B Byt (prg)
=0pt1 @ Bt U111y B B =111, Up-11) ] B - B W14

apparait dans (id ® £3) ok (X, Y) avec le signe

(—D)atptotly (xuv) (= D)ALP1p+1p+al g ( 1. p+q] ) (= D)% %l
uvx Ao=1(1),0~ ! (p+9)]

Donc, le terme otj11 @ -+ @ oyt @ U141y B+ Q [Ag—1(1), Ap—1 44 1)| @ = B U—1 (14
apparait dans (id ® £7) o k (X, Y) avec le signe

(—1)**tvg <xuv> (= D)LP1%p+1ptgl g (a a1, p+q1 ) (—1)
[ ]

uvx o=l (1,0~ (p+q)

— (—1)x+v+1(—l)xall"*'lvl"*"”(—l)allvﬂlall)+1.]7+q18 ( a1, p+q1 >
Yoo L p+g)]

— (_1)x+u+18 ( a[1>P+4] > i 0

Ao =110~ (p+q)]

6.3. Goo algebre

On a construit deux codérivations m et £ de degré 1 pour la comultiplication A de la co-
gébre cocommutative et coassociative (ST (H[1]), A) et pour le cocrochet x de la cogebre de Lie
(ST(H[1]), «) vérifiant m o m = 0 et £ o £ = 0. De plus, la comultiplication A et le cocrochet &
vérifie I’identité de coLeibniz

(d®A)ok=kKk®id)oA+Tp0(id®K) 0 A.

On dit que (ST (H[1]), A, k) est une cogebre de Gerstenhaber graduée.

Comme ¢ + m est une codérivation de degré 1 de (S+(H[1]), A, k) vérifiant I’équation
maitresse [£ +m, £ +m] = (£ +m)? = 0. Alors, (ST(H[1]), A, k, £ + m) est une cogebre de
Gerstenhaber différentielle graduée.
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Définition 6.4 (G, algeébre). Une G, algébre est une bicogebre de la forme G(G) =
(ST (®+ (GI1D[1]), A, k) munie d’une codérivation pour les deux structures A et k notée £ + m
et de carré nul.

Soit G une algebre de Gerstenhaber, alors, G(G) = (S+(®+(g[1])[1]), A, k, L+ m) avec

Lr=0 sik#2, HX,Y)=(=D'[X, Y], mg=0 sik#1, m(X)=puX),
X, YeH= @“L (G[1])) s’appelle la G, algebre enveloppante de 1’algebre G.

Remarque 6.5. Pour définir une codérivation Q de la bicogebre (S+(®+(g[1])[1]), A, k), il
suffit de se donner une suite d’applications T

o™ Q" (Guit..... Q" (G- G (p1+-+ pa=N).

(Cette construction est explicitée dans la section suivante pour des morphismes de bicogebres.)

Une G algebre est la G, algebre enveloppante d’une algebre de Gerstenhaber si et seulment

si sa codérivation £ + m vérifie (£ + m)g:/) pn = 0 sauf pour (£ + m)ﬁ) et (£ + m)(zz).

7. Cohomologie de Chevalley—Harrison des algebres de Gerstenhaber
7.1. Morphismes de cogébres entre G, algebres

Rappelons que si S*(g[1]) et ST(g'[1]) sont deux Lo, algebres, resp. si @Jr(A[l]) et
@(A/ [1]) sont deux C algebres, un morphisme F de L, algebre, resp. de C, algebre entre

ces deux algebres est un morphisme de cogebre qui commute avec les codifférentielles £9 et 09,
resp. les codifférentielles m* et m4". De plus, les morphismes de cogébres sont caractérisés par
leurs projections Fj,

Fu:S"(al1l) = b resp. Fy:(X) (A[l]) > A'.

Dans le cas de G algebres, ST(RT(GIID[1]) et ST(®T(G'[1D[1]), on dispose de deux
coproduits : A et k. o o

Proposition 7.1 (Les morphismes de cogebres entre deux Go-algébres). Un morphisme de co-
gébre F : S+(@+(g[1])[1]) — S+(@+(g/[1])[l]), c’est a dire une application linéaire telle
que

(FF)oA=AoF et (FRF)ok=koF,

est uniquement caractérisé par ses projections dans G', que I’on note :

Forem QR (G1)- ... R (G111) — G

Nous ne démontrerons pas cette proposition annoncée dans [4] et [7]. Nous allons seulement
expliquer comment reconstruire F' a partir des f}, . p,. On vient de voir qu’il suffit de retrouver
les projections

Es"(@ (o))~ @ (@)
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pour caractériser F'. On va donc se contenter de décrire la construction des applications F, a
partir des applications [y, .. p,-
Soit donc Xj..... X, un élément de S" (®+(g[1])[1]), avec

F,(X1..... X,) est une somme de produits tensoriels modulo les battements de f(Yx)
(I <k <t)oules Yy sont des produit . de parties des X ; de la forme :

u/ :arji+1 @ar{i+2@"'@a;{i+l O<ry<pj).

On envoie donc les produits (U} ® -+ ® Urll) ..... (U ®---® U;!) sur des sommes de termes
de la forme
fane--- e fry=f(vi.... V)@ ® f(Vf.....V}).

Les Vzk forment une permutation des Ui/ . Siun X; n’est pas décomposé (r; = 1), il ne peut

apparaitre qu’en facteur d’au moins une vraie partie Uij , d’un autre X (rj» > 1). Si un X; est
décomposé (r; > 1) chacune de ses parties apparait dans un Y différent. Enfin, il y a autant de .
et de ® dans I’expression de Xj..... X, que dans celledes f(Y]) ® - ® f(¥3).

Etape 1. Description des découpages des X ;.

On utilise un tableau 7 a n lignes. On découpe les X ;. Chaque ligne j du tableau T a r;
cases. Dans chaque case, on place les portions de X ; dans I’ordre du découpage ainsi : si on écrit

X;= U{@n-@Ur]j,onaurauneligne:

ol |- Ul
vi\uj |- |ul

Notons L = nombre de lignes, C = nombre de colonnes, N = nombre de cases de T'.

Par exemple si on envisage de décomposer X1.X2.X3.X4.X5.Xg €n
X1:(U2@V2). X3.(Us @ V4@ Wy).(Us® Vs @ Ws ® Rs).(Us @ Vs),

on posera :

X

Uy | Vo
X3

Uy | Vy | Wy
Us | Vs | Ws| Rs

Us | Vo

Le tableau T caractérise maintenant la décomposition de Xi..... X,.
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Etape 2. Suppression des lignes de longueur 1

On appelle 77 le sous-tableau obtenu en enlevant toutes les lignes de longueur 1 de 7. Il est
clair que I’on peut reconstruire 7 a partir de 77 . Celui-ci caractérise donc aussi la décomposition
de notre mondme. Dans notre exemple :

Uy |V
Uy | Vy | Wy
Us| V5 |Ws| Rs
Us | Ve

T =

Notons L; = nombre de lignes, C1 = nombre de colonnes, N; = nombre de cases de 77 et
h=L;—1.

Etape 3. Construction du coeur de 7’.

On dessine tous les tableaux 7> ayant & cases vides tels que la longueur des lignes décroit
de haut vers le bas. Dans notre exemple, ce nombre est 3. Dans notre exemple, il y a quatre
possibilités :

On ajoute ensuite une case vide a 7> en dessous de chacune des colonnes de 75> (s’il n’y a aucune
colonne, on ne fait rien). On obtient un tableaux 73. Par exemple si on retient le second 73 ci
dessus, on obtient,

T2= —> T3 =

Etape 4. Construction de 74 vide.
On ajoute a la premiere ligne du tableau ainsi obtenu autant de cases qu’il faut pour obtenir
un tableau 7 ayant le méme nombre de cases que 77, c’est a dire tel que Ngs = Nj.

Remarque 7.2. On a ajouté N| — N3 = N1 — (h + C») cases a la premiere ligne de 73. Alors, Ty
a donc C4 colonnes ou

Ci=C3+ N —(h+C)
=N; —h=N — h —#{X; non décomposés}

Par exemple si on retient le second 73 ci dessus, on choisit, puisque 7} possede 11 cases :

T3 = — T4=
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Etape 5. Remplissage de 74.

On remplit ensuite 74 en mettant dans chaque case une des lettres de 77 ainsi :
On lit 71, ligne par ligne, de la gauche vers la droite. Pour la ligne j de T, de longueur r;, on
choisit r; colonnes de Ty telles qu’il y ait dans chaque colonne au moins une case vide. Disons

CityernsCi < <lip. ‘ S i j
ue ces colonnes sont ¢;, avec ;- On place la k"¢ entrée U/ de la ligne

re

de T dans la premiere case libre de la colonne n° i; lorsqu’on parcourt la colonne de haut en
bas. On obtient ainsi un tableau rempli 7. Par exemple :

Uy |Ug | Vo |Wy| Vs |Ws| Rs | Ve

Ty = Us | Vy
Us

Etape 6. Ajout des X ; indécomposés.

On ajoute des cases au tableau 74 en dessous des colonnes existante de Ty (exactement N — Ny

cases). On remplit ces cases en mettant les X ; = Ulj indécomposés de T. On obtient un tableau
Ts. Par exemple :

Uy |Usg | Vo W4 | Vs |Ws| Rs | Vi

Ty o T5 = U5 V4 Xl
Us | X3

Etape 7. Définition de T".

On range chaque colonne du tableau 75 ainsi obtenu dans I’ordre croissant du haut vers le bas.
C’est a dire, on construit des colonnes cl’. de la forme :

J1
U,

J2
Us,

avec j1 < --- < ji.

Jt
Uy,

On obtient ainsi un tableau noté 7".
Dans notre exemple :

Uy Uy | Vo | X1| V5 |Ws5| Rs| Vs

T = Us | X3 | Wy
Ug | Va

Etape 8. Calcul des F(T").

A chaque colonne ¢ de T’ (1 <i < ), on associe un élément f(c;) de G’ qui est simplement
I’image par f du produit . des termes de la colonne. Finalement on définit F(7’) comme le
produit (7, T") ®;_, f(c;) modulo les battements avec le signe obtenu a partir de la permutation
passantde T a T'.
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Dans notre exemple, on pose donc

f(Y) = fU)

f(Y2) = f(Us.Us.Us)
F(Y3) = f(Va.X3.Va)
f(Ya) = f(X1.Wa)
f(¥s) = f(Vs)

f(Ye) = f(Ws)

F(¥Y7) = f(Rs)

f(¥3) = f (V).

Donc

F(T=e(T.ThfXDQ f(¥2)® & f(¥s).

Etape 9. Calcul de F(X;..... Xn).

La quantité F(X;..... X,,) s’obtient en faisant la somme des F(T') pour toutes les décom-
positions 7 de X;i..... X, et pour chaque T pour tous les tableaux 7’ qu’on peut construire a
partirde T :

F(Xie. X)) =) eI, ThfY)Q [(¥) @ & f(Ycy)-
7,7

7.2. Cohomologie de Chevalley—Harrison
On a la définition naturelle :

Définition 7.3 (Morphismes de Goo algébres). Soit (S+(®+(g[1])[1]), Ak, + m) et
SHRT@G DD, A k' € + m)  deux  Goo Egébres. Une  application
F: ST(®+(Q[1])[1]) — S+(®+(g/[l])[1]) est un morphisme de G, algebres si F est un
morphisme de cogebres :

(FQF)oA=A'oF, (FRF)ok=«'oF,
de degré 0 qui préserve les codifférentielles :

Fo(+m)=( +m)oF.

Soient (G, A, [, ]) et (G', A, [, ]) deux algebres de Gerstenhaber. Comme précédemment,
cherchons a construire un morphisme de G, algebres F. On a vu qu’en tant que morphisme de
cogebres, F est caractérisé par la suite des applications (f},...p,). Donnons-nous un morphisme
d’algebres de Gerstenhaber fi : G — G’ et cherchons a construire des applications f), .., sui-

vantes. Dans cette partie, nous noterons ces applications f,S’,V ) mSiYy pj=N.
Supposons connues tous les f,S’f) p, aveC k= p1 +---+ p, < N, on cherche les f;,N)p, .
-

Si X est un élément de Q"7 (G[1])[1], on notera aussi p(X ;) le nombre p;.
Si on applique (¢ +m') o F — F o (€ +m) & X1.....X, avec X; € @" ¥/ (GID[1] et

Zj p(X;) < N, aucun terme en f;{v)p, n’apparait.
-

r
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Ces termes apparaissent lorsqu’on applique (¢’ +m') o F — Fo (L +m) a Xj..... X, avec
> j p(X;) =N + 1. On trouve les termes suivants :
Dans (F o £)(Xi..... X,),ona:
(Fof)(Xy..... X)
=Y A F(6(X;, X0 X1 ] kX
= XjXRX1... ] ko Xy

_ e X1 Xn (N)
e XXXt J ok x ) TP FPXO =1 (XD, e p ()
Jj<k

X (X7, XK X1eo J ok Xy)

Dans (F om)(Xj..... X,),ona:
(Fom)(Xq..... X))
= Y (=DZIF(X e my (X)) Xy)
Jj/p(Xj)>1
—_ i<jXi (N) .
= Y DRt pon (X1 mi (X)) X))
J/p(Xj)>1
Par ailleurs, dans (¢ o F)(Xi..... Xn),lestermes en f ) n’apparaissent que dans les termes

d’ordre 2 du développement de F. Avec les notations ci-dessus, il faut, en effet, au moins un
produit de deux paquets et que I’'un contienne N vecteurs de G'. 1l reste seulement :

' o F)(Xq..... Xn)
_ , X1 ... Xp ) (N) A
By (;) IZ (8 (xjxl...j...x,,) hi (Xf)'fp<x1),...f...,p<xn>(X"'“J""X")>
JIpXj=
+ Z termes en f (.
r<N
De méme pour (m’' o F)(Xj..... X,), les seuls termes en f V) apparaissant sont :
(m' o F)(Xi..... X))

_ X1 ... Xy ., )
= > s( . n),nf(f1 @her™ o

J/p X1 XjX1...]...%

< (@] @ @ad,) Xie. ] X))

X1 ... Xp (N)
e (xl ...f...xnxj)m/(f”""'f-"vl’r’l’j—l
><(Xl....f....X,,.(ot{@n-@aj ))@fl(l)(a{;j))

pj—1
+ Z termes en [,
r<nN

L’ opérateur de cobord dc g dit de Chevalley—Harrison associé a cette construction de F et a
fl(l) est donc le suivant.
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L’espace des cochaines est I’espace
V=Y Hom(®" (@)1..... Q" (G111 g1~ N —n).
p1+-+ppn=N - -

Le cobord degy : CN — CNH est de 1a forme dey = d, + dy avec

(dnf5V) ) (X1 X,)
. (N+1)
- (dmf)pl..‘(p*—i-l)..‘pn (Xl ----- Xn)
_ DY (M (N) j j
=Dz () @ £V (X (@) @ R X,))
i s . . _
+(—l)apj'Zl>l”m,(f]§f\,}.)..,pj—l ..... Pr(Xl ..... (a{@...@a;’j_l)....xn)
1
®f( )(al’j))
(=)< M (Xpe.. m(Xj).e.... X,).
R N N+1 -
De méme, d; : Cp1 n _>Z‘, QHr=p+1 Cq]’qz’p]“_/_._p s’ écrit
N _ N
(dgfl’l---l’n) - Z e gy ap.proin’
j
q1+q2=pj+1
Avec
1. Sig; > letgy > 1, alors
(N+1)
@ef) gy o progpn X112 X1 Xn)
1y2X1...]...X X
:—g(y Y j ”)(—1)Zz<ﬂf N (K £ (Y1, Y2 X,
X1...Y1Y2...Xp
2. Sigi=1etgy=p;>1,alors
(N+1) A
@D YaXie . f X
X
:_8<y1y2 e )( D% N (X (YL YD) X
yiy2.
Yiy2Xy...J ... Xn 1 (1) (N)
e Y4 YO, )0 (Xie.o..s Yoo.... Xn)).
(ym”_yz'_‘xn) (fL7 ), £ 50 p n))

3. On ala méme formule par symétrie sigp =1 et g = p; > 1.
4. Enfin, si g1 = g2 =1, alors

(e f)NTD o NXi LX)

1,1,p1j...
yiyaxy...J ) ™)
—f Y. £V, (X Ya.....X
<y1x1...y2...xn> (f ( )fpl PN 2 n))
VIY2X1... ] - o
+el " T T Oy (X Yieoo o X £
<x1...y1 ..xnyz) (fm oy (X1 1 n)-fi '« 2))

- IV2X] oo ] i X
—(—1)2:<we(yly ylyzf x”) M) (Koo b(Y1.Y2)e o X).
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Proposition 7.4 (dcy est un oprateur de cobord). Soit fl(]) : G — G un morphisme d’algébres

de Gerstenhaber. Alors

(i) Pour tout N, fl(l) + Zp|+-~+pn=N f;f{.)_pn définit un morphisme de G, algébres a l’ordre
N + 1 de G(G) dans G(G') si et seulement si :

den( X 1,)=o

p1+-+ppn=N

(i) Pour tout g = ZPIJF_“_H?":N_] gg,llvffl,,)i f +dcug est un morphisme a l’ordre N + 1.

(iii) On a donc

dcgodcu =0.
8. Un exemple

Dans cette section, nous allons montrer comment le premier cocycle fondamental de la co-
homologie de Chevalley des champs de vecteurs a valeurs dans les fonctions survit dans la
cohomologie de Chevalley—Harrison d’une sous algebre de Gerstenhaber naturelle de Tpoly (R9)
a valeurs dans le corps de base.

On note G = Tpho‘}ry“(Rd) I’espace des tenseurs totalement antisymétriques

o= Z oG A A D,

i <-<ig

tels que chaque coefficient o/ est un polyndéme homogene de degré k.

Tp}g}‘;(Rd) est une sous algebre de Gerstenhaber de Tpoly (RY). En effet, si «, B € Tph(ﬁ‘;l (RY),

alors, o A B et [a, B]s sont encore des tenseurs homogenes et ils appartiennent a Tpho‘}ryn RY).
D’autre part, G’ = R muni de la multiplication usuelle & A 8 = a8 et du crochet nul [, 8] =0
est une algebre de Gerstenhaber pour la graduation degré(a) = 0, quel que soit & € R. L’ appli-

cation

. hom /pd\\0 .
fl1 : T;)‘}I;‘(Rd) R ar {a, S% «e (Tpoly (R
0, sinon

est un morphisme d’algebres de Gerstenhaber.
Ceci définit donc une cohomologie de Chevalley—Harrison sur les espaces

cy = Hom((g)”‘ (G- ... @”” (G, G — N — n]).

On sait dans [1] ou [2], que le premier cocycle fondamental de Chevalley pour les champs de
vecteurs ou les tenseurs linéaires est un 3-cocycle qui s’écrit :

i i2 i3 i i3 i

[, @, a3) = diy001 9y 00y’ jy005” — B0y 0y 3’ ey’

N s . . 3 3 . . P

Considerons donc I’application f}|, € Cj,, définie ainsi :
3 i i2 i3 i i3 i
flll((()ll).(()lz).((){3)) = 8,'3011 8l~1a2 8i2a3 — 3,‘20[1 3,‘1013 3[30[2 s

si tous les «j sont des champs de vecteurs, 0 sinon. (On a utilisé€ la notation (cz) pour représenter
un paquet contenant le seul tenseur «.)

L’ application f = ff’“ n’est pas nulle car f1311(()C182).()C283).()C3 01)) = 1. Elle est bien défi-
nie sur G(G). De plus, elle est un cocycle car dy,, (f) € Cgll mais f(m(a ® B), a2, 3) est non
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nul seulement si & A 8 est un champ de vecteurs, c’est & dire si o est une constante et § est un
champ de vecteurs ou S est une constante et o est un champ de vecteurs.

m’(fl1 (o), f(B, a2, @3)) est non nul seulement si « est une constante et S est un champ de
vecteurs.

De méme, m'(f (o, az, a3), fl1 (B)) est non nul seulement si 8 est une constante et « est un
champ de vecteurs.

Il nous reste

(dn (@), (B), (@), (@3)) = — fi}1 (@B, a2, a3) + afy (B, a2, 23) =0
ou

@ (@), (B), (@2), (@3)) = Bfi) (o, a2, a3) — £ (@B, 02, 03) = 0.

D’autre part, d¢(f) = 0. En effet, on a £’ = 0 et nécessairement dy( f) € C‘l‘m.
Alors, les seuls termes restant sont de la forme f131 1 E(@).(B))-(y)-(8)). Ces termes sont
différents de O seulement si «, B, y et & sont des champs de vecteurs. Il ne reste que :

e 1111 (@) (@) (3) - (0))
= f([a1, @2ls, a3, 04) — f([o1, 3]s, @2, 04) + f([or1, als, @2, @3)
+ f([o2, 3]s, a1, 04) — f([o2, aals, a1, 3) + f([e3, asls, a1, a2)
= (dc (a1, a2, a3, a4) = 0.

De plus, f ne peut pas étre un cobord car la seule possibilité serait f1311 =dy (g%l) avec
dn( g%l) = 0. Mais, puisque f1311 s’annule sur les tenseurs qui ne sont pas des champs de vecteurs
et puisque £((«).(8)) = —[«, Bls n’est un champ de vecteurs que si « et 8 sont des champs de
vecteurs, on peut supposer que g%l s’annule sur tous les paquets (o), (8) sauf si o et 8 sont des
champs de vecteurs.

Alors, I’équation f1311 =d (g%l) s’écrit f =dc (gfl) et on sait que f n’est pas un cobord pour
la cohomologie de Chevalley.

Théoréeme 8.1. La cohomologie de Chevalley—Harrison de TP™(RY) a valeurs dans R n’est pas

o poly
triviale.

Remarque 8.2. Ce cocycle est du type des opérateurs définis par des “graphes avec paquets"
introduits par Gammella et Halbout (voir [6]). Il est associé au graphe :

Le fait de se restreindre a Thom

poly (R9) nous a permis d’éliminer dans le calcul de d,, ( f1311) le
graphe suivant :



50 W. Aloulou et al. / Bull. Sci. math. 133 (2009) 1-50

Références

[1] W. Aloulou, D. Arnal, R. Chatbouri, Cohomologie de Chevalley des graphes vectoriels, Pacific J. Math. 229 (2)
(2007) 257-292.

[2] W. Aloulou, D. Arnal, R. Chatbouri, Chevalley cohomlogy for linear graphs, Lett. Math. Phys. 80 (2007) 139-154.

[3] D. Arnal, D. Manchon, M. Masmoudi, Choix des signes pour la formalité de M. Kontsevich, Pacific J. Math. 203 (1)
(2002) 23-66.

[4] M. Bordemann, G. Ginot, G. Halbout, H.C. Herbig, S. Waldmann, Formalit¢ G~ adaptée et star-représentations
sur des sous variétés coisotropes, math.QA/0504276, v 1 13 April 2005.

[5] G. Ginot, Homologie et modele minimal des algebres de Gerstenhaber, Ann. Math. Blaise Pascal 11 (1) (2004)
95-126.

[6] A. Gamella, G. Halbout, G »o-Formality theorem in terms of graphs and associated Chevalley—Eilenberg—Harrison
cohomology, Comm. Algebra 33 (10) (2005) 3515-3528.

[7] G. Ginot, G. Halbout, A formality theorem for Poisson manifolds, Lett. Math. Phys. 66 (2003) 37-64.

[8] M. Kontsevich, Deformation quantization of Poisson manifolds, Lett. Math. Phys. 66 (3) (2003) 157-216.

[9] J.L. Loday, Cyclic Homology, second ed., Grundlerhren Math. Wiss., A Series of Compehensive Studies in Mathe-
matics, vol. 301, Springer, 1998.

[10] D. Tamarkin, Another proof of M. Kontsevich’s formality theorem, math.QA/9803025.



	Algèbres et cogèbres de Gerstenhaber et cohomologie de Chevalley-Harrison
	Introduction et motivation
	A algèbres et cohomologie de Hochschild
	L algèbres et cohomologie de Chevalley
	C algèbres et cohomologie de Harrison
	Cohomologie de Harrison des algèbres commutatives
	La cogèbre (+(A[1]),delta)
	Morphismes et codérivations
	C algèbre, morphismes de C algèbre

	Algèbre de Lie différentielle associée à une algèbre de Gerstenhaber
	Algèbres de Gerstenhaber
	La C algèbre vue comme une algèbre de Lie

	G algèbre
	L algèbre associée à H
	Le cocrochet kappa
	G algèbre 

	Cohomologie de Chevalley-Harrison des algèbres de Gerstenhaber
	Morphismes de cogèbres entre G algèbres
	Cohomologie de Chevalley-Harrison

	Un exemple
	Références


