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A LA MEMOIRE DU PROFESSEUR PAUL ERDOS

Denote, for re N* and 4> 0, by &(r, 1) the statement that, for almost all r-tuples
(ny, ny, .., n,) e N', there exist divisors d;|n; (1< j<r) such that

0 <log(d;/dy) < (logm) ™" (2<j<r).

In the case r=2, the first author proved that, if ¥ =log4 —1, &(2, 1) holds when
A< ¥, but fails when 1> A¥. In this paper, we study the case when r > 3. We show
that there exists a critical point ¥ = — 1+ (3/2) log 2 such that &(3, 1) holds when
A< ¥, but fails when 21> A¥. We also show that for r >4, &(r, 1) never holds.
© 1999 Academic Press

On rappelle que I'ensemble des multiples .#(.o/) d’une suite .o/ < N est
défini par la contrainte multiplicative suivante: #(<f/):=./ -N=
{an:ae o/, ne N}. On définit sous réserve d’existence la densité naturelle
d’une suite ¥ < N par

1
d¥= lm —|¥n][0,x]|.
X

X —> + o0

Nous convenons de désigner par pp (presque partout) une relation valable
sur une partie de densité unité. Notre motivation s’insere dans I’évaluation
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de la densité de certains ensembles de multiples. Commengons par remar-
quer que Iensemble des multiples d’une suite finie ./ = N peut s’écrire
comme une réunion finie de certaines classes de congruence modulo un
entier s, ce qui entraine en particulier I’existence de sa densité naturelle. Le
principe d’inclusion-exclusion permet de donner une expression de la den-
sité évoquée, mais en pratique une telle expression est difficile a évaluer.
Lorsque .o/ est infini, 'existence de la densité de .#(.o/) n’est pas en général
assurée. Dans ce contexte, ’¢tude de I'ensemble des multiples de la suite
Ar=]1T,2T] "N (T>0) a suscité de I'intérét. En 1934, Besicovitch [ B34]
a montré que

lim inf d.2(.4y) = 0,

T— +w

ce qui lui a permis de construire une suite .o/ dont 'ensemble de multiples
n’admet pas de densité naturelle, réfutant ainsi une conjecture de ’époque.
Pour des renseignements complémentaires, nous invitons le lecteur a con-
sulter les livres [HR66], [HT88], et [H96].

Dans le méme cadre, Raouj s’est intéress¢é dans [R95a] et [R95b] a
I'étude de I'ensemble des multiples #(n) de la suite Z(n):=),,%. Le
point de départ de sa motivation était la conjecture d’Erdés selon laquelle

d%(n)=1+0(1)  pp (1.1)

et que Raouj a établie et précisée en prouvant un résultat général, présenté
ci-dessous, relatif a 'ensemble des multiples %,(n) de la suite

Zy(n):=) 1d, (1 +(logn)~*)d] "N,

d|n

ou n est un entier strictement supérieur a 1 et A un nombre réel positif ou
nul. Nous notons Q(a) :=aloga—oa+1 (a>0).

THEOREME A (Raouj [R95a]). On a pour 0 <A< A*:=logd—1,
1 _e*CAw/logzngdg(n)gl —(log n)*Q(ﬁHO(l) PP,

ou ff:={(1+1)/log2} —1 et c, est une constante positive, dépendant au plus
de J.

La minoration précédente de d%,(n) est une conséquence de ’estimation
suivante pour le nombre des entiers exceptionnels.
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THEOREME B (Raouj [R95a]). Pour tout 0<Ai<logd—1, il existe
c; >0 et xo(1)>1 tel que, pour x, > x, = xo(A), on ait

id, | ny, Ad, | ny 0 <log(d,/d,) < (log n;)~*
pour tous les couples (ny,n,)e[1,x,]x[1, x,] sauf au plus
XX, e—q./loglogxl'

Dans le cas 4> 1*, Raouj obtient le résultat suivant.

TaiEorREME C (Raouj [R95b]). On a, pour tout A> A* :=log4d—1,
d%,(n) = (logn) =7+ pp,
ou l’on a posé

R = o(p) si A<A*¥*:=log8—1,0uf:={(1+2)/log2} —1,
T li—log2  si A>2¥*

On en déduit immédiatement le résultat suivant.

COROLLAIRE D. On a pour 2>logd—1, x,=3, x; =3,

min  log(d,/d,)> (logn;) ™% (1.2)
di |n1, d2|"2,
dy<d,

pour tous les couples (n;, ny) e[ 1, x;]x[1, x,] sauf au plus 0,(x,x,).

Définissons maintenant, sous réserve d’existence, la densité naturelle
d’une suite ¥ =N” (r=1) par

.= lim |~ [] [0,x;]
xi—>+oo
i=1,.,r

/nxi.

1<is<r I<i<r

Comme dans N, nous convenons de désigner, dans N’, par pp (presque
partout) une relation valable sur une partie de densité unité.
Le but du présent travail est d’é¢tudier dans N’, r > 3, une généralisation

du Théoréme B. Il s’agit donc de savoir si I'ensemble des r-uplets
(ny, ny, ..., n,) vérifiant

EIdl | ny, Ele |n25 ey Eldr | n,, mjx
Ve

Zj—l<g (1.3)

i
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est de densité 1 pour chaque ¢ > 0. Nous allons voir que cela n’est vrai que
pour r=3. Commencons par donner un argument heuristique analogue a
celui qui a constitué¢ la motivation initiale d’Erdés concernant (1.1). On
pose w(n):=3%,,1. Désignons par w(n; n;) le nombre des facteurs
premiers de n; ne dépassant pas n,. Pour m, n entiers on pose

m(n):= [] p

plm,ptn

Considérons un r-uplet d’entiers (n,, n,, ..., n,). Le nombre des (r—1)-
uplets de la forme (d,/d, ..., d,/d,) avec d;|n;, 0<d;<2n; (1<j<r), est
au moins égal a

,
2a)(n1) n 2w(ml-(n1),n1)'

i=2
En utilisant, par exemple, le Lemme 4.6 infra, on peut montrer que la
derniére quantité est minorée pp par

rlog2+o(1)

(log ny)

En supposant une répartition uniforme des quantités [log(d;/d;)| on s’at-
tend donc a ce qu'un pavé de la forme TT;_, [0, (logn,)~%]<[0,1]""
contienne une quote-part de

(log n,)"'%2 1) (log ny) ~>=1 4 (log n) =" !
valeurs distinctes [log(d;/d;)| (2< j<r). Sous la condition
(1—log2)(r—1)+ ) 4,<log2,
j=2

cette quote-part est > 1.
Dans le cas ou tous les 4; sont tous égaux, avec A pour valeur commune,
la condition précédente signifie

r

A<AiF=—1+ log 2.

r—1
Cela permet d’expliquer que (1.3) est vérifié presque partout uniquement
dans le cas ou re {2, 3}, puisque 4¥ =log4—1>21F=(3/2)log2—1>0,
alors que A*< 0 pour r=>4.

Plus précisément, désignons, pour re N* et 1 >0, par &(r, A) I’assertion
selon laquelle la relation

id, | nq, id; | n;, 2<j<r:0<log(d;/d,) < (log ny) 4

est satisfaite pp dans N”. Le raisonnement heuristique décrit plus haut nous
conduit a I’hypothése que &(r, A) a lieu si, et seulement si, r=2 ou r=3 et
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A< A¥ Le Théoréeme B confirme ’hypothese dans le cas r=2, 0 <A< A5 et
le Corollaire C dans le cas r=2, 4> 15. Nous complétons cette confirma-
tion aux Théorémes 1, 2, 3 ci-dessous qui correspondent respectivement
aux cas (r=3, 0<A<Af), (r=3, A> 1) et (r=4, 1=0).

Posons maintenant, pour n,, n,, .., n, €N, y e ]0, o[, {5, .., {, eR,

E(f’ll, n29 ) nr; CZ) () Cr: w)

. d.
‘= min max |log (- ]—¢|. (14)
dln,d>y 2<j<r d,
j=1.,r
wdy )P =1

THEOREME 1. Soit ¢>0. Il existe ¢>0 tel que, pour 3 <x; <x,<Xxj3,

Cell, /log, x,1], max{|C2|, I{5], log lﬁ} < (log x;) exp( —¢¢ /log, x1 ),

on a
E(ny, ny, n35 85, {55 9) <(log x1)17(3/2)10g2 ecVionx, (LS)

our tous les triplets d’entiers (nq, n,, n3), Ny <Xy, Ny < Xo, N3 < X3, Sauf au
V4 74 @ D s Mg 13 15X, N2 X, N3 X3 {
plus OQ(x1x2x3{e_cf (og X))y ¢ =766} ),

Nous appliquons ce résultat pour

C2:(logx)l—(3/2)log2eé,/logle’ C3:34’2.

COROLLAIRE 1. Soit ¢>0. Il existe ¢>0 tel que pour 3 < x; <x,< X3,
tell, Jlog, x, 1, l//>0 log y < (log x,) exp( — o0& /log, x;), il existe un
triplet (d,, d,, ds), d, | n,, dy | ny, dy | ns vérifiant u(d,d,d;)*> =1 et

U <d,<d,<d;<d(1+ (logx;)! ~—GRlee2elVlogyx)

pour tous les triplets d’entiers (ny, ny, n3), Ny <X, Ny < X,, N3 < X5, Sauf au
plus

0, (x, X, x3{e =" omx)' 4 o =&/661 )
THEOREME 2. On a pour 3<x,<x,<x;, (€[, /log, x;],
E(ny,ny,n5;0,0;0) > (log x,)! ~G2lee2e—clogyx; (1.6)

pour tous les triplets d’entiers (ny, ny, ns), n; <Xy, Ny < X5, N3 < X3, sauf au
_£2
plus O(x,x,x5(log, x,) e ~¢7/199),
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Le Théoréme2 est encore valable si on supprime la condition
u(dyd,---d)*=1 dans la définition (14) de E. Cest ce que nous
établissons d’ailleurs dans la démonstration du Théoréme 2.

Le résultat suivant est une conséquence des Théorémes 1 et 2. Il est
analogue, par son expression, au Theorem 54 de [ HT88], concernant la
proximité des diviseurs d’un entier.

COROLLAIRE 2. Soit &(n) —,_, .+ 0. On a, posant n=min(n,, n,, ns),

E(ny, 15,1550, 0; 0) = (log )1~ loe2 g0 /lommTogs ) pp

On remarque que, par des méthodes analogues a celles employées pour
les démonstrations des Théoremes 1 et 2, on peut préciser le cas r=2,
A=A¥+o(1), obtenant ainsi, pour &(n) — + 00, n=min(n,, n,),

n— oo

E(ny, 150, 0; 0) = (log n)! ~1024 0 Vlommonn — pp,

Le résultat suivant montre que le Corollaire 1 ne peut étre étendu en
dimension >4.

Soit >4, nous notons y,, I'unique racine dans ]3, 1[ de I’équation
Oy )(r—1)=y,log2.

THEOREME 3. [l existe C>0 tel que, pour r=4, 3<yy<x;, yx;<
X, < -+ £X,, On ait

E(ny,ny, .., n,;0,0,.,0;%)>1 (L.7)

pour tous les r-uplets d’entiers (ny, ..,n,), n;<x;, 1<j<r, sauf au plus
O(C'x x5 -+ x,(log y) ~23)

Dans le cas ou ¥ =y/(x;), il est nécessaire que Y(x,)— + oo, lorsque
Xy > 0, pour que le nombre des r-uplets (ny,..,n,)el];_; [1,x;] ne
vérifiant pas (1.7) soit o(x; x, --- x,). En effet, par le théoréeme des nombres
premiers, pour tout > (r), Wo(r), assez grand, il existe un r-uplet
(p1, Pa» - P,) de nombres premiers vérifiant  <p; <p, < --- <p,<2.
D¢s lors, 'ensemble .#(py, ps, ..., p,) :=Np; x --- x Np, est constitué de
r-uplets (n,, n,, .., n,) vérifiant tous E(n,, n,, .., n,;0,..,0;y)<log2<1.
Et I'on constate aisement que d,.#(py, p2, - Pr) =1/(P1s P2y o D) > (20) 7"

Cependant, on remarque que par une méthode analogue a celle utilisée
pour la démonstration du Théoréme 2, on peut montrer que I'on a pour
e>0 et tout r-uplet (n,, ny, ..., n,),

E(nla Npy s Ny Oa 09 (] 0: 0) 285

sauf pour un ensemble de densité supérieure f(¢) avec f(&) = ,_ (0.
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2. NOTATIONS ET CONVENTIONS POUR LA DEMONSTRATION
DU THEOREME 1

Les lettres n, m, j, k, r, s, u, v, avec ou sans indice, désignent des entiers
positifs alors que les lettres x, y, z, w, T, y, 9,  désignent des nombres réels.
Les lettres p, ¢, avec ou sans indice, désignent exclusivement des nombres
premiers. Les lettres n, u désignent des triplets d’entiers et nous noterons
(ny, ny, n3)i=mn, (uy, Uy, Uz) :=10.

La fonction d’Euler est notée ¢(n), celle de Mobius u(n). Nous
désignons, pour chaque entier n> 1, par P*(n) (resp. P~ (n)) le plus grand
(resp. le plus petit) facteur premier de n, et nous convenons que P+ (1) =1,
P~(1)=oc0. La partie enticre d’'un nombre réel x est désignée par [x].
Nous notons log, la k-iéme itérée de la fonction logarithme.

La lettre ¢, avec ou sans indice, désigne une constante strictement
positive dépendant au plus de ¢. Les constantes impliquées dans les
majorations << et O dépendront au plus de g.

Par convention tout produit portant sur 'ensemble vide vaut 1.

Soient m, k des nombres entiers supérieurs a 1, on pose

me= ] p

plm
log p <ek

Pour n=(n,, ny, n3), on pose n} = (nl,ka N, ks ”3,k) ou
n = I1 p (1<j<3).
plnjlog p<ek

plnym_

Ainsi nj est un triplet de nombres entiers sans facteur carré, premiers entre
eux deux a deux, sans facteur premier supérieur a exp e*. Nous définissons,
pour k=0, y>0,

peln, p) :==min{p: p |n, p>exp(y e},
avec la convention min J = + oo.

Nous pouvons supposer, sans perte de généralité, que ¢ <1073 et 'on
pose

w:=1—90>0, f:=olog?2. (2.1)

On remarque que 2 —1>3f—2>1>pf. Nous introduisons de plus les
nombres entiers



PROXIMITE DES DIVISEURS DES ENTIERS 73

h:=[&Y*(log, x;)'], /:={Q22h},
K:=[log,x, —o& /log, x,1,  w*:=L+ht, (2.2)
et 'ensemble
H=H(x1):={k+jh:j=1,.,70}. (2.3)

On vérifie immédiatement que

max{|(5], (5], log Y} <e*. (24)

On pose
n=n(x,, €)= (log x,)1 ~C)1o82 g o,

3. SCHEMA DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 1

L’argumentation, analogue a celle de [ R95a], s’inspire de la technique
de Maier et Tenenbaum [ MT84], que nous avons cherché a affiner. Le
principe de base consiste a mettre en place un procédé itératif pour majorer
la probabilit¢ conditionnelle que E(7n; 4 4, Mo gy ns M3 kns $20 C33 W) >0
sachant que E(n, 4, n, 4, 13 43 {5, {35 9) >n, lorsque, d’'une part, l'indice k&
est astreint & parcourir une suite convenable 4 *=.#*(n)<[jlog,n,,
log, n,;] vérifiant min 2 * >log, ¥, contenant autant d’éléments que
possible, et, d’autre part, le parameétre entier /s est convenablement choisi
tel que k + he A *(n).

Une étape cruciale dans la réalisation de ce programme consiste a
estimer la mesure de Lebesgue A(u; #) de 'ensemble d’accroissement

L(nyn) = U (log(d, /dy) + [ —n, n1) x (log(d, /d3) + [ —n, 1),

dy luy, dy|uy, dy | uy
w(dydydy? =1
pour u;=n, ., Uy=H,,, U3=H3,. En effet, une minoration adéquate,
pour presque tous les triplets d’entiers n, de la mesure A(nj;7) lorsque
ke A *(n), permet d’exhiber, avec une probabilité assez grande, un triplet
de nombres premiers (1, ¢4,, q3) tel que gy | (ny, ko n/n1, 1) G2 | (M2, k1 n/12, 1)
g3 | (N2, k4 n/M3, 1) €t

(log g, —log q; — {5, log g5 —log ¢, — {5) € Z(nf, n),

ce qui implique E(ny k41,12, k425 13 1435 O Gy <.
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4, LEMMES GENERAUX CONCERNANT LA REPARTITION
DES FONCTIONS ARITHMETIQUES, DES FACTEURS
PREMIERS ET DES DIVISEURS

Nous commengons par énoncer un lemme, version affaiblie d’un résultat
de Halberstam et Richert [ HRi79], relatif aux moyennes de fonctions
multiplicatives.

LemME 4.1 ([T95])' . Soient i, >0, A, €[0, 2[, et f une fonction multi-
plicative positive ou nulle telle que, pour tout nombre premier p et tout entier
Jj>0, on ait f(p?) <1, 24~ . Alors, pour tout réel x =2, on a

A1ha 1 J
) f(n)<4<1+9z+(2_22)2>x I <1_p> Zof([i)_

Nous désignons par @(x,z) le nombre des entiers n<x veérifiant
P~ (n)>-z.

LemME 4.2 ([HT881)>. On a pour x>2z>4,

B(x, z) = —>

Xlog z

LemME 4.3 ([T95]1)%. On a pour n=3,
n/p(n) << log, n.

Les deux énoncés qui suivent concernent la répartition des facteurs
premiers et des diviseurs. Nous omettons les démonstrations, que le lecteur
pourra trouver dans [ R95a].*

LemMmE 4.4. Soient k et x tels que 1 <k <log, x. On a
w(my) <2k

pour tous les entiers m <x sauf au plus O(xe~22k),

! Voir chapitre IILS5.

2Voir p. 4 de ce travail.

3 Voir le Théoréme 1.5.4.

4 Voir aussi les Lemmes 51.1 et 51.2 de [HT88].
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LEMME 4.5. Soient 1 <h<k<log, x, u>=1. La minoration

- w(my(u)) —o(my_(u))
min >
h<s<k S

est satisfaite pour tous les entiers m < x sauf au plus
O(xuep(ur) ~" Qo) ~H e #e),

LEMME 4.6. Soit x>=3. Soit u un entier, 3<u<x® Soit e

[1,./log, x]. On a

mini/—

ke \/];

pour tous les entiers m < x sauf au plus o(xe ¢33,

olmu) —k &
3

>

Démonstration. On rappelle que x =min % = [log, x; — o /log, x; ].
On montre d’abord que pour presque tout entier m, on a

olm () >~ & k. (41)

Soit y € 10, 1]. D’aprés le Lemme 4.1, le nombre des entiers inférieurs a x
ne satisfaisant pas (4.1) est majoré par

Tyl =+ (1/4) N

m<x

1 J
< yel—rx+ /A& /K)log y (1 —><1 +>
I 2\ T

p <exp(er)
plu

-1
<X l_[ <1 —1_y> e*’fk’gJ’+(1/4)\/;10gy+(y71)x.
plu p

Pour le choix optimal y,=1—(&/4 \/1;), on a

e —*2(»)

y y;o<mx<u))—x+(1/4)éﬁ < x

m<x

u \&~/logx
<</)(u)>

2 2
<« xellogs DN logy ¥ o 8132 o o —E/33
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ou nous avons utilisé le Lemme 4.3. Pour tout m vérifiant (4.1) et tout

ke, on a alors
o(mu) —k + 3¢ /k = o(m, (1) =k + & /k
>k —k+(3—}&r=0,
ce qui fournit bien I'estimation annoncée.

Le prochain lemme fournit une minoration du nombre de facteurs
premiers d’un entier dans un petit intervalle, mais établit une propriété
statistique de cette quantité. Il eut étre établi de la méme manicre que le
Lemme 5.3 de [R95a]. On rappelle que x* =max #".

LeEMME 4.7. 1l existe une constante c, tel que pour T = ¢, on a

Hkex: min a(mg(u)/m,_Ju))/s>o}|= 1505 |4 = 1567

T<s<h
pour tous les entiers m < x sauf au plus O(x(log, u,+) e ")
Les deux résultats suivants peuvent étre établis de la méme maniére que
les Lemmes 5.4 et 5.5 de [ R95a]. Nous omettons les détails.

LemMmE 4.8. 1] existe une constante ¢, telle qu’on a

|[{ke ' logmy <cre*}| = o5 |4 = foos/

pour tous les entiers m <x sauf au plus O(xe ™).

LeEmMME 4.9. Soit y un réel positif. Il existe une constante c, :=c,(y) telle
quon a

[{ke s piln, y) <explce)} = 1506 || = 006/

pour tous les entiers n < x sauf au plus Oy(xe_"’[').

5. LEMMES CONCERNANT LES TRANSFORMEES DE FOURIER
DE FONCTIONS DE REPARTITION LIEES AUX DIVISEURS

Posons d’abord

; - *(n, 9) L+p?
™(n, 9) =) w(d)*d®, r(n,S)r=2w(,,)=l_[< D >’
din pln

|T*(n, 9)|?
wg(n):= Y 1, A1, 9) = ooy v e

pln
p<exp(1/9)
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On remarque immédiatement que

R(n, 9)

~ 2__ TP T
|T(nn 8)' - 2@(")7603(”)‘

(5.1)

Les deux lemmes qui suivent sont établis dans [R95a]. La seconde
majoration dans chaque lemme provient de application du Lemme 4.3. On

rappelle que m(u) :=[1,|m, pyu P-
LEMME 5.1. Soit x=3. Ona powr u=1,k>0 et 3R,

Uy

Y B(my(u), 9) < x

m<x k)

{log(2 +3)} > < x(log, u){log(2+ 9)} >

LEMME 5.2. Il existe c¢,>0 tel que, pour x=3, uz=l, s=1,
0=ko<k,< ---k, des entiers et (31, .., 3,)e[15_, Jle M, e k1], on a

5 u
S [ Z0mp (1), 9;) << x —2— ¢5 << x(log, uy ) 5.
m<x i=1 ! @(uy) :

s

6. LEMMES SUR LES MESURES D’)ENSEMBLES
D’ACCROISSEMENT

Nous utilisons une technique d’analyse de Fourier pour minorer dans un
premier temps la mesure de Lebesgue A(u; #) de #(u; ) par des quantités
faisant intervenir des fonctions multiplicatives. A cet effet, nous intro-
duisons

1w )= || [#(ut1, 1) Eutn, 95) Eu, 8+ 92| 49, d9,.
[—2/n,2/n7?

LEMME 6.1.  Soit w=(u,, u,, us) € N? vérifiant u(u,u,u3)*>=1. On a
A ) = GI(w; )~
Démonstration. Pour y e R, posons
W(y) = (sin(/2)/(y/2))? =L+11 (I—Iyl)e™dy

et introduisons pour z, w réels, la fonction

Mu; z, wy ) := Z u(dydyds)?.
dy luy, dy | uy, dy | uy
|z —log(d/dy))| <n
|w —log(d,/d;)| <n
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On a
102 log(d,/d
Vwzwin<gr Y W<Z+°g(2/1)>
d,|u, n
1<r<3
w + log(ds/d,)
g W<;731 wu(dy)? p(dy)? p(dy)?
102
<o 1— 1—
e AT TR
3
x < l_[ T*(urs yr)> /7 + 7w dy3 dyz,
r=1
ou I'on a posé y; = —(y,+73). En utilisant la formule de Parseval, il suit

” V(w; z, w, #)? dz dw
R2
3
<4 || [T Ie*(u,, 7)1 dys dps.
[—1n1/41% ,—1

Il en résulte alors, grace a 'inégalité de Cauchy—Schwarz, la majoration

;7442 + w(uy) + o(uy) + w(u3)

_ (ﬂw V(u: z, wi ) dz dw>2

<4 () i) ||

[—1/7, 1/47?

2

dy; dy,.

:w

™ (u,, y,)

r=1

Le changement de variable ¢, = —y,—vy;, $,=7,, fournit linégalité
requise, grice a la parité de |t*|? en la deuxiéme variable.

On rappelle la notation 5 = (log x;)' =2 €2 exp(& | /log, X, ).

LEMME 6.2. Soit x| =X, = X5. Soit n=(ny, ny, n;) € N>, Il existe ¢, c,,
5 tel que, pour T = c5 et notant A *(n) = A ensemble des k de A vérifiant

(i) Amg;n)=e* 37,

(11) Tr?igksilw(nr,k/nr,kfs) > (r: 19 2a 3):
<s<

(iii) k-3¢ /k<oln, ) <2% (r=1,2,3),
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(IV) log nr,k< clek (}"= 13 25 3)9
(V) pulny, e +1) <exp(c,e”),

on a alors | A *(n)| = (3/4)/ pour tous les triplets d'entiers (n,,n,, ns),
n,<x,, | <r<3 sauf au plus O(x,x,x;{(log, x;) e~ +e =73},

Démonstration. Soient ¢y, ¢;, ¢, les constantes définies aux Lemmes 4.7,
4.8, et 49. Soit T>=c¢,. On note #;(n), I'ensemble des entiers ke A
vérifiant

min s~ 'o(n, /0, ) >o ref{l, 2,3}, (6.1)
T<s<k
k=1 Jk<oln, ) <2k re{l,2,3}, (6.2)
logn, , <ce* re{l, 2,3}, (6.3)
pi(ny, e+ 1) <exp(c,e”). (64)

Par les Lemmes 4.4, 4.5, 4.6, 4.7, 4.8, 4.9, et la remarque 1,1, <x2, on a
| A5 (0)| = 7657 (6.5)

pour tous les triplets d’entiers (74, n,, n3), n,<x,, 1 <r<3 sauf au plus
O(x,x,%5{ (log, x;) e~/ +e =73},
D’aprés le Lemme 6.1, montrer (i) revient a montrer que

I(n}; n) <5777 (6.6)

avec un nombre acceptable d’exceptions. On pose

I+ )= [ [#(ur, 1) Futz, 95) s, 9 +92)|2 49, 9.
0<\91<\92<4/’7

Soit &5, I'ensemble des permutations de {1, 2, 3}. On note pour la suite
de la démonstration 3; =39, +9,. On définit pour ¢ € S;,

Q,:= {(‘91’ 83,): 0 <3,y | < 902y | < 903y <4/77}-
On remarque que [ —2/%, 2/n]* < Usee, Q,. Pour g€ S;, par le change-

ment de variables 9} = [, |, 35 = |9, | et la parité de |7|* en la deuxieme
variable, on obtient, en intégrant sur chaque composante connexe de Q,,
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(CHIE H| 5,12 49, dd,

ceS;

<4 ) I*(Ug(1ys Ugy> Ug(zys 1)- (6.7)

ceS;

Soit ke . On définit

(k) ={(91,9,): 0<9, <9, <eT*} [ —4/n, 4512
Dy=Dy(k) :={(91,9,): T 7K <9, < 9,, " *<I,} n [ —4/n, 4/n]%
= D3(k) == {(9,,9,): 0< 9, <e"F<e"*<9,} n[—4/n,4/n]>
Dy=Da(k) :=1{(91,9,): €T ¥ <9, <Y, <" F} n [ —4/n, 4/n]7
= Dy(k) :={(9,,9,): 0< 9, <eT* <9, <e" %} [ —4/y, 4/n]2

On définit, pour e S5, 1 < j<5,

y= [l L 1, c. 9,17 452 9.

2 1<r<3

On a alors, d’apres (6.7),

ImEm<4 Y Y Lo (6.8)

ceS; 1<j<5

e j=1. On majore trivialement J];<, <3 |f(na(,),k,8,)|2 par 1. On
obtient

Iy i ,(n) <™
On remarquera, d’apres (6.1) et (6.2), que pour k € #;(n), on a
w(n, ) —wy(n, ;) =alk —[log(1/9)T)
o, —1+alogd, (eT %< 9<2) (6.9)
o, ) — wyn, ) = o(n, ) = K—3& k. (9>2). (6.10)
On définit alors une fonction g,, minorant & — 2 ©) =@ 0 par

2ak—1+ozlog.9 si GT_k<:9<2,

g"(‘g)::{zk—ﬂ/mﬁ si9>2. (o1
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e j=2. Toutes les sommes suivantes >, porteront sur les triplets d’en-
tiers n= (n,, n,, n;) vérifiant n, <x,, 1 <r<3. On a, d’apres (5.1) et (6.11)

Iy i, o(n)
L
ke;tlfl(n)
35 R(n 3,)
< eZk Md‘g d\9
Zn: jjﬂj’z(k) rl;[1 gx(9,) 2 !
ke Ay(n)
afn 4/ 3 {log(2+9,)}?
<K XXX k?e?* 7&9 d9,,
e 3kezxf j Llﬂx{\9 hky 1 gi(3,) 20

d’aprés le Lemme 5.1, sommant sur n;, n, puis n,, et (6.3). On majore
I'intégrale double, utilisant (6.11), et ’on obtient que le terme de gauche de
I'inégalité précédente est

<x;Xpx3 Y, k(e h
kex

+ (10g2 x1)6 6(3 log 2 —2){(log, x;) —k} + (log 2)5\/12—25‘/10g2x1)
<K X Xyx3e 77
On a donc

sup e*I, . ,(n) <1
ceC,
ke #y(n)

pour tous les triplets d’entiers (n;, n,, n3), n,<x,, 1 <r<3, sauf au plus
O(x,x,x3€77).
¢ j=3. On majore trivialement |#(n,) x, $;)| par 1. La méthode est

alors analogue a celle employée pour traiter le cas j=2. On a, d’apres (5.1)
et (6.11),

I i, »(n)
Z oT—2%

n
ke A1(n)

« Z ” 2 g(no’(r),kﬂlgr)

d3, d9
@3(k) 2 gl 9,) 2

ke%l(n)

4 {log(2+9
<X Xyx3 Y k*eHT Tf f ! —{ 0g(2+9,)}

d3,d9,,
kex gi(9, ) 2
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d’aprés le Lemme 5.1, sommant sur n;, n, puis n,, et (6.3). On majore
I'intégrale en 3,, utilisant (6.11), et 'on obtient que le terme de gauche de
I'inégalité précédente est

<X Xpx3 Y, k(e Tn
kex

+ (10g2 x1)4 e(l —2log2)k+((21log2)/3) f\/l€+((3/2) log2—1)log2x1—§1/log2x1)
—¢
<K X1XpX3€ .
On a donc

sup e~ 7L, (n) <1
ceS;
ke A1(m)

pour tous les triplets d’entiers (n,, n,, n3), n,<x,, 1 <r<3, sauf au plus
O(x,x,x3€77).

o j=4. Soit & ,= &, ,(n):={keA(n): I, ;. ,(n)>e *}.

On pose ¢/, =[(1/100) /]. On note, pour tout entier k, 35 , =9,  + I, ;.
Nous convenons quune sommation indexée par n et accentuée par une
astérisque porte sur tous les entiers n,, n,, ny vérifiant n, <x,, 1 <r<3,
|#1(n)] =(99/100) . On a, d’apres (5.1) et (6.9),

* Iy ,(n)
$rOQ kg
n ked& iy

EcH
|&] =24,

%(na(r), k> ‘9r)

* 2k
< ) 11 ¢ 2~ 1obkgh
n ke&n Ay Dy(k) r=1 r
EH

|1 =2¢,

3 R(n 9. )
* 2k a(r), k> Vr k
< ) [Te*]] 1ok gh dd, , dIy
n [Mkes 24K) ke s r=1 r, k
Ec A
/<161 <2)

<< xyxyx5(logy X)) ¢l Y [T e®—3#%

EcH  ke&
/<161 <2)

eh—k .eh—k d'92 d91
XJ L‘l ‘9?'9%# ’

oT—k



PROXIMITE DES DIVISEURS DES ENTIERS 83

d’aprés le Lemme 5.2 et (6.3) et ol 'on a posé ¢s =(2¢,)%. Intégrant, on a
alors

I4ka
11 fee )

Ec A
|&] =24,

<< xyxx3(logy xq)? el Y [] e@ 3 keT=RE=3H
E=H keé&
¢ <181<2¢,

< X, Xy X5(log, x,)2 (23 T+(logey) +1001082) (1 - yo o~

b

pour T assez grand. Ainsi on a |, ,|<(2/100)7 pour tous les triplets
d’entiers (ny, n,, n3), n,<x,, 1 <r<3, sauf au plus O(x;x,x53¢ 7).

o j=5. Soit & , =& ,(n):={ke Ai(n): 5 ;. ,(n)>eT 2}
On majore trivialement |#(n, ., 3;)| par 1. La méthode est alors
analogue a celle employée pour traiter le cas j=4. On pose /,=
[(1/100) Z]. On a, d’apres (5.1) et (6.9),

* I a
DI e

n ke& Ay €
=4
|61 =2¢,
3 A(n 3,)
k 2% —T - a(r),k>Vr
< Z l_[ [§] 1_[ dez d‘gl
n ke& nAy Ds(k) r=2 r
Ed=
|81 =2¢,
< Z* f '%(na(Z),ksSZ,k) %(na(S),ksSS,k) d9. . d9
—2.(2—2)k+TQq2 2,k AV &
. ks 756 kes 27229,
A
/1<161<24
< xxx;(logy xy)2 et Y ]_[ e@—2hk-T
A keé&
¢ <161<2¢,

Tk ek dg, dY,
XL fk 97

d’aprés le Lemme 5.2 et (6.3) et ol 'on a posé cg=(2¢c4)* Intégrant, on a
alors
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ISko‘
1l b )

keé&
é”cJ{f
161 =2¢,
<< xyx,x3(logy xq)% g Y. [] e@ 2P k-TeT=RE=26
EcH keé&
/1 <|€1 <2,

< X1X2X3(10g2 X1)2 e((1—2/3) T + (log c¢g) + 100 log 2) £, <<X1X2X3C_{,

pour T assez grand. Ainsi on a |65 ,| <(2/100) / pour tous les triplets d’en-
tiers (n,, ny, ns), n,<x,, 1 <r<3, sauf au plus O(x;x,x3¢~%).

Soit #5(n) := A (n\U, ce, (64, U &, ,). La minoration (i) annoncée est
vérifiée pour tout k € A5(n), d’aprés (6.6) et (6.8), sauf pour un nombre de
triplets exceptionnels au plus O(x;x,x3e~%), pourvu que 7 soit pris suf-
fisamment grand.

On a % *(n)> #5(n). La minoration (6.5) de |#)(n)|, ainsi que les
majorations de |6 ,| et |&s |, fournissant alors la minoration annoncée
pour |4 *(n)|.

7. DEMONSTRATION DU THEOREME 1

La démonstration du Théoréme 1 s’obtient en affinant la technique de
Maier et Tenenbaum [ MT84].° Dans ce but, nous pouvons suivre indif-
feremment la démonstration de la Proposition 1 de [ R95a] ou bien celle
du Théoréme 1 de [St92].

On pose L=[7/2]. Soit x; < x, < Xxj3. Soit ¢; < T<h.

Soit & =L (ny; x5, X3) 1= {(ny, N3): N, <Xy, N3< X3, | A *(ny, ny, n3)| =L}

Soit .of = .o/ (x,) 1= {n; <x,: | L ()| = x,5x5(1 —e ~F —e 7/},

Drapres le Lemme 6.2, on a

|/ (x1)] = x1 + O(x,{(log, x,) e—L+e—62/66})'

On rappelle que pour tout n; €.o/(x;), (n,,n3)e L (ny, x,, x3), ke
A *(ny, ny, n3), on a

A, i) =e* 3, (7.1)
w(n, ;) <2k (r=1,2,3), (7.2)
logn, ,<ce* (r=1,2,3), (7.3)
pie(ny, ¢ +1)<exp(c,er). (7.4)

% Voir aussi la démonstration du Theorem 51 de [HT88].
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Nous fixons jusqu’a la fin de ce paragraphe, I’entier n, dans I'ensemble
/(x;). On pose

B =B(n;; x,, x3)
= {(ny, n3) e[ 1, x,]1x [1, x3]: E(ny, ny, n3; &, (53 0) >0}
Notons par ailleurs pour chaque (7,, n;) € &,
ki(n,, n3) <k,(ny,, ny) < --- <kp(ny, nj)

les L premiers entiers comptés dans 4 *(n,, n,, ny). On définit, pour tout
s, 1<s<L,

My:=S O {(ny, n3): E(ny i, Ny i 3,15 (os G ) > 1)
On a alors
B | Mly| + || < | My| + x3x3{e™F e} (7.5)

Le principe de base de la démonstration du Théoréme 1 consiste a établir
une relation de récurrence pour |.#4,|, 1 <s< L, dont on tire une majora-
tion de |.#;|. Dans cette perspective, nous introduisons, pour chaque
couple (s, k)e{l, .., L} x A, lensemble

My = (na, n3) € My ke (ny, n3) =k}
On a alors, puisque A, , N M, =& pour k #k',

M=) My, A=Y M) (7.6)

ke ke
Soit (n,, ny) €S, ke A *(n,, ny, ny). On pose p; :=pi(n, ¢; +1). On rap-

pelle que p, |n, et, d’aprés (7.4), (¢, + 1) e¥ <log p, < c,e*. Par (24), on a
(.| <€, re{2,3}. On a alors, daprés (7.3),

(log pr+ o, log pr+Ga) + L(mis ) = [eX, (ey+ e, + 1) e*1% (7.7)

On introduit 'ensemble %, , des couples (n,, n3) € 4, ; tels qu’il existe
un couple (¢,, g;) de nombres premiers vérifiant u(p,q,q5)>=1 et

g, |n,,e"<logqg, <(c;+cy,+1)e* re{2,3},

(log g, —log py— {5, log g3 —log p—{3) € L (nf; n). (7.8)



86 RAOUJ ET STEF
On a, d’apres (2.4),
U % c(l\M )0 T (7.9)
ke

Comme %, Nn%, = pour k#k' et .M, , <.l alors Tlinclusion
précédente entraine

|ty | < VAN +1L) = 2 1D k- (7.10)
ke
On remarque que %, , contient tous les couples d’entiers (n,, n3) s’écrivant
sous la forme (7i,1,¢,b,, fist5q5b5) avec
(715, fi3) € %,k = { (g, 5> 13, 1) (g, m3) € M 1},
1y |7z, t3] 73, by < x5 /(7izt245), b3 < x3/(fi31393),

P~ (bybsy) >exp({c, +c,+1} €5),

et ou le couple (¢,, ¢;) décrit 'ensemble des valeurs vérifiant (7.8). Par

définition de #(x,), et d’aprés (7.3), on a exp({c, + ¢, + 1} €¥)i, 51,134, 95
=o0(x,). Par le Lemme 4.2 on obtient
1 1

| D, 1| > x, x5 7% — — . (7.11)
‘ o (ﬁz,Z;a}) @(ii) p(713) (. a3) 1293

D’aprés (7.2), Pensemble Z(nf; ) contient au plus 220 ©) + @) + (i) 96k
pavés disjoints. Grace a (7.1) et (7.7), le théoréme des nombres premiers
permet de donner une minoration de la derniere somme en (¢,, ¢3). On
obtient alors

e % ¥ log ¢, log g5
(93, q3) QZQ3 (43> 93) QZ q3
> e {Ank; ) + 0Q2% exp( — c;e"?) +e)} >>e 7 (7.12)
Ainsi

1
(fiy, fiz) (ﬂ(ﬁz) (p(ﬁ3)

2k—3T

| D, 1| > x,x387 (7.13)

Afin de minorer la somme précédente, on décompose les éléments (75, n5)
de .4, , sous la forme (n,, ns) = (fi,d,b,, fizd3b;) avec

(ﬁ29ﬁ3)e’%,k> pldy=p|ii, plds=plii,

by < x5 /(7 d5), by < x3/(7izds), P~ (byb3)>exp({c;+c,+ 1} e).
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Par le Lemme 4.2, la somme en (7, ii3) de (7.13) est donc >>e*|.#, |/
(x5x5). 11 suit

L 1l 5> e 3|, . (7.14)

En reportant cette derniére minoration de |Z, .| dans (7.10), on a donc,
supposant 7 fixé suffisamment grand, pour 1 <s<L,

| My 1| < (1= *T) [ ] + xx5(e ™ + e~ 7°), (7.15)
On suppose maintenant que pour un certain couple (x,, x5), on a
B(ny; X5, X3) = X, x5(1 4 2e4T) {e ~L 4 & <76} (7.16)

Alors, pour tout s, 1 <s<L, on a d’apres (7.5) et la décroissance de la
suite (|.4,]),

|| = B—x,x3{e L +e /%) >2e4Tx,x,{e " e 7%},
En reportant cette inégalité dans (7.15), on obtient
card |4, || < (1 —3e~*T) card |.4,| (1<s<L).
Itérant cette derniére majoration, on obtient donc, sous ’hypothese (7.16), que
4

card |y | < xyx5(1 —2e )" < x, x5 7%

Associé a (7.5) et I’hypothése (7.16), il vient alors que dans tous les cas,
on a

B(n,; X5, X3) << X, x3{e 97 4 ¢/66)

Pour achever la démonstration du Théoréme 1, on écrit

) 1 <<x,xs(x = [L(x))+ Y Blny; Xz, x3)
n<x,1<r<3 n e f(x;)
E(ny,ny,n3;8,, 835 9)>n

< Xy, x5{ e e lom )P | g —&/66y

8. DEMONSTRATION DU THEOREME 2

LeMME 8.1 (Shiu [Sh80]). Soit f une fonction multiplicative, positive telle
qu'il existe deux réels strictement positifs A, et A, tels que pour tout ¢ >0, on a

f(p")<AjA,  (ppremier,v=1),  f(n)<<, n"
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On a alors pour tout a€ 0, 1], x*< y <x,

S S i e ( y f(p)/p>.

xX—y<n<x <x

Démonstration du Théoréme 2. Notons 7, :=(log x,)! ~/21ee2 g —cVlogy x;,
On pose

F(xla X2, X3) = |{(7’l1, na, 7’13): njgx

E(ny, ny,n3;0,0;0)<n,}|
Soit ye 14, 1[. On définit

1 si max,.,., Q(n, t)/log, t>2y,

21 z):={0 (8.1)

sinon,

ou Q(n, t) est le nombre de facteurs premiers de n aux plus égaux é t
comptés avec leur ordre de multiplicité. On pose Q(n) :=Q(n, n) =3,
On définit alors

Fl(xla Xs, X3) = Z max {Xy(n el/nl)}

. <i<
m<x,l<i<3 1SI<3

FZ(xlax29x3):: Z Z z
n; < x; di|n n; <X, i=2,3

eV <d, < /% 3d;|m;, llog(d,/d)| <,

Q(n;, 2d)) — 2y log,(2d,
X l_[ y (n; 1) y logy( 1)’

1<i<3
F3(X1,X2,X3):= Z Z z
np< X myd; =n; n<x;,i=2,3

el <m < /x; <d; 34;1n;, log(d;/dy)| <m,

X l_[ y.Q(ni, my)—2y logz(ml),

1<i<3
Fy(xy, X3, x3) 1= Z Z Z 1,
n<x d|n n;<x;,i=2,3

dy<elm 3d;|n,, |log(d,/d))| <mu,

Fs(xq, X3, X3) 1= ), Y > 1.

n<x dy |ny nisxi,i:Z,S
xe~ Vi <d, 3d;|n;, |log(d;/d))| <mu,
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On a d’abord

5
F(xy, x5, x3) < Z F}(xl»x25x3)' (8.2)

Jj=1

e j=1. En suivant la méme technique que celle employée dans le
Lemma 50.1 de [HT88] on peut montrer que

Fi(x), X5, X3) << Q(2p) 7" xyx,x37 3. (8.3)

e j=2. On remarque que pour d; >e"", on a n,d, > d}*. En appli-
quant le Lemme 4.1 puis le Lemme 8.1 pour majorer la somme en n;, i =2,
dans F,, on a

Z yQ(ni, 2d,)

n; < X;
3d; | n;, [log(d;/dy)| <

< Z y.Q(di) Z yg(m,., 2d,)

d; m; < x/d;
|log(d,/dy)| <my

<Zi(logd)r=t Yy
dl di
|log(d;/d))| <my
<< x,;n,(log d;)> 2 (8.4)
Ainsi
Fo(X1, Xa, X3) << XaX307] Z Z y Ot 2d)

d, my < x,/d,
1 124191
el/’71<d1$\/)71

x (log d,) ~#e» =2y log y

Q(d))

<< X X,X377 Y Y (log d,) ~3e)~yloey

l<d) <% dy

< X X,x377(log x,) ' T2, (8.5)

par sommation par parties, en remarquant que 6Q(y)<6Q(1/2) <1 pour
tout ye 13, 1[.

e j=3. Par la méme méthode que celle employée pour (8.4), on
obtient que, pour n, =d,m,, e <m,<./x, <d,, on a
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Z yQ(ni, my)

n; < X;
EIdl- |n,—, |108(d,'/d1)| <

< z y‘Q(di’ my) Z yQ(mi, my)
d; m; < x;/d;
[log(d;/d))| <m
X
< (ogmy)»=t 3y
1 4
|log(d;/dy)| <my

<< x,;n,(logm,)*> =2
On a alors

2 Q(dymy, my)

Fi(xy, x5, X3) < X5x377] > Y, yedmem
my dy < xy/my

el <m; < /x|

X (log ml) —40(y)—2ylog y

Q(my)

2
<< X Xy X377 >
1<my<x ml

2 1—6
<< x;X,x377(log x;) W),

(log ml)fSQ(y)fylogy

(8.6)

par sommation par parties, en remarquant que 6Q(y) <6Q(1/2) <1 pour

tout ye 13, 1.
e j=4. On a, par des majorations ¢lémentaires,
1
Fy(xy, X2, X3) < X1X,X5 ), 2 2 1

di<elm ™1l di<x;,i=2,3
[log(d;/d))| <m

’ 1
KX X X3l Y, d—<<x1x2x3;71.
dlgel/ﬂl 1

e j=35. On obtient, de la méme maniére que pour j=4, que
Fs(xy, x5, X3) <X X5 X377

On a donc, d’apres (8.2), (8.3), (8.5), (8.6), (8.7), (8.8),

F(x1, X5, X3) << X1 %5005(0(2y) 71 227 + pi(log xp) ' ~99).

Pour le choix

11 ¢
y=5t

310g2 logle’

(8.8)
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on obtient que

F(xy, X5, X3) << X1 X, x3(log, x;) e,

9. DEMONSTRATION DU THEOREME 3

Notons, pour ¥x; <x, <x3< - <x

rs

Gr(xla () xr) = |{(”19 ) nr): njng’ 1 <j<r,

E(ny, .., n,;0,0,..0;¢) <1}
Soit ye 13, I[. On pose

N 1 si Q(n,z)>2ylog, z,
x(n; z) 1=

0 sinon,

ou Q(n, z) est le nombre de facteurs premiers de » aux plus égaux a z,
comptés avec leur ordre de multiplicite. On définit

Gy (X1, Xg, ey X,) 1= ) max {y¥(n; ¥)},

. <i<
m<x, L<i<r 1SIST

Gy X1y Xy ey X,) 1= D Y >

n<x; dj|n n,-sxi,Zsisr
V¥ <d; 3d;|n,;, |log(d;/d))| <1

X n yQ(ni,l//)—Zylogz(l//)_

1<i<r

On a d’abord
Gr(xb X2y eeey xr) < Gl, r(xb X2y ey xr) + GZ, r(x17 X2y ey xr)- (91)

Soit 1 <i<r. Par le Lemme 4.1, on a

Z }(;“(n,-, ¥) < z (2y)9(”;"ﬁ)—2ylogzllf < x;(log lp)—Q(zy)'

n;<Xx; n;<Xx;
On en déduit que
Gl, r(xla X2y ey xr) K TX Xy oo xr(log lp)—Q(Zy)' (92)

En appliquant le Lemme 4.1, pour majorer la somme en n;, i>2, dans
G, ,,ona
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Q(n;, Q(d;, Q(m;,
Z y (7, ) < z y (d;, ¥) Z ¥ (my, W)
n; < X; d; m; < x;/d;
3d; | n;, |log(d;/d)| <1 [log(d;/d))| <1
X
<<7l(10g lp)y_l Z yQ(dislp)
dl d

llog(d;/dy)| <1
<< x,(log y)*>~2,

Ainsi
1 (dym,,
Go X1y X,) << TX5 0 x, ) Yoo yQtdme )
d; my < x/d;
Y <d <x

x (log lp)—Z(r—l)Q(y)—2ylogy

(log ) (r )Q(y)+2ylogyw<dl<x1 1
><<10gmin{ ,del}>yl
1
<y txyxy - x(log ) W), (9.3)

par sommation par parties.
Pour chaque entier r >4, nous désignons maintenant par /, la fonction
définie sur [, 1] par

h(y):=2rQ(y) —1-0(2y)=2(r—1) Q(y) =2y log 2.

Il est facile de vérifier que /, est continue, strictement décroissante sur
[1,1] et vérifie A (3)=r(1—log2)—1>0 et h(1)<0. Léquation
h(y)=0 admet donc une seule racine y,, dans 13, I[. On remarque que
Vr= et L

Les relations (9.1), (9.2), et (9.3) impliquent alors la validité de la
majoration

G(X1,5 oy X,) <K Ch X1 X5 - X, (log ) ~232),
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