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INTRODUCTION ET NOTATIONS 

Soit A, l’algbbre associative complexe B tltment unit6 dC!inie par 2n 
gtkateurs p, , Q1 ,.,., p, , qn et les relations 

[Pi 14iJ = 1 (i = l,..., ?z) 

[Pi 9 PA = hi > %I = [Pi 7 el = 0 pour i # j. 

Soient g une algkbre de Lie nilpotente complexe, U son algkbre enveloppante. 
Alors, pour tout idCal primitif I de U, il existe un entier n tel que U/I soit 
isomorphe B A,; cet entier TZ est le mCme pour “presque tous” les idkaux 
primitifs de U [2]. Par exemple, supposons que g soit l’algkbre de Lie 
admettant, par rapport 2 une base (x, y, z), la table de multiplication [x, y] = z, 
[x, z] = 0, [y, z] = 0. Les idCaux primitifs de U sont les suivants: 
(1) les idCaux de codimension 1 (qui contiennent tous 1’ClCment x); (2) les 
idCaux de la forme U(z - h) oti A E C - (0). Si I appartient B la premiere 
famille (qui est, en un sens facile g prkciser, exceptionelle), U/I est isomorphe 
a C = A,; si I appartient ?+ la deuxikme famille, U/I est isomorphe a A, . 

Soient maintenant g une algkbre de Lie semi-simple complexe, U son 
algkbre enveloppante. Quand I parcourt l’ensemble des idkaux primitifs de U, 
les quotients U/I ont-ils les mCmes propriCtCs de stabilitk que dans le cas 
nilpotent ? Nous verrons dans ce m&moire qu’il n’en est rien, en analysant le 
cas de sl(2, C). 

Supposons dCsormais que g = ~42, C). Posons 

de sorte que [H, E] = 2E, [H, F] = -2F, [E, F] = H. Soit 

Q=4FEiH2+2H=4EF+H2-~H=~EF+~FE+H~EU. 
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11 est bien connu que le centre de U est &gal a C[Q]. Pour tout X EC, soit 
In = U(Q - h). Alors l’application h H IA est une bijection de C sur l’ensemble 
des idkaux primitifs de U de codimension infinie. Si h n’est pas de la forme 

n2 + 2n (n = 0, 1, 2,...), 1, est un ideal bilatere maximal de U. Si /\ est de la 
forme n2 + 2n (n = 0, 1, 2,...), il existe un idCal bilatere et un seul1,’ de ci 
tel que In C IA C U, IA # IA’ + U; cet ideal IA’ est de codimension (TZ + 1)2 
dans U; c’est le noyau de la representation simple de dimension n + 1 de Il. 
Les 1,’ sont exactement les ideaux primitifs de U de codimension finie. 

Ces faits sont, pour la plupart, Cnonces dans [2], assez faciles a demontrer, et 
maintenant t&s connus. 

Posons B, = U/lJ(Q - h). Si A # 0, 3, 8, 15 ,..., B, est simple. Si 
h = n2 + 2n (n = 0, 1, 2,...), B, admet un ideal non trivial et un seul, et 

cet ideal est de codimension (n + 1)2; par suite, B, , B, , B, ,... sont deux a 
deux non isomorphes. 11 s’agit maintenant de comparer les algebres simples 
B, (A # 0, 3, 8,...). Nous verrons qu’elles sont deux h deux non isomorphes. 
En I’absence d’invariants utiles dans la classification des algebres simples, 

une etude detaillee des B, est pour cela necessaire, reposant sur les rCsultats 
de [I]. Nous obtiendrons d’ailleurs en m&me temps certaines propriMs 
positives des B,; par exemple, toute derivation de B, est interieure, et legroupe 
des automorphismes de B, est engendre’ par les exp(D) (D, d&iuation localement 

nilpotente de B,). Ces proprietes rapprochent B, de A, . 11 serait interessant 
d’etudier de ce point de vue les algebres de Lie semi-simples quelconques. 

Pour toute algebre iz, nous noterons Der(A) l’ensemble des derivations de A 
et Aut(A) l’ensemble des automorphismes de A. Dans la suite, h designe un 
nombre complexe fix& 

1. PROPRIBT& ~L~MENTAIRES DES B, 

1 .I. 11 est clair que l’algebre B, est primitive, noetherienne a gauche et 
a droite. 11 est facile de voir que son centre est C . I. 

1.2. La filtration canonique de U definit par passage au quotient une 
filtration de B, . L’algebre grad&e associee B Bh est isomorphe & C[X, Y, Z]/ 
(4X2 + Y”) done integre. Done B, est integre, et les seuls elements inversibles 
de B, sont les scalaires. D’autre part, pour tout x E B, non scalaire, les elements 
1, x, x2,... sont lirkairement independants. 

1.3. Nous noterons e, f, h les images canoniques de E, F, H dans BA . On a 

[h, e] = 2e, hfl = -2f, bfl = k (1) 

h=4fe+h2+2h=4ef+h2-2h=%f+2fe+h2. (2) 
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1.4. D’aprts le theoreme de PoincarbBirkhoff-Witt, les PH”E’ (m, n, Y 

entiers > 0) forment une base de l’espace vectoriel U. Done les fmhner 
engendrent l’espace vectoriel B, . D’autre part 

eh = (h - 2)e, f h = (h + 2)f, (3) 

done, si p est un polynome a coefficients complexes en une indeterminee, 

evp(h) = p(h - 2~) 6, f  nfp(h) = p(h + 2m) f  ‘II. (4) 

Compte tenu de la relation (2), on voit facilement que les f’“h’” et les h?le’ 

(m, n, r entiers > 0) engendrent l’espace vectoriel B, (cf. aussi Lemme 1.9). 

1.5. Pour tout (Y EC, soit B,a l’ensemble des ZJ E B, tels que [h, b] = 03. 
On a h E B,O, e E BA2, f  E By*, done B = &aZ B,,“, et l’algebre B, est 
grad&e par les BAa. 

1.6. Montrons, conformement a une remarque de P. Gabriel, que les 
fwLh” et les hner (m, n, Y entiers 2 0, r > 0) forment une base de l’espace 
vectoriel B, . On a f  mhn E BT’~ et hner E Bt’. 11 suffit done de prouver que: 
1) les elements f”, f*h, fnLh2,... sont lineairement independants; 2) les 
elements er, he’, h2eT,... sont lineairement independants. Or si par exemple 
on a une relation lineaire non triviale entre f”, f”h, fmh2,..., elle s’ecrit 

f”p(h) = 0 oh p est un polyndme non identiquement nul; alors 

f”(h - h,)(h - A,) ... (h - h,J = 0, 

ce qui contredit le fait que B, est integre. 

1.7. LEMME. Soient 5 une algkbre de Lie semi-simple, V son a&bye envelop- 
pante, I un ide’al bilathe de V. 

(i) Toute dirivation de V/I est inte’rieure. 

(ii) Der( V) laisse stable I, et l’application canonique Der( 17) + Der( V/I) 
est surjective. 

Soient D une derivation de V/I, j l’application canonique de VT sur V/I, et 
p = (D 0 j) 1 5. Soit (V, , V, , V, ,... ) la filtration canonique de V. 11 existe 

un entier, soit n, tel que p)(s) C V,/( V, n I). On a, pour x, y  E 5, 

db,~l) = Wk~yl) = F!jx,jyl + [ix, Dir = b,irl + [h TYI. (5) 

Considerons V,J( V, n I) comme un s-module pour la representation 
adjointe. Ce s-module est de dimension finie, et (5) peut s’ecrire 

d[% Yl) = x * 91(Y) - Y * 9Jw 
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Comme ZP(s, V,/( V, f? I)) = 0, il existe un ~1 E V,/(V, n I) tel que 
q(x) = x . V, c’est-h-dire D(j(zc)) = -[‘u,j(x)], pour tout x E 5. Ainsi, les 
dkrivations D et ad(+) coi’ncident sur j(s) et par suite sur V/Z tout entier. 
Cela prouve (i). 

En particulier, tout ClCment de Der( V) est intkrieur, done laisse stable I. 
Tout ClCment de Der(V/Z), &ant intkrieur, se relkve en une derivation de V, 

d’oh (ii). 

I .8. En particulier, toute dkrivation de B, est intkrieure. 

I .9. LEMME. Soient a, b des entiers 3 0. Si a > b, on a 

f  aeb = (-d)-bf”-b(hzb + 2b2/+1 + X&=-2 + /\3h2b-3 + ... + h,,) 

.$fa z (-4)-bf”-b(h2b - 26(2a - 6) h2bm’ + p2h2b--2 + p3h2b-3 + ... + &b). 

Si a < 6, on a 

faeb = (-+a(@ $ 2&$-l + v~P-~ + v3h2a-3 + ... + vza) ebpa 

ebfa = (-4)-a(h2” - 2a(2b - u) h2a-1 + p2h2a-2 + p3h2a-3 + .*. + pzJ eb-a. 

Dans ces formules, les hi , ,u% , vi , pi sont des nombres complexes. 

Cela rksulte par rkcurrence sur inf(a, 6) des formules (2) et (4), grhce a des 
calculs fastidieux et faciles. 

1. IO. Soit 2 le centre de U. 11 est bien connu que U = 2 @ [U, U] et que 

2 [U, U] = [U, U] .z = [U, U]. c omme ZA est engendrk par 1’ClCment 

4FE + H2 + 2H - A de 2, on a ZA = (ZA n Z) @ (IA n [U, U]), et B, = 

cOP,,B,l. 

2. POLYNGMES ASSOCIBS AUX ~LBMENTS DE B, 

2.1. Soient X, Y des indkterminkes. Dans C[X, Y], soit C+[X, Y] la 
sous-algkbre h unit& engendrke par X 2, XY, Y2. L’espace vectoriel C+[X, Y] 
admet pour base les monbmes X”Y” tels que m + n soit pair. Soit v  I’applica- 

tion IinCaire de C+[X, Y] dans B, telle que 

rp(X2m+nYQ) = 27”f”(P + (l/2) .v.P-1) 

T(X~Y~+~~) = (--2)‘(h” + (l/2) n2iP1) e’. 
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I1 r&&e de I.6 que g, est bijective. Nous noterons * la multiplication sur 
C+[X, Y] transport&e de celle de B, g&e ?I 9-l. La puissance neme d’un 

tlkmentp de C+[X, Y] pour la loi * sera notCep*“. 

2.2. On dCduit de (2), (4) et d u 1 emme 1.9, par des calculs que nous 
laissons au soin du lecteur. les formules suivantes: 

V 
2mtny7L) * (pnl'+n' yn') 

= X2m+2m'+n+n'yn+?l' 

- n(2m' + n')X2m+2nI'+n+n'-lyn+n -1 

+ 2 hiX2m+2m’+n+n’-iyn+n’-i 
(6) 

i>2 

(pyn+2r) * (p'yn'+Pr') 

= p+n'yn+n'+2T+2T' 

- n’(n + 2r)pL+n'-lyn+n'+2r+2~'-1 

+ C CLiXn+n’-iyn+n’+2r+2r’-i 

i>2 

- nn'X2m+n+n'-lyn+n'+2r'-l 

+ C yiX2nz+n+n’-iyn+n’+2r’--i 

i>2 

(7) 

(8) 

(p'yn'+Br') * (X2mfnyn) 

= X2m+n+n'yn+n'+2r' 

- (n’ + 2r')(2m + ~)pR+"+n'-lyn+n'+2r'-l 

+ 2 piJ2m+n+n’-iyn+n’+27’-i 
(9) 

i>2 

oh les Xi , pLi , vi , pi sont des nombres complexes. 

2.3. Nous utiliserons certaines notations de [l], relatives aux Clements de 
C[X, Y]. Rapp 1 e ons ces notations en les spkialisant iI C+[X, Y]. Si p = 

C OrijXiYj E C+[X, Y], on notera E(p) 1’ ensemble des couples (;,j) tels que 
aii # 0. Si p, (I sont des nombres rCels, on posera 
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(on convient que v,,,(O) = -co). On notera E(p, p, a) l’ensemble des couples 

(i, j) E E(p) tels que pi + uj = v,,,(p); si p # 0, on a E(p, p, u) # a. Si 
pi + uj = w pour tout (i,j) E E(p), on dira que p est (p, a)-homogene de 
(p, o)-degre w. En transportant ces notions par 9, on d&nit E(x), CL,,,(X), 
E(x, p, u) pour x E B,. Si p-l(x) =x CQ~X~YJ, le polyn8meC~i,j)EE(,,,,,) aijXiYj 

sera appele le polynome (p, a)-associe a x. 

2.4. LEMME. Soient x, y, z E B, tels que x = xy; soient p = v-l(x), 
q = v-‘(y), Y = v-‘(z). Soient p, o des nombres Gels tels que p + u > 0: 

(i) On a 

r(X, Y) = p(X, Y) q&Y, Y) - $(X, k$g (A-, IT) + Z(X, 1’) 

avec x#) G x0(P) + h(q) - 2~ - 20. 

(ii) Lepolynsme (p, a)-associe’ h zest leproduit despolyn6mes (p, u)-associh 
& x et y. 

(iii) %A4 = ~&cr(X) + %7(Y). 

Ecrivons p = Cpi , q = x qj , oh les p, , qj sont des monomes tels que 

wels que soient i et j. A*ors r = 

pi * q, z piqj - g 2 + iii 

en deduit facilement (ii) et (iii). 

2.5. LEMME. Soient x, y, z E B, tels que z = [x, y]; soient p = y,-‘(x), 
q = ~-l(y), Y -= q+(z). Soient p, u des nombres re’els tels que p + u > 0. 
Posons v  == ~~,~(x), w = v,,,(y). Soient p, et q1 les polyndmes (p, a)-associfh 
ci x et y. 

(i) On a 

+y, y) = g (X, Y) g (X, Y) - g (X 1’) g (X Y) + 4x, Y) 

avec v,,~(Z) ,( a + w - 2p - 20. 

(ii) II existe un couple (t, u) d’e’le’ments de B, et un seul posskdant les 
proprie’th suivantes: 

(a) z=t+u; 
(b) t est (p, a)-homogthe de degre’ v  + w - p - o; 

(4 up,o(u) < zi + w - p - u. 
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(iii) Les conditions suivantes sont bquivalentes: 

(iii,) t = 0; 

(iii,) (WWWW - (~p,/~y)(~ql/~4 = 0. 

Si v  et w sont des entiers, ces conditions sont encore kquivalentes & la suivante: 

(iii,) qlv est proportionnel h plw. 

(iv) Si t # 0, le polyn6me (p, a)-associe’ ci z est (~pp,/~X)(~q,/~Y) - 

(aPl/aY)(aql/w 

Cela se dCduit facilement de 2.4 (cf., dans [I], le passage de 2.2, 2.4 a 2.6, 

2.7). 
Ces lemmes nous permettront d’imiter de trks p&s les dkmonstrations de [ 11. 

3. CLASSIFICATION DES BLBMENTS DE B, 

3.1. Les dkfinitions donnkes en [I], 6.1 g 6.3, pour une algkbre associative 

quelconque, s’appliquent naturellement A B, . Si x E B, et p EC, on peut 
done considkrer les sous-espaces vectoriels F(x, CL) et D(x, CL) de B, , les sous- 
algbbres F(x) = @&F(x, CL), D(x) = OPEC D(x, CL) et Ai = F(x, 0). 
Rappelons le sens de ces notations. D’abord, F(x) est l’ensemble des y  E B, 
tels que y, (adx) ‘y, (adx)2 ‘y,... engendrent un sous-espace vectoriel de 
dimension finie; et F(x, CL) est l’ensemble des y  E B, tels que (ad x - CL)% . y  

soit nul pour n assez grand; on a F(x, p)F(x, p’) C F(x, p + p’). Ensuite 
D(x, CL) est le sous-espace propre de ad x relativement 2 la valeur propre CL; 
on a D(x, p) D(x, I*‘) C D(x, p + CL’). Si p E C - {0}, alors D(x, CL) = F(x, p) 
(cf. [l], 6.5; la dkmonstration de [I] reposait uniquement sur le fait que 
A, est intkgre et que la dimension de Gelfand-Kirillov de A, est 2; or cela se 

dkmontre pour B,, comme pour A,). On a F(x) = D(x) ou F(x) = N(x) 
(m&me dkmonstration que pour [ 11, 6.6). 

3.2. On peut done classer les Clkments de B, comme nous avons class6 
en [l], 6.7 et 6.8, les ClCments de A, . Nous nous contenterons de ceci: un 
Cltment x de B, est dit de type strictement semi-simpZe si D(x) = B, (autrement 

dit si ad x est diagonalisable), et de type strictement nilpotent si N(x) = B, 
(autrement dit si ad x est localement nilpotent). 

3.3. LEMME. Soient p, o des entiers > 0, x un e’lkment de B, , v  = v,,,(x), 
et q le polyn6me (p, u)-associe’ k x. On suppose que: 

(1) v  > p + 0; 

(2) q n’est pas un mon6me; 

(3) on n’est pas dans l’un des cas a), b), c) ci-dessous: 
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(a) o > p, u est multiple de p, et q(X, Y) = AXor(XoiD + PY)” ozi 

h, p E C et OL, /3 sont des entiers > 0; 

(b) p > U, p est multiple de CT, et q(X, Y) =- hY”(Pf” + pX)@ ozi 

h, p E C et (Y, /3 sont des entiers > 0; 

(c) p = u. 

Alors F(x) se rbduit au commutant de x dans B, . 

On peut recopier mot pour mot la demonstration de [I], 7.2 a 7.4. 

4. CERTAINS AUTOMORP~IISMES DE B, 

4.1. Si x E B, est de type strictement nilpotent, et si y  E B, est un 

polynome en X, il est immediat que y  est de type strictement nilpotent (car on 
voit par recurrence sur n que Ker(ad~)~ r> Ker(ad x)“). 

4.2. I1 rCsulte de 4.1 que, pour tout p E C et tout entier n > 0, ad(tLf”) 
est une derivation localement nilpotente de B, . Notons Qn,* l’automorphisme 
exp ad&f “) de B, . De m&me, soit Yn,, l’automorphisme exp ad(pen) de B, . 

Notons provisoirement G le sous-groupe de Aut(B,) engendre par les dj,,, et 
les ul,,, (on verra en 6.1 que G = Aut(B,)). 

4.3. On sait que les exp ad gpE et exp ad gpF engendrent le groupe 
Aut(g). Done tout automorphisme de g se prolonge de maniere unique en un 
automorphisme de U qui laisse stable IA; cet automorphisme definit par 

passage au quotient un automorphisme de B, . Nous avons ainsi defini un 
homomorphisme, Cvidemment injectif, de Aut(g) dans Aut(B,). Nous 
identifierons Aut(g) a un aous-groupe de Aut(B,) grace a cet homomorphisme. 
I1 est clair que Aut(g) C G. 

4.4. En particulier, nous noterons Q l’automorphisme de B, tel que 

Q(e) = f, Q(f) = e, 52(h) = -h. Ce qui precede prouve que Q E G. 

4.5. On a 

@w(f) = f. (10) 

Puis [f  12, h] = 2nf II, done 

Q,,,(h) = h + 2pnfTL. (11) 
Enfin. 

[ f  n, e] = -hf n-1 - f  hfn-2 - . - f  n-1,$ = -nf n-lb + n(n - l)f”-’ 

d’oti 

O,,,(e) = e - pnf +lh + pn(n - l)f”-’ - p2n2f 2n-1. (12) 
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4.6. Nous noterons @k,, , G’ les objets transport& de @,,, , G par la 

bijection y. Ainsi, les @n,P sont des automorphismes de C+[X, Y] muni de la 

multiplication *. 

4.7. LEMME. On a 

@;,JpJq = X”m pour tout entier m > 0. (13) 

@A,,(XY) = XY + 21-npnX2n (14) 

@A,,(Y2) = (Y + 21--npnX2n-1)2 - 21enpn(2n - 1) X2+2. (15) 

La formule (13) resulte de (10). On a, d’apres (1 l), 

@L,,(XY) = ql(@in,u(h + $)) = v-l(h + 9 + 2pnf’“) = XY + 2pn2-nX27L, 

d’oh (14). Enfin, d’aprb (12), 

@A,,(Y2) = ~-1(@n,,(--24) 
= p-l(-2e + 2pnfn-lh - 2pn(n - l).f”-’ + 2p2n2f2n-1) 

= tq-l(-2e + 2pnfn-l(h + 4) - pn(2n - l)f”-’ + 2p2nff2”-l) 

= y2 f 2pn21-"X2~n-l'+ly- pn(2n _ 1)21-"X2n-2 

+ 2p2n2p2npn-2, 

d’oh (15). 

4.8. LEMME. (i) On a 

@;,u(Xi+2jYi) = (XY + 21-npnX2n)iX2j + l(X, Y) (16) 

@;+(XiYi+2j) = (XY + 2l-“p~X~“)~(Y + 21-npnXPn-1)2j + l’(X, Y) (17) 

avec v~,~~-~(Z) < 2ni + 2j, ~~,~,-~(l’) -c 2ni + 2(2n - l)i. 

(ii) Dans @k p(Xi+2jYi), le terme en Xzni-t2j a pour coefficient 2i(1-nWpi. 
Dans~:,~~(XiYi+21j,I,termeenX2?Li+2(2?l~l)japourEoefticient2'i+2')(l-n)ni+2j~"+2j. 

Soit a un entier > 0. Supposons (16) et (17) prouves pour les monomes M 
tels que vr ,zn-1(M) < a. Soient i,j tels que 2ni + 2i = a. D’apres 2.4(ii), on a 

Xi+Vyi = (Xy)*i *(X2)*i + C ol,,XTS. 
r+(ln-l)s<a 

D’apres (13), (14), 2.4(ii) et l’hypothese de recurrence, on en deduit (16). 
La formule (17) se demontre de maniere analogue. L’assertion (ii) se deduit 
aussitot de (i). 
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5. QUELQUES LEMMES 

5.1. LEMME. Soit p E C.+[X, Y], de la forme 

a0 + a,x2 $- &X4 + ” {- c+vT + LYXY 

avec (Y # 0. I1 existe @ E G’ tel que Q(p) soit de la forme &, + PXY. 

Le lemme est evident pour Y = 0. Supposons-le demontre pour Y - 1. On a 

@E,,(p) = 010 + or,xz + . . . + a2r--2X2r--2 + OiXY + (“zr + 2l-‘y) X2r. 

I1 suffit alors de prendre p = -2r-1012r~-1r-1, et d’appliquer I’hypothbe de 
recurrence. 

5.2. LEMME. Soit p = 2 aijXiYj EC+[X, Y]. Soit Y le plus petit 
entier > 0 tel que oliO -= 0 pour i > Y. Soit s le plus petit entier 3 0 tel que 
oluj = 0 pourj > s. On suppose qu’il existe des entiers i1 , j, tels que: 1) CQ,~, # 0; 

2) (il , jJ # (I, 1); 3) sil + yjI > YS, ou bien (il , jl) # (0, 0) si r = s = 0. 
a410rs F(y(p)) f  B, . 

Imitons la demonstration de [I, Lemme 8.71. Supposons iI = 0. On a 
j ,  < s par definition de s, done siI + YJ~ < rs; d’aprb l’hypothbe 3, 
Y = s = 0, done ji = 0, ce qui est contraire a (il , j,) # (0, 0). Done il > 0 

et de m&me j, > 0. 
I1 existe des nombres p > 0, D > 0, de rapport irrationnel, tels que 

cril + pji > ps, uil + pj, > TV (on prend (p, o) suffisamment voisin de (r, s)). 
Puis il existe des entiers iz 3 0, j, > 0 tels que CQ, # 0, uiz + pj, = v,,,(p). 
Alors uiz + pj, > ps, uiz + pjz > YU. Cela entraine d’abord iz > 0, j, > 0. 

Si iz = j, = 1, on a CT + p < oil + pjI < Gz + pj, = u + p, d’oh il = iz , 
j, = 1, et (2i , j,) = (1, 1) contrairement a l’hypothese. Done iz > 1 ou 
j, > 1. D’apres [l], 1.3(ii), le polynome (a, p)-associe a q(p) est ai,j,Xi~Yje. 

Supposons iz < j, . Pour n = 0, 1, 2,..., posons yn = (ad v(p))” y(Y2). 
Montrons par recurrence sur ~2 que le polynome (a, p)-associe a yn est 

avec ,Bn E C, ,8, # 0. C’est evident pour n = 0. Supposons-le Ctabli pour TZ. 
On a 

442 + n( jz - 1)) -j&i, - 1) = 24 + aj, - ni, > 2i, > 0 

done (Lemme 2.5(iv)) le polynome ((I, p)-associe ?I yn+a = [v(p), y,J est 

(24 + flj, - n&J ~i,iJLX 
i,+a(i,-1)-lyj2+2+n(iz-1)-1 
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d’ou notre assertion pour n + 1. On a en outre 

z&(yn) = a& - 1) + p(2 + 4j2 - 1)). 

Comme j, > 1 et i, > 0, on voit que z(~,~(Y~) - + co avec n. Done 

dy”) ~F(P(P))~ et Wf4PN f  BA . 
Si i, >, j, , on se ramene au cas precedent en utilisant l’automorphisme Sz. 

5.3. LEMME. Soit x E B, tel que F(x) = B, . I1 existe @ E G tel que D(x) 
posskde l’une des prop&h suivantes: ou bien Q(x) E C[f], ou bien D(x) E Ce + 

c.+ Ch + Cl. 

Imitons la demonstration de [ 11, L emme 8.8. Soit p = ~-l(x). Introduisons 

les entiers Y, s du Lemme 5.2. Si Y = s = 0, on ap E C + CXY (Lemme 5.2). 
doncxEC+Ch.Sir>Oets=0,0napECXY+C+CX2+CX4+... 
(Lemme 5.2) et il suffit d’appliquer le Lemme 5.1. De m&me si r = 0 et s > 0. 
Now supposerons done r >/ 2, s > 2, et le lemme Ctabli pour r + s < n; 
nous envisagerons desormais le cas oh r + s = n. Utilisant l’automorphisme 

~,onpeutsupposerquer3s.Sir=2,d’ohr=s=2,onapEC+CX2+ 
CXY + CY2 (Lemme 5.2), done x E Ce + Cf + Ch + Cl. Supposons done 
r > 2, d’oh r + s < rs. Si (i, j) E E(x), le Lemme 5.2 prouve que, ou 
bien si + rj < YS, ou bien i = j = 1, et alors si + rj == s + Y < rs. 
Done v,.,(x) = rs et le polyn8me (s, r)-associe a x est de la forme 

q(X, Y) = /3,xr + .” + P&J’” avec & f  0, /3$ f  0. (18) 

Comme q E C+[X, Y], r et s sont pairs. Appliquons le Lemme 3.3 avec 
p = s, (T = r. Comme r > s, on est dans le cas (a) ou dans le cas (c) de ce 
lemme. Dans le cas (a), r est multiple de s, et, d’apres (18), q est propor- 

tionnel a (XTis + PY)~ avec I* E C, p f  0. Comme q E C+[X, Y], les entiers 

s,s- 1 +z 
s ’ 

s--2+22: ,...) s - s + s y  
S S 

sont tous pairs, autrement dit s est pair et r/s est impair. Dans le cas (c), 
on a r = s. Dans tous les cas, on peut done poser s = 2t et Y = (2~2 - 1) 2t, 

oh n et t sont des entiers > 0. Ainsi, 

q(X, Y) = /3()X(2+-1)2t + ,/3X(2n-1)(2t-l)y + pJ’2n-lHzt-2Iy2 + ... + pzty2’. 

Soit Y EC. D’apres le Lemme 4.8, on a ~,,,,-i(@,,~(p)) < vi,a+i(p) = 
2t(2n - I), et le terme en X (2n-1)2t dans @‘:, Jp) a pour coefficient 

p. + p9$4” + 22’1-“‘q32v2 + 1.. + p’l~n’~y3,,“2f* 
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En choisissant bien V, on peut supposer que ce coefficient est nul. Si rr et s1 

sont les entiers analogues aux entiers Y et s du Lemme 5.2, mais relatifs a 

@i&), on voit que s1 l < s et y1 < Y, done y1 + sr < n. D’apres I’hypothese 
de recurrence, il existe @ E G tel que @(@n,V(~)) possede l’une des deux 
proprietes du lemme. 

5.4. LEMME. Soit x E B, 

(i) Six est de type strictement nilpotent, il existe @ E G tel que Q(x) E C[f]. 

(ii) Si x est de type strictement semi-simple, il existe di E G tel que 
CD(x) E Cl + Ch. 

Supposons x de type strictement nilpotent. On peut lui appliquer le 

Lemme 5.3 et on est ramene aux 2 cas suivants: 1) x E C[j]; 2) x = pe + 
V/I + pf + u avec p, V, p, u EC. Le cas 1 est immediat. Envisageons le cas 2. 
Comme la restriction de ad x = ad(pe + vh + pf) a Ce + Ch + Cf est 
nilpotente, pe + vh + pf est transform6 de f  ou de 0 par un Clement de 

Aut(g) done de G, ce qui achbve de prouver (i). 
Supposons x de type strictement semi-simple. Le Lemme 5.3 ram&e 

encore aux cas I et 2 ci-dessus. Dans le cas 1, x est de type strictement 
nilpotent (4. I), done ad x = 0 et x E Cl. Envisageons le cas 2. Comme la 

restriction de ad&e + VIZ + pf) a Ce + Ch + Cfest semisimple, pe + vh + pf 
est transform6 par Aut(g) d’un Clement de Ch, d’oh (ii). 

5.5. LEMME. Soient e, , fi , h, des &ments de B, , engendrant B,, , tels que 

Pl , 4 = 2eI , [h, , fi] = -2fi , [e, , fi] = h, . II existe @ E G tel que 

Q(e) = el , Q(f) = fi > Q(h) = h, . 

L’ClCment h, est de type strictement semi-simple. D’apres le lemme 
5.4(ii), on est ramene au cas oh h, = c~ + fib avec 01 EC, /3 EC. Comme 
h, , h E [B, , B,], on a 01 = 0 d’apres 1.10. L’ensemble des valeurs propres 

de ad h, est 22, done ,8 = $1. Bref, on est ramene au cas oh h, = h. 
On a [h, el] = 2e, , [h, fJ = -2fi . D’apres 1.5 et 1.6, on peut done Ccrire 

e, = mOe + ol,he + ol,h2e + ... + ol,h”e 

.A = Pof + ,%fh + Afh” + ... + Afh’ 

Alors 

(ffo ,.**, %&EC, % f  O), 

(A ,..., Br EC> /% f  0). 

h = [e, ,fi] = c c&[hie,fhj] 

= g a,&(hiefi - fhi+je) 

= 5 Qj(h”efhj -fe(h + 2)#+9 
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= C a&i (-d hi+'+2 + k hit'+1 +i hi+j +d hZ(h +. 2)i+j 

ij 

+ i h(h + 2)i+j - i (h + 2)‘+1) 

= 1 aipj($(; + j + 2) hi+‘+1 + xijlhi+j + hij2hi+j-l + -.-). 
ii 

Dans cette derniere somme, le coefficient de IF+~+~ est a&$(n + Y + 2) # 0. 
Done n = r = 0, de sorte que e, = oc,e, jr = &f, avec c@,, = 1. Alors il 

existe un @ E Aut(g) tel que Q(e) = e, , Q(f) = fr , Q(h) =h 1 * 

6. LES R&ULTATS PRINCIPAUX 

6.1. TH~OR~ME. Le groupe Aut(B,) est engendre’ par 
CD ll,u et *n,u (n entier > 0, p E C). 

les automorphismes 

Soit @ E Aut(B,). Alors e, = D(e), fr = G(f), h, = Q(h) possedent les 
proprietes du lemme 5.5. Done il existe @’ E G tel que a’(e) = e, , @‘(f) =fr, 
Q’(h) = h, , d’oh @ = @’ E G. 

6.2. TH~ORBME. Soit x E B, . Les conditions suivantes sont c!quivalentes: 

(i) x est de type strictement nilpotent; 

(ii) il existe un automorphisme @ de B, tel que D(x) E C[f]. 

(ii) 3 (i): cela resulte de 4.1. 

(i) z- (ii): cela resulte de 5.4(i). 

6.3. TH~OR$ME. Soit x E B, . Les conditions suivantes sont t!quivalentes: 

(i) x est de type strictement semi-simple; 

(ii) il existe un automorphisme @ de B, tel que Q(x) E Cl + Ch. 

(ii) 3 (i): c’est evident. 

(i) 3 (ii): cela resulte de 5.4(ii). 

6.4. TH~OR$ME. Soient A, A’ EC. Si B, et B,, sont isomorphes, on a 
h = x’. 

Soit @ un isomorphisme de B,, sur B, . Soient e’, f  ‘, h’ les images canoniques 
de E, F, H dans B,,, . Alors e, = @(e’),fi = @(f’), h, = @(h’) posstdent les 
propriMs du Lemme 5.5. Done il existe @r E Aut(B,) tel que @r(e) = e, , 
@r(f) = fr , @r(h) = h, . Par suite 

X = @,(A) = Gl(4fe + h2 + 2h) = @(4f ‘e’ + hf2 + 2h’) = @(A’) = A’. 
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7. REMARQUES DIVERSES 

7.1. On a 1 E [A1 , A,]. Si I’on compare a 1.10, on conclut qu’aucune BA 
n’est isomorphe 2 -4, . D’autre part, il est facile de voir que le corps des 
fractions de B, est isomorphe au corps des fractions de ;4, . 

7.2. Soient p, 4 des gCnCrateurs de A, tels que [p, Q] = 1. Soit p EC 
une racine de p2 + 2~ --h = 0. Comme me I’a fait remarquer N. Conze, il 

existe un isomorphisme de B, sur une sous-algtbre de A, qui transforme e 

en -pq - pq2, f  en p, h en p + 2pq. 

7.3. Soit GE Aut(U). P our A = n2 + 2n (n = 0, 1, 2 ,... ), @ laisse 
stable IA’ (cf. introduction) qui est I’unique idCal bilatkre de codimension 
(n + 1)2 dans Cr. Done @ laisse stable I’idCal du centre 2 de U engendrt par 
Q - /\. 11 rksulte de la que @ induit I’identitC sur 2, et laisse done stable 

chaque IA . On en dCduit un homomorphisme w: Aut(U) -+ Aut(BA). Le 
th. 6.1 entraine que w est surjectif, car il est clair que les ‘ib,,, et les Yy,,, se 
relkvent en automorphismes de 11. I1 est facile de voir que w n’est pas injectif. 

7.4. Les sous-algkbres commutatives de BA posskdent des propriCds 

analogues & celles des sous-algtbres commutatives de A, [I, $34, 5.1, 5.21; 
elles s’ktablissent de la m&me faqon. 
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