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INTRODUCTION ET NOTATIONS

Soit A, lalgébre associative complexe a élément unité définie par 2n
générateurs p; , 9 ,-r-s Pu » §n €t les relations

[pirq] =1 t=1..,n)
[Pi ’Pi] = [111 s 97'] = [P; , qj] =0 pour ) ;ﬁ]

Soient g une algebre de Lie nilpotente complexe, U son algébre enveloppante.
Alors, pour tout idéal primitif I de U, il existe un entier n tel que U/I soit
isomorphe 4 A,; cet entier n est le méme pour ‘“‘presque tous” les idéaux
primitifs de U [2]. Par exemple, supposons que g soit l'algébre de Lie
admettant, par rapport 3 une base (¥, ¥, 2), la table de multiplication [x, y] = 2,
[#,2] =0, [y,2] =0. Les idéaux primitifs de U sont les suivants:
(1) les idéaux de codimension | (qui contiennent tous I'élément 2); (2) les
idéaux de la forme Uz — A) oi A e C — {0}. Si I appartient & la premiére
famille (qui est, en un sens facile & préciser, exceptionelle), U/I est isomorphe
aC = Ag; sil appartient a la deuxiéme famille, U/I est isomorphe a 4, .

Soient maintenant g une algébre de Lie semi-simple complexe, U son
algebre enveloppante. Quand I parcourt ensemble des idéaux primitifs de U,
les quotients U/I ont-ils les mémes propriétés de stabilité que dans le cas
nilpotent ? Nous verrons dans ce mémoire qu’il n’en est rien, en analysant le
cas de sl(2, C).

Supposons désormais que g = sl(2, C). Posons

R S

de sorte que [H, E] = 2E, [H,F] = —2F, [E,F] = H. Soit
Q = 4FE + H? + 2H = 4EF + H2 — 2H = 2EF + 2FE -+ He U.
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11 est bien connu que le centre de U est égal & C[Q]. Pour tout A e C, soit
I, = U(Q — A). Alors ’application A+ I, est une bijection de C sur I’ensemble
des idéaux primitifs de U de codimension infinie. Si A n’est pas de la forme
n2 -+ 2n(n = 0,1, 2,...), I, est un idéal bilatére maximal de U. Si A est de la
forme n% + 2n (n = 0, 1, 2,...), il existe un idéal bilatére et un seul I," de U
telque I, CI C U, I, 5 I,/ = U, cet idéal I, est de codimension (n + )2
dans Uj; c’est le noyau de la représentation simple de dimension n -+ 1 de U.
Les I’ sont exactement les idéaux primitifs de U de codimension finie.
Ces faits sont, pour la plupart, énoncés dans [2], assez faciles & démontrer, et
maintenant trés connus.

Posons B, = U/U(Q — A). Si A3#0,3,8,15,..., B, est simple. Si
A=mn2+42n (n=0,1,2,.), B, admet un idéal non trivial et un seul, et
cet idéal est de codimension (n -+ 1)?; par suite, By, By, By ,... sont deux a
deux non isomorphes. Il s’agit maintenant de comparer les algébres simples
B, (A #0,3,8,...). Nous verrons gu'elles sont deux & deux non isomorphes.
En I'absence d’invariants utiles dans la classification des algébres simples,
une étude détaillée des B, est pour cela nécessaire, reposant sur les résultats
de [1]). Nous obtiendrons d’ailleurs en méme temps certaines propriétés
positives des B,; par exemple, toute dérivation de B, est intérieure, et le groupe
des automorphismes de B, est engendré par les exp(D) (D, dérivation localement
nilpotente de B,). Ces propriétés rapprochent B, de A, . Il serait intéressant
d’étudier de ce point de vue les algébres de Lie semi-simples quelconques.

Pour toute algébre A4, nous noterons Der(A) ’ensemble des dérivations de 4
et Aut{A4) Pensemble des automorphismes de 4. Dans la suite, A désigne un
nombre complexe fixé.

1. PROPRIETES FLEMENTAIRES DES B,

1.1. 1} est clair que V'algtbre B, est primitive, noethérienne & gauche et
a droite. 11 est facile de voir que son centre est C - 1.

1.2. La filtration canonique de U définit par passage au quotient une
filtration de B, . L’algébre graduée associée a B, est isomorphe 4 C[X, Y, Z]/
(4XZ - Y?) donc intégre. Donc B, est intégre, et les seuls éléments inversibles
de B, sont les scalaires. D’autre part, pour tout x € B, non scalaire, les éléments
1, x, #%,... sont linéairement indépendants.

1.3. Nous noterons e, f, k les images canoniques de E, F, H dans B, . On a

[he] =2, [hfl=-=2f [6fl=h (M
A= dfe 1k + 2h = def - k% — 2h = Def + 2fe + B @)
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1.4, D’aprés le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt, les F"H"E" (m, n,r
entiers >> 0) forment une base de I'espace vectoriel U. Donc les f™hne”
engendrent I'espace vectoriel B, , D’autre part

eh = (h—2e  fh=(h+2f )

done, si p est un polyndéme a coefficients complexes en une indéterminée,

eph) = plh —2r)e,  f7pth) = ph + 2m) f™. (4)

Compte tenu de la relation (2), on voit facilement que les f™h" et les h"e"
(m, n, r entiers > 0) engendrent I'espace vectoriel B, (cf. ausst Lemme 1.9).

1.5. Pour tout a € C, soit B,* I'ensemble des b € B, tels que [A, 8] = ab.
On a he B)Y, ec B2 feB;? donc B = @,,; By, et l'algtbre B, est
graduée par les B,

1.6. Montrons, conformément 4 une remarque de P. Gabriel, que les
f7h" et les h"e" (m, n, r entiers > 0, r > 0) forment une base de I'espace
vectoriel B, . On a fmh" € By*™ et hre” € BY". 1l suffit donc de prouver que:
1) les éléments f™, f™h, f™h?... sont linéairement indépendants; 2) les
éléments e, he”, h%e,... sont linéairement indépendants. Or si par exemple
on a une relation linéaire non triviale entre f™, f™h, fmh?,.., elle s’écrit
F™p(k) = 0 ol p est un polyndéme non identiquement nul; alors

Jrth = XM)(h = Ag) - (h = A) =0,
ce qui contredit le fait que B, est intégre.
1.7. LEMME. Soient s une algébre de Lie semi-simple, V son algébre envelop-
pante, I un idéal bilatére de V.

(1) Toute dérivation de VI est intérieure.

(i) Der(V) laisse stable I, et I’application canonique Der(1') — Der(V/I)
est surjective.

Soient D une dérivation de V/I, j I'application canonique de V sur V/I, et
@ = (Dojg)|s. Soit (Vy, Vy, V,,...) la filtration canonique de V. Il existe
un entier, soit #, tel que ¢(s) C V,,/(V,, N I). On a, pour x, y € s,

o([x y]) = D([jx 1y]) = [Djx, jy] + [jx, Djy] = [p%, p] + [jx @yl (5)

Considérons V,/(V,NI) comme un s-module pour la représentation
adjointe. Ce s-module est de dimension finie, et (5) peut s’écrire

o([x, ¥]) = x - () — ¥ - @(x).
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Comme H(s, V,/(V,NI)) =0, il existe un weV,/(V,NI) tel que
p(x) = x - v, c'est-a-dire D(j(x)) = —[v,j(x)], pour tout x e s. Ainsi, les
dérivations D et ad(—wv) coincident sur j(s) et par suite sur /I tout entier.
Cela prouve ().

En particulier, tout élément de Der(}) est intérieur, donc laisse stable /.
Tout élément de Der(¥/I), étant intérieur, se reléve en une dérivation de V',

d’otur (ii).
1.8. En particulier, toute dérivation de B, est intérieure.
1.9. LeMmMmEe. Sotent a, b des entiers > 0. Sia > b, on a

f€ = (—4)7bf (R  2B2RP1 - NP2 4 A8 4 - 4 Ay)

e = (—4)bf o (k2 — 2b(2a — b) A7 + pph®™% - pgh®3 o o pgy).
Sta<bona

foeb = (—4) (k2 4 2aPh* L 4 vk - ygh?e 8 - e 4oy ) €0

efe = (—4) (k2 — 2a(2b — a) B + k=2 + pghPaE A o - pyg) €070
Dans ces formules, les X; , p, , v; , p; sont des nombres complexes.

Cela résulte par récurrence sur inf(a, b) des formules (2) et (4), grice a des
calculs fastidieux et faciles.

1.10. Soit Z le centre de U. Il est bien connu que U = Z @ [U, U] et que
Z-[U, U]l =[U, U] Z=[U U]. Comme I, est engendré par '’élément
4FE+ H2+2H —Xde Z,onal,=(I,NnZYyDI,N[U, U)), et B, =
C @ [B/\ ’ Bz\]

2. POLYNOMES AsSOCIES AUX ELEMENTS DE B,

2.1. Soient X, Y des indéterminées. Dans C[X, Y], soit C,[X, Y] Ia
sous-algébre 4 unité engendrée par X2, XY, Y2 L’espace vectoriel C,[X, Y]
admet pour base les monomes X" Y™ tels que m -} n soit pair. Soit ¢ I'applica-
tion linéaire de C,[X, Y] dans B, telle que

(p(X2m+”Y”) — 2mfm(hn + (1/2) nzhn—l)
P(XnYynter) = (—=2)(h" 4 (1/2) n2hn1) e,
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11 résulte de 1.6 que @ est bijective. Nous noterons * la multiplication sur
C.[X, Y] transportée de celle de B, grice & ¢~1. La puissance nf™¢ d’un
élément p de C.[X, Y] pour la loi * sera notée p*.

2.2, On déduit de (2), (4) et du lemme 1.9, par des calculs que nous
laissons au soin du lecteur, les formules suivantes:

(XZernYn) * (XZmUrn’Yn’)
=— XZm+2m'+nin’ Ynin'
— n(zm’ + n’) X2'm+2m'+n+n’71Yn+’n -1

+ Z )\iX2m+2m’+n+n’—iYn+n’-i (6)

=2
(XnYn+2r) * (Xn'Yn'+27’)
— Xn+n’Yn+n'+27‘+27’
— n’(n -+ 27) Xntn' -1y nt+n’+2r+2r'—1

+ Z ,Lan+n'—iYn+n’+2r+27'—i (7)

iz2
(X2m+nYn) * (Xn’Yn'+2r’)
= X?2mtntn'yYntn'+2r
— pn’ X2mintn' -1y ntn'+2r' -1

+ Z ViX2m+n+n’~z’Yn+n’+Zr’—i (8)

i>2
(XY H2r) % (X2menyn)
— X2minin Ynin'iar
— (0 + 2r')2m 4 n) X2minin'—1ynin’t2e'-1
+ ) pXEminin—iYntn't2r'-i o)

=2

oules A;, p; , v;, p; sont des nombres complexes.

2.3.  Nous utiliserons certaines notations de [1], relatives aux éléments de
C[X, Y]. Rappelons ces notations en les spécialisant 2 C,[X, Y]. Si p =
2. 0;X°Y7eC[X, Y], on notera E(p) I'ensemble des couples (7, 7) tels que
a;; 7 0. Bi p, ¢ sont des nombres réels, on posera

Upo(P) = sup (pi + oj)

(2,7 eE(p)
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(on convient que 7, ,(0) = —o0). On notera E(p, p, o) 'ensemble des couples
(7, 7) € E(p) tels que pi + of = v, ,(p); si p =0, on a E(p,p,0) #* @.S5i
pi + of = w pour tout (4, j) € E(p), on dira que p est (p, o)-homogeéne de
(p, o)-degré w. En transportant ces notions par ¢, on définit E(x), v, (%),
E(x, p, o) pour x B, 8i g7 1(x) = T 43 X'Y, le polynome 3, je(e.pno) XV
sera appelé le polyndme (p, o)-associé 2 x.

2.4. LemME. Soient x, y, 2 € B, tels que z = xy; sotent p = ¢~(x),
g =@ Wy), r = ¢7Xz). Sotent p, o des nombres réels tels que p + o > O:

() Ona
r(X, V) = p(X, Y)q(X, ¥) — Y (X, y) 4 (X, Y)+ (X, Y)

avec v, () < ‘Uﬂ_o(P) + 0,.0(9) — 2p — 20.
(1) Le polyndme (p, o)-associé a z est le produit des polyndmes (p, )-associés
axety.
(i) v,,4(2) = U,,0(%) + 0,,0()-
Ecrivons p = 3 p;, ¢ = 3 ¢;, ot les p,, g; sont des monémes tels que

U, o P} L 0, o)y 2,.0(q5) < 0,0(¢) quels que soient i et j. Alors r =
2 pi % ¢;- D'aprés (6), (7), (8), (9), on a

&p, @
P, = pa—

avec vo,o(lij) Ty, a(p ) + Ty, o(q/) - 2P - 20 Yy, o(p) + T, a(q) 2:0 - 20’
Cl,Oljl (l) Comme 'Ua,a(dp/ay) - ‘vu,o(P) —oet 7}u,U(Oq/U‘X‘) - vﬂ.a(q)
en déduit facilement (ii) et (1it).

2.5. LEMME. Soient x, y, 2 € B, tels que 3 = [x, y]; sotent p = ¢7Y(x),
g = @ Yy), r = ¢ N(z). Soient p, o des nombres réels tels que p + o > 0.
Posons v = v, (x), w = v, (). Sotent p, et g, les polynémes (p, o)-associés
axety.

(i) Ona
X, Y) = (X Y) (X Y)y— (X Y) (X )4+ UX Y)

avec v, (1) < v+ w-—2p — 2o.
(i) 1l existe un couple (t, u) d’éléments de B, et un seul possédant les
propriétés survantes:
(a) z2=t+u
(b) t est (p, o)-homogéne de degré v 4+ w — p — o;
() v,,(0) <v+ww—p—o
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(iil) Les conditions suivantes sont équivalentes:
(i) =0
(iily)  (8py/0XN0q,/0Y) — (8p1/0Y )qn/0X) = O.
Si v et w sont des entiers, ces conditions sont encore équivalentes a la suivante:
(iity)  ¢,® est proportionnel a p,*.
(iv) Si t =0, le polyndme (p, o)-associé a z est (ip,]0X)(0q,[0Y) —
(0p1/0Y )9,/ 0X).

Cela se déduit facilement de 2.4 (cf.,, dans [1], le passage de 2.2, 2.4 4 2.6,
2.7).

Ces lemmes nous permettront d’imiter de trés prés les démonstrations de [1].

3. CLASSIFICATION DES ELEMENTS DE B,

3.1. Les définitions données en [1], 6.1 4 6.3, pour une algébre associative
quelconque, s’appliquent naturellement a B, . Si x€ B, et neC, on peut
donc considérer les sous-espaces vectoriels F(x, pu) et D(x, 1) de B, , les sous-
algtbres F(x) = @ cF(x, pn), D) = @ e D(x, ) et N(x) = F(x, 0).
Rappelons le sens de ces notations. D’abord, F(x) est 'ensemble des y € B,
tels que y, (ad x) -y, (ad x)? - y,... engendrent un sous-espace vectoriel de
dimension finie; et F(x, ) est ’ensemble des y € B, tels que (ad x — p)* - y
soit nul pour #n assez grand; on a F(x, u) F(x, ") C F(x, p + p'). Ensuite
D(x, p) est le sous-espace propre de ad x relativement a la valeur propre p;
on a D(x, u) D(x, p") C D(x, u + p'). Si p € C — {0}, alors D(x, p) = F(x, )
(cf. [1], 6.5; la démonstration de [1] reposait uniquement sur le fait que
A; est intégre et que la dimension de Gelfand-Kirillov de A4, est 2; or cela se
démontre pour B, comme pour A;). On a F(x) = D(x) ou F(x) = N(x)
(méme démonstration que pour [1], 6.6).

3.2. On peut donc classer les éléments de B, comme nous avons classé
en [1], 6.7 et 6.8, les éléments de 4, . Nous nous contenterons de ceci: un
élément x de B, est dit de type strictement semi-simple si D(x) = B, (autrement

dit si ad x est diagonalisable), et de type strictement nilpotent si N(x) = B,
(autrement dit si ad x est localement nilpotent).

3.3. LemwMmE. Sotent p, o des entiers > 0, x un élément de B, , v = v, ,(x),
et q le polynime (p, o)-associé a x. On suppose que:
(1) v>p+o
(2) g nest pas un moniéme;

(3) on nest pas dans I'un des cas a), b), c) ci-dessous:
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(a) o > p,o est multiple de p, et (X, Y) = AX(X" + uY) ou
A, u€C et o, B sont des entiers > 0,

(b) p > o, p est multiple de o, et g(X,Y) == AY(Y*/* + uX) ou
A, peCeta, B sont des entiers 2> 0,

() p=o0.
Alors F(x) se réduit au commutant de x dans B, .

On peut recopier mot pour mot la démonstration de [1], 7.2 4 7.4.

4. CERTAINS AUTOMORPHISMES DE B,

4.1. Si xe B, est de type strictement nilpotent, et si y€ B, est un
polynéme en x, il est immédiat que y est de type strictement nilpotent (car on
voit par récurrence sur n que Ker(ad )" O Ker(ad x)7).

4.2. 1l résulte de 4.1 que, pour tout u € C et tout entier n > 0, ad(uf?)
est une dérivation localement nilpotente de B, . Notons @, ,, I’automorphisme
exp ad(uf™) de B,. De méme, soit ¥, , I'automorphisme exp ad(ue”) de B, .
Notons provisoirement G le sous-groupe de Aut(B,) engendré par les @, , et
les ¥, , (on verra en 6.1 que G = Aut(B,)).

4.3. On sait que les expad juF et expad juF engendrent le groupe
Aut(g). Donc tout automorphisme de g se prolonge de maniére unique en un
automorphisme de U qui laisse stable J,; cet automorphisme définit par
passage au quotient un automorphisme de B, . Nous avons ainsi défini un
homomorphisme, évidemment injectif, de Aut(g) dans Aut(B,). Nous
identifierons Aut(g) 2 un sous-groupe de Aut(B,) griace 4 cet homomorphisme.
Il est clair que Aut(g) C G.

4.4. En particulier, nous noterons £ l'automorphisme de B, tel que
2e) = f, Af) = ¢, (h) = —h. Ce qui précéde prouve que 2¢€ G.

45. Ona

Pnulf) =T (10)
Puis [f", #] = 2af™, donc
®, () = h + dpnf". (11)
Enfin,
[f7,e] = —hfr=t — fhf72 — - — frlh — —af "h 4 n(n — 1)fn1
d’ou

@y ) = € — unf "+ pnln — 1) 77— idfL(12)
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4.6. Nous noterons @, ,, G’ les objets transportés de @, ,, G par la

bijection . Ainsi, les @), , sont des automorphismes de C,[X, Y] muni de la
multiplication *.

47. LemME. Ona
@, (X*™) = X®™  pour tout entier m == 0. (13)
&, (XY) = XY + 2--un X2 (14)
&), (V?) = (Y + 2"un X 1)2 — 2-myn(2n — 1) X2 (15)
La formule (13) résulte de (10). On a, d’apres (11),
B, UXY) = §@y (- B) = ¢ (b + § -+ 2unf") = XY 4 un2nx,
d’ot (14). Enfin, d’apres (12),
P, (V) = 74Py (—2e))
= §(—2e + 2unf "tk — Qunfn — 1) [ - Quf )
— (=2 + Zunfr I + §) — n(n — 1) 1 + e
= Y?% 4 2un2l-n X2n-DY — yn(2n — 1) 21-mX2n-2
+ 2pPn?l-2n X1n-2
d’ou (15).
48. LemME. (i) Ona
D, (XY = (XY + 20 munX#)iX% + (X, Y) (16)
D;, (XYY = (XY + 2V run XY 4 21 X213 L (X, YY) (17)
avec Uy g, (1) < 2n8 4 2f, 0y 5, (1) < 200 + 2(2n — 1) 5.
(ii) Dans @, (XT¥Y?), le terme en X% a pour coefficient 210="niyl,
Dans @, (X:Y+%), letermeen X*+23n—1 g poyr coefficient 24i+2)) A—migit2iy i3,

Soit @ un entier >> 0. Supposons (16) et (17) prouvés pour les monémes M
tels que v, 5, (M) < a. Soient 1, j tels que 2ni + 2§ = a. D’aprés 2.4(i1), on a
Xi+2,’iYi — (XY)*1. * (X2)*j _+_ Z OCTSXTI,S-

r+(2n-1)s<a
D’aprés (13), (14), 2.4(ii) et hypothése de récurrence, on en déduit (16).
La formule (17) se démontre de maniére analogue. L’assertion (ii) se déduit
aussitot de ().
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5. QUELQUES LEMMES

5.1. LemmMme. Soit peC[X, Y], de la forme
o + X2 4 o? X, + 4 0, X+ aXY
avec o 7 0. Il existe D € G tel que D( p) soit de la forme B, + BXY.

Le lemme est évident pour» = 0. Supposons-le démontré pourr — 1. On a
D, (P) = oy + X2+ - 4 0y, 3 X272 - aXV A (0, 4 2V Tour) X2,

Il suffit alors de prendre p = —2"tay,a'r—1, et d’appliquer Phypothése de
récurrence.

5.2. LemME. Soit p =3 a;X'YeC[X,Y] Soit r le plus petit
entier = 0 tel que a;y = O pour ¢ > r. Soit s le plus petit entier = 0 tel que
oy = Opourj > s. On suppose qu'il existe des entiersiy , j; tels que: 1) o; ; # 0;
2) (5, 51) 5= (1, 1); 3) sty - 7fy > rs, ou bien (i, j;) # (0,0) si r = s = 0.
Alors F(p(p)) # B, .

Imitons la démonstration de [1, Lemme 8.7]. Supposons 73 = 0. On a
J1 < s par définition de s, donc si, + rj; < rs; d’aprés I’hypothése 3,
r = s = 0, donc j; = 0, ce qui est contraire 4 (7, , /;) # (0, 0). Donc# > 0
et de méme f; > 0.

Il existe des nombres p > 0, ¢ > 0, de rapport irrationnel, tels que
oty + pjy > ps, oty + pj; > ro (on prend (p, o) suffisamment voisin de (7, s)).
Puis il existe des entiers i, = 0,7, = Otels que o ; 7 0, 0iy + pfo = T,,(P)-
Alors oty + pjs > ps, iy + pjs > ro. Cela entraine d’abord 7, > 0,7, > 0.
Sitg=j,=1,onac+p <o) +pj; <oty +pj, =0+ p, do0s =1,
J1=7Js et (&;,J;) = (1, 1) contrairement a I'hypothése. Donc 7, > 1 ou
Jo > 1. D’aprés [1], 1.3(ii), le polynéme (o, p)-associé & ¢(p) est o ; Xie¥7.

Supposons #, <<jf,. Pour # =0, 1, 2,..., posons y, = (ad ¢(p))" e(¥2).
Montrons par récurrence sur 2 que le polyndme (o, p)-associé & y,, est

B xn (45~1) Y2+n(f2—1)
n

avec B, € C, B, # 0. C’est évident pour n = 0. Supposons-le établi pour #.
On a

(2 + n(jy — 1)) — janliy — 1) = 26 + mjy — nip = 2, > 0
donc (Lemme 2.5(iv)) le polynéme (o, p)-associé a y,.; = [@(p), ¥,] est

(212 + n]‘2 . nzz) aizjzlanig-kn(iz‘l)——lyj2+2+n(:i2—1)—l
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d’ou notre assertion pour n + 1. On a en outre
Vo, {Vn) = on(iy — 1) + p(2 + n(j; — 1))

Comme j, > 1 et i, > 0, on voit que v, (y,) — -+ avec n. Donc

@(Y?) e F(g(p)), et F(g(p)) # B, .

Si i, = j,, on se raméne au cas précédent en utilisant automorphisme £,

5.3. LemME. Soit x € B, tel que F(x) = B, . Il existe © € G tel que D(x)
posséde 'une des propriétés suivantes: ou bien D(x) € C[f], ou bien D(x) € Ce +
Cf+Ch 4 Cl.

Imitons la démonstration de [1], Lemme 8.8. Soit p = ¢~1(x). Introduisons
les entiers #, s du Lemme 5.2. Sir = s = 0,onap € C 4 CXY (Lemme 5.2).
doncxeC +Ch.Sir >0ets =0,0napeCXY +C 4+ CX2 4+ CX* 4 -
(Lemme 5.2) et il suffit d’appliquer le Lemme 5.1. De mémesir = Qets > 0.
Nous supposerons donc 7 2= 2, s 2> 2, et le lemme établi pour 7 + s < #;
nous envisagerons désormais le cas ot r + s = n. Utilisant automorphisme
£, on peut supposer que ¥ > 5. 817 =2, d'our =s =2, onapeC + CX2 4
CXY + CY? (Lemme 5.2), donc x € Ce + Cf + Ch + Cl. Supposons donc
r > 2, dou 7+ s <rs. Si(i,j)eE(x), le Lemme 5.2 prouve que, ou
bien st -}- #j < rs, ou bien ¢ =j =1, et alors st 4 #vj == s + r <7rs.
Donc o, ,(x) = rs et le polyndme (s, r)-associé 4 x est de la forme

GX, ¥) = BX7+ -+ Y avec By £0,8,40.  (I8)

Comme ¢ge C,[X, Y], r et s sont pairs. Appliquons le Lemme 3.3 avec
p =s,a =r. Commer >, on est dans le cas (a) ou dans le cas (c) de ce
lemme. Dans le cas (a), 7 est multiple de s, et, d’aprés (18), ¢ est propor-
tionnel & (X"/¢ 4- uY)® avec peC, p # 0. Comme g € C,[X, Y], les entiers

r A F ¥
s,s#l-ﬁ—}, sw2+2;,...,s—s+s;

sont tous pairs, autrement dit s est pair et /s est impair. Dans le cas (c),
on ar = s. Dans tous les cas, on peut donc poser s = 2t et r = (2n — 1) 2¢,
ou z et ¢ sont des entiers > 0. Ainsi,

q(‘)(y Y) — BOX(Znél)Zt + BIX(ZnAl)@tAl))’ 4_ BZX(2n-1)(2t42))72 + + B2t1’72[~

Soit veC. D’aprés le Lemme 4.8, on a 5, 1(P, (P)) < 0),0,4(P) ==
2t(2n — 1), et le terme en X @12 dans @;, () a pour coeflicient

BO + zl_nnBIV + 22(1—n)n2ﬁzv2 + vee + 22t(17n)n2tB2tV2t.
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En choisissant bien v, on peut supposer que ce coefficient est nul. Si 7y et 5;
sont les entiers analogues aux entiers 7 et s du Lemme 5.2, mais relatifs a
D, (p), on voit que 5, < s et 1y < 7, donc r; + §; < 7. D’aprés ’hypothése
de récurrence, il existe @ € G tel que DD, (x)) posséde I'une des deux
propriétés du lemme.

54. LemMMme. Sotxe B, .

(i) Six est de type strictement nilpotent, il existe @ € G tel que D(x) e C[f].

(ii) S7i x est de type strictement semi-simple, il existe e G tel que

®(x) e Cl + Ch.

Supposons x de type strictement nilpotent. On peut lui appliquer le
Lemme 5.3 et on est ramené aux 2 cas suivants: 1) x € C[f]; 2) ¥ = ue +
vh -+ pf + o avec p, v, p, 0 €C. Le cas 1 est immédiat. Envisageons le cas 2.
Comme la restriction de ad x = ad(ue + vh + pf) & Ce + Ch 4 Cf est
nilpotente, pe -+ vh - pf est transformé de f ou de O par un élément de
Aut(g) donc de G, ce qui achéve de prouver (i).

Supposons x de type strictement semi-simple. Le Lemme 5.3 raméne
encore aux cas | et 2 ci-dessus. Dans le cas 1, x est de type strictement
nilpotent (4.1), donc ad x = 0 et x £ Cl. Envisageons le cas 2. Comme la
restriction de ad(ue + vk + pf) 8 Ce - Ch + Cf est semisimple, ue + vk + pf
est transformé par Aut(g) d’un élément de Ch, d’ou (ii).

5.5. LemMe. Sotente, , f,, by des éléments de B, , engendrant B, , tels que
[, ei] =2e;, [P, fi]l = —2f1, [er, /il = k. Il existe PG tel que
D) =&, O(f) =1, D(h) = by .

L’élément A, est de type strictement semi-simple. D’aprés le lemme
5.4(ii), on est ramené au cas ou A, = « + Bh avec o C, §€C. Comme
h,helB,,B)], on a a =0 d’aprés 1.10. L’ensemble des valeurs propres
de ad %, est 2Z, donc B = 1. Bref, on est ramené au cas ou Ay = A.

Onalh, e] = 2¢, [A, f;] = —2f;. D’aprés 1.5 et 1.6, on peut donc écrire

ey = age + oqhe + ah’e 4 0 4 a e (g 5oy 2 €C, a, # 0),
fo = Bof + Bufh + BofB? + o + By fH (Bo oo Br € C, By # 0).
Alors

h=leg, ] = Y aylhe, /]
= Z a B hefh’ — fhitie)
=Y. aify(hiefl’ — fe(h + 2)'*))
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=Y ap; (ﬁ }1 hititz L 21 Rt g Ji+i _1_% B3R - 2)it
ij
1 L A i
+ 5 b+ 2% — 3 (h + 2)
= z B3 +j + 2) BT+ At o Aygoht 71 4 oo2),
i

Dans cette derniére somme, le coefficient de A"+ +1 est o, 8,3(n -+ r + 2) # 0.
Donc n — r = 0, de sorte que ; = o, f; = Bof, avec ayffy = 1. Alors il
existe un @ € Aut(q) tel que Ole) = ¢, P(f) = f,, Dh) = A, .

6. LLES RESULTATS PRINCIPAUX

6.1. TutorEME. Le groupe Aut(B,) est engendré par les automorphismes
D, et'V, (nentier >0, ucC).

Soit @ € Aut(B,). Alors e, = P(e), f, = D(f), by = P(h) possédent les
propriétés du lemme 5.5. Donc il existe @ € G tel que D'(e) = ¢, , D'(f) = f,,
O'(h)y =h, dot @ =P eC.

6.2. TuroriME. Soit x € B, . Les conditions suivantes sont équivalentes:
(1) = est de type strictement nilpotent;
(i) 4l existe un automorphisme @ de B, tel que P(x) € C[f].
(if) = (i): celarésultede4.1.
(i) = (i1): cela résulte de 5.4(i).
6.3. 'THEOREME. Soit x€ B, . Les conditions sutvantes sont équivalentes:
(1) & est de type strictement semi-simple;
(i) ¢l existe un automorphisme © de B, tel que O(x) € Cl + Ch.
(ii) = (i): C’est évident.
(1) = () cela résulte de 5.4(i1).
6.4. 'THEOREME. Soient A\, X' eC. Si B, et B, sont isomorphes, on a
A=X.

Soit @ un isomorphisme de B,- sur B, . Soient ¢, f', 4’ les images canoniques
de E, F, H dans B,- . Alors e, = @(¢), f; = D(f'), by = @(’) possédent les
propriétés du Lemme 5.5. Donc il existe @, € Aut(B,) tel que Py(e) = e, ,
D(f) = f1, Dy(h) = h, . Par suite

A= @,(\) = D,(dfe + h* -+ 2h) = D(4f e’ + B2 2H) = OX') = X.

481/24/3-11
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7. REMARQUES DIVERSES

7.1. Onale[4,, A4 Silon compare a 1.10, on conclut qu’aucune B,
n’est isomorphe 4 A, . D’autre part, il est facile de voir que le corps des
fractions de B, est isomorphe au corps des fractions de 4, .

7.2. Sotent p, ¢ des générateurs de A, tels que [p,g] = 1. Soit ueC
une racine de p? + 2u —A = 0. Comme me [’a fait remarquer N. Conze, il
existe un isomorphisme de B, sur une sous-algébre de 4, qui transforme e

en —pug — pg®, fen p, hen p -+ 2p0.
7.3. Soit ®eAut(U). Pour A =n2+42n (n=0,1,2,.), @ laisse

stable I, (cf. introduction) qui est I'unique idéal bilatére de codimension
(n + 1)* dans U. Donc @ laisse stable I'idéal du centre Z de U engendré par
O — A 1l résulte de 12 que @ induit I'identité sur Z, et laisse donc stable
chaque I, . On en déduit un homomorphisme w: Aut(U) — Aut(B,). Le
th. 6.1 entraine que w est surjectif, car il est clair que les @, , et les ¥, , se
relévent en automorphismes de U. Il est facile de voir que w n’est pas injectif.

7.4. Les sous-algébres commutatives de B, possédent des propriétés
analogues 2 celles des sous-algébres commutatives de 4, [1, §§4, 5.1, 5.2];
elles s’établissent de la méme fagon.
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