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Résumé

Penaud, 1.G., Matrice de ramification des arbres binaires, Discrete Applied Mathematics 30
(1991) 1-21.

A tout sommet d’un arbre binaire on associe son nombre de Strahler, puis on considere une
matrice dite de ramification, qui refléte la distribution des nombres de Strahler des fils des
sommets qui ont un nombre de Strahler donné. Cette notion est alors étendue a I’ensemble des
arbres binaires d’une taille donnée et on montre la forme remarquable que prend cette matrice
lorsque la taille tend vers Uinfini.

Abstract. A Strahler number is associated with each node of a binary tree. Then, a ramification
matrix, reflecting the distribution of the Strahler numbers, is constructed. This notion is extended
to the family of binary trees having given size and the asymptotic behaviour of this matrix is
shown.

1. Introduction

Le paramétre nombre de Strahler fut introduit par les hydrogéologues Horton [7]
et Strahler [13] pour rendre compte de la forme des bassins fluviaux modélisés par
des arbres. Ce paramétre intervient dans de nombreux domaines ou les arbres
apparaissent, en particulier en informatique; appelé alors nombre de registres, il
détermine le nombre minimal de registres nécessaires a I’évaluation d’une expression
arithmétique, comme 1’a établi Ershov [2]. La valeur moyenne asymptotique de ce
parametre a été étudiée par divers auteurs [11,8,4] et bijectivement en [6].

Pour le dessin d’arbres de la nature, Viennot [16] a introduit un raffinement de
ce parametre, la matrice de ramification; c’est une matrice stochastique dont la
valeur donne des informations sur I’‘‘allure’ de I’arbre. Le lecteur trouvera dans
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[17] une application de cette notion. Son application en physique a I’étude des
structures ramifiées est exposée dans [14].

Le but de ce papier est de prouver une conjecture de Viennot: la matrice de
ramification d’un arbre binaire aléatoire prend, lorsque le nombre de sommets croit
infiniment, la forme remarquable suivante,

172 1/2

1/2 1/4 1/4

172 1/4 1/8 1/8

1/2 1/4 178 1/16 1/16

(1}2) (1727 (172 .. (172" (172!

Pour établir la preuve, nous montrons que les termes de la matrice sont la limite
du quotient des coefficients de deux séries entieres. Ces séries se déduisent de séries
énumérant des arbres selon leur taille et une certaine distribution du nombre de
Strahler. Pour trouver ces derniéres, nous utilisons la démarche désormais classique,
introduite en France par Schiitzenberger [12], qui consiste & coder les objets a
énumeérer par un langage algébrique non ambigu et déduire des équations de ce
langage un systéme d’équations dont les solutions sont les séries entiéres énumérant
les objets. Malheureusement, nous ne savons pas donner une formule close pour les
coefficients, nous faisons alors une analyse asymptotique a la ‘‘Odlyzko’’ (cf. [5]),
et par une application du lemme de transfert établi par Flajolet dans [3], nous en
déduisons le résultat.

La Paragraphe 2 contient les définitions et les notations utilisées. Dans le
Paragraphe 3 nous introduisons les langages algébriques et nous étudions les pro-
priétés des séries associées aux matrices de ramification. Les résultats asymptotiques
et le théoreéme final sont rassemblés dans le Paragraphe 4. Les preuves dans ces deux
paragraphes sont assez techniques, et furent facilitées par le logiciel MACSYMA du
MIT (voir a ce sujet [1] pour de nombreux exemples d’utilisation). Enfin nous con-
cluons par quelgues remarques dans le Paragraphe 5.

2. Définitions et notations

On consideére la famille des arbres binaires complets au sens de Knuth [9], c’est-a-
dire possédant une racine et tels que tout sommet interne a exactement deux fils,
un fils droit et un fils gauche. Le nombre de sommets internes est appelé la raille
de I’arbre.

Pour tout sommet d’un arbre binaire on définit un paramétre, le nombre de
Strahler (cf. [13]), encore appelé nombre de registre (cf. [3]). C’est un entier compris
entre 1 et Log, (n+ 1)+ 1, ol n est la taille de I’arbre, calculé récursivement de la
facon suivante (on I'appellera plus brievement ordre):
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Définition 1. L’ordre d’un sommet externe est 1, celui d’un sommet interne sera
égal au plus grand des ordres de ses fils si leurs ordres different, a Ia valeur com-
mune augmentée de 1 sinon.

Par extension on appellera ordre d’un arbre 7, noté ord(7), ’ordre de sa racine.

Viennot a défini dans [16] le bi-ordre d’un sommet interne comme la paire non
ordonnée formée par les ordres de ses fils. Pour un sommet d’ordre k=2, c’est soit
(k, iy avec 1<i<k, soit (k—1,k—~1).

Pour un arbre 7 posons:

b,(T,i:nombre de sommets de bi-ordre (%, i),
olznombre de sommets d’ordre k.

Cet auteur a alors introduit, pour caractériser la forme d’un arbre, la matrice de
ramification, matrice infinie, dont les coefficients sont donnés par les expressions
suivantes: pour 2<k <ord(7),

T T

T by . r bi ik
Rk,i:—T, pour 1<i<k, et Riy=—F—,
Oy Oy

et pour k> ord(T),
RZ,-zO pour tout i.

Figure 1 représente un arbre binaire et sa matrice de ramification.
Pour une famille finie d’arbres &, on peut étendre cette notion de deux facons.
Posons,

ord(9) = rTna>§ (ord(T)).

Définition 2. On appelle matrice de ramification d’une famille J d’arbres binaires
la matrice P” suivante, pour 2<k <ord(J),

7 ZTey‘bZi . T ETefb/{r]k’l

Py, =—>==, pour l=i<k, et P, ,=—""—F—,
ki T k k& T
ZTE.’J]Ok ETEJOk

3|12 0 1/2

Fig. 1.
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—
—
—_

et pour k>ord(J),

P‘ZFO pour tout /.

Définition 3. On appelle matrice de ramification d’un arbre aléatoire d’une famille
g d’arbres binaires la matrice Q’7 telle que, pour tout couple d’entiers k et i, k=2
et l<sisk,

Ces deux matrices sont généralement distinctes comme le montre ’exemple il-
lustré par Fig. 2; seule la seconde permet de définir une matrice de ramification
aléatoire comme moyenne des matrices de chacun des arbres qui composent la
famille. Toutefois, dans le cas des arbres binaires, le résultat fondamental de ce
papier est que leurs limites, lorsque la taille des arbres tend vers I’infini, sont égales.
La premiére définition conduit & un calcul de limite plus simple, dans lequel on in-
troduit des outils utiles pour le calcul de la seconde limite; de plus, elle permet des
calculs statistiques plus précis.

Exemple. Il y a 6 arbres binaires complets de taille 4 et d’ordre 3. Parmi eux, 2,
représentés en haut de la Fig. 2, ont 2 sommets d’ordre 3 et sont tels que,
R3’1=R3,3=1/2, R3,2=0,

et les 4 autres, sur le bas de la figure, ont un seul sommet d’ordre 3; la ligne 3 de
leur matrice de ramification est,

R3’1:R3’2=0, R3,3:1.
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Pour cet ensemble d’arbres, les lignes 3 des matrices de ramification sont donc
respectivement,

pour P: 2/8, 0, 6/8,
et
pour O: 1/6, 0, 5/6.

Il est classique de coder les arbres binaires par le langage de Lukasiewicz B sur
P’alphabet .« = {x, ¥}. Ce langage vérifie I’équation en variables non commutatives,

B=x+xBB,

qui reflete la définition récursive des arbres, x codant un sommet interne et ¥ un
sommet externe. Cette équation est non ambigué. Pour énumerer les mots du
langage B selon leur longueur, on applique le morphisme ¢ défini par &(x)=x,
&(X)=1, puis en prenant I’image commutative, on obtient I’équation a une inconnue
# dans C[[x]],

RB=14+xBARB,

dont la solution analytique a origine,

1-V1-4x
%(x) = _—-—_—’
2x
est la série énumératrice des arbres binaires selon le nombre de sommets internes.

Le coefficient de x" est le nombre de Catalan bien connu ¢, qui a pour expression,

1 2n
c, = < > )
n+l\n

Dans ce travail ou nous voulons énumérer les sommets ayant un bi-ordre donné
(k,j) dans la famille des arbres binaires, nous appliquerons la méme méthode issue
des travaux de Schiitzenberger [12]. Pour cela, nous utilisons les notations
suivantes:

Notations. (1) Un alphabet .o/, a k+2 lettres,
A =X X Xy Xy ey Xp )

ou:

e ¥ code un sommet externe,

e x, un sommet interne d’ordre différent de %,
X; (2=i<k), un sommet interne de bi-ordre (k, i),

* x;, un sommet interne de bi-ordre (k— 1,k —1).

(2) Les langages ci-aprés, L, le langage codant les arbres d’ordre i (1<i<k), L,
celui codant les arbres d’ordre exactement &, [>k, celui codant les arbres d’ordre
supérieur a k et M, le langage codant tous les arbres binaires.



6 J.G. Penaud

Nous déduisons de ce codage le systéme suivant d’équations algébrigues non
ambigués qui traduit la définition récursive des arbres binaires d’un ordre donné (le
caractére " signalant dans un langage la présence des lettres indicées).

'
L] =X
Ly =x(LiLy+ LyLy)+x(L;)?
2
Liyv=x Y  (LiLlg+Lg L) +x(Ly_,)
S, = lj<k-]
2 LT 2
Ly= Y xj(LiLy+LyL)+x(Ly_y)
1sj<k
r_ 2 2 ~ P ro ~ N2 ~N2
Loy=x Y ) (LjLop+ Loy L) +x(Ly Lo+ Loy L)y +x(Ly) +x(Lsy)
1<j<
Mk = Z Lj + Lk + 1:> k
\_ 1=sj<k

Les mots du langage M,, derniére composante de la solution du systéeme S,
codent done tous les arbres binaires, et le nombre de lettres x; dans un mot est égal
au nombre de sommets de bi-ordre (k, i) dans ’arbre codé par ce mot

3. Matrices de ramification de J(n)

Appelons Z(n) la famille des arbres binaires complets de taille #n. Nous allons
dans ce paragraphe relier les entrées (k, ;) des deux matrices P7“ et Q7 aux
coefficients de deux familles de séries entiéres % ;(x) et ¥ ;(x). Ces séries a leur
tour se déduisent simplement des séries .#,(x) et #,(x) composantes de la solution
de deux systémes d’équations algébrigues en variables commutatives &, et &%/, qui
se déduisent de S;.

3.1. Calcul de p7"

Soit
i

Upi(x)= Y Uy X",
n>0

la série énumératrice & une variable ol u, ; ; est le nombre de sommets d’ordre k
et de bi-ordre (k,J), pour j<k, ou de bi-ordre (k— 1, k— 1) pour j=k, parmi tous
les arbres binaires complets de taille n. De la Définition 2 et de la remarque que,

T
Op = X Un k,j»
Te g(n) =1k

on déduit immédiatement la proposition,
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Proposition 4. Pour tout triple d’entiers n,k, j tels que 2<k=< [_logz(n +)]+1et
l<j<k,ona

Jord u k,Jj
P e @
’ Yictk Unk,i

Les séries %, ;(x) ne sont pas directement calculables. Considérons alors les

séries a k+ 1 variables, qui énumérent les mots du langage M,,
M XX e X)) = Y @Dy gy ey BIXPXPXS LX)
Poitdz, oondk

ot a(p, ik, ...,ix) est le nombre d’arbres d’ordre supérieur ou égal a k, ayant
p+i +iy+ - + i, sommets internes dont p d’ordre différent de &, et i) + i+ -+
d’ordre k; parmi ceux-ci, i; de bi-ordre (k,j) (1=/j=<k) et i de bi-ordre
k-1,k-1).

Clairement on a,

Un,k,j = X Ga(piniy i),
Prliain, e i
entiers tels que
priti+-c+ik=n

d’ou la proposition.
Proposition 5. Pour tout couple d’entiers k,j tels que k=2 et 1<j<k, ona

oM,
WU () =x 3

XX, ..., %).

7

Pour calculer la série Jik(x), nous utilisons un systéme d’équations com-
mutatives déduit du systéme S, et I’on peut énoncer,

Proposition 6. La série . (x) est composante de la solution du systéme %
suivant,

2, = x(£))*/d,
Py = x(%y)*/d,

Fp=1 Ly =xX(F 1) di s €)
Ly =x (& /Dy,

_ d.—JA

, _d-VE

2x

Q,/‘Zk: Z gi+jk+j>k

L l<i<k
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ou,
i
d=1-2¢Y &, @
j=1
. . i—1 .
di:1_2X<$,'+Z Qj)zd,'_l_zxg,', (5)
j=1
. L
Di=1-2Y x; %, (6)
=1
Ay =d} —ax} (@) (7

Démonstration. En appliquant le morphisme ¢ défini par ¢(x)=x, ¢(%)=1 (le mot
vide), et @(x;)=x; pour 1 i<k, puis en prenant I’image commutative du systéme
S,, nous obtenons le systéeme d’équations &, sur C{[x, x|, X, ..., x]], dont la solu-
tion est constituée des séries &; (1<i<k) @y, Py, et M, énumérant les arbres
binaires en fonction de Pordre, du nombre de sommets de bi-ordre (k,i) et de la
taille. [

Remarque. Dans ce systéme, nous indiquons encore Ia présence des variables in-
dicées x; (1 <i<k) dans une composante de la solution, par le caractére .

Le systéme réduit aux & — 1 premieres équations en une variable x a été étudié par
divers auteurs (cf. Flajolet [4] et de Vauchaussade de Chaumont [15]). Il admet pour
solutions les séries qui énumerent les arbres d’ordre p en fonction de la taille. Ce
sont des fractions rationnelles qui peuvent s’écrire:

20 !

X
LX) = ——, 8
P = s ®
ou #,(z) sont les polyndbmes de Fibonacci, introduits par Kreweras [10],
n—1-—j .
7= T < ) >(—z)J. )
j=0 J

Rappelons encore que &%,(r) désigne le polyndme réciproque du polyndéme €,(f)=
a,(t/2), avec ,(t) polyndbme de Tchebychef de 2° espece, défini par
sin(n+ 1)p= sin ¢ % ,(cos ¢) (cf. [4]).

Il n’est pas connu d’expression simple de ./&Zk(x), toutefois on peut établir,

Proposition 7. On a, pour k=2 et 1< j<k,
ZngQj XQI?,|

, Uy (X)) = 10
= e (10)

Démonstration. D’aprés la Proposition 5 ce calcul nécessite celui des dérivées par-
tielles de A, (x, x|, X3, ..., X;) au point (X, X, ..., X).

Uy, /(x) =
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oM, 3%, . 0 .
ax; ox;

/ J

3F., 11dad, 1084, 1

0x; _ZXLGX/- 2 Ox; ]/ATkJ’

et enfin,

D’apres les relations (5) et (7), on a,
Ay =d}~ 4’22 = di_|(d—2x%}) = di_|(di_ 1 — 4x %))

et comme d,_,; ne contient que la variable x, on obtient:

d’ou

ax; VA, 9x;
En dérivant ’expression de Qk dans le systeme %, (3), il vient, pour 1<j<k,

dMy  dp_y 2, 8/(Fi_ 1) dio 22, %,

ax; Y4, Do) VA, Di

et pour &,
5 2
OMy dy | Ly
oxy YA, Di
La preuve s’achéve en appliquant le lemme suivant. [

Lemme 8. Pour tout entier k positif, A, a une expression indépendante de k que
Pon appellera A, et qui s’écrit,

A=A =1-4x (11)

Démonstration. Lorsque I’on se place au point X ={(x,x,...,x), on confond toutes
les variables et alors

ijQk et c?kzﬁk:dk.

Dans ces conditions A; ne dépend plus de k:
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Ay =di—4x*Z;,
= dy_(dy_1—4x %),
= a’,ffl—4x2$,f_l,

:Akfls

(12)

soit,
Ak:A1=1—4x. O

3.2. Calcul de Q7

Soit, d’autre part,
V0= X vy ;x"
n>0
la série ol v, « ; est la somme, pour tous les arbres de taille 7, de la probabilit¢ d’un
sommet d’ordre k d’avoir le bi-ordre (k,/j). On a donc, par définition,
T
_ bi

Unk,j = 7 -

Tedn) 0/(

Comme c,, défini par relation (1), est le nombre d’arbres de taille #, on en déduit,

Proposition 9. Pour tout triplet d’entiers n, k, j tels que 2<k=<|logy(n+1)|+1 et
1<j<k, ona,

T Up k,j
ol = (a3
n

Puis on construit la série énumératrice a k + 2 variables,
N, X153 X05 e s Xio ¥) = A GX] Y, X2 Vs o oe s Xg V)
égale encore a,

(X, X153 Xy ooy Xy V)
. . fhois ikl i
= E a(pvllaIZa"-,lk)xpxlle"'xk‘\yl : 5
N /Y

’exposant de la variable y introduite ici comptant le nombre total de sommets d’or-
dre k.
Pour tout arbre 7 admettant la suite d’entier (i;) (1<j<k) comme distribution
de ses bi-ordres (k,j), on a,
by ;=i et ol =ij+iy+-+iy,

et si I’on regroupe dans la somme définissant v, ; ; les arbres ayant méme distribu-
tion de sommets de bi-ordre (%, j), on obtient,
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i
j . . I3
. . . a(p’ll!IZ""alk)'
T T S Lttt

p+iti+-+ig=n

Un,k,j =

De cette relation entre coefficients, on déduit la relation entre les séries, d’ou la

Proposition 10. Pour fous entiers k et j tels que k=2 et \<j=<k, on a,

Ry 7
7/k,j(x)=x -
Jo ¥V 0X;

06X X, ..., x »)dy.

Comme dans le cas de A, (x), A, (x) est composante de la solution d’un systéme
algébrique que I’on déduit de S, défini en (3), et 'on énonce,

Proposition 11. La série Jfk(x) est composante de la solution du systéme ¥,
£ =1

2, = x(£,)"/d,

Py = x(%,)/d,

H= Lror =X (L) /di (14)
Py =x (% 1V /Dy
- di-V4,
. _d-VE
2x

>k
M= Y L@+ Zoy

\_ I=<i<k

ou les nouvelles notations sont,

szx—zx< ) $,+g7,>=d,-_r2x$7,, as

i=1,j-1

Di=1-2 Y x,y%=1+yD;-1), (16)
i=1,j

A=dF-ax¥(F) =d;_\(d,_, - 4xZ)). (17)

Démonstration. Soit y le morphisme tel que u(x)=x, pu(x)=1 et u(x;)=x,y. Le
systéme &, dont ¥, est une composante de la solution se déduit de &%, par applica-
tion de y; les expressions des &;, pour 1 <i< k — 1, restent inchangées et ’on prend

pour #, la solution analytique a ’origine. [
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Remarques. (1) L’accentuation ~ exprime ici que la fonction dépend & la fois des
variables indicées x;, et de y.

(2) Les k—1 premiéres composantes de la solution de & sont les mémes que
pour %.

Il reste a exprimer les séries % ;(x) a ’aide du systéme %, par la proposition
suivante,
Proposition 12. Si I’on pose,

oy =4x%y, Be=1-dg_y, Vi = @+ B (18)

9k=|/1—_ﬁ=”_4", (19)

1— By di_y

5, = Ok =V i/ Bi 1+I/V/</ﬁk’ 20)
Ok +Vyi/ B 1=V ve/Bk

alors pour tout couple d’entiers k, j tels que 2<k et 1 <j<k, on peut écrire,

dv 1\ %, V
Vi 00 = — _u_/<9k_ 1+ O Bln(@)),
B 2yk ﬁk (21)
[
Vi k%) = dy 1 &— ||~ 1n(0p).
Vi | B

Démonstration. Du systéme %, défini en (14), on déduit,

M, %, . 0F oy

axi 3x,~ ax,-

De ce systeme % et de la relation (15) on tire,
- ~ 1 =
L+ &= ’Z;(dk—l ~V4y.

De plus, A, défini par la relation (17), peut s’écrire,

M>

A.-k:dk—l(dkfl_é"xjk):dkl<dkl—4x D
k-1

soit,

- di 1%k L
A, =d,_|d._,—4 = =(d._)(1-4 — .
k k1<k1 X VR > (k1)< XV >

k-1 k-1
Calculons les dérivées partielles,

Wi ., D

J

=0

0x;

J axy
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d’ou, pour 1=<;<k, on obtient,

A R ¥

;- x VT+yDs 1~ ) VI+ 3Dy~ 1 - 4x,2,)
I di 1%k y

X YleyDp — D1+ 3Dy~ 1 -4x2y)

Evaluons ces fonctions au point (x,X,...,X,») alors D;_,=d,_,. En utilisant les
relations (18) il vient,

A »
— 00X .., X)) =2d_ Y E
0x; J(l/l B PV1=vy’

8Jl7 ( X ) dk—lgk y
xy 3 cey ’y = ’
Xy X Yl=Beyyl-ney

et, en reportant dans les expressions de la Proposition 10,

| ,

V00 = 2xd, | L P }

) = RIS | TR =7y
1

V=B yV1—viy

Pour trouver la primitive de ces intégrales elliptiques, posons selon ’usage,

s

Vi k() =d _ 131(\

— Yy
(y) = , 0 = 1(1),
-8y g
soit,
p -y, V1-4x
k= = .

Les deux intégrales s’écrivent alors,

xd, (L& 0 1-12
Vi ) = —47 21k f‘ _dr,
ay J1 Ye—Brt
01
Vsl = —2d4_, &
o1k J1 Ve — ﬁkt

Tous calculs faits, on obtient le résultat énoncé. [

4. Etude asymptotique des matrices de ramification

Le calcul des limites de P j " et Q”q ) nécessite la connaissance du comporte-
ment de u,; ; et de v, ; a Iinfini. Pour cela, il est classique d’utiliser les
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ressources de I’analyse complexe en considérant les séries % ;(x), et ¥ ;(x) comme
des fonctions de la variable complexe x dans leur domaine de convergence. Ainsi,
le théoréme de Cauchy, appliqué par exemple a %, ;{x), stipule que,

P e
Uy ko j =~ k,'x—
7K ir I J xﬂ+1

ou /" est une courbe simple fermée dans le domaine d’analycité de % ;(x) et qui
entoure 1’origine.

Nous allons montrer dans la Proposition 14 que les singularités de %, ;(x) et
¥, ;(x) sont réelles et de module supérieur ou égal a 1/4. Les relations établies au
paragraphe précédent permettent d’évaluer les fonctions % ;(x) et ¥, ;(x) au
voisinage de ce point. On écrira, par exemple pour la premiére,

U 1 (5) = UL ;) + O] (x)),

ou 02(,: ;(x) est une fonction élémentaire dont le développement est connu. Pour
traiter I’incidence du terme en grand O sur u,,;, on appliquera le lemme de
transfert, établi par Flajolet dans [3], dont nous rappelons I’énoncé.

Notations. (1) Dans la suite de Particle, 'expression (g(x),x") désigne le coeffi-
cient de x” dans le développement en série de g(x).
(2) Si une fonction de la variable x a une expression f dépendant de plusieurs
autres fonctions, on notera [ f](x) la valeur de cette fonction au point x.
Lemme 13 (dit lemme de transfert [3]). (1) Si g(x) est analytique dans le domaine
@D(a) = {x: |x|=a, x+a},
et si lorsque x tend vers a a lintérieur de 9,
g(x) = O(la—x[™)
avec s>1, alors:
(g, x") =0 "n’" ).
(2) Si g(x) est analytique dans le disque indenté,
Do(a) = {x: |x|<a+ i, w<|Artg(x—a)| <27}
avec >0 et O<w<w/2, et si lorsque x tend vers a a !’intérieur de @,,
g(x) = O(la —x|"),
avec r>0, alors,

(g(x),x") =O(a "n"" 1.

Le point 1/4 du plan complexe est clairement un point singulier pour les fonctions
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WUy, ;(x) et ¥} j(x) en raison du facteur }/1 —4x. La proposition suivante a pour ob-
jet de préciser le domaine d’analycité de ces fonctions.

Proposition 14. (1) Pour tout couple d’entiers (k,j) tel que k>2 et 1<j=<k, les
Jonctions %, /(x) et V; ;(x) sont analytiques dans le domaine égal au plan com-
Dplexe privé de la demi-droite des réels supérieurs ou égaux a 1/4, que ’on notera
C\Rz /4

(2) De plus les fonctions % (x), oy (x), Br(x), di_(x) et y,(x) sont analytiques
dans un voisinage de 1/4 et valent en ce point,

L.(1/8) = o, (1/4) = d,,_(1/4) = 2! %, (22)
B(1/4) =1-2""%  y.(1/4)=1. (23)

Démonstration. Elle se fait en trois étapes, d’abord étude pour |x| #0 et |x| #1/4,
puis au voisinage de Porigine et enfin au voisinage de 1/4.

(a) Etude pour |x|#0 et |x| #1/4.

La fagon la plus simple est d’utiliser les expressions trigonométriques obtenues en
[4]. En faisant le changement de variable,

1 1
X = =
2¢cosp+2  4cos’p/2’

on obtient les expressions, pour k=2,

@ - sin ¢ 24)
K sin2k1g”
On en déduit aussitdt,

ko 1 sinQf'-1)p2
ﬁk =2x Z gi = R k—1
i=1 cos /2 sin2'" /2

’

et aprés quelques manipulations trigonométriques,

B 1 sin @ sin 281
" 4coste/2 (sin2¥ " lp/2)?’

dic—

1 sin @

o, = ’

g cos’p/2 sin2¢ g

1 sin@/2cosF"'=1)p/2
di_; costp/2sin28"1p/2

Vi =
On remarque que, pour toute détermination de ¢, les pdles et zéros ¢ de ces fonc-
tions sont donc tous réels, et comme pour tout ¢ réel,
O<2cosp+2=<4,

les zéros et pdles en x sont donc réels et supérieurs a 1/4, c’est-a-dire dans R. 4.
>1/4
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De plus pour x#0, x¢ R4, les arguments des racines carrées et du logarithme
sont définis et non nuls:

- pour y/f; et pour (1—y,3/(1—pB,) c’est évident d’aprés les expressions ci-
dessus et (19);

- pour Jy, car d’apres sa définition (20),

{5[(:0011 1/5/(:0} = Bkzyk = ak=0,

ce qui est impossible dans ce domaine et donc ces fonctions sont uniformes et
analytiques pour x+0, x¢ R..| 4.

(b) Etude au voisinage de I’origine.

Pour k=2, on déduit de (8) et (9) que Z,(0) =0, ce qui implique d’apreés la Pro-
position 7 que les fonctions % ;(x) sont définies et nulles en zéro, pour 1<j<k.
Par contre les fonctions ¥} ;(x) calculées par la Proposition 12, contiennent des
dénominateurs nuls pour ce point. Il convient donc de vérifier qu’elles ont une limite
en ce point afin d’étendre par continuité leur définition. De (8) et (9) on obtient I’ex-
pression suivante de &, valable dans un voisinage de zéro,

20 = X211+ K= 2+ O],

d’ou I'on tire immédiatement que les fonctions définies par les relations (18), (19),
et (4), vérifient,

a, () = 4x2 7 (1 + (2F = 2)x + O(|x|)),
d(x¥) = 1=2x(1 + x+O(|x|?),
Ba) =2x,  Bi(x) =2x(1+x+0(|x]?)) (k=3),
et en définissant la fonction e(k) par €(2)=1, &(k)=0 pour k=3,
Pe) = 2x(1+ (1 + e(k)x + O(|x!2),
0,(0) = 1—2x¥"'(1+0(x(),

d’ou, pour un voisinage de 0, 0 exclu,

oy ] -
Z?L () = 2x27 711+ (2% = 3 + e(k))x + O([x])),
L A |
et par continuité, pour tout k=2, on peut poser,
| o | Yk
— 1) =0, [—](0)=1-
L B | Br

De méme on déduit des développements de Taylor précédents la valeur suivante
de la fonction &, définie par (20), valable dans un voisinage de 0, 0 exclu,

8,(¥) = 1+2x+0(|x|?).
On peut donc définir par continuité, au point zéro, pour tout k=2, §,(0)=1.
Il résulte de cette étude que les fonctions



Matrice de ramification des arbres binaires 17

[V;—T](x), 60, ) et In@),
k

sont donc bien uniformes et analytiques dans un voisinage de zéro. Il suffit alors
de développer I'expression suivante, pour k=2, dans un voisinage de zéro,

[Gk—l+%‘/%ln(5k)] ) = —2x "ro(x]? 'Y,

et, en reportant ces développements dans (21), on obtient, dans un voisinage de
Porigine, zéro exclu, pour k=2 et 1 </<k,

V00 =26 ¥ 1+ 0(|x)),
Vi k00 =x2 11+ 0(|x)).

On pose alors par continuité, pour k=2 et 1</j<k,
%0 =0, 7 (0,

et la premiére partie de la proposition est démontrée.

Remarque. Les fonctions @, ;(x) et ¥ ;(x) sont donc équivalentes dans un voisi-
nage de zéro, mais je ne connais pas de preuve plus directe de ce fait.

(c) Etude dans un voisinage de 1/4.

11 est clair que pour & fixé, les fonctions Z,(x), a,(x), Bi(x), y.(x) et d;_,(x) sont
définies dans un voisinage de 1/4, 1/4 inclus. En appliquant la régle de I’Hospital
a la relation (24) on obtient, pour k=2,

Z(1/4) =21k,
d’on d’aprés (18) et (12),
o (1/4) = d,_(1/4) = 2' K,
et,
B/ =1-2""F "y (1/4) =1,

ce qui acheve la preuve de la proposition. [

Dans les deux propositions suivantes, nous appliquons le lemme de transfert avec
comme domaine P(1/4) = {x: x| <1/4+ A, w<|Arctg(x—1/4)| <27}, avec A>0et
O<w<7/2, x#1/4, contenant le contour d’intégration représenté sur Fig. 3.

Proposition 15. Lorsque n tend vers infini, les coefficients des séries Uy, ; pour
k=2 et 1<j=<k, vérifient,

. Up k.j . Up ik 1
lim =—, lim =

Y] T oak-1"
noow Yicick UnkitUpph 2 noe Ly UnpitUpir 2
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1
|
|
|
- A=
|
|
|
|
i

Fig. 3.

Démonstration. Au voisinage de la plus petite singularité 1/4, les fonctions %; sont
réguliéres et admettent un développement de Taylor; on en déduit un développement
de %, ;(x) a Vintérieur de @,, soit, pour 1<j<k,

+ O/ |1 —4x|,

1

Y1-dx
: +O(/]1—4x]).

V1 —4x

1
Uy, 0) =S L1/ L, (1/%)

1
Uy ((x) = Z(gk— 1(1/4))?

Nous sommes alors dans le second cas du lemme de transfert ce qui donne, en
utilisant les valeurs au point 1/4, calculées dans la Proposition 14,

_Al—k—j
un,k,j‘z <

_ 22k
Un ik = 2 <

>, pour 1 </<k,

1 4"
X"+ 0
Y1 -4x > <nﬁ

=) ()
, X .
1—4x n}/ﬁ
Or il est bien connu que dans le développement de Newton de (1 —4x)""2, on a,
( 1 ”> @2n)!
p—— 4 =T 0
Y1-4x (n!)?

dont un équivalent est donné par la formule de Stirling,

Donc il I’emporte sur le terme en O, et ’on peut écrire,
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1

Y1—4ax’

~nl-k—j
u,,‘k,j—2 <

~ 2-2k
un,k,k—2 (

et la limite,

x”), l<k<y,

1
Siax >

1—k—j
lim XY, LA !

= k-7 ~2-2k  ~j*
now Ny gick UnkitUnkk  Ei<ick 2 +2 2

En recommengcant le méme calcul pour u, , , on achéve la preuve. [J
De méme, pour les séries 7; ;(x), on a la proposition suivante,
Proposition 16. Lorsque n tend vers linfini, les coefficients des séries v ;(x) sont,
pour k=2 et 1 <j<k équivalents a,
) _al—k
vn,k,j" jcm Un,k,k_2 Chs
ol ¢, désigne le nombre de Catalan défini par la relation (1).

Démonstration. Au voisinage du point 1/4, la fonction [Gk]/ﬁk/yk](x) est définie et
voisine de zéro; en développant le logarithme In(d;), on a,

L
ln(ék) = ’—29/(1/?2“'0( 0/\' V& > + 0,
Yk Yk

ol o est une fonction analytique en 1/4. En développant le premier terme de cette
expression au voisinage de 1/4, on peut alors écrire,

]/éjﬁ](l/@ X YT=4x+ 0@/ |1 - 4x ) + o(x).
k

En reportant cette valeur dans ’expression (21) de 7; ;(x) établie dans la Pro-
position 12 et en remarquant que y, —a; =f;, on a,

1
(S, (x) = -2 [ y

k-1

£

Y j(X) = [ }(1/4)>< ¥1—4x+0O(|y1 —4x ) + 0, (0),

Vi

ou ¢,(x) regroupe tous les termes réguliers en 1/4; en développant cette derniére
selon Taylor, on obtient finalement,

Vi (0 = 9y(1/4) — [%](1/4)><]/1 —dx+0(]1 - 4x]).
k

La méme démarche appliquée a 7; (x) donne

Y 4 (x) = ¢2(1/4)—2[ﬁ](1/4)><]/1 Z4x+0(|1 - 4x]),

Pk
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ol @,(x) regroupe ici encore les termes réguliers en 1/4.
Nous sommes une nouvelle fois dans le second cas du lemme de transfert (avec
a=1/4 et r=1) ce qui donne, en évaluant les expressions au point 1/4,

Vpk, =2 /(- Y1-4x,x")+0@'n %), 1=j<k,
Un ik =22 X(—1—4x,x")+ O4"n ).
Or le développement de Newton de —)/1-4x donne,

o 2en-2) 4
(Yl =X = i~y

coefficient trés voisin des nombres de Catalan ¢,

1—y1—4x
(~y1-4xx") =2<T,X"> =2¢,13

comme pour # grand, ¢,=4c,_;, on obtient les expressions de la proposition.

Nous sommes alors en mesure d’établir le théoréme principal de ce papier, qui se
déduit immédiatement des deux propositions précédentes appliquées aux relations
(2) et (13).

Théoréme 17. (1) Pour tous entiers k et j tels que k=2 et 1 <j<k,

lim P/ et lim Q7"
n— oo ’ n— o ’
existent.
(2) Ces deux limites sont égales. Leur valeur commune est:

1

1 .
Rk,j:—27’ pour 1=j<k, et Rk,k:2k—1'

La matrice constituée par ces coefficients sera appelée matrice de ramification des
arbres binaires complets.

5. Conclusion

Un autre approche pour établir ce résultat d’égalité serait I’étude des com-
portements limites des systémes dynamiques dans lequels les populations seraient les
arbres évoluant suivant la taille, et les variables étudiées les probabilités d’un som-
met d’avoir tel ordre, tel bi-ordre, tel quotient de ces deux parametres. II suffirait
alors de montrer que ces variables sont faiblement mélangées, ce qui est cependant
une condition plus forte.

Un autre objectif serait d’examiner les matrices de ramification pour différentes
familles d’arbres, par exemple celle des tournois binaires, énumérés par n!
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