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INTRODUCTION

Divers auteurs, en particulier, Marubayashi [1, 2] ont essayé de
généraliser au cas non commutatif la notion de domaine de Krull. Dans ce
papier, un anneau de Krull non commutatif est un ordre maximal (au sens
d’Asano) R dans un anneau artinien simple S tel que ’enveloppe injective du
R-module a droite S/R (resp. du R-module a gauche S/R) soit L-injective.
On montre que cette notion est plus générale que celle de Marubayashi et
coincide avec elle, dans la cas “borné.” Un résultat de Cozzens, concernant
les anneaux simples noethériens justifie d’une certaine maniére 1’introduction
de cette notion (voir la Section 4).

La résultat principal est que si P est un idéal premier réflexif d’un anneau
de Krull R, la partie multiplicative C(P) des élements réguliers modulo P
vérifie les conditions de Ore a gauche et a droite et le localisé correspondant
est principal a gauche et a droite et borné; de plus R s’écrit comme inter-
section d’'un anneau de Krull borné et d’'un anneau de Krull sans idéaux
bilatéres réflexifs. Ces résultats généralisent ceux obtenus par ’auteur dans le
cas noethérien [3]. Enfin on établit les propriétés de transfert suivantes: une
extension de Ore d’un anneau de Krull est de Krull et un ordre maximal
équivalent a un anneau de Krull est encore de Krull.

Soit R un ordre (a gauche et a droite) dans un anneau artinien simple S.
Un sous-R-module a droite (resp. a gauche) 7 de S est dit un R-idéal a droite
(resp. a gauche) s’il existe ¢ et d inversibles dans .S tels que: cR SIS dR
(resp. Re € 1< Rd); I est dit entier si I = R. R est un ordre maximal a droite
(resp. a gauche) de S si pour tout R-idéal a droite (resp. a gauche) I, (1) =
{s€S;IscI}=R (resp. O(I)= {s€ S; sIS I} = R). Supposons que R est
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un ordre maximal (a droite et a gauche) de S. Si [ est un R-idéal a droite
(resp. & gauche), on note: I™' = (s € S; sI SR} (resp. [ ' = {s € §; Is S R})
et I=(I"")""; on dit que 7 est réflexif si: I=1. Si a est un R-idéal bilatére,
a est réflexif a droite si et seulement si a est réflexif a gauche; on dit alors
que a est un c-idéal; ’ensemble des c-idéaux, muni du produit: a - ¢ = aé
forme alors un groupe abélien, noté G(R) (voir [4]). Considérons E(S/R)
une enveloppe injective du R-module a droite S/R et notons -# la famille
topologisante et idempotente des idéaux a droite H de R tels que:
Hom,(R/H, E(S/R)) = 0 (c’est-a-dire tels que: YAE R, (H.-4)"'=R). Si I
est un idéal & droite, on notera: /= {x € R, IH € #, xH < I}, et on dira que
I est fermé si I =I. Remarquons qu’on a toujours: /< T; de plus si & est un
idéal bilatére non nul, on a: 4 = a car dd@'a S a et a~'a € #). Dans tout ce
qui suit, on suppose que R est un ordre maximal de S et que E(S/R) est X-
injectif (c’est-d-dire que R vérifie la condition de chaine ascendante sur les
idéaux d droite fermés). D’aprés ce qui précéde, R vérifie en particulier la
c.c.a. sur les c-idéaux entiers; on sait alors que le groupe G(R) des c-idéaux
est le groupe abélien libre engendré par les c-idéaux premiers (voir [4]).

LEMMA 1.1. Si[ est un idéal a droite fermé, R/I est de Goldie d droite.

Preuve. R/I s’injecte dans un produit de copies de E(S/R); par suite,
'enveloppe injective de R/I est Z-injective.

Dans ce qui suit, si a4 est un idéal bilatére, on notera C(a) la partie
multiplicative des éléments réguliers modulo a.

LEMME 1.2. Sia et ¢ sont des c-idéaux entiers, alors:
Cla - £)=Ca)N C(¢).

Preyve. Soit c€C(a-4) et x dans R tel que: cx€a; il vient:
cxt<a-6; dou: xE<a-£ et xEa; de méme si xcEa, il vient
¢xcc b -a=a-¢; dou: éx<é-0 e x€Ea On en déduit:
C(a - )< C(a)yM C(¢). Réciproquement, soit ¢ € C(a)M C(£) et x dans R
tel que: ex€a-4; il vient: cxé 'Caetex €4, dou: xE£ et xé ' Ca,
c’est-a-dire: x € a - £.

ProposITION 1.3. Si a est un c-idéal entier, R/a est un ordre a droite
dans un anneau artinien d droite.

Preuve. On va utiliser le théoréme de Small dans la version donnée par
Harjanavis [5]. Dans le groupe G(R), écrivons: a =P . P% ... P, ou les
P; sont des c-idéaux premiers et les n; des entiers >0; si N= (P;, on vérifie
facilement que N' = N/a est le radical premier de R’ = R/a; le lemme 1.2
prouve que: C(a) = C(N). D’autre part, N est un c-idéal, ainsi que ¥Ym > 0:
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{A€R;N"Aca}. Le lemme 1.1 montre donc que R’, R'/N' et
R’/Ann,(N'm) sont de Goldie a droite et on a, dans R’, C(0) = C(N'). Par
conséquent R’ vérifie les hypothéses de théoréme de Small,

COROLLAIRE 1.4, Si a est un c-idéal entier, tout idéal a droite de #
coupe C(a).

Preuve. Soit He#. La proposition précédente montre qu’on peut
supposer a semi-premier et qu’il suffit de montrer que H est essentiel modulo
a. Soit donc I tel que HNI< a; alors si x € 1, il vient: x(H. - x)<S a et
donc x € a, car a est fermé.

LEMME 1.5. Soit I un idéal d droite et o un idéal bilatére non nul; alors:
Tac fa.

Preuve. Soit x € [; il existe H € # tel que: xH < I. 11 suffit donc de
montrer que: VYa€a, Ha. -a€#, puisque (Ha.-a) -A=Ha.-al,
VA€ER, il suffit de montrer que: Ya€ a, (Ha.-a) '=R. Soit donc:
SE(Ha.-a)™'; pour tout t€Ea~', on a:at€ER et: sH(H -at)ac
s(H. - a)a < s(Ha. - a) S R; par suite: ast(H. - at) S R et puisque: H € #,
il vient: ast C R; finalement: asa 'SR et s€E A (a"")=R.

PROPOSITION 1.6. Soit I un idéal a droite et a un idéal bilatére non nul.
11 existe un entier n > 0 tel que :

INa"cla.

Preuve. Puisque R vérifie la c.c.a. sur les idéaux a droite fermés, il existe
un entier n — 1 > 0 tel que:

N\ h=n—1 _ ~
(Z (Iﬂa”) =( > (Iﬁa”)a"") .
h>0 h=0

d’ou:

- h=n-1 o
INaa"c ( > (Iﬂa")a"’) .
h=0
Le lemme 1.5 montre alors que:

_ h
INa™)ya "a" < (

I
=
~

D)
5
N
5
4
5
=
N ——
N
]

et puisque: a "a" € &, il vient: INa”cfa.
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ProrosiTiON 1.7. Si a est un c-idéal entier, R vérifie la condition de
Ore a droite par rapport a C(a).

Preuve. On s’inspire d’une démonstration de Goldie, concernant les
anneaux noethériens ([6, Théoréme 5.2]). Le lemme 1.2 prouve que: C(a) =
C(a™ Vh > 1. Soit ¢ € C(a) et x € R; la proposition 1.3 montre que Vh>1,
il existe d,EC(a) et y,ER tels que: z,=cy,—xd,€a’. Soit
I= }:D, z,R. La proposition 1.6 montre qu'il existe n>1 tel que:
INg” Cla, alors on a: z EIaC(Z,,>,z,,a) ; le corollaire 1.4 prouve
donc qu’il existe: d € C(a) tel que: z,d =Y "=Tz,a, avec: a, € a; par suite,
il vient: c(y,d— Y1z y,,a,,)—_—x(d,,d— Sh-md,a,); il est clair que
d,d—Y"%-"d,a, € C(a) et par suite la condition de Ore a droite est
vérifiée.

PropoSITION 1.8. (a) Soit a un c-idéal entier. Alors: (),5,a" =0 et
C(a) = C(0).
(b) Sice€ C(0), alors pour presque tout c-idéal premier P, c € C(P).

Preuve. (a) Puisque R vérifie la c.c.a. sur les c-idéaux entiers, si
£=),50a" # 0, la suite croissante (£ - a™"),, serait stationnaire et on en
déduirait: £-a "=¢€-a"“*Y, pour un certain n, dou: a '=R
(contradiction). Ceci étant, si ¢ € C(a) et si cx =0, il vient: ex € (),5,a% le
lemme 1.2 entraine que: x € (), a" et donc: x =0.

(b) La condition de chaine ascendante sur.les idéaux a droite
essentiels réflexifs, prouve qu’il existe n > 1 tel que:

V(cP 'MR)= Z (cP7'NR);

i=1

donc pour tout c-idéal premier P, il vient:
i=n -1
cP"'NRcc (ﬂ P,.) .
i=1

Soit alors x dans R tel que: cx € P, alors: cxP~' S ¢(iZ] P;) "5 doi:
xP e (NizrP) et (NIZTP)x < P; si P# P,, il vient donc: x € P.

ProposIiTION 1.9. Soit P un c-idéal premier. Le localisé R ., est un
ordre maximal 4 droite, noethérien a droite, de radical de Jacobson:
J= PRy, avec R, /J simple artinien; les idéaux bilatéres non nuls de
Ry, sont exactement les puissances de J, et ce sont des progénérateurs d
droite.

Preuve. Puisque R vérifie la condition de Ore a droite par rapport a
C(P), avec R/P de Goldie a droite et puisque tous les éléments de C(P) sont
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réguliers, le théoreme 3 de [7] prouve que J= PR, et R /J simpie
artinien. Le corollaire 1.4 montre que R vérifie la c.c.a. sur les idéaux a
droite C(P)-fermés, donc que R, est noéthérien a droite. Soit a un idéal
bilatere non nul de R, alors: a=(aMR)R ., si a™'={s€S;
sa S Repy), il vient: Ry =(@NR)™'(@aNR)RpSa 'a et donc:
Repy=0""a, ce qui prouve que o est générateur a droite; on en déduit
immédiatement que R, est maximal a droite. De méme: R, =
Rep@NR)@NR)™ 'S aa™" et donc a est projectif a droite. Finalement
sita MR =P"- P} ... Piravec tous les P, c-idéaux premiers #P, il vient:

a = (aﬂR)RC(,,) = (a ﬂR)RC(P) =P”P’]'l s PZhRC(P)’

et puisque tous les P; coupent C(P), a = P"Rcp) = J".

Dans la suite, on dira qu’un idéal d’un c6té est borné s’il contient un idéal
bilatére non nu!l et que R est borné a droite si tout idéal a droite essentiel est
borné.

PROPOSITION 1.10. Soit Ry = {x € §;3a # 0 bilatére; xa < R}.

(a) R est borné d droite < R, =S < R est borné a gauche.

(b) R=RyN(NpR¢p) (0 P parcourt Pensemble de tous les c-
idéaux premiers).

Preuve. (a) Il suffit de remarquer que: Ry=,R={x€8,3a+0
bilatere; ax < R}.

(b) L’inclusion: R<RyN((pRepy) est claire. Réciproquement si
xE€RyN(NpRepy) considérons I={1ER;xASR}; I est borné car:
x €R, et IM C(P)+ @, pour tout c-idéal premier P, car x € R.,,. Soit a le
plus grand idéal bilatére contenue dans [; supposons qu’il existe P c-idéal
premier tel que: a S P; pour un ¢ € /N C(P), on aurait: PP~ lax S RN Px C
RNPc~'cP, et donc: P lax<R; par suite P~ lac/ et: P laca;
finalement: P~' < R, ce qui n’est pas. On voit donc que: @ ' =R et donc:
X E€R.

II

DEFINITION 2.1. Un ordre R dans un anneau artinien simple S est un
anneau de Krull si:
(a) R est un ordre maximal de S;

(b) R vérifie la condition de chaine ascendante sur les idéaux d droite
(resp. a gauche) fermés.
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LEMME 2.2. Soient R un anneau de Krull et R' un sur-anneau de R tel
qu'il existe une famille topologisante et idempotente d’idéaux a droite F de
R et une famille topologisante et idempotente didéaux a gauche & de R
telles que: R’ =R = ,R. Alors:

(a) R’ est un anneau de Krull.
(b)  Pour tout R-idéal a droite I,on a: (I /)" =(IR ) '= I ").
(¢) L’application: I+ 1 ; est une bijection croissante entre le treillis

des idéaux a droite essentiels réflexifs # fermés de R et celui des idéaux d
droite essentiels réflexifs de R'.

Preuve. (a) Montrons d’abord que R’ est un ordre maximal de S; soit a’
un idéal bilatere non nul de R’ et s € G(a’); on a: s(a’ N R) < a' S R'; soit
I un idéal a droite de type fini contenu dans a’'MR et tel que:
I™'=(a’"R) ™ ": il existe donc G € & tel que GsI < R; d’ou: Gs(a’ NR) S
a’' MR et Gs<O(a’ N"R)=R; par suite: s€ ,R=R'". De la méme
maniére, on montrerait que: R’ = & (a’).

Soit maintenant F € 5 ; on vérifie facilement que: FR' = R’. De méme si
H € #, montrons que: HR' =R’; soit 1€ R’; il existe FE.# tel que:
AFCR; considérons s€ (HR'.-4)"'; pour tout fEF, on a:
Sf(H. - Af)<S R'; soit H, de type fini contenu dans H. - Af, appartenant a #;
il existe G € & tel que: GsfH, < R; par suite: Gsf S R et sf € R'; finalement:
sFC R’ et donc; s€E R'. .

Ceci étant, soit I' un idéal a droite fermé de R’; alors: I’ = (I’ MNR)R';en
effet si x€I', il existe FEF tel que xFSI'NR; par suite:

R e
xFR' € (I' MR) R’ et ce qui précéde montre que: x € (I’ "R)R’. Or, I' "R
est fermé; en effet si; x € I' MR, il existe H € o# tel que: xH = I' N R; d’ou:
XHR' < (I' "R)R' © I' et ce qui précede prouve que: x € I’ M R. 1l est alors
clair que R’ vérifie la c.c.a. sur les idéaux a droite fermés. De la méme
maniére, on démontre que R’ vérifie 1a c.c.a. sur les idéaux a gauche fermés.

(b) On voit facilement que: (I )=, '< (R, Récipro-
quement, soit x dans (IR -)~'; il vient: xI € R & soit J < I, de type fini tel
que I"'=J"; il vient: xJS R = _R; il existe donc: GEZ tel que

GxJCR;dou: GxICRetx€ ,(I").

(c) Par symétrie, le (b) montre que: I, = (I) ,=IR .. Donc si I est
réflexif, I, aussi. Réciproquement soit I' un idéal a droite essentiel réflexif
de R'; il est clair que: I' < (I' N R) ;5 d’autre part si x € (I’ N R) , il existe
Fe# tel que: xFSI'NR, dou: (I')"'xFCR e (I')"'xcR;
finalement: x € I'. Ainsi: I' = (I' M R) » et on en déduit immédiatement que:
I' MR est réflexif. Le résultat annoncé découle alors aisément de tout ceci.

Asano dans [4] et Maury dans [8], considérent les “localisés” bilatéres de
R, définis de la maniére suivante: si .« est une famille d’idéaux bilatéres non
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nuls, multiplicativement stable, on note: R(%) = {x € §; 3a € &; xa S R}.
Le lemme suivant montre qu’on peut appliquer le résultat précédent a ces
anneaux.

LEMME 2.3. Soient R un anneau de Krull et &/ une famille d’idéaux
bilateres non nuls multiplicativement stable. Alors:

(a) R(s7) est un localisé a droite R . et d gauche ,R et donc un
anneau de Krull.
(b) Il y a un isomorphisme canonique de groupes:

GR(#)) = GR)/{GR)NF |

Preuve. (a) Soit E une enveloppe injective du R-module a droite:
S/R(s7), et soit # la famille topologisante et idempotente des idéaux a
droite F de R tels que: Homy(R/F, E) = 0. Soit a un c-idéal de R; montrons
que : a,=U{a-¢7"; £€ 7). Soit x dans a5 il existe F € .# tel que:
a~'xF S R; par suite: a~'x € R(s); soit I un R-idéal a gauche de type fini,
contenu dans a~' et tel que: a=a=1""; il existe donc £ € & tel que:
Ixt cR;d’ou: a”'x6 SR et xEa- £". Réciproquement si il existe £ € &
tel que xé C a, montrons que £ € #; puisque £ est bilatére, il suffit de
verifier que: Hom(R/¢, S/R(s¢)) = 0; soit donc s € § tel que: s¢ < R(s); si
J est un R-idéal a droite de type fini, contenu dans ¢ et tel que: £~ '=J",
alors il existe CE€ . tel que: s/JICSR, dou: CsJSR et Csé CR;
finalement: s¢éC <SR et s € R(s«/). De la méme maniére, on montre qu’il
existe une famille topologisante et idempotente d’idéaux a droite de R tel que
pour tout c-idéal a:

o= atex={a -t hEEA =0,

En particulier: R(%')= R =R ,.

(b) Si a est un c-idéal, ce qui précéde montre que a - est un R - idéal
bilatére et donc un c-idéal, d’aprés le lemme 2.2c). On vérifie alors
facilement que Papplication: a — a - est un morphisme de groupes surjectif,
dont le noyau est formé des c-idéaux a tels que: a,= R ,, c’est-a-dire:
a 'NREF eta - (a'NR)EF.

COROLLAIRE 2.4. Si R est un anneau de Krull, R, est un anneau de
Krull sans c-idéaux non triviaux.

PROPOSITION 2.5. Soit R un anneau de Krull et P un c-idéal premier.
Alors R vérifie la condition de Ore a droite et a gauche par rapport @ C(P)
et le localisé R, est un anneau de Krull quasi-local, principal a droite et d
gauche et borné.
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Preuve. D’aprés 1.7 et son symétrique a gauche, la condition de Ore est
vérifice. On a donc: R¢p) = ¢(pR. Donc, la proposition 1.9 montre que
J=PR =R, P est inversible dans Panneau noethérien a droite et a
gauche, quasi-local R ,,. Le théoreme 1.3 de [9] permet de conclure.

LEMME 2.6. Soient R un anneau de Krull et %' un ensemble de c-idéaux
premiers de R. Alors (\p. » Re(py st un anneau de Krull borné.

Preuve. Posons R’ =(\pe » Repy= Npes cyR- Le lemme 2.2 trouve
que R’ est un anneau de Krull. Soit I’ un idéal a droite essentiel de R’; I
contient un élément régulier ¢ de R; d’aprés 1.8(b), pour tout P € 9, sauf
un nombre fini: Py, Py,..., P,y Repy=CRcp); puisque chaque Rep, est
borné, soit a; un idéal bilatere non nul contenu dans cR¢p,; on en déduit:
NiZi @, N R = (NIt CRep) NV (Npip, €Rep) =cR' S I; ainsi I' est
borné et par conséquent R’ est borne.

LEMME 2.7. Soit R un anneau de Krull et & lensemble de tous ses c-
idéaux premiers. Alors si I est un R-idéal d droite, on a:

I'=(NperIciw) N (Dy; si I est entier, on a:

I'=(Npe,Iowy) N (Dy. En particulier, un idéal a droite borné est
réflexif si et seulement si il est fermé.

Preuve. On sait déja que: R = (R¢)) MR, (Proposition 1.10). D’autre
part, d’aprés 2.2, on a: (N(Dcwy = p Icpy = Np Icpy (car chaque Ir,, est
principal) et par suite:

I< (N ¢py) N (). Réciproquement:
. I (O Ie) N Do) € (Np Repy) N R, Evidemment: TS (M) N
(Do

réciproquement si x est dans ((V¢(p)) M (), il existe un idéal a droite borné
H coupant C(P), quelque soit P, et tel que: xH < I; ce qui précéde montre
que H € # et donc que: x € I. Le reste est immédiat, puisque si I est borné

Io=(f)o= (i)o=Ro-

ProPOSITION 2.8. Soit R un anneau de Krull. Alors: T = (R, est un
anneau de Krull borné. L’application: I~ (), est une bijection croissante
entre le treillis des idéaux a droite bornés et réflexifs de R et celui des idéaux
a droite réflexifs de T. De plus, cette application induit un isomorphisme de
groupes: G(R) ~ G(T).

Preuve. Considérons # ={Jidéal a droite de R; VPE.Z,
JNC(P)+ @}. Alors le lemme 2.7 montre que [ est borné si I est # -fermé.
Le lemme 2.2 permet de conclure. On vérifie ensuite facilement que ’ap-
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plication @ t— (@) = Ny est un isomorphisme de groupes de G(R) sur
G(T).

PROPOSITION 2.9. Soit R un ordre dans un anneau artinien simple S.
Les conditions suivantes sont équivalentes:

(a) R est un ordre de Krull au sens de Marubayashi (voir |2] pour la
définition).

(b) R est un anneau de Krull, R, est noethérien et pour tout idéal
bilatére non nul a de R, on a: aR,= Rya =R,,.

Preuve. (a)= (b). D’apres la proposition 2.1 de 2], R est un ordre
maximal de S, R, est simple noethérien par deéfinition et pour tout idéal
bilatére a non nul, aR,=R,a =R,. D’autre part R s’écrit comme inter-
section localement finie: R = (R¢»)) MR, (ou P parcourt ’ensemble de
tous les c-idéaux premiers de R). Si I est un idéal a droite essentiel, on en
déduit facilement, en raisonnant comme dans le lemme 2.7, que:
T'=(Mepy) N (D)g; il est alors clair que R vérifie la c.c.a. sur les idéaux &
droite essentiels fermés; comme S est noethérien, on en déduit que R vérifie
la c.c.a. sur les idéaux a droite fermés. On raisonne de méme a gauche, ce
qui prouve que R est de Krull.

(b)=(a). R=(NpRcr)NR, et cette intersection est localement
finie d’aprés 1.8(b). Enfin, il résulte de lhypothese fait sur les idéaux
bilatéres non nuls que R, est simple et sur-anneau “essentiel” de R (Lemme
2.2 de [2]). 1l est alors clair que R vérifie la définition de Marubayashi [2].

Dans le cas borné, (ou ces deux notions coincident, puisque S = R,), on
peut donner la caractérisation suivante.

ProposiTiION 2.10. Un ordre maximal borné R dans un anneau artinien
simple S est un anneau de Krull si et seulement si:

(a) R vérifie la condition de chaine ascendante sur les c-idéaux
(bilatéres) entiers.

(b) Pour tout c-idéal premier P, R/P est de Goldie d droite.

Preuve. Si R est un anneau de Krull, (a) est évident et (b) résulte du
lemme 1.1, Réciproquement, supposons que les conditions (a) et (b) sont
satisfaites. Soit P un c-idéal premier de R; on montre comme dans la
proposition 1.8 que: (),coP =0 et que: C(P)< C(0); soit maintenant
c € C(P); I'idéal a droite essentiel ¢R étant borné, soit .a le plus grand idéal
bilatére contenu dans cR; supposons a C P; alors, on aurait: ¢~ 'aP~'Pc
RNc¢ 'PcP; dou: aP '<cR et finalement aP 'S a, C’est-a-dire:
P~!'=R; contradiction; puisque R/P est supposé de Goldie a droite, a coupe
C(P) et il est clair que la condition de Ore a droite est vérifiée; de la méme
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maniére, on montrerait la condition de Ore a gauche par rapport a C(P).
D’aprés le théoréme 3 de (7], le localisé: Rz, = ¢ R €St un anneau quasi-
local et J(R¢py)=PRcp)=RcpyP; puisque PP~'¢€P et P'PELP, la
condition (b) entraine que J est inversible. D’autre part, on vérifie, comme a
la fin de la démonstation de la proposition 1.9 que tout idéal bilatére non nul
de R, est une puissance de J. Comme R est borné, on en déduit facilement
que R, est aussi borné; comme tous les R ,/J" sont noethériens, il est
clair qu'on a la c.c.a. sur les idéaux (a droite ou a gauche) essentiels;
finalement ceci entraine que R, est noethérien des deux cotés. Le theoréme
1.3 de [9] montre alors que R, est principal des deux cotés.

Ceci étant, on montre, comme dans la démonstration de la proposition
1.10(b) que R =R, (ici: Ry=S car R est borné). Il reste a voir que
cette intersection est localement finie; or, si ¢ est un élément régulier de R, R
étant borné, il est clair que cR contient un c-idéal et par suite un produit
Pppiz... PR oou les P; sont des c-idéaux premiers; il est alors clair que si
P+ P, cEC(P)

Remarque. La condition (b) dans la proposition précédente est indispen-
sable car dans [10, exemple 5.4] il est construit un ordre maximal borné
vérifiant la condition (a) et qui cependant ne vérifie pas la c.c.a. sur les
idéaux a droite essentiels réflexifs.

I

Soit R un ordre dans un anneau artinien simple S. Soit ¢ un
automorphisme de R; considérons 4 = R[X, o] 'anneau des polyndmes de
Ore (c’est ’'ensemble des polyndmes: 3" r, X", muni de ’addition habituelle
et de la multiplication prolongeant celle de R et vérifiant: Xr = o(r) X). On
peut prolonger canoniquement ¢ en un automorphisme de S, noté encore o;
et on peut considérer B = S|X, o]. Il est bien connu que B est premier prin-
cipal a gauche et a droite; B est donc un ordre dans un anneau artinien
simple Q; il est clair que 4 est un ordre de Q.

LEMME 3.1 (G. Maury). Soit R un ordre maximal de S, vérifiant la
condition de chaine ascendante sur les c-idéaux entiers et ¢ un
automorphisme de R. Alors pour tout idéal bilatére non nul a stable par o,
on a: o(a) = o(d) = 4.

Preuve. 1l est clair que, pour tout R-idéal a, on a: [a(a)] '=0a(a™");
par suite: 6(a)=0(@); on en déduit que si a est stable par g, 4 aussi;
considérons alors la suite croissante de c-idéaux entiers: (67 "(a)), 0 par
hypothése, il existe n > 0 tel que: 6~ "(a) = o~ """ (a); dou: a =o(a).

481/72/1-15
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LEMME 3.2. Soient R un ordre de S et o un automorphisme de R;
A =R[X, 0] et Q lanneau des fractions classique de A. Alors si E (S/R) est
Z-injectif, E ,(Q/A) aussi.

Preyve. Remarquons d’abord que si H est un idéal a droite essentiel tel
que H =R, alors: HA = A. En efet il est tout d’abord facile de vérifier que si
HEH#, 07 '(H) aussi; soit maintenant a = Y {5 X‘4, dans 4; il est clair
qu’alors:

i

il suffit donc de montrer que si H =R et H est essentiel: (HA)™' =4 or si
q € Q est tel que: gHA < A4; il vient: gHS < B; H étant essentiel, on en
déduit: ¢ € B; donc: g = YI=7" X's; avec s, € S et puisque gH < 4, il vient:
s;HS R; dou s;€ER et g€ A. Ceci étant, montrons que A vérifie la c.c.a.
sur les idéaux a droite fermés. Si I est un idéal a droite de 4, notons, pour
tout m>0, C,(I)= {coefficients de X™ des polynomes de degré m qui
appartiennent a I} {0} (c’est un idéal & droite car o est un
automorphisme); il est clair que la suite: (C, (7)), €st croissante.
Considerons alors une suite croissante (/,),, d’idéaux a droite fermeés de
A. Soit C (I ) un élément maximal de lensemble des idéaux a droite fermés
(Coill ) moms Vn>q et Y¥m>2p, on a donc: C (I )—C (1,); d’autre part,

Vi<p, 3Ir(j)> tel que Vr>r(j):C (I,) = C(I,U,) en  posant
s = sup(r(1), r(2), Lr{p—=1)q), on a, \/m>0 et Vizs:C (I)_. C,0.);
d’autre part, B=S|X,0| étant noethérien, il existe u>0 tel que
Ve u: 1,8 =1,§; si v=sup(s, u), nous allons montrer que: I,=1, V1 > v.

11 suffit donc de montrer que si / ©J sont deux idéaux a droite fermés de
A tels que: IS =JS et éﬁ)_ /,Xf) ¥m >0, alors: I =J. Supposons qu’il
existe fE€J et f&I et choisissons f de degré minimal pour cette propriéte;
f=Y0=rr, X" puisque r, € C,(I), il existe H € # tel que r,H < C,(I); soit
x€ H; il existe h={(r, x) X"+ g (degg < n) appartenant a I; puisque
JoT(x)=(r,x) X" + g’ (deg g’ < n) appartient a J, il vient h —fo~"(x) € J
et deg(h —fo "(x)) < m; par suite: h —fo "(x)E I et fo "(x) € I; d’autre
part puisque IS =JS, il existe ¢ régulier dans R tel que fc € I; I'idéal a droite
essentiel: H' + cR appartient a # et fH' < I; ce qui a été démontré au début
prouve que: H'A = A et donc, I étant fermé, que felr

ProOPOSITION 3.3. Si R est un anneau de Krull et o un automorphisme
de R, R|X, 0| est un anneau de Krull.

Preuve. D’aprés le lemme 3.2, il reste a montrer que 4 = R[X, o] est un
ordre maximal dans Q. Soit 4 un idéal bilatére non nul de 4 et soit
fE€O(a); B=S|X,o| étant principal a gauche, soit g un générateur
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(nécessairement régulier) de BaB; il est clair qu’on peut choisir g dans aB;
par suite, il vient: fg € BaB = Bg et donc: f€ B. Ainsi: f=Y"1Z55,X", avec:
s5; € S. Notons D(a) = {coefficients dominants des polyndmes de a} LU {0}; il
est clair que D(a) est un idéal bilatére non nul stable par o. Soit r # 0 dans
D(a); il existe h dans a tel que: h=rX"+r, X" '+ .. +ryona:fh€a
et puisque fh=5,6°(r) X**" + un polynoéme de degré <p+ n, on voit que:
s,0°(r)€ D(a). Ainsi: s,0°(D(a))= D(a) et le lemme 3.1 entraine:
s,D(a) = s,0°(D(a)) < D(a); par suite, la maximalité de R entraine: s, € R.
Par conséquent, de proche en proche, on montre ainsi que tous les s, sont
dans R et donc que f est dans 4. De la méme maniére, on montrerait que:
@ (a)=A; ce qui prouve que 4 est maximal.

v

Rappelons que deux ordres R et R’ d’un anneau artinien simple .S sont dits
équivalents s’il existe ¢, d, ¢/, d' inversibles dans S, tels que: cRAS R’ et
¢'R'd’ < R. Dans [4], il est démontré que deux ordres maximaux R et R’
sont équivalents si et seulement si il existe un R-idéal a droite I réflexif tel
que R’ = (1) (=C%(I")). Nous allons d’abord généraliser le lemme 1.5.

LEMME 4.1. Soit R un ordre maximal de S et soit I un R-idéal a gauche
normal, c’est-d-dire que : OI) = C(I~"). Alors, pour tout R-idéal a droite J,
on a:

- ~

JI<JlI.

Preuve. Ici on note: J= (x€S,IHe#;xH< J} et si R =0(),
JI={x€ 8,3H €2, xH' < JI}. Soit donc x € J; il existe H € # tel que:
xH<J; Va€l, puisque: xa(HIL -a)<JI, il suffit de montrer que:
HI. -a€#". Puisque YAER’: (HI. - a). - A=HI. - a, il suffit de montrer
que Ya €1, (HI. - a)"'=R’. Soit s dans S tel que: s(HI. - a) < R’; alors si
tel™', il vient: at€R et st(H..-at)I<s(HI -a)SR'; par suite:
Ist(H. - at) < () = R; donc Ist < R. Finalement, on a: IsI"' < R et donc:
se(I"")=R.

ProposITION 4.2, Soit R un anneau de Krull de S. Si R’ est un ordre
maximal équivalent a R, R' est un anneau de Krull.

Preuve. Soit donc I un R-idéal a droite réflexif tel que R' =)=
Z(I""). Si J' est un idéal i droite essentiel fermé de R’, considérons:

J'1 < I=1; réciproquement si J est un sous-R-idéal a droite fermé de I,

considérons JI"'<R’. Le lemme 4.1 appliqué a I~' montre que:
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/’}/ — —
JII'c I~ cJ' =J; réciproquement, puisque: JII~'<J'II™' et que

I’idéal bilatére: 17~ ! de R’ vérifie évidemment: II=' = R’, il vient: J' € JII;

-
finalement on a: J' = JII~'. Le méme raisonnement montre que: J =JI 'L
Ceci définit donc une bijection bi-croissante entre le treillis des idéaux
essentiels fermés de R’ et celui des sous-R-idéaux a doite fermés de 1. On en
déduit qu R’ vérifie la c.c.a. sur les idéaux a droite essentiels fermés;
finalement, comme S est noethérien, il est clair que R’ vérifie la c.c.a. sur les
idéaux a droite fermés. On démontre évidemment de la méme maniere que R

vérifie la c.c.a. sur les idéaux a gauche fermés. Ainsi R’ est un anneau de
Krull.

Remarque. 11 est bien connu (voir [4]) que deux ordres maximaux
équivalents ont méme groupe de c-idéaux. Or, un théoréme de Cozzens
(théoréme 3.4 de [11]) caractérise, parmi les anneaux simples R noethériens
intégres, ceux qui sont de dimension homologique globale <2, par la
propriété suivante: “Vn > 1, tout ordre maximal équivalent a M,(R) est
simple.” Comme il existe effectivement des anneaux simples intégres
noethériens de dimension >2 (par exemple 'algébre de Weyl 4,(C) pour
n>2), on voir donc qu’il existe des anneaux de Krull sans c-idéaux
(bilatéres) non triviaux, qui ne sont pas simples; il est alors clair que ces
anneaux ne peuvent pas étre des ordres de Krull au sens de Marubayashi.
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