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INTRODUCTION 

Divers auteurs, en particulier, Marubayashi [ 1, 21 ont essayl de 
genkaliser au cas non commutatif la notion de domaine de Krull. Dans ce 
papier, un anneau de Krull non commutatif est un ordre maximal (au sens 
d’Asano) R dans un anneau artinien simple S tel que l’enveloppe injective du 
R-module a droite S/R (resp. du R-module i gauche S/R) soit .I?-injective. 
On montre que cette notion est plus gtntrale que celle de Marubayashi et 
coincide avec elle, dans la cas “borne.” Un resultat de Cozzens, concernant 
les anneaux simples noetheriens justifie d’une certaine man&e l’introduction 
de cette notion (voir la Section 4). 

La resultat principal est que si P est un ideal premier rtflexif d’un anneau 
de Krull R, la partie multiplicative C(P) des elements reguliers module P 
verifie les conditions de Ore i gauche et a droite et le localise correspondant 
est principal i gauche et a droite et borne; de plus R s’tcrit comme inter- 
section d’un anneau de Krull borne et d’un anneau de Krull sans ideaux 
bilateres reflexifs. Ces resultats generalisent ceux obtenus par l’auteur dans le 
cas noetherien [3]. Enfin on Ctablit les proprietes de transfert suivantes: une 
extension de Ore d’un anneau de Krull est de Krull et un ordre maximal 
equivalent a un anneau de Krull est encore de Krull. 

I 

Soit R un ordre (a gauche et a droite) dans un anneau artinien simple S. 
Un sous-R-module a droite (resp. a gauche) Z de S est dit un R-ideal a droite 
(resp. a gauche) s’il existe c et d inversibles dans S tels que: CR G Z E dR 
(resp. Rc C Z c Rd); Z est dit entier si Z G R. R est un ordre maximal a droite 
(resp. a gauche) de S si pour tout R-ideal a droite (resp. a gauche) Z, 4(Z) = 
{s E S; Is G Z} = R (resp. e8(Z) = {s E S; SZ z I} = R). Supposons que R est 
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un ordre maximal (a droite et a gauche) de S. Si I est un R-ideal a droite 
(resp. a gauche), on note: 1-r = {s E S; sl E R} (resp. I-’ = {s E S; Is s R}) 
et r= (I-‘))‘; on dit que I est reflexif si: Z = 1 Si a est un R-ideal bilathe, 
L-L est reflexif i droite si et seulement si a est reflexif a gauche; on dit alors - 
que a est un c-ideal; l’ensemble des c-ideaux, muni du produit: a . & = a& 
forme alors un groupe abelien, note G(R) (voir [4]). Considlrons E(S/R) 
une enveloppe injective du R-module a drone S/R et notons A? la famille 
topologisante et idempotente des ideaux i droite H de R tels que: 
Hom,(R/H, E(S/R)) = 0 (c’est-i-dire tels que: VA E R, (H. . A)-’ = R). Si Z 
est un ideal i droite, on notera: f= {x E R, 3H E z, xH G I}, et on dira que 
I est fermi si I = 17 Remarquons qu’on a toujours: FE 1; de plus si a est un 
ideal biladre non nul, on a: L? = L? car aii’a E a et a-la EAT). Darts tout ce 
qui suit, on suppose que R est un ordre maximal de S et que E(S/R) est Z- 
injectif (c’est-a-dire que R verifie la condition de chafne ascendante sur les 
ideaux a droite fermes). D’apres ce qui precede, R veritie en particulier la 
c.c.a. sur les c-ideaux entiers; on sait alors que le groupe G(R) des c-idtaux 
est le groupe abelien libre engendre par les c-ideaux premiers (voir [4]). 

LEMMA 1.1. Si I est un ideal ci droite ferme, R/I est de Goldie d droite. 

Preuve. R/I s’injecte dans un produit de copies de E(S/R); par suite, 
l’enveloppe injective de R/I est E-injective. 

Dans ce qui suit, si a est un ideal bilatire, on notera C(a) la partie 
multiplicative des elements reguliers modulo a. 

LEMME 1.2. Si a et I: sont des c-ideaux entiers, alors: 

C(a . C) = C(a) n C(6). 

Preuve. Soit c E C(a + C) et x dans R tel que: cx E a; il vient: 
cx&&a. 4; d’ou: x&gas L et xEa; de meme si xcEa, il vient 
bxc&C.a=a.&; d’ou: Cexz 4. a et xEa. On en diduit: 
C(a 3 8) C C(a) n C(b). Reciproquement, soit c E C(a) f7 C(C) et x dans R 
tel que: cx E a . b; il vient: cxK’ sa et CXE&; d’ou: XE& et x&-‘La, 
c’est-i-dire: x E a . &. 

PROPOSITION 1.3. Si a est un c-ideal entier, R/a est un ordre ci droite 
dans un anneau artinien ri droite. 

Preuve. On va utiliser le theoreme de Small dans la version donnee par -- 
Harjanavis [5]. Dans le groupe G(R), Ccrivons: a = P:* . P;’ ... @, oti les 
Pi sont des c-ideaux premiers et les n, des entiers >O; si N = nPi, on verifie 
facilement que N’ = N/a est le radical premier de R’ = R/a; le lemme 1.2 
prouve que: C(a) = C(N). D’autre part, N est un c-ideal, ainsi que Vm > 0: 



212 MARCCHAMAIUE 

(AER;N?GLl}. Le lemme 1.1 montre done que R’, RI/N’ et 
R’/Ann,(N’m) sont de Goldie a droite et on a, dans R’, C(0) = C(N’). Par 
consequent R’ verifie les hypotheses de theoreme de Small. 

COROLLAIRE 1.4. Si 1x est un c-idkal entier, tout id&al ti droite de ,X 
coupe C(a). 

Preuve. Soit H E#. La proposition precedente montre qu’on peut 
supposer 1x semi-premier et qu’il suffit de montrer que H est essentiel modulo 
a. Soit done Z tel que HIT Z s a; alors si x E I, il vient: x(kZ. - x) G 1x et 
done x E a, car a est ferme. 

LEMME 1.5. Soit Z un idial d droite et a un idPal bilatdre non nul; alors: 
17a G zz. 

Preuve. Soit x E 8 il existe HE 3 tel que: XH EZ. 11 suffit done de 
montrer que: Va E a, Ha. - a E #, puisque (Ha. . a). . A = Ha. . aA, 
VA E R, il suffit de montrer que: Va E a, (Ha. . a)-’ = R. Soit done: 
s E (Ha. . a)-‘; pour tout t E r(l-‘, on a: at E R et: st(H. . at)a E 
s(H. . a) a s s(Ha. . a) c R; par suite: ast(H. - at) c R et puisque: H E ~6 
il vient: ast s R; linalement: ma-’ CR et s E FP,(a-‘) = R. 

PROPOSITION 1.6. Soit Z un idPal ci droite et a un id&al bilatPre non nul. 
ZI existe un entier n > 0 tel que : 

Zna”GZZ. 

Preuve. Puisque R vtrilie la c.c.a. sur ies ideaux a droite fermis, il existe 
un entier n - 1 > 0 tel que: 

h=n-1 

z. (znP)a-“)^. 

d’ou: 

Le lemme 1.5 montre alors que: 

et puisque: adnan Es, il vient: Z n 2 5 ZZ. 
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PROPOSITION 1.7. Si a est un c-ideal entier, R vkrifie la condition de 
Ore d droite par rapport ci C(a). 

Preuve. On s’inspire d’une demonstration de Goldie, concernant les 
anneaux noetheriens ([6, Theoreme 5.21). Le lemme 1.2 prouve que: C(a) = 
C(z) Vh > 1. Soit c E C(a) et x E R; la proposition 1.3 montre que Vh > 1, 
il existe d, E C(a) et y, E R tels que: z,, = cy, -xd,, E 2 Soit 

I= c_h>h>l p* La proposition 1.6 montre qu’il existe n >, 1 tel que: 
In rr” z la; alors on a: 2, E Zz 5 (Ch> r ~,a)-; le corollaire 1.4 prouve 
done qu’il existe: d E C(a) tel que: z,d = cizl: zhah avec: ah E IX; par suite, 
il vient: c(y,d - Ct:yy,,a,) = x(d,d - Ci:t: d,a,); il est clair que 
d,d - Ctzy d,a, E C(n) et par suite la condition de Ore a droite est 
verifile. 

PROPOSITION 1.8. (a) Soit a un c-ideal entier. Alors: fl,,, z = 0 et 
C(a) c C(0). 

(b) Si c E C(O), alors pour presque tout c-ideal premier P, c E C(P). 

Preuve. (a) Puisque R vtritie la c.c.a. sur les c-ideaux entiers, si 
& = n,,, 2 f 0, la suite croissante (& . II-“), >0 serait stationnaire et on en 
deduirait: & . a-“= & . a-‘““‘, pour un certain n, d’ok aa-’ = R 
(contradiction). Ceci &ant, si c E C(a) et si cx = 0, il vient: cx E n,,, 2; le 
lemme 1.2 entraine que: x E n,,, z et done: x = 0. 

(b) La condition de chaine ascendante sur les ideaux a droite 
essentiels reflexifs, prouve qu’il existe n > 1 tel que: 

i=n 
c (cP-‘nR)= c (cP;‘nR); 

P i=l 

done pour tout c-ideal premier P, il vient: 

Soit alors x dans R tel que: CXE P, alors: cxP-’ cc(nfz: Pi)-‘; d’oti: 
XP-’ c ((-):I: Pi)-’ et (niz: Pi) x & P; si P # Pi, il vient done: x E P. 

PROPOSITION 1.9. Soit P un c-ideal premier. Le localisk Rco, est un 
ordre maximal a droite, noetherien a droite, de radical de Jacobson: 
J= PRccp,, avec &,,lJ sim ~1 e artinien; les ideaux bilateres non nuls de 
R c(p, sont exactement les puissances de J, et ce sont des progene’rateurs a 
droite. 

Preuve. Puisque R v&tie la condition de Ore a droite par rapport a 
C(P), avec R/P de Goldie i droite et puisque tous les elements de C(P) sent 
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reguliers, le thlortme 3 de [7] prouve que J= PR,(,,, et R&J simple 
artinien. Le corollaire 1.4 montre que R verifie la c.c.a. sur les idiaux a 
droite C(P)-fermes, done que R,(,, est noetherien a droite. Soit a un ideal 
bilatere non nul de Rcc,,; alors: a = (an R) RCcp,; si a-’ = (s E S; 
SLX E R,(,,}, il vient: R,(,, = (a n R)-’ (a n R) RCcpj E a-la et done: 
R c(P) = a- ‘a, ce qui prouve que a est generateur a droite; on en deduit 

, . 
immedratement que R,(,, est maximal i droite. De meme: R,(,, = 
R,&znR)(anR)-‘cm-’ et done a est projectif a droite. Finalement -- 
si: IxnR =p. P:’ . a. PEh avec tous les Pi c-idlaux premiers #P, il vient: 

et puisque tous les Pi coupent C(P), IX = PnRCtPj = J”. 
Dans la suite, on dira qu’un ideal d’un c&t est borne s’il contient un ideal 

bilatire non nul et que R est borne i droite si tout ideal i droite essentiel est 
borne. 

PROPOSITION 1.10. Soit R, = (x E S; 3a # 0 bilatdre; XLZ c R}. 

(a) R est borne’ d droite o R, = S o R est borne’ 4 gauche. 

(b) R = R, n (np R,(,,) (oti P parcourt Pensemble de tous les c- 
idkaux premiers). 

Preuve. (a) 11 suffit de remarquer que: R, = ,R = (xE S, 3a z.0 
bilatere; m c R }. 

(b) L’inclusion: R G R, n (& R,(,,) est Claire. Reciproquement si 
x E R, n (flp R.(,,), considbons I = {A E R; XA 5 R); I est borne car: 
x E R 0 et Z n C(P) # 0, pour tout c-ideal premier P, car x E R c(pJ. Soit a le 
plus grand ideal bilatere contenue dans I; supposons qu’il existe P c-ideal 
premier tel que: 1x c P; pour un c E In C(P), on aurait: PP-‘ax G R n Px E 
RnPc-‘EP, et done: P-‘axcR; par suite P-‘asI et: P-‘Ada; 
finalement: P-’ G R, ce qui n’est pas. On voit done que: 12-l = R et done: 
x E R. 

II 

DEFINITION 2.1. Un ordre R duns un anneau artinien simple S est un 
anneau de Krull si: 

(a) R est un ordre maximal de S; 

(b) R vkrifie la condition de chafne ascendante sur les idkaux ti droite 
(resp. ci gauche) fermb. 



ANNEAUXDE KRULL 215 

LEMME 2.2. Soient R un anneau de Krull et R’ un sur-anneau de R tel 
qu’il existe une famille topologisante et idempotente d’ideaux a droite X de 
R et une famille topologisante et idempotente dideaux a gauche g de R 
telles que: R’ = R F= t R. Alors: 

(a) R’ est un anneau de Krull. 

(b) Pour tout R-ideal a droite I, on a: (Z,7)-1 = (ZR,,)- ’ = V(I-‘). 

(c) L’application: I b I,f est une bijection croissante entre le treillis 
des ideaux a droite essentiels rejlextfs T fermb de R et celui des ideaux a 
droite essentiels reflexif de R’. 

Preuve. (a) Montrons d’abord que R’ est un ordre maximal de S; soit a’ 
un ideal bilatere non nul de R’ et s E @$z’); on a: s(.u’ n R) c a’ s R’; soit 
I un ideal a droite de type lini contenu dans a’n R et tel que: 
I-’ = (a’ n R))‘: il existe done G E F tel que GsZ c R; d’oti: Gs(a’ n R) z 
a’nR et GssOX(a’nR)=R; par suite: SE ,R=R’. De la meme 
maniere, on montrerait que: R’ = &(a’). 

Soit maintenant FE F; on verifie facilement que: FF = R’. De mime si 
HE z, montrons que: HF = R’; soit A E R’; il existe FEY tel que: 
AFcR; considerons s E (HR’. . A)-‘; pour tout SE F, on a: 
sf (H. . kf) c R’; soit H, de type fini contenu dans H. . ;If, appartenant i X; 
il existe G E Y tel que: GsjH, G R; par suite: Gsf 5 R et sf E R’; linalement: 
SF E R’ et done; s E R’. 

Ceci &ant, soit I’ un ideal a droite ferme de R’; alors: I’ = (I-; en 
effet si x E I’, il existe FEY tel que xFGZ’ n R; par suite: 
xFR’ G (I’ n R) R’ et ce qui precede montre que: x E (w. Or, I’ n R 

est fermi:; en effet si; x E I%, il existe H E X tel que: XH G I’ n R; d’ou: 
xHR’ G (1’ n R) R’ E I’ et ce qui precede prouve que: x E I’ n R. 11 est alors 
clair que R’ verifie la c.c.a. sur les ideaux a droite fermis. De la meme 
maniere, on demontre que R’ verifie la c.c.a. sur les ideaux a gauche fermes. 

(b) On voit facilement que: ,(I-‘) E (I,)-’ s (IRy)-‘. Recipro- 
quement, soit x dans (IR,,)-‘; il vient: xl E R,,; soit J c 1, de type fini tel 
que I-’ =J-‘; il vient: xJcR’= $R; il existe done: G E F tel que 
GxJc R; d’ou: GxI E R et x E $(I-‘). 

-. 
(c) Par symetrie, le (b) montre que: ?-, = (I),,= IR,,. Done si Z est 

rbflexif, [F aussi. Reciproquement soit I’ un ideal a droite essentiel reflexif 
de R’; il est clair que: 1’ g (Z’ n R),; d’autre part si x E (1’ AR),,, il existe 
FEY tel que: xFcI’nR; d’oti: (I’)-‘xP’zR’ et (I’))‘xzR’; 
finalement: x E I’. Ainsi: I’ = (I’ n R),f et on en deduit immediatement que: 
I’ n R est reflexif. Le resultat annonci decoule alors aisement de tout ceci. 

Asano dans [4] et Maury dans [8], considerent les “localists” bilatires de 
R, definis de la man&e suivante: si ,cP est une famille d’ideaux bilateres non 
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nuls, multiplicativement stable, on note: R(d) = {x E S; 31~ E -u’; XII E R}. 
Le lemme suivant montre qu’on peut appliquer le rtsultat precedent a ces 
anneaux. 

LEMME 2.3. Soient R un anneau de Krull et LZY une famille d’ideaux 
bilateres non nuls multiplicativement stable. Alors: 

(a) R(d) est un localise’ a droite R 7 et a gauche ,R et done un 
anneau de Krull. 

(b) I1 y a un isomorphisme canonique de groupes: 

W(4) ‘v W)/{G@)nW 

Preuve. (a) Soit E une enveloppe injective du R-module a droite: 
S/R(d), et soit Y la famille topologisante et idempotente des ideaux a 
droite F de R tels que: Hom,(R/F, E) = 0. Soit 1x un c-ideal de R; montrons 
que : a,y= U{a . 4-l; t: E d}. Soit x dans a.,; il existe F EST tel que: 
a-‘xF E R; par suite: a-‘x E R(d); soit Z un R-ideal i gauche de type tini, 
contenu dans a-’ et tel que: a =ii=Z-‘; il existe done C E J tel que: 
Ixb G R; d’ou: a-‘xlZ G R et x E a . I:-‘. Reciproquement si il existe b E M’ 
tel que xb E a, montrons que k E Sr; puisque 6 est bilatere, il suffrt de 
verifier que: Hom(R/&, S/R(d)) = 0; soit done s E S tel que: se E: R(d); si 
J est un R-ideal a droite de type fini, contenu dans & et tel que: &- ’ = J- ‘, 
alors il existe C E & tel que: sJC E R, d’oti: CSJE R et CsC E R; 
finalement: skC E R et s E R(d). De la mcme maniere, on montre qu’il 
existe une famille topologisante et idempotente d’ideaux i droite de R tel que 
pour tout c-ideal a: 

En particulier: R(J$) = gR = R,,. 

(b) Si a est un c-ideal, ce qui precede montre que ag est un R, ideal 
bilatere et done un c-ideal, d’apres le lemme 2.2~). On verifie alors 
facilement que l’application: a t+ a, est un morphisme de groupes surjectif, 
dont le noyau est forme des c-idiaux a tels que: a,g= R~,, c’est-i-dire: 
a-‘nRE~eta.(a-‘nR)ES’. 

COROLLAIRE 2.4. Si R est un anneau de K&l, R, est un anneau de 
Krull saris c-ideaux non triviaux. 

PROPOSITION 2.5. Soit R un anneau de Krull et P un c-ideal premier. 
Alors R vert~e la condition de Ore d droite et a gauche par rapport d C(P) 
et le localism! R,(,, est un anneau de Krull quasi-local, principal d droite et d 
gauche et borne. 
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Preuve. D’apris 1.7 et son symetrique a gauche, la condition de Ore est 
veritiee. On a done: R ,-(,,) = ccPbR. Done, la proposition 1.9 montre que 

J = P&c,, = Ra,, P est inversible dans l’anneau noetherien a droite et a 
gauche, quasi-local R,(,, . Le theoreme 1.3 de [9] permet de conclure. 

LEMME 2.6. Soient R un anneau de Krull et 9’ un ensemble de c-ideaux 
premiers de R. Alors flpe ?, Rccp, est un anneau de Krull borne. 

Preuve. Posons R’ = npa ), R,(,, = npE,Y, ctP,R. Le lemme 2.2 trouve 
que R’ esf un anneau de Krull. Soit I’ un ideal i droite essentiel de R’; I’ 
contient un element regulier c de R; d’apres 1.8(b), pour tout P E Y’, sauf 
un nombre fini: P,, Pz,..., P,, Rc,,, = cR,(,,; puisque chaque Rc(r,, est 
borne, soit a, un ideal bilatere non nul contenu dans cRccpij; on en deduit: 
nj1: (ain R’) G ((-)j:; cRc(,,,,) n (npsp, CR,& = CR’ c I; ainsi Z’ est 
borne et par consequent R’ est borne. 

LEMME 2.7. Soit R un anneau de Krull et 9 Zensemble de tous ses c- 
ideaux premiers. Alors si Z est un R-ideal d droite, on a: 

I= (n PE,rl I& n (I&; si Z est entier, on a: 

Z= (n PE ,, I,(,,) n (0,. En particulier, un ideal ci droite borne est 
reflexif si et seulement si il est fermi. 

Preuve. On sait deja que: R = (nRc(,,)n R, (Proposition 1.10). D’autre 
part, d’apres 2.2, on a: n (&,,, = 0, Zctp) = np Zccp) (car chaque Zccp) est 
principal) et par suite: 

fc (nZ,,,,> n (f),, . Rkiproquement: 

I- ‘((& Zc& n (I),) G (f& R,(,,) n R,. evidemment: r~ (nZ,,,,> n 
tJh; 

reciproquement si x est dans (nZccp,) n (ZJ,, il existe un ideal i droite borne 
H coupant C(P), quelque soit P, et tel que: xH E I; ce qui precede montre 
que H E #’ et done que: x E 1 Le reste est immtdiat, puisque si Z est borne 
Zc,=t?),,=@h=Rw 

PROPOSITION 2.8. Soit R un anneau de Krull. Alors: T= nRc(,, est un 
anneau de Krull borne’. L’application: Z-r nZc,,, est une btjection croissante 
entre le treillis des ideaux ri droite born& et reflexif de R et celui des ideaux 
h droite reflexif de T. De plus, cette application induit un isomorphisme de 
groupes: G(R) N G(T). 

Preuve. Considerons .-F = (Jideal a droite de R; VP E 9, 
Jn C(P) # la}. Alors le lemme 2.7 montre que Z est borne si Z est F-ferme. 
Le femme 2.2 permet de conclure. On v&tie ensuite facilement que l’ap- 
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plication rx k-i naccPj = n ccP+z est un isomorphisme de groupes de G(R) sur 

G(T). 

PROPOSITION 2.9. Soit R un ordre dans un anneau artinien simple S. 
Les conditions suivantes sont Pquivalentes: 

(a) R est un ordre de Krull au sens de Marubayashi (voir [2] pour la 
deynition). 

(b) R est un anneau de Krull, R, est noetherien et pour tout ideal 
bilatere non nul a de R, on a: aR, = R,a = R,. 

Preuve. (a) * (b). D’apres la proposition 2.1 de [2], R est un ordre 
maximal de S, R, est simple noetherien par definition et pour tout ideal 
bilatere 11 non nul, aR, = R,a = R,. D’autre part R s’ecrit comme inter- 
section localement tinie: R = (OR c(P,) n R, (oti P parcourt l’ensemble de 
tous les c-ideaux premiers de R). Si I est un ideal a droite essentiel, on en 
deduit facilement, en raisonnant comme dans le lemme 2.7, que: 
r= (nZccP,) n (0,; il est alors clair que R verifie la c.c.a. sur les ideaux a 
droite essentiels fermes; comme S est noetherien, on en deduit que R verifie 
la c.c.a. sur les ideaux i droite fermes. On raisonne de mime a gauche, ce 
qui prouve que R est de Krull. 

(b) * (a). R = (n,, R,(,,) n R, et cette intersection est localement 
finie d’apres 1.8(b). Enfin, il resulte de l’hypothese fait sur les ideaux 
bilatires non nuls que R, est simple et sur-anneau “essentiel” de R (Lemme 
2.2 de [2]). 11 est alors clair que R verifie la definition de Marubayashi [2]. 

Dans le cas borne, (ou ces deux notions coincident, puisque S = R,), on 
peut donner la caracterisation suivante. 

PROPOSITION 2.10. Un ordre maximal borne’ R dans un anneau artinien 
simple S est un anneau de Krull si et seulement si: 

(a) R verrifie la condition de chaine ascendante sur les c-ideaux 
(bilateres) entiers. 

(b) Pour tout c-ideal premier P, R/P est de Goldie a droite. 

Preuve. Si R est un anneau de Krull, (a) est evident et (b) resulte du 
lemme 1.1. Reciproquement, supposons que les conditions (a) et (b) sont 
satisfaites. Soit P un c-ideal premier de R; on montre comme dans la 
proposition 1.8 que: n,,, F= 0 et que: C(P) E C(0); soit maintenant 
c E C(P); l’ideal a droite essentiel CR Ctant borne, soit ar le plus grand ideal 
bilatbe contenu dans CR; supposons a z P; alors, on aurait: c-‘aP-‘P C 
R n c-‘P E P; d’ou: aP-’ c CR et finalement aP-' c a, c’est-i-dire: 
P-' = R; contradiction; puisque R/P est suppose de Goldie a droite, a coupe 
C(P) et il est clair que la condition de Ore a droite est verifiee; de la meme 
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man&e, on montrerait la condition de Ore a gauche par rapport i C(P). 
D’apres le theoreme 3 de [7], le localise: R cc,,) = cfPjR est un anneau quasi- 
local et J(Rc& = PRc(,, = R,(,,,P; puisque PP-’ &P et P-‘P@ P, la 
condition (b) entrake que J est inversible. D’autre part, on verilie, comme A 
la fin de la dimonstation de la proposition 1.9 que tout ideal bilatere non nul 
de Rev, est une puissance de J. Comme R est borne, on en diduit facilement 
que R,(,, est aussi borne; comme tous les R,(,,/J” sont noethtriens, il est 
clair qu’on a la c.c.a. sur les idtaux (a droite ou a gauche) essentiels; 
fmalement ceci entraine que R,(,, est noethhien des deux cot&s. Le theoreme 
1.3 de [9] montre alors que R,(,, est principal des deux c&s. 

Ceci &ant, on montre, comme dans la demonstration de la proposition 
1.10(b) que R = nR,(,, (ici: R, = S car R est borne). 11 reste h voir que 
cette intersection est localement finie; or, si c est un element regulier de R, R 
&ant borne, il est clair que CR contient un c-ideal et par suite un produit 
Py’P;’ . .. Pp, ou les Pi sont des c-ideaux premiers; il est alors clair que si 
PfP,, cEC(P). 

Remarque. La condition (b) dans la proposition precedente est indispen- 
sable car dans [ 10, exemple 5.41 il est construit un ordre maximal borne 
viriliant la condition (a) et qui cependant ne v&tie pas la c.c.a. sur les 
idiaux 1 droite essentiels reflexifs. 

III 

Soit R un ordre dans un anneau artinien simple S. Soit o un 
automorphisme de R; considerons A = R [X, o] I’anneau des polynomes de 
Ore (c’est l’ensemble des polynomes: JJ r,,Xh, muni de l’addition habituelle 
et de la multiplication prolongeant celle de R et verifiant: Xr = u(r) X). On 
peut prolonger canoniquement c en un automorphisme de S, note encore a; 
et on peut considerer B = S[X, o]. 11 est bien connu que B est premier prin- 
cipal a gauche et i droite; B est done un ordre dans un anneau artinien 
simple Q; il est clair que A est un ordre de Q. 

LEMME 3.1 (G. Maury). Soit R un ordre maximal de S, ve’rifiant la 
condition de chaine ascendante sur les c-idkaux entiers et o un 
automorphisme de R. Alors pour tout idkal bilat&e non nul II stable par o, 
on a: u(a) = a@) = 6. 

Preuve. 11 est clair que, pour tout R-ideal a, on a: [u(a)]-’ = a(~‘); 
par suite: u(a) = a@); on en deduit que si 1x est stable par u, ii aussi; 
considtrons alors la suite croissante de c-ideaux entiers: (u-‘@))~>~; par 
hypothese, il existe n > 0 tel que: u-“(E) = u-(“+I)@); d’oti: d = u(E). 

481/72/l-15 
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LEMME 3.2. Soient R un ordre de S et a un automorphisme de R; 
A = R [X, u] et Q Panneau des fractions classique de A. Alors si E,(S/R) est 
z-inject& EA(Q/A) aussi. 

Preuve, Remarquons d’abord que si H est un ideal a droite essentiel tel 
que E? = R, alors: m = A. En efet il est tout d’abord facile de verifier que si 
H Ex, a-‘(H) aussi; soit maintenant a = 2i-E X’Ai dans A; il est clair 
qu’alors: 

i=p 

iQ (o-‘(H). * Ai)) A c HA. . a; 

il sufit done de montrer que si E? = R et H est essentiel: (HA))’ = A; or si 
q E Q est tel que: qHA E A; il vient: qHS c B; H &ant essentiel, on en 
deduit: q E B; done: q = CjIr X’s, avec si E S et puisque qHs A, il vient: 
siH G R; cfou si E R et q EA. Ceci &ant, montrons que A verifie la c.c.a. 
sur les ideaux a droite fermes. Si Z est un ideal i droite de A, notons, pour 
tout m > 0, C,(Z) = (coefficients de X”’ des polynomes de degre m qui 
appartiennent a Z} U {0} ( c’est un ideal a droite car o est un 
automorphisme); il est clair que la suite: (C,(Z)),,, est croissante. 

Consides alors une suite croissante (Zn)n>O d’ideaux a droite fermes de 
AsC,(Z,) un element maximal de l’ensemble des idezi droite fermes 

(cr?lv”)Lt; Vn > q et Vm >p, on a done: Cx) = C,(Z,); d’autre part, 

Vj<p, jr(j) > 0 tel que Vr> r(j): (5%) = Cz); en posant 
s = sup(r(l), r(2),..., r(p - 1) q), on a, Vm > 0 et Vt > s: CT) = CT); 
d’autre part, B = S[X, CT] &ant noetherien, il existe u > 0 tel que 
Vt > U: Z,S = Z,S; si v = sup(s, u), nous allons montrer que: I, = I, Vt > v. 

11 suffit done de montrer que si Z E J sont deux ideaux a droite fermes de 
A tels que: IS = JS et Cx) = C?) Vm > 0, alors: Z = .Z. Supposons qu’il 
existe fE .Z et f@ Z et choisissons f de degre minimal pour cette propriete; 
f = JJt:s r,Xh; p uisque r,, E CT), il existe HE z tel que r,H 2 C,(Z); soit 
x E H; il existe h = (r,x) X” + g (deg g < n) appartenant a I; puisque 
fu-“(x) = (rnx) X” + g’ (deg g’ < n) appartient a .Z, il vient h -fa-“(x) E J 
et deg(h -sup”(x)) < n; par suite: h -fb”(x) E Z et j?-“(x) E I; d’autre 
part puisque IS = JS, il existe c regulier dans R tel que fc E I; l’ideal a droite 
essentiel: H’ + CR appartient a A? et jH’ E I; ce qui a ete demontre au debut 
prouve que: H3 = A et done, Z &ant ferme, que f E I. 

PROPOSITION 3.3. Si R est un anneau de Krull et a un automorphisme 
de R, R ]X, u ] est un anneau de Krull. 

Preuve. D’apres le lemme 3.2, il reste i montrer que A = R [X, a] est un 
ordre maximal dans Q. Soit a un ideal bilatere non nul de A et soit 
f E ccP,(.u); B = S[X, u] &ant principal a gauche, soit g un generateur 
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(nlcessairement rkgulier) de BaB; il est clair qu’on, peut choisir g dans LIB; 
par suite, il vient: fg E BaB = Bg et done: f E B. Ainsi: f = CjE siXi, avec: 
si E S. Notons D(.a) = {coeffkients dominants des polyn6mes de a} U {O}; il 
est clair que D(,a) est un id&al bilathe non nul stable par u. Soit r # 0 dans 
II(,a); il existe h dans a tel que: h = rX” + r,-,F-’ + ... + rO; on a:fi E 1x 
et puisque fh = s,aP(r) A?‘+” + un polyname de degrk <p + n, on voit que: 
spup(r) E D(a). Ainsi: s,a”(D@)) SO(u) et le lemme 3.1 entraine: 
s,D(a) = ,~,a”(~(~)) c D(a); par suite, la maximalite de R entraine: s, E R. 
Par consequent, de proche en proche, on montre ainsi que tous les si sont 
dans R et done que f est dans A. De la m2me maniere, on montrerait que: 
p&) = A ; ce qui prouve que A est maximal. 

IV 

Rappelons que deux ordres R et R’ d’un anneau artinien simple S sont dits 
equivalents s’il existe c, d, c’, d’ inversibles dans S, tels que: cRd E R’ et 
c’R’d’ G R. Dans (41, il est demontre que deux ordres maximaux R et R’ 
sont equivalents si et seulement si il existe un R-ideal i droite Z reflexif tel 
que R’ = eg(Z) (=@ti(Z-‘)). Nous allons d’abord generaliser le lemme 1.5. 

LEMME 4.1. Soit R un ordre maximal de S et soit Z un R-ideal a gauche 
normal, c’est-a-dire que : @f(Z) = pg(ZZ’). Alors, pour tout R-ideal a droite J, 
on a: 

Preuve. Ici on note: J= {x E S, ~HE~,xHE J} et si R’ = @f(Z), 
2 = (x E S, 3H’ E 2’; xH’ c JZ}. Soit done x E J; il existe HE 8 tel que: 
xH s J; Va E Z, puisque: xa(HZ. . a) c JZ, il suflit de montrer que: 
HZ. 1 a E GY’. Puisque VA E R’: (HZ. . a). . ,l = HZ. . al, il suffit de montrer 
que Va E Z, (HZ. . a)-’ = R’. Soit s dans S tel que: s(HZ. . a) E R’; alors si 
tEz-‘, il vient: at E R et st(H. . at) Z G s(HZ. . a) E R’; par suite: 
Zst(H. . at) s pg(Z) = R; done Zst c R. Finalement, on a: ZsZ-’ s R et done: 
s E /“,(Z- ‘) = R’. 

PROPOSITION 4.2. Soit R un anneau de Krull de S. Si R’ est un ordre 
maximal equivalent a R, R’ est un anneau de Krull. 

Preuve. Soit done Z un R-ideal a droite reflexif tel que R’ = egg(Z) = 
n&(Z-l). Si J’ est un ideal a droite essentiel fermi de R’, considlrons: 

J’Tc 7= I; reciproquement si J est un sous-R-ideal a droite ferme de Z, 

considerons JF c R’. Le lemme 4.1 applique a I-’ montre que: 
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J-5 JT.P=J’; rtciproquement, puisque: J’ZZ- ’ G J%- ’ et que 

l’idkal bilatkre: II-’ de R’ vlritie Cvidemment: ZF = R’, il vient: J’ G JF; 

finalement on a: J’ = JF. Le mime raisonnement montre que: J =m. 
Ceci dkfinit done une bijection bi-croissante entre le treillis des idkaux 
essentiels fermks de R’ et celui des sous-R-idlaux i doite fermks de I. On en 
dkduit qu R’ vkrifie la c.c.a. sur les idlaux i droite essentiels fermks; 
finalement, comme S est noethlrien, il est clair que R’ vCrifie la c.c.a. sur les 
idkaux i droite ferm6. On dkmontre Cvidemment de la m8me man&e que R 
virifie la c.c.a. sur les idkaux g gauche fermks. Ainsi R’ est un anneau de 
Krull. 

Remarque. 11 est bien connu (voir [4]) que deux ordres maximaux 
kquivalents ont mime groupe de c-idtaux. Or, un thkorkme de Cozzens 
(thiortme 3.4 de [ 1 I]) caractkise, parmi les anneaux simples R noethkriens 
intlgres, ceux qui sont de dimension homologique globale <2, par la 
propriktt suivante: “Vn > 1, tout ordre maximal Cquivalent i M,(R) est 
simple.” Comme il existe effectivement des anneaux simples intkgres 
noethkriens de dimension >2 (par exemple l’algkbre de Weyi A,(C) pour 
n > 2), on voir done qu’il existe des anneaux de Krull saris c-idkaux 
(bilatkres) non triviaux, qui ne sont pas simples; il est alors clair que ces 
anneaux ne peuvent pas i3re des ordres de Krull au sens de Marubayashi. 

BIBLIOGRAPHIE 

1. H. MARLJBAYASHI, Non commutative Krull rings, Osaka J. Math. I2 (1975), 703-714. 
2. H. MARUBAYASHI, Polynomial rings over Krull orders in simple artinian rings, a paraitre. 
3. M. CHAMARIE, Localisations dans les ordres maximaux, Comm. Algebra 2(4) (1974), 

279-293. 
4. K. ASANO, Zur Arithmetik in Schiefringer, Osaka J. Math. 1 (1949), 98-134. 
5. C. R. HAJARNAVIS, On Small’s theorem, J. London Math. Sot. 5 (1972), 596-600. 
6. A. W. GOLDIE, Localisation in non-commutative noetherian rings, J. Algebra 5 (1967), 

89-105. 
7. J. A. BEACHY ET W. D. BLAIR, Localization at semi-prime ideals, J. Algebra 38 (1976), 

309-3 14. 
8. G. MAURY, Localisations bilatires dans les ordres maximaux, C. R. Acad. Sci. Pars 270 

(1970), 1144-l 146. 
9. C. R. HAJARNAVIS ET T. H. LENAGAN, Localisation in Asano orders, J. Algebra 21 

(1972), 441-449. 
10. REHM, Multiplicative ideal theory of non commutative Krull pairs (II), J. Algebra 48 

(1977), 166-181. 
11. J. H. COZZENS, Maximal orders and reflexive modules, Trans. Amer. Math. Sot. 219 

(1976), 323-336. 


