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Soit dans le groupe symétrique de degré n, deux classes de conjuga‘son Ii et K de partitions
respectives (my, ....m,) et (n,....n), soit 5 le plus grand commun diviseur des entiers
My, oo My ny L n,, et soit A=h+k+s avec e=—! ou 1 suivant que (h+k—1)8<n ou
n<(h+"-1)8. Le résultat principal de cet article est le suivant: pour qu’il cxiste a € H et
B e K teis que af soit un I-cycle et tels que le groupe (o, B8) scit transitif, il faut et il suffit que
I=Xx(mod2) et A=<l=<n On en déduit un= caractérisation de I'ensemble des entiers { pour
lesquels un l-cycle peut étre décomposé e:. ur produit de deux permutations appartenant
respactivement aux classes H et K. Dans le cas ot cei ensemble n'est pas vide, c’est 'ensemble
des termes d'une progression arithmétique de i ison Z.

1. Notations et terminologie

1.1. Dans toute la suite, n désignera un entier positif, Sym(n) le groupe
symétrique de degré n, Alt(n) le groupe alterné de degré n, A I'ensemble
{1,..., n} sur lequel opére Sym(n).

1.2. Si «cSym(n) et si ae A (resp. pS A), a - a (resp. p - a) désignera I'image
de = (resp. p) par o, le prodait des permutations etant effectué de gauche 2 droite.

1.3. Si P et Q sont deux partitions de A, PvQ (resp. PAQ) désignera la
borne supérieure (resp. inférieure) dans le treillis des partitions de A, de (P, Q).

1.4. Si o e Sym(n), il exisie une partiton de A correspondant a la décomposition
de a en un produit de cycles disjoints; on la notera part(a). Les parties de part(a)
sont les orbites du groupe {(a); on le! appellera «-orbites.

1.5. La classe ¢ conjugaison de a dans Sym(n) sera notée [a]. Si H=[a], le
nombre de a-orbites est un invariant de H; on le notera c(a) = c{H). Pour tout
entier positif p, le nombre de a-crbites de cardinal /- st un invariant de H; on le
notera c,(a)=c,(H). Si c(H)=h, la classe H est donc caractérisée far une
h-partition {m,, . . ., m,,) de 'enticr n; on supposera toujours =, =+ + = mw,, et on
dira que H est la classe de partition (m,, ..., my,).
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1.6. Si H et K sont deux classes de coniugaison dans Sym(n), on notera HK
ensemble des produits B ot e« € H et B K 1l est immédiat que HK = KH et
que HK est la réunion d’un ensemble de classes de conjugaison.

Soit (my,...,m,) et (n,,...,n) les partitions respectives de H et K, et soit
acH, BeK. On définit les invariants suivants du coupie (H, K), qui sont
indépendants de 'ordre de H et K:

D(H,K)=D(a, B)=p.gcd.(my,...,my,ny,. .., M),
F(H,K)=E(a,f)=-10ul

suivant que (h+k—-1)D(H,K)<n ou n<(h+k-1D(H, K),
L(H, K)= L(a, B)=c(H)+c(K)+ E(H, K).

1.7. Si | est un entier supérieur a 1, C; désignera la classe des I-cycles dans
Sym(n), i.e. la classe H caractérisée par ¢,(H)=n—-1, q(H)=1. Si yeC, on
appellera support de y et on notera supp(y) ’ensemble des ae A tels que
a-v#a-(ay,a,,...,aq) désignera le I-cycle défini par: @, - y=a,,, pour 1<i=<
-1, aq--vy=a,.

La permutation identique sera appelée 1-cycle, et sa classe dans Sym(n) serz
notée C,. Si v est un 1-cycle, on posera supp(y)={1} (1€ A).

1.8. Si f=n (mod 2), R; désignera la classe des réfiexions (ou involutions) avant
exactement f points fixes, caractérisée par ¢,(Ry) =f, ¢:(Ry)=3(n—f). La classe
des invclutions sans points fixes sera donc notée R,

%. Introduction

Le probléme de la recherche d:s classes de conjugaison H dans Sym(n) (resp.
Alt(n)) pour lesquelles Alt(n) c F H est un probléme sur lequel un grand nosabre
de résultats ont été publiés [1-11)], mais qui, & notre connaissance, reste er.core
ouvert.

Dans [6], Brenner énonce une conjecture, qui est une condition suffisante
faisant intervenir c¢(H) et c¢,(H), pour que Alt(n)c HH. Il démontre cett¢
conjecture dans les seuls cas ot H a une ou deux orbites sssentielles.

Une réponse pourrait étre donnée & cette conjecture si I'on cunnaissait L
solution du probléme suivant: caractériser les triplets (C, H, K) de classes d
conjugaison dans Syir(r) tels que C< HK. Le cas ou deux au moins des classe
C, H, K sont des class s de cycles a déja été réwola dans [2]. Dans cet article o
¢ udie le cas plus géné al ol Pune au moins des classes C, H, X est une case d
cycles.

H et K étant deux classes de conjugaison dans Sym(r), or détermine dans 1
Section 3 les entiers | pour lesquels il existe (@, 8)e HXK tel que y =af} soit u
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l-cycle et tel que (a, B) soit transitif. Un tel couple (a, B) est appelé décomposition
transitive (en abrégé d.t.) de y. Le lemme 3.5 est essentiel pour cette
caractérisation; il permet de montrer que si FH X K contient une d.t. d’un I-cycle,
alors L(H, K)=<! (Proposition 3 15), et que si de plus lsn—2, alors HxK
contient une d.t. d’un (I +2)-cycle (Proposition 3.6). Si A = L(H, K)=<n, il se pose
alors la question de savoir si H X K contient une d.t. d'un A-cycle. Les Proposi-
tions 3.9 et 3.12 donnent une réponse aflirmative a cette question; on les
démontre en raisonnant par récurrence sur ¢{H)+ c(K), et pour cela, on utilise
une technique de “suppression™ d’orbites dans H ou K (Lemme .7), ainsi que
des propriétés arithmétiques des partitions de H et K (Lemmes 3., 3.10, 3.11).

Dans la Secticn 4, on utilise les résultats le la Section 3 pour caractériser les
entiers [ tels que C, < HK. Pour cela, on remarque que si vy = af8 est un cycle, et si
(a, B) n’est pas transitif, alors il existe une orbite A de (e, B) telle que si &, B, ¥
sont les restrictions respectives de a, B,y 2 A, (& B) est une d.t. de ¥, et que
d’autre part toute orbite de {(a, B) distincte de A est i la fois une a-orbite et une
B-orbite.

3. Décompositions transitives d’un cycle

3.1. Définition. Soit a, 8, v€ Sym(n). {«, 8) est une décomposition transitive (en
abrégé d.t.) de v, si a3 =y et si (a, B) est un groupe transi:if.
Comme les orbites du groupe (a, 8) sont les parties de part(a) v part(B), («, B)

est une d.t. de y=ap si et seulement si part(a) vpari{8)={A}.

Comme aff =B(B8 'aB), si H et K sont deux classes de conjugaison dans
Sym(n), H X K contient une d.t. de v si et seulement si K X H contient une d.t. de
v. De plus, si Hx K contient une d.t. de v, alors H X K contient une d.i. de tout
conjugué de .

Dans cette section, on établit le théoréme suivant, qui caractérise les cycles
admettant une d.t. dans un couplz de classes de conjugaison données dans

Sym(n).

3.2. Théoreme. Soit dans Sym(r) deux classes de conjugaison H et K, et soit
A =L(H, K). Alors, I'ensemble des entiers | pour lesquels H X K contient une d.t.
d’un l-cycle est défini par:

Aslsn e I=A(mod?2).
Certains des raisonnements utilisés pour prouver ce théoréme sont des raison-

nements par récurrence, dans lesquels on a besoin des deux notions définies
ci-apres.
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3.3. Définition. («, B) est une bonne décomposition transitive (cn abrégé t.d.t.) du
cycle v, si (a, B) est une d.t. de v, et s’il existe ae€ A tel que a et a-«a
appartiennent tous deux a supp(y).

3.4. Définition. Soit dans Sym(n) une classe de conjugaison H, et soit p 2t v deux
entiers positifs tels que: ¢, (H)#0, v<u, v<n. ®;(H)=H désigne la classe de
Sym(n — v) définie par: ¢,(H)=c\(H)siA#p et AFpu—v, c,(H)=c, (-1, et,
dans k¢ cas ot v <4, cu-,,(I-_I)= c.-(H)+1.

3.5. Lemme. Si («a, B) est une d.t. d’une cycle v, alors supp(vy) recont-e chacune
des parties de part(a) Apart(B).

Preuve. Si a e C, et Be C,, alors part(a)Apart(B) ={A}, et supply)(+ A#9.

i g C, ou B¢ C,, et si r est une partie de part(a)Apart(B), alecs r# A, et
r=pMNgq, ou p est une a-orbite et q une B-orbite. Si on avait supp(y)Nr=40,
alors vy fixerait tous les points de r, et il en résulterait: r-a=r-B '=r=p=q. r
serait alors une partie de part () vpart(R), et (a, B) ne serait pas une d.t. de y.

3.6. Proposition. Soit dans Sym(n) deux classes de conjugaison 1 et K. Si HxXK
contient une d.t. d’un l-cycle et si 1<<l<n—1, alors K x K contient une b.d.t. d’un
(1-+2)-cycle.

Preuve. Soii a e H, BeK tels que (e, B) soit une d.t. d’un I-cycle A. Si 1si=<
n--2, alors il existe au moins deux points a et b qui n’apparticnnent pas a
supp(v). Soit a’=a - @, b'=b - B. On distingue les cas suivants.

(1) a’, b'esupp(y). Soit T=(b, a’), B'=1Br. Alors B'eK, et B'=:B(B '1B)r =
Bi'c, avec T'=(b- B,a’ - B)=(b',a) aB =y implique af'=7', avec y' =yr'7r. Ii
est immédiat que vy’ est un (I+2)-cycle et que supp(y') =supp(y) J{a, b}. Donc
part(a) voart(y’) est moins fine que part(a) v part(y), et (o, ') est une d.t. de y".
D= plus, {a, a’} = supp(y’), dorc (e, B') est une b.d.t. de 7'.

(2) b'¢supp(y). Soit q la B-orbite contenant b. Il résulte du Lemme 3.5 qu'il
existe ¢ e supply) Ng. Soit § = (b, b', ¢), B' = B6. Il est immédiat que B'c K. af =7
implique aB’= v, avec y' = v8. ¥’ est un (I +2)-cycle et supp(y') = sup(y)U{b, b'}.
Donc (a, B') est une d.t. de y'. De plus b'-a=b"-8""'=b et {}, b’} < supp(y).
Donc (a, B') est une b.d.t. de .

(3) a'¢suppiy). Si p est la a-orbite contenant a, il existe d e supp(y) N p. Soit
g=(a,a',d) et a'=ca. Alors a'e H et a'B =7, avec y' =0ovy. 7’ est un (I +2)-
cycle et supp(v)=supp(y)U{a, a}. De plus, ¢-a’'=a-a=d, et {d,a'lc
supp(vy'). Donc (a', 8) ost une b.d.t. de ¥'.

3.7. Lemme. Soit dans ' ym(n) deux classes de conjugaison H et K, u et v deux
entiers positifs tels que ¢,(H)#0, ¢, (K)#0, v<n, v<py. Soit Fl=®%(i), K=
dr(K).
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(i) Si v<u et si HxK contient une d.t. (resp. une b.d.t) d'un I-cycle, alors
H x K contient une d.t. (resp. une b.d.t.) d’un (14 i)-cycle.

(ii) Si 2<v=u, et si HxK contient une b.d.t. d’une l-cycle, alors Hx K
coriient une b.d.t. d’un (1+2)-cycle.

Preuve. Soit A ={1,...,n—v}, A'=A\A, (&, )€ HxK une d.t. d’un Il-cycle ¥.
Soit a’, 8', ¥’ 15 éléments de Sym(n) qui fixent tous les points de A’ et dont les
restrictiors iespectives 3 A sont &, B, ¥. Soit ¢ ua v-cycle de support A’. Soit
a"=n'c. B=0c"'B". 1l est clair que BeK. aB =% implique o”B=+". Comme
(&, B) est une d.t. de ¥, on a: part(a”)vpart(B) = part() v part(v') = {A, A"}. Soit
a'eA'.

(i) Si v<up, il existe une «”-orbite p du cardinal p—v, incluse dans A, 2t,
d’apré. le Lemme 3.5, il existe d esupp(y’)Np. Soit 1=(a,a’), a =1a", y=71y".
p=pUA’ est une a-orbite de cardinal u, donc a € H, et part(a)vpart(g)=:{A}.
a"B = v' implique aB =+y. Donc (a, B) est une d.t. de v, et y est un (I +1)-cycle
tel que supp(y) =supp(y)U{a'}.

Si 'on suppose que (@, B) est une b.d.t. de ¥, il existe b= A tel que b et
b-a=b-a" appartlennent tous deux a supp(¥y)=supp(y’) < supp(y). Si b-‘
alors b -« — ¥ - a", donc (a, B) est une b.d.t. de v. Sib=d, alors a’' - a=d - a"

b - & et comme a‘ et a' - a appartiennent tous deux a supp(y), (e, B) est une
b.d.t. de .

(i) Si v=p, alors a"€ H. Si (&, B) est une b.d.t. de ¥, il existe ac A tel que a
et a-a appartiennent tous deux a supp(y)=-supp(y). Soit b=a-a=a-a”",
b'=a'-a", r=(b,b"), a=ra"r. Alors a=H, et a=1(a"ra" )a"-‘r’r'a" avec
'=(b-a"", b a"")=(a, a’). a"B =+ implique af =1, avec y=77'y". Si 2=,
alors a'#b’, et y est un (I +2)-cycle tel que supp(y)=supp(y)U{a’, b’}. Il en
résulte part(B) v part(y) ={A}, donc (a. B) est une d.t. de v.

Si b#a, alors ¢ -a=a'-a"=b". Si b=a, alors b'-a=a’-a"=b". Comme
{a, b’y = supp(y), (@ B) est une b.d.t. de 7.

3.8. Lemme. Soii dans Sym(n) deux classes de conjugaison H et K. Si 3=<

cIN+c(K) et E(H,K)=-1, alors il existe deux entiers positifs p et v tels que
w#F v c,(H)#0, ¢,(K)#0, et tels que, si @ =min{u, v}, H=®%(H), K = ¢“(K),
alors E(H, K)=—-1.

Preuve. Soit (m,,....m,) et (n,, ..., n) les partitions respectives de H et K, et
soit 8 = D(H, K). Si on avait m;=---=m, =n,=---=n,, on aurait aussi hd =
k& = n, ce qui impliquerait soit h=k =1, soit h=k=2 et (h+k—1)8>n. Ceci
contredit hypothése 3<h+k et E(H,K)=-—1. On a donc soit nm,<my, et
n, <m,, soit m, <m, et m, <n,. La propriété a démontrer étant symétrique par
rapport a H et K, on peut supposer n, <m, et m <m;. Soit v=n,, Ai=n—

= @¥(K). Pour tout i te! que v<m, posons H, =&} (H), 8 = D(H, K). ‘§01t
6 min{8: 1sishet v<im},igel que §=8,, u =m, H=@}(H). H et K sont
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dans Sym(#i) deux classes de conjugaison telles que c(Hy=h, ¢(K =k—-1. Nous
allons monirer que E(H, K)=—1, conc que (h+k —2)8 <A. On distingue les cas
suivants.

(1) h=1. & divise n, pour tout j tel que 1<j<k-1. Comme ¥ =3 jck—1 N
ona: (h+k-2)8=(k-1)8=i.

(2) §=3.

Siv=8, (h+k—1)&=<n impliqus (h+k-2)6<nh.

Si v# 8, alors 28<v, dou 2\k- 1)d=n; v<=m, implique 2{(h--1)d <n.
résulte (h + k 2)5< ﬁ

=

en

L

i & divise m;, donc
divise m;—v. Il en resulte que pour tout i tel yue v<m;, & divise &, 6§+ 8
: alnrae IR o R e 8 merre teart 5§ tal o

llllpllquc alors: 20 =o0=: O, PO LUUL L L Lu&, v \lll‘

&, divise n1,— v et my,. Comme &, ne dwvise pas 8, on a my, # v. + << m,, implique

alors r<<m pour tont
IR O haad "‘! lJVul LAWE Y S T

Sii'#i”, & divise m;—v et m,.. Comme 8§, ne divise pas §, o a m; # my.. &
divise m; — v et 8. divise m;.. Comme §,. ne divise pas §, §; ne divise pas m;., donc
By 7 8yr. ,

8 divise u —v et divise m; pour tout i# i,. Les entiers m; étaat deux a deux
distincts, on a:

A={p—-v)+ Z m«?{l-i- v \5 (3.8.1)
1 J s i \ } A r
i#Fig 1<:-\h 1
h =2 implique:
1+ Y iz1l+(h-D+h-2)=2h-1) (3.8.2)

iish-1
(3.8.1) et (3.8.2) impliquent alors:
A=2(k—138 (3.8.3)

Comme h =2, et que les entiers §; sont deux a deux distincts, il existe i, # i tel
que 8, > 6. Poui tout j tel que 1sj=<k—1, § et 8 divisent n;, dene n; =248. Il en
résulte:

n= Y n=2k-1)5 (3.8.4)
Isj=sk -1
{382 ot (218 4) implicuent: (h+k—-NS5< i
{3.83 ) et (3.8 4) unpliquent: (h+k-2)8=<n
3.9. Proposition. Soit dans Sym(n) deux classes de coajugaisor. H et K, et soit

=[L(H, K). §i E(H, K)=-1, alors HX K contient une d.t. c’ 1 )\—cycle.

Preave, Soit h=c(H), F =c(K). Si E(H, K)=—1, alors A =h+ k—1. On fait un
raisoniiic nent par récur.ence sur h +k.
Sih+k=2 clors h=k=1, H=K=C,, E(H K)=-1, A=1. Si acH, alors
'z K, et (@, a1 est une d.t. d’'un 1l-cycle.
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Si3sh+k ¢t E(H,K)=-1, comme la propriété a démontrer est symétrique
par rapport a H et K, on peut supposer, en utilisant le Lemme 3.8, qu’il existe
deux enticrs positifs p et v tels que v<p, ¢, (H)#0, ¢, (K)#0, =t tels que, si
H=0"(H) <t K=®.(K), alors E(H,K)=-1. On a aloss: A=L(H,K)=
h+k—2=A-1. Faiscns i’hypothése de récurrence: [ x K contient une d t. d'un
A-cycle. Il résulte alors du Lemme 3.7 que H X K -ontient une d.t. d’un A-cycle.

3.10. Lemme. Soit dans Sym(n) der. classes de conjuguison H et K, et soit
8 =D(H, K). Si E(H, K)=1, uw.

() c(H)=2 et c(K)=2.

(i) ¢z(H)=2 ou cs(K)=Z.

Preuve. On raisorne par 'absurde. Soit h =c(H), k = c(K).

Si h=1ou k=1, alors (h+k—1)8<n, ce qui contredit E(H, K)=1.

Si cs(HV<=1 et c5(K)=<1, alors 2(h—1)§+8=<n et 2(k—1)6+d<n, dou
(h+k—1)8<n, ce qui contredit E(H. K)=1.

3.11. Lermme. Soit dans Sym(n) deux classes de conjugaison H et K. Si D(H, K\ =
2 et si (H# Ry ou K# Ry), alors c(H)+c(K)=n-1.

Preuve. Soit h =c(H), k =c(K), 8 = D(H, K). La propri¢té a démontrer étant
symétrique par rapport 2 H et K, on peut supposer H# R,. Comme §=2, il
existe p=3 tel que ¢, (H)#0. On a alors 2k<kd<n et 2(h--1)+3=
(h—-1)é+u=<n, dou h+k=n-1.

3.12. Proposition. Soit dans Sym(n) deux classes de conjugaison H et K, et soit
A=L(HK). Si EH,K)=1, DH,K)=2 et (H¥R, ou K#R,), alors HXK
contient une b.d.t. d’un A-cycle.

Preave. Soit (im,, ..., m,) et {(a,, ..., n) les partitions respectives de H et K, et
soit 8 =D(H, K). E(H, K)=1 implique A = h- k+1, et d’apres le Lemme 3.10,
ona((h=2etk=2)e (cs(H)=2 ou c;(K)=2). La propriété a démonirer étant
symétrique par rapport 2 H et K, on peut supposer n,_, = n, =& et H# R,. Soit
w=m, H=®(H), K=d%(K), i=n-85. Il et immédiat que D(H, K)=¢
H# R, et =2 implique m, >3, donc H n’est pas la classe des invclutions sans
points fixes dans Sym(i).

Pour démontrer la proposition on fait un raisunnement par iécurrence sur
h+k.

(1) Si h+k=4, alors h=k=2 et my=m,=n,=n,=5=3. 1l est immédiat
que Hx K cortient une d.t. d’un 1-cycle. Comme n =6, il résulte de la Proposi-
tion 3.6 que H x K contient une b.d.t. d’'un 3-cycle. D’aprés le Lemme 3.7, H XK
contient alors une b.d.t. d’'un S-cycle, et A =5.
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(2) Si h+ k=5, posons h = c(H), k =c(K), A=L(H, K). E(H, K)=1 équivaut

n<(h+k—-1)é (3.12.1)

On distingue deux cas.

(2a) 6<p. Alors h=h. k=k—1. (3.12.1) implique i <(h+k—1)8, donc
E(H,K)=1 et X =h+k+1. Faisons I’hypothése de récurreice: 17 x K contient
une b.d.t. d'un A-cycle. Il résulte du Lemmz 3.7 que H XK' contient une b.d.t.
d’un (A +1)-cycle, et A+1=A,

(2b) 8=p. Alors h=h-1, k=k—1. (3.12.1) implique i—8 <(h+k—1)8.

Sifi=(h+k— 1) alors E(H, K)=—1, A = h+k —1. Il résulte d¢ la Proposition
3.9 que H x K contient arc d.t. d’un A-cycle. =2 <t H# R, implique, d’apres le
Lemme 3.11, A =<:7i—2. Il résulte alors de la Proposition 3.6 que 9 x K contient
une b.u.t. d’'un \X +2)-cycle. D’aprés le Lemme 3.7, HxK con-ient alors une
b.d.t. d’'un (A +4)-cycle. et A+4=A,

Si ai<(h+k--1)8, alors E(H,K)=1, A=h+k+1. Faisons ’hypothése de
récurrence: H>* K contient une b.d.t. d’un A-cycle. D’aprés le Lemme 3.7, H XK
contient alors une b.d.t. d’un (A +2)-cycle, et A +2=A.

3.13. Lemme. Soit dans Sym(n) deux :lasses de conjugaison H et K. Si HXK
contient une d.t. d’un l-cycle, alors c(H)+c(K)—-1=<l

Preuve. Soit h =c(H), k =c(K), et (a, B)e HX K une d.t. d’'un [-:ycle y. On fait
un raisonne.nent par récurrence sur k.

Si k=1, alors h+k—1=h. D’aprés le Lemme 3.5, supp(ty) rercontre chacune
des a-orbites. Donc h=<1L

Si k=2, Comme (o, B) est une d.t. de v, il existe a esupp(~) tel que a et
a'=a -y appartiennent @ deux p-orbites distinctes q et q'. Soit 7=(a,a’),
B' BT, ¥ = y7. af3 = v implique aB’' = y'. qUq’ est une B’-orbite contenart a et
a'. Donc k'=c(B") =k —1, part(B') vpart(a) ={A}, et (a, B') est une d.t. de y'. Il
est immédiat que vy’ est un (I—1)-cycle. Faisons I’hypothése de récurrence:
h+k'—1<!-1. Il en résulte: h+ k—1=<l.

3.14. Lemme. Soit dans Sym(n) deux classes de conjugaison H et K, et soit
A=c(H)+c(K)—1. Si HxK contient une d.t. d'un A-cycle, alor; &£(H, K)=—1.

Preuve. Soit h=c(H), k =c(K), 8=D(H, K), (o, )e HXK unc d.t. dun A-
cycle. D’apres le I.emme 3.5, supp(+v) rencontre chacune des a-ortites et chacune
des B-orbites. Si toute a-orbite et tout B-orbite avait au moins dsux points dans
supp(y), on aurast A =Zh <t A =2k, d’ou A=h+k, ce qui contredit 'hypothese
A =h+k—1.%La propriéc 2 démontrer étant symétrique par rapyort a3 H et K. on
peut supposer qu’il exist une a-orbite p telle que supp(y) Nn:={a}. D'apres le
Lemme 3.5, p est nécessairement une partie de part(a)Apart(), donc p est
incluse dans une B-orbite q.



Cycles comme produit de deux permutations de classes données 137

Pour montrer que E(H, K)=—1, donc Jue (h+k —1)8=<" on fait un raisonne-
ment par récurrence sur h +k.

Sih+k=2,alors h=2k=1et E(H,K)=—1.

Si h+k =3, alors p est strictzment incluse dans g. Soit 6 la restriction de « 3 p,
a'=a-vy, 7=(a,a), a'=ad”', B'=0Br, Y =yr. aB =¥ implique a'B’'=7v'. On
vérifie facilement que tout point de p est en méme temps une a’-orbite et une
B'-orbite de cardinal 1, que q\ p est une B'-orbite, que v’ est un (A — 1)-cycle tel
que supp(y") =supp(y) \{a}. Snit &, B, ¥ les restrictions respectives de o', 8’, v’ a
A = A\ p. On vérifie facilement que part(a) v part(8) = {A}, donc (&, B) est une
dt. de . On a h=c(@=h~-1, k=c(B)=k, et ¥ est un (h+k - 1;-cycle. Soit
i =|A|=n-|p|, §=D(&, B). Faisons '’hvpothése de récurrence: E(a, 8)=—-1,
ie. (h+k-1)8<n. & divise |p| et |gl, donc divise |g|—|p|, donc divise §. I en
résulte:

(htk-1)8=(h+k-1)5+é<(h+k-1)5+8<a+|p|=n.

3.15. Proposition. Soit dans Sym(n) deux classes de conjugaison H et K, et scit
A =L(H, K). Si HxK contient une d.t. d’un l-cycle, alors A <1.

Preuve. Si E(H, K)=—1, alors A =c¢(H)+¢{K)—1, et il résulte du Lemme 3.13
que A<l

Si E(H,K)=1, alors A = c(H)+c¢(K)+1. Il résulte du Lernme 3.13 que L —2<
I, et il résulte du Lemme 3.14 que A —2# L Il est immédiat que [=A (:nod 2).
Donc A <.

Nous sommes maitenant €n mesure de prouver le hérceme.

Preuve du Théoréme 3.2. Si X K contient une d.t. d'un I-cycle, alors [=A
(mod 2), et il résulte de la Proposition 3.15 que Asl<n.

Inversement, si E(H, K)=—-1, ousi E(H,K)=1et D(H,K)=2 et (H# R, ou
K# R,), il résulte des Propositions 3.6, 3.9 et 3.12 que pour tout entier [ tel que
AslIsnetl=A (mod?2), XK contient une d.t. d’'un [-cycle.

Si E(H, K)=D(H,K)=1, alors n<c(H)+c(K)-1=A-2. et il n’existe pas
d’entier | tel que A <l<n.

Si E(H K)=1c¢t H=K=R,, alors c(H)=c(K)=3n, A=n+1, et il n'existe
pas d’entier [ tel gue A <l=n.

4. Cycles spparienant au produit de deux classes de conjugaison

H et K &ant deux classes de conjugaison dans Symin), cn établit dans cette
section un théoréme qui caractérise les entiers [ pour lesquels C; € HK. L’énonce
de ce théoréme utilise un invariant du couple (H, K) que nous déiinissois
ci-apres.
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4.1. Notations et définitions. Soit daus Sym(n) deux classes de conjugaison H et
K, et soit f=min{c,(H), ¢,(K)}.

Si (H# C, ou K# C,), un pose n®=n—f, et on désigne par H” et K© les
classes de Sym(n®) définies par: ¢,(H®)=c,(H)—f, ¢,{K®) = ¢,(K)—f, et pour
v=2, ¢, (H®) =¢,(H), ¢,(K?) =c¢,(K).

Soit s le nombre de parts communes aux partitions de H® et de K, et, si 1 <s,
s0it (v, ..., V) avec 2=y, <- <y, la famille de ces parts communes. Si 1=s et
si H# K, on définit les suites:

n® ....a®

par n@=n""M—y,
HY,...,H® par HY=®LH"'"),
K(()‘,, e, K(s) par K(r) — @::(K("”).

Pour tout 1 tel que 0<t=<s, soit A= L{H", K").

4.2. Définition. Soit H et K deux classes de conjugaison dans Sym(n). A=
A(H, K) est 'entier défini comme suit:

Si H=K: A=1,

Si H#K et A9>n©: A=A,
Si H#K et A<, A=min{A: 0<t<set A®<n®).

Il est immédiat que si t==1, alors A¥<A“"Y, Donc si H# K, on a toujours
A< /\(G)'

4.3. Théoreme. Soit dars Sym(n) deux classes de conjugaison H et K, et soit
h=c(H), k=cK), A== A(H,K). Si (H#R, ou K#R,), alors !"ensemble des
entiers | pour lesquels C; = HK est défini par:

A<l=smin{n,2n—h--k+1} 2t [l=A (mod?2).

Pour établir ce théoréme, nous commencerons par prouver les propositions
suivantes.

4.4. Lemme. Sil=nou 2=<!=n-1, alors toute d.t. d’un l-cycle cans Sym(n) est
une b.d.t.

Preuve. Soit (a, B) une d.t. d’un I-cycle y dans Sym(n).
Si [ =n, alors supp(y) = A, et pour tout a€ A, a et a - @ sont dans supp(y).
Si2<l=r—1,alors |A'\supp(y)| =1 et |supp(y)| = 2. Soit {a, b} =supp(y). a# b
implique a - a# b - w. Donc {a - a, b - a}Nsupp(y) #@.

4.5. Proposition. Soit da s Sym(i) deux classes de conjugaison H et K ielles que
min{c,(F), ¢,(K)}=0. Si HK contient un l-cycle 2t si 2<sl<sn-2, alors HK
condent ur (1+2)-cycie.
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Preuve. Soit a€ M, Be K tels que y=af soit un I-cycle. Il existe une partic A
de part(a) v part(B) telle que si &, 8, ¥ sont les restrictions respectives de a, 8, v a
A, alors (&, B) est une d.t. de . Soit i =|A|, H= [a], K=[B}

Si 1<#i—2, il résulte de la Proposition 3.6 que HK (donc HK) contient un
(1 +2)-cycle.

Sii—i<l alors I=# ou2<l=ii—1, et résulte du Lemme 4.4 que (a, ) est
une b.d.t.de 4. Isn-2 implique 7 < n, donc A+# A, part(a)vpart(8) a au moins
une palrtle p distincte de A, et p est a la fois une a-orbite et une B-orbite. Soit

=|pl.n'= A+ p, H’ et K’ les classes de Sym(n') définies par ¢, (H') =, (H)+1,
c“(K')=c£(K)+l, et pour v#pu, ¢, (H)=c,(H) et ¢,(K)=c,(K). On a H=
PH(H")., K = Pi(K"), et min{c,(H), ¢,(K)}=0 implique 2< . I! résulte alors du
Lemme 3.7 que H'K' (donc HK) contient un (I +2)-cycle

4.5. Propesition. Soit dans Sym(n) deux classes de conjugaisonr H et K, et soit
= A(H, K). Si min{c,(H), ¢,(K)}=0 et si (H# R, ou K% R,), alors HK conticnt
un l-cycle pour tout entier | tel que:

A<l=sn e 1I=A (mod?2).

Preuve. Si H=K, alors A=1, et il est immédiat qu¢ C,c HK. H#¥ R, et
c{H)=0 implique qu’il existe w=3 tel que c,(H)#0. Soit H la classe des
p-cycles dans Sym(u). Tl résulte du Théoreme 3.2 que HH (donc HH) contient
un 3-cycle. Il résulte alors de la Proposition 4.5 que pour tout entier ! tel que
1<lsn et i=1 (mod?2), HH contient un [-cycle.

Si H#K, soit s le nombre de parts coramunes aux partitions de H et K.
D’aprés la définition de A, il existe t (0<t<s) tel que A =AY, Si AV>nP=n,
alors A=A, et il nexiste pas d'entier | tel A<l<n. Si A“<n®, alors
2< A =A"=n", et il résulte ¢u Théoréme 3.2 que H K (donc HK) contient
un A-cycle; il résulte alors de la Proposition 4.5 que pour tout entier | tel que
A<l<n et l=A (mod2), HK contient un l-cycle.

4.7. Proposition. Soit n =3, ¢t dans Sym(n), R, la classe des involutions ayant
exactement un point fixe. Alors R,R, contient un l-cycle pour tout entier [ impair tel
que 1=sl<n.

Preuve. On raisonne par récurrence sur n.

Si n =3, R,R, contient évidemment un l-cycle, et il résulte du Théoreme 3.2
que R;R, contient un 3-cycle.

Si n=3, soi H=®%R)). H est dars Sym(n —2) 1a classe des involutions ayant
exactement un point fixe. Faisons I’hypothése de récurrence: pour iout entier
1mpalr tel que 1=<<!=<n-2, HH contient un I-cycle. Il résnize alors du Lemme 4.4
que H x H contient une b.d.t. d'un (n —2)-cycle, ¢t il rész'e du Lemme 3.7 que
R.R, contient un n-cycle.
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4.8. Lemme. Soit dans Symin) deux classes de conjugaison H et k. soit h = c(H),
k=c(K). Sih+k-1<net h+k-1=n(mod?2), alors HK contient un n-cycle.

Preuve. h+k—1=n (mod2) implique (H# R, ou K# R,).

Si E(H,K)=—1, alors L(H,K)=h+k =1, et le lemme résuvltec du Théoréme
3.2.Si E(H,K)=1,alors n<(h+k—-18,008=D(H,K);side plus, h+k-1=<
n, alors 8 =2, et il résulte du Lemme 3.11 que h+k=<n- 1, i.e. que L(H, K)<n;
le lemme résulte aiors du Théoréme 3.2.

4.9. Proposition. Soir dans Sym(n) deux classes de conjugaiscn H et K, et soit
h=c(H), k =c(K}, f=min{c,(H), c,(K)}, n'P=n—f. Si (H# C, ou K# C,), alors
HK contieni un l-cycle pour tout entier | tel que:

n®<i=min{n,2n—h—-k+1} et I=h+k-1:mod?2).

Preuve. On raisonne par récurrence sur f.

Si f=0, alors #n'“=n. L'ensemble des ! tels que I=h-+k--1 (mod2) et
n<I<min{n,2n -h—k+1} est non vide si et szulemeut si F+k—1<n et
n=h+k—1 (mod 2); il est alors égal a {n}, ¢t dans ce cas, il résulte du Lemme
4.8 que HK contient un n-cycle.

Sif=1,etsi (H#C, ou K#C,). Soit H=®}(H), K=®XK), i=n—1.On a:
h=c(H)=h-1, k=c(K)=k-1, [=min{c,(F),c,(K)}=f-1, Aa-f=n?,
2i—h—k+1=2n-h—-k+1. Faisons I’hypothése de récurrence: pour tout [ tel
que n9<|<min{fi,2n—h—-k+1} et I=h+k—1 (mod2), HK (donc HK)
contient un l-cycle. Si h+k—-1=n+1, alors min{a,2n—h-k+1}=
min{n, 2n—n—k+1} et la démonstration est terminée. Si h+Fk—1<n, alors
min{A,2n—h-k+1}=n—1etmin{n,2n—-h-k+1}=n;sin=h--k (mod2), la
démonstration est terminée; si n=h + k —1 (mod 2), il résulte du L emme 4.8 que
HK contient un n-cycle, ce qui achéve la démonstration.

4.10. Proposition. Soit dans Sym(n) deux classes de conjugcison H et K, et soit
h=c(H), k=c(K), A=A(H, K). Si HK contient un l-cycle, alors

A=sl<s2n—-h-k+1.

Preuve. Soit a e H, Be K, tels que y = aB soit un I-cycle. Il existc: une partic A
de part(a) v pari(B) telle que si &6, ¥ sont les restrictions respectives de o, 8, v a
A, alors (a. B) est une d.t. de 7. Soit h=c(a), k=c(B), §=E(& B), a=|Al. Il
résulte du Théoréme 3.2:

Lia. B =h+k+e<li<n. (4.10.1)

Si A# A, tout par's de part(e)vpart(@) distincte de A est a la fois une
a-orbite et une B-orbit .. Soit u (0<n) le nombre de ces parties. O1ra: h=h—u,
k=k—u.

(1) Montrons que [s2n—h—k+1.
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(4.10.1) implique:
h+k-2u-i=h+k-1sh+k+é<i<fi<n-u (4.10.2)
Il en résulte: u=k+k -n-1, d'oi:
isn-usn—-(h+k-n+1)=2r-h-k+1

(2) Montrons que A</

SiH=K alors A=1<l Si H#K e si A< alors A<sA®=<] Si H#K et si
[<A®, comme AP=LHO KP)<h+k-2f+1 il résulte de (4.10.2):
h+k-2u—-1<h+k-2f+1, d’olt u=f Soit t-=u—f. Soit (v{,...,y,) avec 2=<
v <-:--<yp, la famille des parties de cardinal supérieur a 1, communes aux
partitions de H et K. On a évidemment u <f+s, donc t=<s. Soit p,,...,p, avec
o1 -<p,, les carbinaux respectifs des u parties de part(a)vpart(8) distinctes
de A. On a:

Z pisn—f- Z [

1=<i=un ) EEH

= n —~f—- Z vi = n(l)_ (4.10.3)

I=si=t

Soit £ = E(H®, K.
Si £=-1, il résulte de (4.10.2) et (4.10.3):

AMO=h 4 k—2u—-1<l<n®.

D’aprés la définition de A, on a nécessairement A <A®, donc A <1

Si =1, on a: n<(h+k—2u—138", ou 8"=D(H", K. 1l résulte de
(4.10.2) et (4.10.3): h+k—2u—1=<n"". Donc, 6=2. Comme t=<s, 8 divise
8 =D(H®, K, donc 6%°=2. Comme H# K, il résuite du Lemme 3.11 que
A(H)+ (K< n® -1, donc A® <n'®, et d’apres la définition de A, A <A®. &i
t<s, alors A®<h+k-2u—1=<I donc A<l Sit=s, alors [a]=H", [B]=K"' ",
et d’aprds le Théoréme 3.2 on a A®'<<], donc A<

Preuve du Théoréme 4.3. Si HK .ontient un [-cycle, on a évidemment [=A
(mod 2). et il résulte de la Proposition 4.10:

A=<I<minin,2n—h—k+1}.

Inversement, si (H# C, ou K# C)), alors A(H, K)=A(H”, K'"); si de plus
(H+# R, ou K# R,), alors (H®# R, ou K'®# R,), et il résulte des Propositions
4.6. et 4.9 que pour tout [ tel que A<l<min{n,2n—h—-k+1} et I=A (mod 2).
HK contient un l-cycle. Si H=K=R, avec f:=1, alors h=k =i(n+f),
mit{n, 2n—h— % +1}=n—f+1, et il résulte de la Proposition 4.7 que pour tout {
telque 1=A<i<sn-—f+1etl=1 (mod2), RiR; contient un l-cycle. Si H=K =
C,, alors 2n—-a—k+1=1=A, et C,C, contient un 1-cy-le.
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4.11. Corollaire. Soit dans Sym(n) deux classes de conjugaison H et K, et soit
h =c(H), h = c(K), f = min{c,(H), ¢,(K)}. Pour que HK contienne des cy:les, il faut
et il suffit que: h+k—1<n+f.

Preuve. (1) Si H=K, on a toujours C,€ HH, et 2(h—f)sn~f, donc 2h~1<
n+f.

(2) Supposons H# K.

Si h+k—1=<n+f, aiors:

htk—2f—1sia®<min{n, Zn—-h-k+1}. (4.11.1)

Soit £ =E(H®, K. 89=D(H?, K?). Si ¢®= -1, alors A\Q=h+k -2f-1
et il résulte de (4.11.1) et du Théoréme 4.3 que HK contient des cycles. Si

e 9=1, alors nP<(h+k—-2f-1)8, et il résulte de (4.11.1) que §9=2; il
résulte alors du Lemme 3.11 que A‘Y<n'®; donc d’aprés (4.11.1) et ie “"héoréme
4.3, HK contient des cycles.

Si h+k~1>n+f, alors:

2n—h—k+1<n@<h+k-2f-1<A'®=A4

et il résulte du Thé.réme 4.3 que HK ne contient pas de cycles.

4.12. Remargue. Soit dans Sym(n) une classe de conjugaison H# R, et soit
h =c(H). D’apres le Théoréme 4.3, une condition nécessaire et suffisunte pour
que HH contienne tous les cycles de longueur impaire est que: 2n~2h+1=n,
i.e. 1—2h=-1. n—2n est appelé par Brenner exceés orbital (orbital exc:ss) de la
claste H. On généralise ainsi un résultat de Brenner [7].

11 est facile de vérifier que les seuls cycles appartenant & RR, sont les 1-cycles.
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