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Soit dans le groupe symetrique de degre n, deux classes de conjuga:son Ii et K de partitions 
respectives (m,. . . . , m,) et (n,, . . . , n,). soit ,5 le plus grand commun diviseur des entiers 
III ,, . . . . tnh. n,, . . . , n,, et soit h=h+k+p avec E=-t ou 1 suivant que (h+k-l)Ssc ou 
n c (h + I: - 1)s. Le Gsultat principal de cet article est le sui!,ant: pour qu’il cxiste a EN et 
0 E K ters wae nfl soit un I-cycle et tels que le groupe (a, p> wit transitif. il faut et il s&it que 
15 h (mod 2) et A s I s II. On en deduit unrj caract&isation de l’ensemble des entiers I pour 
lesquels un I-cycle peut &tre dtcomposC e:, w produit de deux permutations appartenant 
respectivement au classes H et K. Dans le cas c!b cct ensemble n’est pas vide, c’est I’ensemble 
des remzes d’une progression arithmitique de 1 ison .L 

ns et teminologie 

1.1, Dans toute la suite, n dCsignera un entier positif, Syrn(n) le groupe 
syktrique de degri5 n, Ah(n) le groupe alternt? de dcgrk n, A l’ensemble 

(1, L. -, n) sur lequel optire Sym(n). 

I.2. Si u E Sym(n) et si a E A (resp. p 5 A), a . a (resp. p - a) disignera I’image 
de 8; (WC). p) par cy, le produit des permutations etant effectuk de gauche i droite. 

1.3. Si P et Q sont deux partitions de A, Pv Q (resp. PA Q) dtsignera la 
borne supkrieure (resp. inferieure) darrs le treillis des partitions de A, de (I? Q’h 

1.4. Si (Y E Sym(n), il existe une partition de A correspondant B la d&composition 
de a en un produit de cycles disjoints; on la notera part(a). Les parties de part(a) 
sollt les orbites du groupe (a); on le: appellera cr-orbites. 

.5. La classe 8~ conjugaison de QI dans Sym(n) sera noke [a]. Si 
nombre de a-orbites est un invariant de N; on le notera c(a) = c(W) 
entier positif CL, le mbre de a-whites de cardinal !- st un invariant de 

notera c,(a) = c,( - Si c( W = h, la classe one caractkriske Far une 
l’enticr n ; on supposeha toujouz T I 2 * - * 3 rrIi, et on 
~~~~~~~ (ml,. . . ) rnh). 
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.6. Si W et M sont deux classes de corijugaison dam Sym(n), on note 
“ensemble des produits cwf3 oh cy E H et p E K 11 est immkdiat que HK = KH et 
hue HK est la r&union d’un ensemble de classes de conjugaison. 

Soit (m,, . . . , rnh) et (~1~~. . . , nk) les partitions respectives de 23 et K, et soit 

CI! r’ H, p E K. On definit les invariants suivants du couple (H, K), qui sont 
indkpendants de l’ordre de H et K: 

NH, K) = D(a, /?) = p.g.c.d.(m,, . . . , m,, nl, . . . , nk), 

E(H, K) = E(cr, p, = -1 ou 1 

suivant que (h+k-l)D(H,K)Q9 ou n<(h+k-l)D(H,K), 

L(H, K) = L(a, P‘I= c(H)+c(K)+E(H, K). 

3. Si 1 est un entier s#rieur B 1, C, designera la classe des I-cycles dans 
Sym(n), i.e. la classe H caracthisk par c,(H) = t2 - I, c,(H) = 1. Si YE Cl, on 
appellera suppoti de y et on notera supp(y) l’ensemble des a EA t& que 

a*+a*ha,,..., al ) d&ignera le I -cycle d&fini par: a, 8 y = q+l pour 1 G i s 

I-2, al l y=aI. 
La permutation identique sera :ippeEe l-cycle, et sa classe dans Sym(n) serz. 

notee Cl. Si qf est un l-cycle, on posera supp(y) = { 1) (1 E A). 

Si f = n (mod 2), Rf designer I la classe des r%exions (ou involutions) ayam 
exactement f points fixes, caractkiske par c,( R,) =z f, cz(Rf) = $(n -f)_ La clawe 
des invclutior-is sans points fixes sera done not&e RO. 

Le problkme de la recherche d :s classes de conjugaison H dans Sym(n) (resp. 
Alt( n)) pour lesquelles Alt(n) s # *H est un problkme sur lequel un grand norllbre 
de kultats ont 6t6 publi6s [l-1( I], mais qui, B notre connaissance, reste ewore 
ouvert. 

Dan5 [6], Bwnner 6nonce we conjecture, qui est une condition su%santt 
faisant intervenir c(H) et c,(H), pour que AIt(n HI-I. I1 dhontre cettt 
conjecture dans les seuls cas 06 a une ou dew orbites zssentielles. 

Une rGponse yourrait &re donnke B cytte conjecture si l’on connais jait 1; 
solution du proWme suivant: caract s triplets (C, f-f, K) de classes dr 
conjugaison dans Syzk ) tels que C s e cas oti deux au moins des classe 

K sont des cla c,j;c s de cycles a dCjh 6t6 r&oh dans [ 3ans cet arick: 
Be cas plus g&k al ob l’une au moins des classes C, 
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I-cycle et tel que (cx, 0) soit transitif. Un tel couple (a, 0) esa appelk dicomposition 

transitive (en abreg6 d.t.) de y. Le lemme 3.5 est essentiel pour cette 
caractkrisation; il permet de montrer que si EI x contient une d.t. d’un I-cyc!e, 
alors L(H, K)G I (Proposition 3 15), et que si de plus I s n - 2, alors Hx K 
contient une d.t. d’un (1+ 2).cycle (Proposition 3.6). Si A = L(H, K) G n, il se pose 
alors la questio de savoir si W x K contient une d.t. d’un h-cycle. Les Proposi- 
tions 3.9 et 3 2 donnent une riporrse aflirmative B cette question; on les 
dt5montre en raisonnant par r6currence sur c(H)+ c(K), et pour cela, on utilise 
une technique de “suppression” d’orbites dans H au K (Lemme 1.7), ainsi que 
des propriMs arithmetiques des partitions de W et K (Lemmes 3.?, 3.10, 3.11). 

Dans la Section 4, on utilise \es rksultats te Ba Section 3 pour saractkiser les 
entiers I tels que C, c, WK. Pour cela, on remarque que si y = CR@ est un cycle, et si 
(cu, 6) n’est pas transitif, alors il existe une orbite A de (ar, ) telle que si 5, p, 7 
sont les restrictions respectives de cy, p, y 21 & (5, 6) est une d. t. de r, et que 
d’autre part toute orbite de (cw, /3) distincte de A est h la fois une CY -orbite et une 

j3 -orbite. 

OR. Soit Ly, @, y E Sym( n). (a, @! esf une d&omposition trunsiiive (en 
abr&ge d.t.) de y, si atp = y et si (a, p) est un groupe transkif. 

Comme les orbites du groupe (Q, 0) sont les p&es de part(cx)vpart(P), ((Y, p) 
est une d.t. de y = clip si et seulement si part(a) vpari(@ = {A}. 

Comme lcvp = p(p%~), si H et K sont deux classes de col:jugaison dans 
Sym(n), H x K contient une d.t. de y si et seulement si K x N contient uw d.t. de 
y. De plus, si H x K contient une d.t. de y, alors H x K contient UN d.t. de twt 
conjugu6 de y. 

Dans cette section, on &ablit le theorkme suivant, qui caraetkrise les cycles 
admeltant une d.t. dans un coupk de classes de conjugaison don&es dans 

Sym( 11). 

eux classes de con@ , et soit 

). l’eusemble des entiers 1 pow lesquels wrztient we d.r. 

l-cycle est d 
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n. (CY, 0) est une bonne &composition transitive (en abrkg6 k.d,t.) du 
CY, p) ez+t une d.t. de y, et s’il existe n E A. tel que a et a 9 Q 

appartiennent tous deux B supp(rh 

3. . Soit ‘dans Sym(n) une classe de conjugaison H, et soit p :t u deux 
entiers positifs tels q ue: c,(H) # 0, v s p, v < n. cPL( H) - r? dksigne la classe de 
Sym(n - v) difinie par: c,(R) = ck(lf) si A # w et A# p - V, c,(fi) = c,(FT&- 1, et, 
dans I;: US c$ 2 < +, c,_,@) = c,_,(H)+ 1. 

l 5. e. Si (cu, 0) est une d.t. d’une cycle 3/, alors supp(y) recont*e chacune 
cles parties de part( (2) A part( /3). 

we. Si cy E C’, et @ E C,,, alors part(a) ,\part(@) = {A}, et supp(,rj I I 4 # 8. 
CU$ C,, ou fig C,, et si r est une partie de part(cu)Apar alws rf A, et 

P = p n 4, oti p est une worbite et 9 une P-orbite. Si on avail supu(y) n r = $9, 
alclrs y fixerait tow; les points de r, et il en rhulterait: r l a = r l 0-l == r = p L= q. r 

serait alors une partie de part (a)vpart(,RJ et (ar, p) ne serait pas une d.t. de y. 

3.6, don. §oit dam Sym(n) deux classes de conjugaison ii et K. Si H x K 
coiztient une d.t. d’un l-cycle et si 1 s 1 G n - 1, alors Ii x K contient uxe b.d.t. d’ure 
(1-k 2)-cycle. 

ve. Soil cy E H, ,!3 E K tels que (cu, 6) soit une d.t. d’un l-cycle A. Si 1 G 1s 
n -- 2, alors il existe au moins deux points a et b qui n’appartitnnent pas B 
supp(?+. Soit (I’ = ct . a, b’ = b l p. On distingue les cas suivants. 

(ij a’,b’~supp(y). Soit T=(b,a’), P’=$T. Alors P’EK, et p’=+(p-‘T@)T= 
p’i-’ ;, avec r’=(b+,a’e 0) = (b’, a) l cw@ TI= y implique cr/3’ = y’, awe y’ = yh. 11 
es immkdiat que y’ est un (1-t Z)-cycle et que supp(r’) = supp($ J {a, b). Done 
psrtb) mart(f) est moins fine que part(cu)vpart(y), et (cu, 0’) est une d.t. de y’. 
DE: plus, (~1, a’& wpp(y’), dorjc (cu, 0’) es1 une b.d.t. de y’. 

(2) b’$ supp($. Soit 9 la @-orbite contenant b. II rhsulte du Lemme 3.5 qu’il 
existe c E sup@ y) n q. Soit 8 = (b, b’, c), 0’ = PO. II est immddiat que 0% K. C@ = y 
implique cwp’ = y’, avec y’ = ~0. y’ est un (1 + 2bcycEe et supp(y’) = ;up(y) U {b, b’}. 
Dmc (cu, P’) est une d.t. de y’. De plus 5’ - a = b’ l /.3-l = b et (E, b’}~ supp(y’). 
>onc (cy, p’) est une b.d.t. tie ?“. 

43) a’ & supp(y). Si P cst la cu-orbite contenant a, il existe d E supp(y) n p. Soit 
IT = (a, a’, d) et 0’ = oey. Alors cy’ E E? et cx’@ = y’, avec y’ = q. 1’ est un (I+ 2)- 
C_l&? et supp(f) = supp(yb U (a: d). De plus, ci l cy’ = a l a = d, et (d, a’) 5 
xq3p( y’). one (ct’, 0) =ct une b.d.t. Je y’. 
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(i) Si u < p et si x l? ccmtient une d. t. (req. une b.d. t.) d’un l-cycle, fd~rs 
l-l x K contient une d.t. (resp. une b.d.t.) d’un (I+ I)-cycle. 

(ii) Si 2 G v = p, et si fix I? contient une b.d.t. d’une l-cycle, alors HX # 
comient une b.d.t. d’un (I+ 2).cycle. 

oith={l,..., n-v),A'=A\&(&, ) E fi X I? une d.t. d’un l-q& r. 

, y’ ks &5ments de Sym(n) qui hen tous les points de A’ et dont les 
restrictions iespectives h A sont e&p, 7. Soit (P U&I v-cycle de support A’. Soit 

“Z &J-. p =: o--‘p’_ II est clair que @ E K. &jf = y implique ~“6 = y’* Comme 
k, 61 est une d.t. de 7, on a: part(cu”)vpart(P) =part(@)vpart(fj={t?, A’). Soit 

G’E A’. 

(i) Si v < p, il existe une a”-orb&e p dc: cardinal p - v, incluse dans A, zt, 
d’aprh le Lemme 3.5, il existe d E supp(y’) n p. Soit T = (G, a’), ar = T(Y”, y = 7~‘. 

p = p LI A’ est une (Y -orbite de cardinal IJ~, done a E k?, et part(a) vpart(p) =z {A}. 
cr”p = y’ implique cw/3 = y. Done (cu, p) est une d.t. de y, et y est un (I+ 1)-cycle 
tel que suppfy) = supp(y’) U (a’}. 

Si l’on wp-‘pose que (5, B) est une b.d.t. de 7, il exkte FE 1? tel que 6 et 
6 8 ii = 6 l d’ appartiennent tous dcux h supp(p) = supp(y’) s supp(yj. Si 6f a^, 
alors 6 = LX - 5 . cd’, done (ar, p) est une b.d.t. de y. Si 6 = a’, alors a’ l 

a=z .cy”Z 

6-6, et comme a’ et a’ l a aypartiennent tous deux h supp(y), (a, /3) est une 
b.d.t. de y. 

(ii) Si v = p, alors CY”E H. Si (6, 6) est une b.d.t. de 7, il existe ti E A tel que ti 
et ti l 6 appartiennent tous deux 6 supp(y) = supp(y’;. Soit b= ti l ii = a - cd’, 

b’ = a’ l a”, T = (6, if), (Y = da. Alors a! E H, et (Y = r(cy”~~P~~cy” = ~r’cy”, avec 
r’=(g. a”-‘, b’ l c!“-~) = (ii, a’). a”p = 7’ lmplique tu@ = y, avec y = ky’. Si 3, s V, 
alors a’ # b’, et y est un (I t L:)-cycle tel que supp(y) = supp(y’) U{a’, b’}. I1 en 
r&he part@)vpart(y) = {A), <Jane ((w. 0) est une d.t. de y. 

Si 6# a’, alors @ 9 a = a’ l a“ = b’. Si 6 = a’, alors b’ l cy = a’ l a” = b’. Comme 

(6, b’)s supp(y), (a! f?) est une b.d.t. de y. 

3. e. Soil dam Sym(n) dew classes de conjugaison H et K. Si 3 s 
c(E)+c(K) et E(H, K) = - 1, alors il existe deux entier et v teis que 

g # v, c,(H) # 0, Ic,(KI # 0, et tels que, si (0 = min(p. v), K = @;(&I), 

alors E(G, I?) = -1. 

= k = 1, soit !I = 2 et (h + k - 1)6 > n. Ceci 
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&ns Sym(ti) deux classes de conjugaison telles que c( )=h, c(E‘=k-1. Nous 
alIons mon’trer que Effi, K) == -I, C.OM que (h + k - 2)$G fi. On distingue les C&S 

suivants. 
(1) h=l.Edivise ni pourtoutjtelque l~j~~-l.Commei~=~,,isk_lr_, 

on a: (h-tk-2)6-(k-1)85fi. 

(2) s=s. 
Si v=6, (h+K- 1)6<n implique (hi-k -2)f5sti. 

Si V# 6, alors 26 4~, ci’oii 2(/c- 1)SCii; v s mh implique 2(h -- I)fi s ii. fl en 

r&&e (h+k-2)6sfi. 
(3) 2~ h et s# 6. 6 divist I’ = nk, et pour tout i (1 C i s h)S clivise w+, done 

divise tni .- v. 11 en rtsulte que pour tout i tel q(ae v < mi, S ;livise fii. ## S 
implique alors: 26 g 852 $ pour t0ut i tel c_ue v C 4. 

6, divine HZ, - v et mh. Comme E 1 ne dlvise pas 6, on a rnh # v. t d mk implique 
alors v< mi pour tout i. 

Si i’ -f i”, pi, divise miF - Y et m,,+. Comme Sif ne divise pas S, orn a n+, # n+ Si, 
divise mi, - v et Si’, divise mi,. Comme di, ne divise pas S, $* ue divhe pas mi*. done 
Si’ # 6i.. , 

6 divise p - v et divise mi pour tout if iO. Les entiers mi kta?t deux B deux 
distincts, on a: 

1+ 

h 2 2 implique: 

1-t c ial+(h-I)-t(h--2)=2(/t- 1) 
IsiSh-1 

(3.8.1) 

(3.8.2) 

(3.rS.l) et (3.8.2) irnpliquent alors: 

ii 3 2(h - 1)8 (3.8.3) 

Comme .h B 2, et que les entiers Si sont deux B deux disihcts, il existe il # iO tel 
que ai, > 8, Pour tout j tel que I G < k - 1, Si, et 5 divisent 9, dcnc ni 2 26. 11 en j 
rksulte: 

n= c nj 2 2(k - 1)s (3.8.4) 

(3.8.3) et (3.8 4) impliquent: (h + k - 218s fi. 

3. . Soit dam Sym(n) deux classes de co,tjugaisot H et K, et wit 
A = L(H, K). Si E(H. KJ = -1, alors N x K contiens une d.t. c!‘~l A-c;lcle. 

v’o, Soith=c(H), I =c(K).SiE(H,K)=-l,alorsA=h+k-l.Onfaitun 
rawrir:c ::lent par r&cur,2nce sur h + k. 

si h+k=2, 2.10:.s h==k=l, K)=-I, A=-]. Si a,~& alors 
G ’ z I’<, et (n, u--“) est 
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Si 3Gh+k et E( - 1, comme la prop&% a demontrer est 
par rapport a H et K, on peut wpposer, en utilisant le Lemme 3.8, 
deux entiers positifs ~1 et v tels que v < p, c,(H) # 0, c,(K) # 0, et - _ 

symi trique 
qu’il existe 
tels que, si 

rl= @“, (N) ct R = @L(K), alors E(i3, K)= -1. On a alo;s: I= I($& Kj= 
h + k -. 2 = A - 1. Faiscns i’hypothese de recurrence: R x I? contient une d t. dun 
i-cycle. IL r&Me alors du Lemme 3.7 que H x K -ontient une d.t. d’un h-cycle. 

e. Soit dans Sym(n) dell; classes de conjugliison H et K, et soit 
D(H, K). Si E(H, K) = I, WT. 

(i) c(H)32 et c(KP2. 
(ii) c,(E4)a 2 ou cJ,K) 2 3. 

ve. On raisonne par I’absurde. Soit h = c(H), k = c(K). 
h ou k = 1, alors (h + k - l;bG s n, ce qui contredit E(H, K) = 1. 

Si c,(H)r 1 et c6(K)zs 1, alors 2(h - lj8 +66n et 2(k -1)6+S G n, d’ob 
(h + k - 1)s G n, ce qui contredit E(.H. K) = 1. 

e. Soit dans Sym( n) deux classes de conjugaison H et K. Si D(H, K\ 2 
2 et si (Hf RO ou Kf R,), alors c(H)+c(K) s n - 1. 

ve. Soit h = c(~V), k = c(K), S = D(H, K). La prop&C a demontrer etant 
symetrique par rapport a H et K, on peut supposer H# R,. Comme 6 > 2, il 
existe ~33 tel que c,(H)#O. On a alors 2ksk6sn et 2(h--1)+3< 
(h4)6+p<n, d’oti Ct+k<n--1. 

Soit dans Sym(n) deux classes de conjugaison H et K, et ::oif 
(H, K) = 1, D(H, Kja2 et (Hf RO ou K# R,), alolrs H :: K 

contient une 6.d. t. d’ WI A -cycle. 

e. Soit (m,, . . . , ml,\ et (n,, . . _ , nk) les partitions respectives de H et K, et 
soit 6 = D(H, K). E(I-9, K) = 1 implique A = h i k + I, et d’aprks le Lemme 3.10, 
on a (h a 2 et k 2 2) e (c,(H) 3 2 ou cs( K) 3 2). La propriW 5 dbonirer &ant 
sym&ique par ra oser nk-1 = nk ==E et kit 

CL = ml,, ti = 6: ( ect imm&Aiat qbe ) Y =c 

If+ RO et 8>2 
. 
tmplw, 3, dew n’est pas :a classe des inwlutions sans 

ar ikX.Wence SW 

h = k = 2 et ml = m2 =I n1 = n2 = 6 2 3. II est i 

135 
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(2) Si h -t- k b 5, posons k = c ( ), E=c(K), h=L( K). N-I, K ) = 1 equivaut 
ai: 

n<(h+k-1)6 (3.12.1) 

On distingue deux cas. 
(2a) is <F. Alors 6= h. f = k - 1. (3.12.1) implique fi :(h’t k’-- 1)6, done 

E(I?, K) = 1 et 1.35: E + k’ + 1. Faisons l’hypol:hese de recurre Ice: 13 x K contient 
une b.d.t. d’un A’cycle. I1 resulte du Lemma 3.7 que H X K contient une b.d.t. 
d’un (A+ 1)-cycle, et h + 1= X. 

(2b) a=~,. Alors k=h-1, k=k- 1. (3.12.1) implique fi-S<(G+&-1)s. 
Si E-(6+&- C)S, alors E(R,K)=-1, h= h + f - 1. 11 Gsulte dc: la Proposition 

3.9 que RX K ccntient XC dt. d’un x-cycle. 6 3 2 et R# R, imphque, d’apres le 
Lemme 3.11, A+ fi - 2. 11 Gsulte alors de la Proposition 3.6 que :q x K contient 
une b.ti.t. d’un \ _ r+ 2)-cycle. D’apres le Lemme 3.7, H X K con:ient alors we 
b.d.t. d’un (A+ &Q-cycle, et h + 4 = A. 

Si fi C(k+ f-- l)S, alors E(n, K) = 1, A= 6+ &!- 1. Faisons .‘hypothese de 
recurrence: a:~ K contwnt une b.d.t. d’un x-cycle. D’apres le Lemme 3.7, H x K 
contient alors we b.d.t. d’un (h + 2)-cycle, et rc’+ 2 = A. 

3 *. e. Soit darls Sym(n) deux Aasses de conjugaison H et K. Si .lY‘ x K 
contient une d.t. d’un I-cycle, alors c(H)+c(K)- 1~ 1. 

rewe. Soit h = c(W), k = c(K), et (cu, p) E HX K une d.t. d’un I-cycle y. On fait 
un raisonne,nent par recurrence sur k. 

Si k = 1, alors h + k - 1 = h. D’apre s le Lemme 3.5, supp(y) rercontre chacune 
dc:s a -orbites. Done h s 1. 

Si k 2 2, Comme (CY, p) est une ci.t. de y, ii existe a E supp(-1) tel que a et 
a” = a - y appartiennent & deux $-orbites distinctes q et q’. Soit T = (a, a’), 
0 = PT, y’ = ~7. crfl= y implique cup = y’. q ti q’ est une P’-orbite contenant a et 
a’. Done k’= c(p’) = k - 1, part(p’)vpart(cl!) =(A}, et (cu, 6’) est me d.t. dz y’. I1 
est immediat que y’ est un (I - 1)-cycle. Faisons I’hypothkse de r&xrrence: 
h+k’-lG-1. I1 en resulte: hi- k-lsl. 

e. Soit dans Sym(n) deuX- cl&sses de conjugaison ?I et K, at soit 
XK conGent une d.t. d‘un X^-cycle, alor; Z( 

), k=cQK), S=D( K), (a, P)E Hx K une d.t. 
cycle. D’apres le Lemmc 3.5, supp( 71) rencontre chacune des Ix -01 bites et 
des 6 -orbites. Si toute c~ -orbite et tout p-orbite avait au moins t kux points dans 
supp(y), on aurait i &I’“,% st i 2 2k, d’ou i 3 
h^ = h + k - 1. La propr+% a demontrer etant s 

poser qu’il exist une CK-orbite p te 
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POU OR trelr 1, done due (h + k - 1)6 s 11, on fait un raisonne- 
ment par rkurr 

Si h+k=2, alors h=--k=l et E(H,K)=,-1. 

Si h + k 3 3, alors p est strictement in&se dans q. Soit 8 la restriction de cy 5. p, 
a’ = a 0 ‘y, ~=(a, a’), d=ae-1, p’ I= @ST, y’= y7. @ = y implique aIIp’= y’. On 
vhifie facilement que tout point de p est en mZme temps une a’-orbite et une 
P’-orbite de cardinal 1, que q \ p est une @‘-orbite, que y’ est un (k - 1)-cycle tel 

que supp(y’) = ) \(a}. SGt 6, ii, 7 les restrictions respectives de (Y’, p’, y’ ir 
,&=A\p. On facilement que part(&) vpart(p) =(A), done (6, p) est une 
d.t. de $j. On a E= ~(6) = h-l, &c(p)=k, et 9 est un (h+Z -+cycPe. Soit 
+z++ n - IpI, S = D(& &3). Faisons I’h>poth&se de rtkurrence: E(5, p) = - 1, 
i.e. (6, k’-- 1)s’~ ii. 6 divise 1~1 et /ql, done divise lql-- IpI, done divise 8. 11 en 

Soit dam Sym(n) deux classes de conjugaison H et K, et wit 
A = E(H, A’). Si H x K contient we d!r. d’un I-cycle, aloes A s 1. 

e. Si E(H, K) = -1, alors A = c(H)+ c(Kb- 1, et il rhulte du Lemme 3.13 
que A < 1. 

Si E(H. K) = 1, alors A = c(H) + cI(K ) +- 1. I11 rkulte du Lernme 3.13 quc: 1, - 2 c 
I, et il rhulte du Lemme 3.14 ue A - 2 f- 1. 11 est Irnmediat que 1s A (mod 2). 
Done A s k. 

Nous sommes maitenan1 

e .2, 
(mod 2), et il resulte de la 

Inversement, si .E(H, K) 

en mesurc: de prouver le hhwkme. 

Si ;I x EC contient une d.t. d’un I-cycle, alors I = A 
Proposition 3.15 que A c 1~ n. 

= -1, ou si EtH, K)= 1 et D(H, IQ32 et (Hi R, ou 
K p W,), il rhulte des Propositions 3.6 , 3.9 et 3.12 que pour tout entier I tel que 
As&n et /=A ( b, ,Fi x K contimt une d.t. d’un I-cycle. 

1, alors II < c(H) + c(K) - 1 = A - 2. et il n’existe pas 

) = -$I, A = 41 + 1, e; il n’existe 
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s. Soit dazs Sy~(n) 

K, et soit f = mh{c,(H), c,(K)). 
Si (Hf C1 ou Kf C,), on pose n(O)= n-f, et on 

classes de conjl gaison H et 

dbigne par I-P”) et K(O) les 

classes de Sym(n”‘) dkfinies par: q(H(‘)) = c,(H)-f, cl(K”‘) = c,(K)-f, et IKW 

u > 2, c#PO’) = G(H), c,(K’“‘) = c,(K). 
Soit s le nombre de parts communes aux partitions de ff”’ et de K’ ‘), et, si 16 s, 

soit (v,, . . . , v,) avec 2s v1 s l c ps la famille de ces parts commurxs. Si 1 s s et 

si H # K, on definit les suites: 

n (0) ,***, n’s) par n(” = n(‘-‘)- v,, 

~~!O’, . . . , ECS? par fp = @v#” -“), 

K”“, . . . , KtS’ par K(‘) = @>(K”-“). 

Pour tout r tel que 0 < t s s, soit h(‘) = LCH”‘, K”‘). 

Soit H et K deux claws de conjugaison dans Sym(n). A = 
tier dkfini comme suit: 

SiH=K: A=l, 

Si Hf K et A(“> nco? A = Ato’, 
Si H#K et h(O)< ,‘(‘): A =min{h(“: O<t<s et h(*)<n(‘)],. 

11 est immediat que si t 2= 1, alors A(” =G A(‘-? Done si Hf K, on a toujours 
A G A’“‘. 

e. Soit dars Sym(n) detix classes de conjugaison I1 el: K, et soit 
h = c(H), k = c(K), A =- .4(H, Kj. Si (Hf R. ou Kf R,), ah-s l’errsemble des 
entiers I pour iesquels C.i g HK est &$ini par: 

A s I s min{ yl, Ih - h -- k + 1) zt I = A (mod 2). 

Pour etablir ce thkoskme, nous commencerons par prouver lt3s propositions 
suivantes. 

. Si I = yB oh. 2. s 1 = n - 1, alors route d.t. d’un &-cycle c ans Sym(n) es? 
une b.d.t. 

e. Soit (a, 0) w-w d.t. d’un I-cycle y dar;s Sym(n). 
= n, alnrs supp( y) = A, et pour tout a E A, a et a l (Y sont dans wpp(y). 

Si 2 s I = Y. - 1, alor. IA'\supp(y)l = 1 et Isupp(y)l 3 2. Soit (a, 6) g supp(y). a # b 
implique Q - cx # b l CL L-m (a + CY, b - CU) n supp($ + 
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@. Soit Q E 5, /3 E K tels que y = a$ soit un I-cycle. 11 existe une partie .;i 
de part(a)vpart(@) telle que si Cy, 13, 7 sent les restrictions respectives de Q, p, y & 
A, alors (E&p) est une d.t. de 9. Soit ii = 131, R = CC], E = [p]. 

Si 1 C ii -2, il r&suite de la Proposition 3.6 que 4%? (done HK) contient un 

(1+ 2)-cycle. 
Si A - i C 1, alors I = ii ou 2 s I = ii -. 1, et li rCsulte du Lemnie 4.4 que (c&a) est 

une b.d.t. de 7. 19 n - 2 implique fi < n, done A # A, part(a)vpart#) a au moins 

une partie p distincte de ,q, et p est B la fois une cr-orbite et une p-orbite. Soit 
&& = IpI, n’ = ii + p, H’ et K’ les classes de Sym(n’) dtfnnies par c, (Zf’) = ,-,(I?)+l, 
c,(K’) -c,(E)+ 1, et pour V# p., cY(H’)= c,(G) et c,(K’)=c,.(E). On a R= 
@$N’), K = @L(K’), et min{c,(H), c,(K)) = 0 implique 2~ CL. 1: r&ulte alors du 
Lemme 3.7 que Y’K’ (done HK) contient un (I + 2)-cyck 

4.6. 01posi 8. Soit dans Sym(n) deux classes de conjugaisor H et K, et soit 
A = rl(H, K). Si min{cI(H), c,(K)} = 0 et si (I-If R0 ou K+ R,), alors HK conticnt 
un 1 -cycle pour tout entier I tel que: 

A<l<n et 1=A(mod2). 

Preove. Si Ii= K, alors A = 1, et il est immCdiat que C1 c HK. Hf R. et 
c,(H) = 0 implique qu’il existe CL 2 3 tel que c,(H) # 0. Soit I? la classe des 
p-cycles dans Sym(y). Il r&&e du ThCor&me 3.Z que Z%? (done HI-I) contient 
un 3-cycle. 11 rksulte alors de la Proposition 4.5 que pour tout entier 1 tel que 
1 d I S n et I = 1 (mod 2). HI-I contient un I-cycle. 

Si H# K, soit s le nombre de parts cownunes au4 partitions de W et K. 
D’aprks la dkfinition de A, il existe t (0 < t d s) tel que A = hi’). Si A(“’ > n(“) = n, 
alors A = ,A”), et il n’existe pas d’entier I tel A d I < n. Si A(*) g n(O), alors 
2cA =A(‘)gnl’), et il resulte du ThCorkme 3.2 que I#‘~_$” (done HK) contient 
un A-cycle; il resulte aiors de la Proposition 4.5 que pour tout entier 1 tel que 
A d I C n et I = A (mod 2), I-ZK contient un I-cycle. 

4.7. on. Soit n 3 3, f’t dans Sym(n), R, la classe des involutions ayant 
exactement un point fixe. Alors RIRl contient un I-cycle pew tout entier I impair tei 
que 1 GIsn. 

ve. On raisonne par rkurrence sur n.. 
Si n = 3, RIR, contient Zvidzmment un l-cycle, et il rkulte a’~.! Thb-&me 3.2 

IR, contient un 3-cycle. 
Si n 3 5, suit R = @(RI). fi est daps Sym( n - 2) la clas;e des illvo~u~~~~s ayant 

exactement un point fixe. Fa’ ns I’hJpothPse de ;Ccurrence: pour iout entier I 

impair tel que 1 csntielrt un i-cycle. I1 rt%!l:e alors du Eemme 4.4 

X R contient une b.d.t. d’un (n --2)-cycle, et il ~65s~” :e dt~ Hemme 3.7 
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, mme. Soir :&MIS !Qn~,n) deux classes de conjugaison N et b-, soit h = c(H). 
k = c(K). Si It + k -. 1 G n el. 12 + k - 1 = I1 (mod 2), alors HK contit nt un n-cycle. 

h t- k - 1 = n (mod 2) implique (H# R0 ou K+ R,). 
Si E(H, K) = -I, a!ors L(H, Kj = h t k = l., et Be lemme rtswltt: du Th&orCme 

3.2. Si E(H, K) = 1, alors n -C (II+ k -r 1: 6, air S = D(H, K‘I; si de plus, 
n, alors 6 2 2, et il r&a&f du Lemme 3. ‘I 1 que h + k =G n - 1, i.e. qt e L 
le lemme r&ulte aiors, du Thkoreme 3.2. 

4.9. oposition. Soil’ duns Sym(n) deux classes de coujugaiwn H et K, ef soit 
h = c(H), k = c(Kj, f = min{c,(H), c,(K)}, n”‘= n -f. Si (Hf C, OX K# C,), alors 
E-tK contieni un I-t,ycIe pour tout entier I tel que: 

n’0’~Z~~nin{n,2n-h-k+1) et l=h+k--1:mod2). 

lPw.we. 3n raiswne par rkcurrence sur f. 
Si f = 0, alors n’O’= n. L’ensemble des 1 tels clue I := h-t k -- 1 (mod 2) et 

ns2smin{n,2n -h-kt-1) est non vide si et ssulemeilt si 1:+k-1s-n et 
n = h + k - 3. (mod 2); il est alors 6gal B {n}, et dans ce cas, il r&&e du Lemme 
4.8 que HK conrient un n-cycle. 

Si fa 1, et si (HZ C, ou Kf C,). Soit ii = @i(H), E = @i(K), ii = n - 1. On a: 
6=c(G)=I*-lt E=c(J?)=k-1, ~=min(cl(~),cl(R)}=f-1, ti-f=n(‘), 
2 xl - 6 - E-t 1 = 2n - h - k + 1. Faisons l’hy-pothbe de r&urence: pour tout I tel 
que n’“‘~t’1minjti,2n-h- k+l) et Zrh+k--1 (mod2), fik (doncHK) 
contient un I-cycle. Si h + k - 12 n -I- 1, alors min(ii, 2111- h - k + 1) = 
min{n, 2n- h - k-t- I} et la dkmonstration est terminke. Si h+I:-lsn, alors 
min{ii, 2n - h - k + 1) = n - 1 et min(n, 2n - h --k + 1) = n; si n = h-b k (mod 2), la 
dimonstration est terminke; ,si n = h t k - 1 (mod Z), il r6sulte du Lemme 4.8 que 
MK contlent un n-cycle, ce qui ach& la dkmonstration. 

4.1 opwitisn. Soit dans Sym(n) dcux classes de conjwgckison H et K, et soit 
h = c(H), k = c(Kj, A = Ail-I, K). Si HK conticnt un I-cycle, alors 

A:sla2n-h--&+1. 

ewe. Soit cy E H, p E K, tels que y = crp soit un I-cycle. 11 exist<.: une partie A 
de part(ajL’+@lj telle que si G,,& 7 sont les restrictions respedtives de cr, 0, y g 
bi, alors (6, p) est une d.t. de 7. Soit 6 = c(G), E= c(p), E = E(G, fi), ii = 1x1. I1 
:r&ulte du ‘hiorhe 3.2: 

L(ii,@=L+E+EsIQfi. (410.1) 

Si fi # A, tout park,?: de part(cu)/fpart(@j distincte de A est g la fois une 
a-orbite et une @-orbit :. Soit u (0~ r[) le nombre de ces parties. ( 11 a : k = h - u, 

e /C2n--h--k+]. 
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(4.10.1) implique: 
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(4.10.2) 

11 zn r&ulte: u>h+k -n--l, d’oti: 

/sn--laGn--((It-t-k-n+1)=2r:-h-k+1 

(2) h+ontrons quc: A =5 I. 
Si H=K, alors A=ls1. Si H#K el si .A’“‘GI, alors AGA(“) Si H#K et si 
1 <A’“‘, comme A’“’ = L(H”‘, K”‘)< h -I- k - 2f+ 1, il r&.&e de (4.10.2): 
htk-2u-l<h+k-2f+l, d’oil wsf. Soit tz=u-f. Soit (Y~,...,v,) avec 2~ 
lJ, G* * *Q v,, la famille des parties de cardinal suphieur B 1, communes aux 
partitions de H et K. Oln a Cvidemment u s f + 5, done t s s. Soit pl, . . . , pu avec 
P,S.” spU, les carbinaux respectifs des u parties de part(a)vpart(P) distinctes 
de A. On a: 

g n -f - c vi =: n”‘. (4.10.3) 
Iszi=st 

Soit E(” = E(H”‘, K”‘). 
Si E”‘=-1, il resulte de (4.10.2) et (4.10.3): 

J ‘I) = h + k - 2U - 1 < 1 s II’*) . 

D’aprh la definition de A, on a nhzessairement A G A(*), done A 5 1. 
Si E(I)= 1, on a: n”‘<(h + k -2~ -. l)S”‘, oil S(“= D(H”‘, K”‘). 11 r&_&e de 

(4.10.2) et (4.10.3): h + k - 2u - 1 s rt”). Done, St’)2 2. Comme t S s, 8@) divise 
a(S) = D(E_P’“’ K(“‘) done a’“‘> 2. Comme Hf K, il r&.&e du Lemme 3.11 que 
,;(H(“)) + c(i(s)) < J1ts) - 1, done Afsi d ~(~1, (et d’aprh la definition de A, A s AtS). 5;; 

t -KS, alors Ax(‘) <h+k-h-lsZ, done AaZ. Si t=s, alors[ti]=B’(S’, [&=K’ 0 

et d’aprls le Thtorcme 3.2 on a A(“< 1, done A s 1. 

t%lW .3. Si HK ;ontient un I-cycle, on a hitlemment I =A 

(mod 2). et il r&uite de la Proposition 4.110: 

A s 1 s minin, 2n - h - k + lj. 

Inversement, si ( # C, ou KS_ Cl), ah-s A(H, K) = A(N((‘), K”“); si de plwi 
(H$ R, ou K # R,), alors (H’“’ # .F& QU ‘(“) # R,,), et il r&&e des Propositions 

4.6. et 4.9 que pour tout I tsl que A SI I min{n,2n-h-k+l)et /=A (mod2). 

HK contient un I-cycle. f 21, alors h = k =$(n+f), 

miu{n, 2n - h - ‘c + I) = )01 1, et il reposition 4.7 que pour tout tJ 

telque l=A<lGn-f+ f contient un l-cycle. Si 

c,, alors 2n - pm - 
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CQIrQ 
h = l(H), 

e. Soit dans Sym(n) deux classes de conjugaism M et K, et soit 
h = c(K), f = min{e,(H), c,(K)}. Pour que contienne des cykles, il faut 

et il sufitque: h+k-l==n+f. 

(1) Si H = K, on a toujours C1 5 HI-I, et 2(h -fl G n - f, done 2h - 1 e 
n +f. 

(2) supposons H # K. 
Si h+k-lsn+f, alors: 

h-t-k-2f-1~~n’“‘~min{n,~n-h-k+1). (4.11.1) 

Soit Et”’ = E(H’O’, Kc”)_ 6”’ = D(M’O’, K(O)). Si E(O) = -1, alors Ato’ = h + k -2f- 1 

et il risulte de (4.1 l..l) et du Tb&or&me 4.3 que HK contient des cycles. Si 
E(O) = 1, alors n”’ <. (h + k - 2f - 1)8(O), et il r&sulte de (4.11 .l) que i;“‘b 2; il 
r&s&e alors du Lemme 3.11 que. A”)< n(O); d one d’aprks (4.11.1) et le VGor6me 
4.3, HK contient des cycles. 

Si h+k-l>n+f, alors: 

2n-h-k+1<n(“)eh+k-2f-1<hCo’=A 

et ii rksulte du Tl&r~me 4.3 que HK ne contient pas de cycizs. 

.B2. argue. Soit dans Sym(n) une classe de conjugaison Hf R,, et soit 
h I= c(H). D’aprks 1~: Thgorkme 4.3, une condition n&essaire et suffisante pour 
que HH con:.ienne tous les cycles de longueur impaire est que: 2n - 2h + 12 n, 
i.e. ;I - 212 3 - 1. n - 2h est appelC par Brenner exds orbital (orbital excess) de la 
claste H. On gt%n&alise ainsi un rc%ultat de Brenner [7]. 

21 est facile de verifier que les seuls cycles appartenant B &R, sont les l-cycles. 
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