
JQuRNAL OF ALGEBRA 36, 185-192 (1975) 

clb-nents Quasi-Entiers et Extensions de 

PAUL- JEAN CAHEN 

University of British Columbia, Vancouver, Canada 

ET 

JEAN-LUC CHABERT 

Universite’ Paris VII, France 

Communicated by P. M. Cohn 

Received October 5, 1973 

Nous avons montre que les anneaux de Fatou introduits par 
[I] n’etaient pas autre chose que les anneaux completement int~gralement 
clos 121. Depuis, Fliess [3] a gCnCralisC la definition de Benzaghou en intro- 
duisant les extensions de fatou: 

On dit qu’un anneau B est une extension de fatou d’un sous-anneau A 
quand toute fraction rationnelle, qui admet une “‘representation unitaire a 
coefficients dans B” et dont le developpement en serie est a coefficients dans 
A, admet une “representation unitaire a coefficients dans A.” 

Nous caracterisons ici de telles extensions dans ie cas integre avec la 

notion d’element quasi-entier: 
L’anneau indgre B sera une extension de fatou du sous-anneau A si et 

seulement si tout element du corps des fractions de A, qui est ?I la fois entier 
sur B et quasi-entier sur A, est aussi entier sur A. 

Nous commencerons parpreciser lanotiond’element quasi-entier(Section I), 
puis celle de representation dune fraction rationnelle (Section 2). Ncus 
ferons ensuite le lien entre developpement en serie et &ment quasi-entier 
(Section 3). Enfin, nous appliquerons ce qui precede aux extensions de fatou 
(Section 4) et a une notion similaire, les extensions de ~ato~-~e~ag~~~ 
(Section 5). 

Dans tout ce qui suit B dbsigne un anneau CQrnrn~tat~~, u&take et int?gw 
de corps des fractions L et A d&gne un sows-cknneau de de corps des 
jractions K. 

185 
Copyright 0 1975 by Academic Press, Inc. 
All rights of reproduction in any form reserved. 

brought to you by COREView metadata, citation and similar papers at core.ac.uk

provided by Elsevier - Publisher Connector 

https://core.ac.uk/display/82129205?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1


186 CAHEN ET CHABERT 

1. ELEMENTS QUASI-ENTIERS 

Rappelons les definitions classiques suivantes: 

1.1. Un Clement x de B est dit entier sur A si la A-algebre A[x] est 
un A-module de type fini. 

1.2. Un element x de K est dit quasi-entier sur A si la A-algebre A[xJ 
est contenue dans un sous-A-module de K de type fini ou encore s’il existe 
un Clement non nul d de A tel que d.A[ x soit contenu dans A (Krull [5]), ] 

Nous generalisons 1.2 avec la: 

DEFINITION 1.3. Un Clement x de B est dit quasi-entier sur A si la 
A-algebre A[x] s’injecte dans un A-module de type fini. 

Un Clement entier sur A est evidemment quasi-entier sur A et, lorsque 
l’anneau A est noetherien, les deux notions cokcident. La proposition suivante 
montre que 1.3 generalise bien 1.2. 

PROPOSITION 1.4. Si l’&ment x est quasi-entier SW A, aloes il est ai@brique 
SW K et il existe un sous-A-module de K[x] de typeJini contenant A[x]. 

Dhonstration. L’ClCment x Ctant quasi-entier sur A est a fortiori quasi- 
entier sur K, c’est a dire algebrique sur K, par suite K[x] est l’enveloppe 
injective du A-module A[x]. Supposons qu’il existe un homomorphisme 
injectif de A[x] dans un A-module M de type fini. Cet homomorphisme 
s’etend en un homomorphisme injectif i de K[x] dans une enveloppe injective 
E(M) de M et i admet un inverse a gauche p. Le A-module p(M) est de type 
fini, il contient A[x] et est contenu dans K[x]. 

Nous noterons A,’ I’ensemble des elements de B entiers sur A et Ai 
I’ensemble de ceux qui sont quasi-entiers. 

COROLLAIRE 1.5. L’ensemble Ai est un sous-anneau de B. 

DEFINITION 1.6. L’anneau A est dit compl&ement intkgralement ferm& 
dans B si Ai est Cgal a A. L’anneau A est dit complitement intkg’gralement clos 
si A: est Cgal B A (on retrouve la definition classique [5]). 

Remarque 1.7. 11 ne semble pas exister une bonne generalisation de la 
notion 1.2 lorsque les anneaux A et B ne sont plus supposes integres. En 
effet, avec notre definition 1.3, l’ensemble A,” n’est peut-&tre plus un anneau, 
ni m&me un A-module. D’autre part, Gilmer et Heinzer [4] ont generali& 1.2 
avec la notion d’element almost integral (un Clement x de B est dit almost 
integral sur A si la A-algebre A[x] est contenue dans un sous-A-module de B 
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de type fini); malheureusement cette notion, distincte de 4a n&e, depend 
de l’anneau B considerC, m&me dans le cas integre. Ces deux notions prtsentent 
beaucoup de similitudes et, moyennant quelques modifications, nous pouvons 
entre autres deduire de 141: 

1.8. ‘anneau Af: est integralement ferme dan.s B, mais n’est pas 
necessairement completement integralement ferme clans B (exemple de 
Gilmer et Heinzer [4]). 

2. REPRESENTATIONS D'UNE FRACTION RATIONNELLE 

Notation 2.1. Notons A(X) le localise de l’armeau des polynbmes A[X] 
par la partie multiplicative formee des polynomes dont le coefficient non nul 
de plus bas degre est Cgal a 1. 

C’est l’anneau des fractions rationnelles a coefficients dans A et ceci est 
conforme a la notation K(X) du corps des fractions rationnelles B coefkients 
dans R. 

DEFINITION 2.2. Nous appelons seprkvztation d’une fraction rationnehe 
B coefficients dans K son Ccriture comme un quotient P/Q de deux polynomes 
P et Q a coefficients dans K. La representation est dite: 

- imfductibb si les polynomes P et Q sont &rangers entre eux, 
- unitaire si le coefficient non nul de plus bas degre de Q est Cgal a I, 
- Q coe@Gnts duns A si les coefficients de P et de Q appartiennent a A. 

2.3. Tout Clement de K(X) d t a me une representation irreductible 
et unitaire unique Pl/Q2, et toute autre representation unitaire /Q den 
deduit par les formules P = PI . R-et Q = Qr . R oh X est un polynome 
de K[X] dont le coefficient non nul de plus bas degre est &gal 5. 1. 

2.4. L’anneau A(X) est l’ensemble des elements de K(X) admettant 
une representation unitaire (pas necessairement irreductible) a coefficients 
dans A. 

PROPOSITION 2.5. Etant dome’ un e’l~ment de K(X) il est equivalent de dire:. 

(i) qu’il admet une repr.&entation unitai~e P/Q telle que Ees co cients 
de Q soient duns A. 

(ii) qu’il admet une reprhentation unitaiye P/Q telle que b coejicienls 
de Q soient entiers SW A. 

(iii) que sa reprbentation irrt?ductibb et mitaire PI/Q, est teEle que bs 
coeficieets de Q1 soient entiers SUY A. 
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Dkmonstration. 11 est clair que (i) implique (ii). Montrons que (ii) implique 
(iii): d’apr&s 2.3, Q = Q1 . R oh R est un polyn6me de K[X] dont le coefi- 
cient non nul de plus bas degrC est Cgal k 1. Les polynSmes rkiproques, 
qui eux sont unitaires, vkrifient: Q* = Q1* * R*. Si les coefficients de Q* 
sont entiers sur A, alors ses racines sont entikres sur A, 5 fortiori les racines 
de Q1* sont entihes sur A et les coefficients de Q1* c’est a dire de Q1 sont 
entiers sur A. Enfin, en passant a nouveau aux polynbmes rkiproques, le 
lemme suivant montre que (iii) implique (i). 

LEMMA 2.6. Si Q est un polyno”me unitaire de K[X] a coeficients entiers 
SW A, aloes il existe un polyndme unitaire R de K[X] tel que Q . R soit rt 
coejhients dans A. 

En effet, dans un corps de dkcomposition, Q(X) s’kcrit rr(X - zci) et les xi , 
entiers sur A, sont racines de polyrhmes unitaires Si 5 coefficients dans A. 
Alors le polyn6me R = (n&)/rr(X - xi) est ?I coefficients dans K et r&pond 
2 la question. 

3. DEVELOPPEMENT EN SERIE D’UNE FRACTION ~TIONNELLE 

NOTATION 3.1. Notons A((X)) 1 e oc 1 al is6 de I’anneau des skies formelles 
A[[Xj] par la partie multiplicative formCe des puissances de X. 

C’est I’anneau des skies formelles g coefficients dans A et $ exposants 
peut-&tre nkgatifs. Tout ClCment de A((X)) admet une kriture unique sous 
la forme: Clzalz, a,X” oh a, E A et a,, ~2. 11 y a bien stir une inclusion 
naturelle de A(X) dans A((X)). 

La proposition 2.5 a pour corollaire la: 

PROPOSITION 3.2. L’anneau A(X) est l’ensemble des &%nents de 

K(X) n 4(X)) d on t 1 a ye P rhentation irrkductible et unitaire est d coeJ%ients 
entiers SW A. 

Le rhultat fondamental est le suivant: 

THEOREME 3.3. La reprksentation irriductible et unitaire de tout &ment 
de K(X) n A((X)) est h coefJicients quasi-entiers SW A. 

Autrement dit, soient P et Q deux polyn6mes de K[X] tels que P et Q 
soient Ctrangers entre eux et que Q(o) = 1. Si les coefficients du dkveloppe- 
ment en sCrie en X de la fraction rationnelle P(X)/Q(X) appartiennent a A, 
alors les coefficients de P et de Q sont quasi-entiers sur A. 
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~~~onst~atio~. Soit P/Q 1 a re p resentation irreductible et unitaire dun 
Clement de K(X) n A((X)). 

Soit l/x une racine non nulle de Q. L’elCment x &ant algebrique sur K-, 
ii existe un Clement non nul a de A tel que ax soit entier sur A. 

= ALax], L = K[x] et Q(X) = (1 - xX) R(X). 
Comme W appartient B L[X], il existe un Clement non nu1 rk de tel que 

d . W appartienne a B[X] et, comme P/Q appartient a J(X)), done a B((X)), 
&‘/(I - xX) = dR . P/Q appartient a B((X)). 

NotonsC b,Xn le developpement en serie de dP/(i - xX). Pour n superieur 
au degri: p de P, !I,+, = x . b, , d’oti: 3.3.1. b,,, = x1% . b, pour n > 0. 

En outre, b, n’est pas nul, sinon C b,Xlz serait un polynome et l/z serait 
racine de P, contrairement & l’hypothese. 

Les relations 3.3.1 et Ie fait que les b, appartiennent a 
est un Clement de L quasi-entier sur B au sens classique 1.2 (L Ctant le corps 
des fractions de B) et done au sens de la definition 1.3. Comme B est un 
A-module de type fini, x est aussi quasi-entier sur A (c’est immediat SW la 
dCfin~tion 1.3). 

Soient maintenant L, un corps de decomposition de Q et l/x, les racines 
non rmlles de Q dans L, . D’apres ce qui precede, les xi appartiennent B Ai 1 
Le polynome Q s’ecrivant sous la forme Xk~(l - x&Y), les coefficients de 
appartiennent a Ai, (AI1 est un anneau d’apres 1.5) et, comme ils appartien- 
nent aussi a K, ils sont finalement dans A;I. (la notion d’C1Cment quasi-entier 
est independante du sur-anneau). Enfin, P/Q appartenant 8 J(X)), P 
appartient a &$[a. 

COROLLAIRE 3.4. L’anneau K(X) n A((X)) est idus dam E'anneau A:(X). 

Ce corollaire est nettement plus faible que le theorbme. 

4. EXTENSIONS DE FATOU 

Partant de l’idee de Benzaghou [I], Fliess [3] a introduit la notion suivante: 

EFINITION 4.1. On dit que l’anneau B est une extension de fatozk de 

l’anneau A si l’on a 1’CgalitC: B(X) n A((X)) = A(X). 
On dit que A est un anneau de fatou si son corps des fractions R est lane 

extension de fatou de A. 
Bien sur B(X) n J(X)) contient toujours A(X), c’est l’inclusion inverse 

qui est en question. 
La proposition 3.2 montre que la cloture integrale A,’ de A est une 

extension de fatou de A. 
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PROPOSITION 4.2. Toute extension de corps est une extension de fatou 
(Benzaghou [I]). 

Pour le voir il suffit d’utiliser les formules de Cramer. 

THEOREME 4.3. Pour que B sod we extension de fatou de A il faut et il 
s@it que tout &nent de K entier sur B et quasi-en&r SW A soit entier 
SUY A. 

Dhnonstration. Soit P/Q la representation irreductible et unitaire d’un 
Clement de B(X) n A((X)). C’est B fortiori un element de L(X) n K((X)), 
done de K(X) d’aprb la proposition precedente et les coefficients de P et de Q 
sont dans K. Comme il s’agit de la representation irreductible et unitaire 
d’un element de K(X) n A((X)), ces coefficients sont aussi quasi-entiers 
sur A (ThCoreme 3.3) et, comme il s’agit de la representation d’un Clement 
de B(X), ces coefficients sont aussi entiers sur B (Proposition 3.2). Si tout 
Clement de K quasi-entier sur A et entier sur B est entier sur A, alors les 
coefficients de P et de Q sont entiers sur A et la fraction P/Q appartient a 
A(X) (Proposition 3.2). 

Inversement, supposons que B est une extension de fatou de A. Soit x un 
Clement de K quasi-entier sur A et entier sur B. Soit d un Clement non nul 
de A tel que dA[xJ soit inclus dans A. Alors la fraction d/( 1 - xX) se develop- 
pe en C dxlzXn; la serie appartient a J(X)), la fraction appartient a B(X) 
(Proposition 3.2), d one d/(1 - xX) appartient a B(X) n R((X)) = A(X) 
et x est entier sur A (toujours d’apres la mCme Proposition 3.2). 

COROLLAIRE 4.4. Pour que B soit une extension de fatou de A il faut et il 
su@ que B n K soit une extension de fatou de A. 

COROLLAIRE 4.5. Pour que l’anneau A soit de fatou il faut et il su@t que 
tout &ment de K quasi-entier sur A soit entier SLY A. 

Lorsqu’un anneau est de fatou tout anneau integre qui le contient en est 
une extension de fatou. 

Exemples d’anneau de fatou 

(i) tout anneau indgre noetherien (car alors les notions d’element entier 
et quasi-entier sont confondues). 

(ii) tout anneau integre dont la cloture integrale est un anneau com- 
pletement inttgralement clos (d’aprbs la remarque 1.8 cette condition n’est 
pas necessaire). 
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5. EXTENSIONS DE FATOU-BENZAGHOU 

Dans Ia definition des anneaux de Fatou, Benzaghou considere la represen- 
tation irreducible et unitaire des fractions rationnelles. Aussi, plus proche de 
cette id&e, nous posons la: 

I~EFINITIOK 5.1. On dit que l’anneau B est une extensions de I”atou- 
Benzaghou de B’anneau A si, la representation irreductible et unitaire dun 
Clement de B(X) n A((X)) Ctant a coefficients dans B, cette mCme representa- 
tion est en fait a coefficients dans A. 

On dit que A est un anneau deFatou (ou de Fatou- enzaghou) si son corps 
des fractions K est une extension de Fatou-Benzaghou de A. 

Si A est un anneau de fatou, tout eICment de K(X) n A((X)) admet une 
representation unitaire a coefficients dans A, alors qlue si A es-t un anneau de 
Fatou (avec une majuscule) c’est la representation irreductible et unitaire 
qui doit &tre a coefficients dans A, puisque cette m&me representation est de 
toute facon 2 coefficients dans K. Ainsi, tout anneau de Fatou est un anneau 
de fatou. Par contre, on ne sait pas, en general, si une extension de Fatou- 
Benzaghou est une extension de fatou. Toutefois comme pour 4.2: 

PROPOSITION 5.2. Toute extension de corps est we extension de Fatozi- 
enzaghozl. 

THEOREME 5.3. Pow que B soit me extension de ~ato~-~e~~ag~Q~ de A 
il faut et il szljit que A soit complhement i~t~g~~leme~t femme’ dam 

D&zonstration. Soit P/Q la representation irreductible et unitaire d’un 
Ciement de B(X) n A((X)). Les coefficients de P et de appartiennent B K 
(Proposition 54, done a A$ (ThCoreme 3.3), si on les suppose en outre dans 
B et si A est completement integralement ferme dans B, alors ils appartiennent 
a A et l’extension est bien de Fatou-Benzaghou. 

Hnversement, soit x un Clement de B n K quasi-entier SW A et soit d un 
CEment non nul de A tel que d . A[ x soit inclus dans A. Alors d/(1 - xX) ] 
est ia representation irreductibie et unitaire d’un Clement de B(X) n A((X)) 
dont les coefficients sont dans B; si l’on suppose que l’extension est de 
Fatou-Benzaghou, ces coefficients sont dans A, x appartient a A et A est 
completement integralement ferme dans B CJ K. 

COROLLAIRE 5.4. POUT que B soit use extension de Fatou 
21 faut et il sz@t que B n K soit une extensioolz de ~~to~-~e~~ag~o~ de A. 

COROLLAIRE 5.5. Pour que A soit un anneau de Faiou iEJa~kt et il s@t ~UC? 
A soit complhement i&gyalement ~10s. 
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