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INTRODUCTION

Nous avons montré que les anneaux de Fatou introduits par Benzaghou
[1] n’étaient pas autre chose que les anneaux complétement intégralement
clos [2]. Depuis, Fliess [3] a généralisé la définition de Benzaghou en intro-
duisant les extensions de fatou:

On dit gu'un anneau B est une extension de fatou d’'un sous-anneau 4
quand toute fraction rationnelle, qui admet une ‘‘représentation unitaire &
coeflicients dans B” et dont le développement en série est 4 coefficients dans
A, admet une “‘représentation unitaire & coefficients dans 4.”

Nous caractérisons ici de telles extensions dans le cas intdgre avec la
notion d’élément quasi-entier:

L’anneau intégre B sera une extension de fatou du sous-anneau A si et
seulement si tout élément du corps des fractions de 4, qui est 2 la fois entier
sur B et quasi-entier sur A4, est aussi entier sur A.

Nous commencerons par préciser lanotion d’élément quasi-entier (Section 1),
puis celle de représentation d’une fraction rationnelle (Section 2). Nous
ferons ensuite le lien entre développement en série et élément quasi-entier
{Section 3). Enfin, nous appliquerons ce qui précéde aux extensions de fatou
(Section 4) et 4 une notion similaire, les extensions de Fatou-Benzaghou
(Section 5).

Dans tout ce qui suit B désigne un anneau commutatif, uniiaire et intégre
de corps des fractions L et A désigne un sous-anmeau de B de corps des

fractions K.

185
Copyright © 1975 by Academic Press, Inc.
All rights of reproduction in any form reserved.


https://core.ac.uk/display/82129205?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

186 CAHMEN ET CHABERT
1. ELEMENTS QuasI-ENTIERS

Rappelons les définitions classiques suivantes:

1.1. Un élément x de B est dit entier sur A4 si la A-algébre A[x] est
un A-module de type fini.

1.2. Un élément x de K est dit quasi-entier sur A4 si la A-algebre A[x]
est contenue dans un sous-A-module de K de type fini ou encore s’il existe
un élément non nul d de 4 tel que d.4[x] soit contenu dans 4 (Krull [5]).

Nous généralisons 1.2 avec la:

DerintTioN 1.3, Un élément x de B est dit gquasi-entier sur A si la
A-algébre Afx] s’'injecte dans un A-module de type fini.

Un élément entier sur A est évidemment quasi-entier sur A et, lorsque
Panneau 4 est noethérien, les deux notions coincident. La proposition suivante
montre que 1.3 généralise bien 1.2.

ProrositioN 1.4. Silélément x est quasi-entier sur A, alors il est algébrique
sur K et il existe un sous-A-module de K[x| de type fini contenant A[x].

Démonstration. L’élément x étant quasi-entier sur A4 est & fortiori quasi-
entier sur K, c’est 2 dire algébrique sur K, par suite K[x] est 'enveloppe
injective du A-module Afx]. Supposons qu’il existe un homomorphisme
injectif de A[x] dans un A-module M de type fini. Cet homomorphisme
s’étend en un homomorphisme injectif ¢ de K[x] dans une enveloppe injective
E(M) de M et 7 admet un inverse 4 gauche p. Le 4-module p(M) est de type
fini, il contient A[x] et est contenu dans K[x].

Nous noterons Ay’ l'ensemble des éléments de B entiers sur 4 et Ay
Pensemble de ceux qui sont quasi-entiers.

CoroLLAIRE 1.5. L’ensemble Ay est un sous-anneau de B.

DeriNtTION 1.6. Lanneau 4 est dit complétement intégralement fermé
dans B si Ay est égal 4 A. L’anneau A4 est dit complétement intégralement clos
si Ay est égal & A (on retrouve la définition classique [5]).

Remargue 1.7. 1l ne semble pas exister une bonne généralisation de la
notion 1.2 lorsque les anneaux 4 et B ne sont plus supposés intégres. En
effet, avec notre définition 1.3, I’ensemble 4z n’est peut-étre plus un anneau,
ni méme un 4-module. D’autre part, Gilmer et Heinzer [4] ont généralisé 1.2
avec la notion d’élément almost integral (un élément x de B est dit almost
integral sur A si la A-algébre A[x] est contenue dans un sous-4-module de B
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de type fini); malbeureusement cette notion, distincte de laz noétre, dépend
de 'anneau B considéré, méme dans le cas intégre. Ces deux notions présentent
beaucoup de similitudes et, moyennant quelques modifications, nous pouvons
entre autres déduire de [4]:

1.8. L’anneau Aj est intégralement fermé dans B, mais n’est pas
nécessairement complétement intégralement fermé dans B (exemple de
Gilmer et Heinzer [4]).

2. REPRESENTATIONS D'UNE FracTiON RATIONNELLE

Notation 2.1. Notons A(X) le localisé de ’anneau des polyndmes A[X]
par la partie multiplicative formée des polyndmes dont le coefficient non nul
de plus bas degré est égal a 1.

C’est anneau des fractions rationnelles & coefficients dans 4 et ceci est
conforme 2 la notation K(X) du corps des fractions rationnelles & coefficients
dans K.

DerintTioN 2.2. Nous appelons représeniation d’une fraction rationnelle
2 coefficients dans K son écriture comme un quotient P/Q de deux polynémes
P et Q a coefficients dans K. La représentation est dite:

—  irréductible siles polynémes P et O sont étrangers entre eux,
— unitaire si le coeflicient non nul de plus bas degré de Q est égal 2 1,
— & coefficients dans A si les coefficients de P et de O appartiennent & 4.

2.3. Tout élément de K(X) admet une représentation irréductible
et unitaire unique P;/Q, et toute autre représentation unitaire P/Q s'en
déduit par les formules P = P, - Reet O = O; - R ol R est un polynbme
de K[X] dont le coefficient non nul de plus bas degré est égal 4 1.

2.4. L’anneau A(X) est Uensemble des éléments de K(X) admettant
une représentation unitaire (pas nécessairement irréductible) & coeflicients

dans A4.

ProrostTION 2.5. Etant donné un élément de K(X) il est equivalént de dire:
(1) @il admet une représentation unitaive P[Q telle que les coefficients
de Q solent dans A.
(1) gu'il admet une représentation unitaire P/Q telle que les coefficients
de Q soient entiers sur A.
(iil) que sa représentation irréductible et unitaive P,|Q, esi telle que les
coefficients de Q, solent entiers sur A.
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Démonstration. 1l est clair que (i) implique (ii). Montrons que (ii) implique
(iii): d’aprés 2.3, O = O, - R ou R est un polynéme de K[X] dont le coeffi-
cient non nul de plus bas degré est égal 4 1. Les polyndmes réciproques,
qui eux sont unitaires, vérifient: Q* = Q,* - R*. 5i les coefficients de Q*
sont entiers sur A, alors ses racines sont entiéres sur A, a fortiori les racines
de O,* sont entiéres sur 4 et les coefficients de Qy* c’est & dire de O, sont
entiers sur 4. Enfin, en passant a nouveau aux polyndémes réciproques, le
lemme suivant montre que (iil) implique (3).

LEMma 2.6. SO est un polynéme unitaire de K[X] a coefficients entiers
sur A, alors il existe un polynéme unitaire R de K[X] tel que Q - R soit &
coefficients dans 4.

En effet, dans un corps de décomposition, Q(X) s*écrit w(X — x;) et les x,,
entiers sur 4, sont racines de polynémes unitaires S; 4 coeflicients dans A4.
Alors le polynéme R == (mS;)/m(X — x;) est & coeflicients dans K et répond
a la question.

3. DEVELOPPEMENT EN SERIE D’'UNE FRACTION RATIONNELLE

NotarioN 3.1. Notons A((X)) le localisé de I'anneau des séries formelles
A[[X]] par la partie multiplicative formée des puissances de X.

C’est Panneau des séries formelles 4 coefficients dans 4 et & exposants
peut-étre négatifs. Tout élément de A((X)) admet une écriture unique sous
la forme: 3>, @, X" o0 a,€4 et nyeZ. Il y a bien sir une inclusion
naturelle de A(X) dans A{(X)).

La proposition 2.5 a pour corollaire la:

Proposttion 3.2. L'amneau A(X) est DUensemble des éléments de
K(X) N A((X)) dont la représentation irréductible et unitaire est & coefficients
entiers sur A.

Le résultat fondamental est le suivant:

THEOREME 3.3. La représentation irréductible ei unitaire de tout élément
de K(X) N A((X)) est & coefficients quasi-entiers sur A.

Autrement dit, soient P et ) deux polynbémes de K[X] tels que P et O
soient étrangers entre eux et que Qo) = 1. 5i les coefficients du développe-
ment en série en X de la fraction rationnelle P(X)/Q(X) appartiennent a 4,
alors les coefficients de P et de O sont quasi-entiers sur 4.
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Démonstration. Soit P/Q la représentation irréductible et unitaire d'un
élément de K(X) N A((X)).

Soit 1/« une racine non nulle de Q. L’élément x étant algébrique sur K|
il existe un élément non nul a de A4 tel que ax soit entier sur 4. Posons:
B = Alax],L = K{x] et Q(X) = (1 — «X) R(X).

Comme R appartient 8 L[X], il existe un élément non nul d de B tel que
d - R appartienne a B[X] et, comme P/Q appartient & 4((X)}, donc & B{(X)),
dP/(1 — xX) = dR - P|Q appartient & B((X)).

Notons Y. b, X" le développement en série de dP/(1 — xX). Pour n supérieur
au degré p de P, b, = x-b,, dou: 33.1. b, , = " b, pour n > 0.

En outre, b, n’est pas nul, sinon Y 5, X" serait un polyndme et 1/x serait
racine de P, contrairement 2 I'hypotheése.

Les relations 3.3.1 et le fait que les b, appartiennent & B montrent que %
est un élément de L quasi-entier sur B au sens classique 1.2 (L étant le corps
des fractions de B) et donc au sens de la définition 1.3. Comme B est un
A-module de type fini, x est aussi quasi-entier sur 4 (c’est immédiat sur la
définition 1.3).

Soient maintenant L; un corps de décomposition de O et 1/x; les racines
non nulles de Q dans L, . D’aprés ce qui précéde, les x; appartiennent 3 4; .
Le polynéme Q s’écrivant sous la forme X*n(1 — x,X), les coeflicients de O
appartiennent 2 AZI (AL, est un anneau d’aprés 1.5) et, comme ils appartien-
nent aussi & K, ils sont finalement dans A% (la notion d’élément quasi-entier
est indépendante du sur-anneau). Enfin, P/Q appartenant 2 A((X)), P

appartient & AZ[X].

CororLAirRE 3.4, L'anneau K(X) 0 A((X)) est inclus dans I’ anneau A(X).

Ce corollaire est nettement plus faible que le théoréme.

4. ExTENSIONS DE FaTou
Partant de Pidée de Benzaghou [1], Fliess [3] a introduit la notion suivante:

DrerFintTiON 4.1. On dit que Panneau B est une extension de fatou de
Panneau A4 siP'on a I'égalité: B(X) N A((X)) = A(X).

On dit que 4 est un anneau de fatou si son corps des fractions K est une
extension de fatou de 4.

Bien stir B(X) N A((X)) contient toujours A(X), ¢’est I'inclusion inverse
qui est en question.

La proposition 3.2 montre que la cloture intégrale 4;" de 4 est une
extension de fatou de A4.
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Prorosition 4.2. Toute extension de corps est ume extension de fatou
(Benzaghou [1]).

Pour le voir il suffit d’utiliser les formules de Cramer.

TraEOREME 4.3. Pour que B soit une extension de fatou de A il faut et il
suffit que tout élément de K entier sur B et quasi-entier sur A soit entier
sur A,

Démonstration. Soit P/Q la représentation irréductible et unitaire d’un
élément de B(X) N A((X)). Clest 2 fortiori un élément de L{X) N K((X)),
donc de K(X) d’aprés la proposition précédente et les coeflicients de P et de Q
sont dans K. Comme il s’agit de la représentation irréductible et unitaire
d’un élément de K(X) N A((X)), ces coeflicients sont aussi quasi-entiers
sur 4 (Théoréme 3.3) et, comme il s’agit de la représentation d’un élément
de B(X), ces coeflicients sont aussi entiers sur B (Proposition 3.2). Si tout
élément de K quasi-entier sur 4 et entier sur B est entier sur 4, alors les
coeflicients de P et de O sont entiers sur 4 et la fraction P/Q appartient &
A(X) (Proposition 3.2).

Inversement, supposons que B est une extension de fatou de 4. Soit x un
élément de K quasi-entier sur 4 et entier sur B. Soit d un élément non nul
de A tel que dA[x] soit inclus dans A4. Alors la fraction d/(1 — x.X) se dévelop-
pe en > dx"X"; la série appartient a A((X)), la fraction appartient 2 B(X)
(Proposition 3.2), donc d/(1 — xX) appartient & B(X) N A((X)) = A(X)
et x est entier sur 4 (toujours d’aprés la méme Proposition 3.2).

CoRrOLLAIRE 4.4. Pour que B soit une extension de fatou de A il faut et il
suffit gue B N K soit une extension de fatou de A.

CoroLLAIRE  4.5. Pour que I'annean A soit de fatou il faut et il suffit que
tout élément de K quasi-entier sur A soit entier sur A.

Lorsqu'un anneau est de fatou tout anneau intégre qui le contient en est
une extension de fatou.

Lxemples d’ anneau de fatou

(i) tout anneau intégre noethérien (car alors les notions d’élément entier
et quasi-entier sont confondues).

(i) tout anneau intégre dont la cloture intégrale est un anneau com-
plétement intégralement clos (d’aprés la remarque 1.8 cette condition n’est
pas nécessaire).
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5. EXTENSIONS DE FAToU-BENZAGHOU

Dans la définition des anneaux de Fatou, Benzaghou considere la représen-
tation irréducible et unitaire des fractions rationnelles. Aussi, plus proche de
cette idée, nous posons la:

DerniTion 5.1. On dit que P'anneau B est une exiension de Fafou—
Benzaghou de Panneau 4 si, la représentation irréductible et unitaire d’un
élément de B(X) N A({X)) étant a coeflicients dans B, cette méme représenta-
tion est en fait 4 coeflicients dans A.

On dit que 4 est un anneau de Fatou (ou de Fatou-Benzaghou) si son corps
des fractions K est une extension de Fatou—Benzaghou de 4.

Si 4 est un anneau de fatou, tout élément de K{(X) N A((X)) admet une
représentation unitaire & coefficients dans A4, alors que si 4 est un anneau de
Fatou (avec une majuscule) c’est la représentation irréductible et unitaire
qui doit étre 4 coefficients dans 4, puisque cette méme représentation est de
toute facon 3 coefficients dans K. Ainsi, tout anneau de Fatou est un anneau
de fatou. Par contre, on ne sait pas, en général, si une extension de Fatou-
Benzaghou est une extension de fatou. Toutefois comme pour 4.2:

Prorosition 5.2. Toute extension de corps est une extenmsion de Fatou—
Benzaghou.

TuroreMe 5.3. Pour que B soit une extension de Fatou—Benzaghou de A
il faut et il suffit que A soit complétement intégralement fermé dans B N K,

Démonstration. Soit P/Q la représentation irréductible et unitaire d'un
élément de B(X) N A((X)). Les coefficients de P et de O appartiennent 2 K
(Proposition 5.2), donc a Ay (Théoréme 3.3), si on les suppose en outre dans
Bet si A est complétement intégralement fermé dans B, alors ils appartiennent
a A et I'extension est bien de Fatou-Benzaghou.

Inversement, soit x# un élément de B N K quasi-entier sur 4 et soit 4 un
élément non nul de 4 tel que 4 - Ax] soit inclus dans 4. Alors d/(1 — xX)
est la représentation irréductible et unitaire d’un élément de B(X) N A((X))
dont les coefficients sont dans B; si I'on suppose que Pextension est de
Fatou—Benzaghou, ces coeflicients sont dans A4, x appartient 4 A et 4 est
complétement intégralement fermé dans B N K.

CoroLLAIRE 5.4. Pour que B soit une extension de Fatou—Benzaghou de A
i faut et il suffit que B N\ K soit une extension de Fatou—Benzaghou de A.

CoroLLAIRE 5.5. Pour que A soit un anneau de Fatou il faut et il suffit que
A soit complétement intégralement clos.
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