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Einleitung

Das Gebiet der Mathematik, das hier unter dem Begriff der ,,geo-
metrischen Ordnungen® zusammengefasst wird, wird anderwirts, so
z.B. in Frankreich, auch als ,,géometrie finie’‘ bezeichnet.* Die ersten
Arbeiten, die dieses Gebiet berithren, stammen von Mébius, v. Staudt,
A. Kneser, u. a.; auch die Theorie der konvexen Koérper (H. Brunn)
greift hier herein. Indess war C. Juel der erste, welcher den Begriff der
(geometrischen) ,,Ordnung® zur Grundlage einer eigenen Theorie
gemacht und diese in vielen Arbeiten ausgebaut hat. Erwihnt sei hier
vor allem die Juelsche Klassifikation der ebenen Kurven 3.0Ordnung,
d.h. derjenigen Kurven in der projektiven Ebene, welche von jeder
Geraden in hochstens drei Punkten getroffen werden (Juel [1]), sowie
die Juelschen Sitze tiber Flichen 3.0rdnung (Juel [2]).

Diese ordnungsgeometrischen Probleme hingen auch eng zusammen
mit solchen der ,,direkten Infinitesimalgeometrie.* Die Bezeichnung
,,direkt“ bezieht sich darauf, dass der Zugang zu den infinitesimal-
geometrischen Untersuchungen hier nicht auf dem Umweg iiber Algebra
und Analysis gewonnen wird, wobei die geometrischen Aussagen nur
als Interpretationen analytischer Sachverhalte erscheinen, sondern dass
hier auf algebraische und analytische Hilfsmittel und Methoden, vor
allem die Differenzialrechnung verzichtet und ein direkter Zugang zu
den geometrischen Problemen gesucht wird nur mittels geometrischer,
insbesondere topologischer Begriffe wie Inzidenz, Anordnung, und
Stetigkeit. So tritt hier auch die rein topologische Natur von manchen
Sitzen {iber algebraische Kurven in Erscheinung; erwihnt sei der
Vierscheitelsatz von Mukhopadhyaya-Kneser oder der Satz von Mébius,
dass jede unpaare Kurve ohne Spitzen in der Ebene mindestens drei
(reelle) Wendepunkte besitzt, sowie die Theorie der Bogen n-ter
Ordnung im n-dimensionalen Raum von Hjelmslev. In neuerer Zeit
wurde die Theorie der geometrischen Ordnungen vor allem vertieft
und ausgebaut und durch viele neue Ergebnisse bereichert durch

* Im Deutschen pflegt man jetzt unter ,,endlicher Geometrie* die Geometrien
mit nur endlich vielen Punkten zu verstehen.
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Marchaud, Haupt, Scherk, und Fabricius-Bjerre um nur einige Namen
zu nennen. Hier kann nur ein Uberblick {iber diese Ergebnisse gegeben
werden; auf Flichen und Kontinua von hoherer als erster Ordnung
wird nur am Schluss in drei Beispielen eingegangen. Wegen der Beweise
der meisten Sitze muss auf die angegebene Literatur verwiesen werden.
Die Beweise einiger angefithrten Sitze werden in einem in Vorbereitung
befindlichen Buch (Haupt und Kiinneth [2]) gebracht werden.

Zusammenfassende Berichte iiber die geometrischen Ordnungen aus
fritheren Jahren finden sich bei Montel [1] (1924), Linsman [2] (1938),
Haupt [7] (1939), Nagy [1] (1943), und ein Bericht ber die neuesten
Ergebnisse bei Haupt [31] (1963).

Bezeichnungen

Unter E, bzw. P, werde der euklidische bzw. projektive n-dimen-
sionale Raum verstanden. R, kann beides bedeuten. Eine k-Ebene ist
ein k-dimensionaler linearer Unterraum von R, . Eine (n — 1)-Ebene
im R, heisst, auch Hyperebene.

Ist M eine Punktmenge in R,, so bedeutet L(M) den kleinsten,
M enthaltenden, linearen Unterraum von R,, . Der Rang R(M) von M
ist gleich der Dimension von L(M). M bedeutet die abgeschlossene
Hiille von M.

Eine Menge M in R, heisse beschrinkt, wenn es eine zu M fremde
Hyperebene in R, gibt.

Ist B ein orientierter Bogen, so wird mit B(p, g) der Teilbogen von
B bezeichnet, der p zum Anfangspunkt und ¢ zum Endpunkt hat, und
es sei B=B—(p} - {g)

Eine Jordankurve C ist eine geschlossene Kurve in E,; die Rand
eines beschrinkten Gebietes G ist. Es wird G dabei auch mit J(C)
bezeichnet.

1. Grundgebilde und Ordnungscharakteristiken

Untersucht werden hier als ,,Grundgebilde” bezeichnete Kontinua,
insbesondere Bogen, Kurven, und Flichen in kompakten metrischen
Riumen und zwar werden diese Grundgebilde untersucht hinsichtlich der
Michtigkeit des Durchschnitts bzw. der Michtigkeit des Systems der
Komponenten des Durchschnitts dieser Gundgebilde mit den als
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,»Ordnungscharakteristiken* bezeichneten, gewissen Axiomen geniigen-
den Teilmengen des zu Grunde gelegten, und als ,,Grundgebiet"
bezeichneten Raumes R.

In diesem Bericht soll R immer als projektiver #-dimensionaler Raum
(n > 2) vorausgesetzt werden oder als einfach zusammenhingender,
abgeschlossener Teilraum von P, oder E, . Doch gelten die meisten
Satze auch fiir allgemeinere kompakte metrische Raume.

1.1. Axiome. Das System der Ordnungs-Charakteristiken, abgekiirzt
O. Ch., sei . Die Axiome, die von den O. Ch. erfiillt sein sollen, lauten:

I. Jede O. Ch. ist eine kompakte Teilmenge von R.
II. Keine O. Ch. ist Teilmenge einer anderen O. Ch.

IT1. Ist K eine beliebige O. Ch., so sei R® = R — K°. Fiir jede von
K9 verschiedene O. Ch. K zerfillt R® — K und, wenn R einfach zu-
sammenhingend ist, auch R — K in zwei nicht leere, offene Teilmengen
RYK, +) und RYK, —), die positive und" negative Seite von K in R®
bzw. R.

IV. Stetigkeit der O. Ch. Zu jeder O. Ch. K und zu jeder e-Umgebung
U von K in R gibt es eine von K verschiedene O. Ch. K’ mit K'C U.

V. Stetigkeit der Seiten. Ist U eine e-Umgebung der O. Ch. K in R,
so gilt fiir jede O. Ch. K'C U bei geigneter Wahl von + und — in
RYK', +):

(R—U)nRYK,+)=(R — Uyn RYK', +)

VI. Trennungsaxiom. Ist Kex, K # K% x, ye RPN K, y € R°n
(R — K), x' beliebig, so gibt es in beliebig kleiner Umgebung von K
eine O. Ch. K’, so dass x und %’ und ebenso y und y’ auf verschiedenen
Seiten von K’ liegen (Haupt-Kinneth [1]).

Da « Teilraum des Raums der Kompakta in R, ist, kann es als topo-
logischer Raum aufgefasst werden. Aus Axiom IV folgt, dass x im Bezug
auf diese Topologie in sich dicht ist.

Als O. Ch. treten insonderheit auf die Hyperebenen des P, oder
E, (n > 2), ferner in E, die Kreise einschliesslich der Geraden, auch
Kegelschnitte oder Parabeln mit der Gleichung

Y = @x" 4 a,_1x"1 4 ...+ ax + aq (a,. beliebig, 0 <7 < n, 2 a? + 0)

i=0
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in einem von zwei zur Y-Achse parallelen Geraden begrenzten Streifen
von E, .

1.2. Grundpunkte und k-Ordnungscharakteristiken. Gibt es Punkte,
die in allen K € « enthalten sind (z.B. wenn « ein Geradenbiischel oder
Kreisbiischel ist), so werden sie als ,,Grundpunkte'’ von « bezeichnet.
Von k-O. Ch. spricht man, wenn durch je k£ Punkte des Grundgebildes,
die verschieden von den Grundpunkten sind, genau eine O. Ch. geht,
oder auch durch k Punkte, die in geniigend kleinen, paarweise fremden
Umgebungen von k (von den Grundpunkten verschiedenen) Punkten des
Grundgebildes oder einer O. Ch. liegen. So sind in obigen Beispielen
die Kreise 3-O. Ch., die Kegelschnitte 5-O. Ch., und die Parabeln
(n+1)— 0. Ch.

2. Komponentenordnung und Punktordnung

2.1. Definitionen. Die ,,Komponentenordnung® eines Kontinuums
C beziiglich einer O. Ch. K, abgekiirzt KO(C, K), ist gleich der Kar-
dinalzahl des Systems der Komponenten von C n K.Esist C von endlicher
KO beziiglich x, wenn KO(C, K) endlich ist fiir alle K €«. C hat
beschrinkte KO m beziglich «, abgekiirzt KO(C, «) = m, wobei m
eine natiirliche Zahl ist, wenn m = max[KO(C, K), K € «].

Sind alle Komponenten von C n K einpunktig, so spricht man von
»Punktordnung,* abgekiirzt PO(C, K) bzw. PO(C, «). Die Punktord-
nung von C in einem Punkt p € C ist gleich min PO(U, «) fiir alle Um-
gebungen U von p auf C.

Ein Kontinuum (Bogen) C heisst ,,ordnungshomogen* beziiglich «,
wenn C in allen Punkten die gleiche PO beziiglich « hat.

SATZ. Jedes Kontinuum von endlicher PO ist abgeschlossene Hiille einer
Vereinigung abzdhlbar vieler homogener Teilkontinuen (Haupt [6)).

Beispiel 1. Eine nicht zerfallende, reelle, algebraische Kurve 3.
Ordnung im R, hat beziiglich der Ebenen als O. Ch. auch die PO 3.

Beispiel 2. M sei Vereinigung der Strecken S, (n = 1,2, ...) in E,,
wobei S, in Polarkoordinaten gegeben sei durch:
_in

P =" 0<r<

R |-

n=1,2.)
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Es ist KO(M, «) endlich, aber nicht beschrinkt, wenn « das System
der Geraden ist.

Beispiel 3. Ist C eine ebene algebraische Kurve und p € C Wende-
punkt oder Dornspitze bzw. Schnabelspitze, so hat C in p die PO 3
bzw. 4, wenn die Geraden die O. Ch. sind.

Beispiel 4. In E, hat ein Oval, wenn « das System der Geraden ist,
PO 2. Ein konvexes n-Eck S, hat zwar KO 2, aber keine endliche PO;
es ist PO(S, , K) =2 fiir alle K € «, abgesehen von den Geraden, auf

denen Seiten von .S, liegen.

2.2. Schwache Punktordnung. Fiir solche Fille wie hier in Beispiel
4 empfiehlt es sich die (beschrinkte) ,,schwache Punktordnung*,
abgekiirzt schw. PO, einzufiihren. Es ist schw. PO(C, «) = m, wenn m
die kleinste Zahl ist, fir welche die Menge der O. Ch. K €« mit
PO(C, K) > m nirgends dicht in « ist. Entsprechend wird die ,,schwache
Komponentenordnung* (schw. KO) erklirt.

Beispiel. Es sei C in der kartesischen E, die Vereinigung der 2n + 1
Strecken, die (0, 1) verbinden mit (0, — 1), mit (2, 0), und mit (—2i+41,
0), und der 2z Strecken, die (0, —1) verbinden mit (2 — 1, 0) und mit
(—24,0)( =1, 2, ..., n). Hier sei « wieder die Menge der Geraden. Es
ist PO(C, «) nicht endlich, KO(C, «) = 4n + 1, schw. PO(C, «) =
schw. KO(C, «) = 2n + 2.

2.3. Verschirftes Trennungsaxiom. Es ist fiir jede Punktmenge M
nach Definition KO(M, «) > schw. KO(M, «).

Gibt es nun auch, wenn schw. KO(M, «) = m, eine nur von m
abhingige obere Schranke fiir KO(M, «)? Dies ist der Fall, wenn M ein
Kontinuum ist und das Trennungsaxiom fiir die O. Ch. folgendermassen
verschirft wird.

Vla. Trennungsaxiom. Es bedeute K° und R® dasselbe wie in Axiom
VI. Fiir alle Kex — {K° und beliebige Punkte x;€ K" R® und
v, €ER(K, +)(i=1,2,..,n 1 <n < c0) gibt es zu beliebig kleinen
Umgebungen V von KN K® mit x;, y, ¢ V(i = 1, 2, ..., n) in beliebig
kleiner Umgebung von K ein K’ €« — {K°} derart, dass Kn K'CV
und dass x; € RY(K’, —) und y; € RA(K’, +) fir jedes 1 = 1,2, ..., n.
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SATZ. Erfillt « ausser den ibrigen Axiomen von dem Teil 1.1. auch
Axiom Vla, so folgt fiir jedes Kontinuum C aus schw. KO(C, ) = m > 1
bzw. schw. KO(C, «) =0, dass KO(C, «) < 2m bzw. KO(C, x) < I.

Um auch in die bei den hier zu behandelnden Problemen angewandten
Beweismethoden Einblick zu gewihren, soll nun der (indirekte) Beweis
fir den Fall eines Kontinuums C im P, mit schw. KO(C, «) = m > 1
skizziert werden, wobei & die Menge der Hyperebenen in P, ist. Der
Beweis fiir allgemeineres « verlduft ganz entsprechend ([Haupt [12]).

Wir nehmen also an, es sei H eine Hyperebene, fiir die Hn C in
g > 2m Komponenten C,, C,, ..., C, zerfallt. Ist G C H eine (n — 2)-
Ebene von P, , so sei o(G) gleich der Anzahl der Komponenten C;
(I <7< ygq), die zu G fremd sind, und s = max[o(G) fiir alle G C H].
Es ist s < ¢. Fir G° sei o(G® = s und bei geeigneter Numerierung der
C,seiG'NnC;=oe0firi=1,2,..,5,und G°NnC,; #0 firi =5+ 1,
..., ¢; auch fur alle (n — 2)-Ebenen G’ in geniigend kleiner Umgebung
Wvon G%giltdann: G’ n C; = efiiri = 1, 2, ..., s,und G’ n C; # ofiir
t = s+ 1, ..., q; letzteres folgt daraus, dass s = max[o(G))].

Jedem C;(f = 1,2, ..., 5) ordnen wir eine ,,Normalumgebung* U,
in P, zu; dabei sei C;C U; U;n U, = e fiir i % k. Ist U2 der Rand
von U,,so ist U~ C; = e und, da C zusammenhingend ist und
¢g>2,50istCnUg #+afiri=12,..5

Es sei nun H?® eine beliebige Hyperebene mit H® % H, G°C HY,
H'nU, =9 firi=1,2,..,s und es sei R® = P, — HO.

Ug—Upn H(l <i<s) zerfillt in U9, = Ugn RY(H, +) und
U4, = Ug n RYH, —). Es gibt eine abgeschlossene, zusammenhingen-
de Teilmenge d;, von L%, bzw. d; , von LY ,, bezeichnet als ,,Deckel,*
derart dass (C » U ) C (d;,, v d;,,). Da die beiden Deckei einen positiven
Abstand von H haben, gibt es eine Umgebung I von H, so dass H' n U,
# o und H' n(d; , vd,, = e fir jede Hyperebene H'C I und
1=1,2,..,5.

In U, gibt es eine Komponente O, (1 <i <) von Cn U;, die mit
C; und d;, v d;, Punkte gemein hat wegen des Zusammenhangs von
C und wegen Cn U7 Cd; v d,;, O.B.dA. kénnen wir bei geeigneter
Numerierung der C; annehmen, dass fiir7 = 1, 2, ..., 5" die Komponente
O, mit d; ; Punkte gemein hat, wobei 5’ > 5 2. Es gibt dann in beliebig
kleiner Umgebung von H eine in « offene Menge u von Hyperebenen
HmitH nQ,#oftri=1,2,..,sund HnHCW;alsoH' nC,# o
fir i = s -+ 1, ..., g, wobei auch erreicht werden kann, dass H' n C;
und H' N C, nicht der gleichen Komponente von H'n C angehéren
fir s + 1 <i, k<<q, i #k
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Man erhilt also mindestens s’ + ¢ — s Komponenten von H' n C.
Es ist daher m = schw. KO(C, k) = KO(C,p) =5 +q— s> q—s/2
> ¢/2 und ¢ < 2m im Widerspruch zur Annahme ¢ > 2m.

2.4. Schnittkomponenten und Stiitzkomponenten. Eine beschrinkte
Komponente C; des Durchschnitts C ~ K eines Kontinuums C mit
einer 0. Ch. K heisst ,,Schnittkomponente,“ wenn es eine Normalum-
gebung U, von C; gibt und eine C; enthaltende Komponente von C n U,
die mit beiden Deckeln d;,; und d;,, Punkte gemein hat. Auch jede nicht
beschrinkte Komponente von C n K gilt als Schnittkomponente. Eine
beschriankte Komponente von C n K, die nicht Schnittkomponente ist,
heisst ,,Stiitzkomponente.“ Ist C; Stiitzkomponente in C n K, so hat
also fiir jede Normalumgebung U, von C; die C; enthaltende Komponen-
te von C n U, nur mit einem Deckel von U, Punkte gemein. Ist C, ein-
punktig, so spricht man von einem ,,Schnittpunkt‘* bzw. ,,Stiitzpunkt*
von K mit C. Diese Definition der Schnittkomponenten und Stiitz-
komponenten bzw. Punkte gilt wie fiir P, auch sinngemiss fir allge-
meineres « in kompakten metrischen Riumen.

Ist C von beschrinkter oder endlicher KO und C; Schnittkomponente
von C N K mit der Normalumgebung U, dann enthilt Cn U; n K’
fiur jedes K’ €« in genligend kleiner Umgebung von K (mindestens)
eine Schnittkomponente. Ist C; Stiitzkomponente in C N K, so gibt
es in beliebiger Umgebung von K eine in « offene Menge u, so dass
K'n Cn U, fir jedes K’ € u eine Schnittkomponente enthilt (Haupt
(14)).

Wenn « lokal kompakt ist und KO(C, «) beschrinkt oder endlich,
so liegen die O. Ch. K in « nirgends dicht, fiir welche C n K Stiitz-
komponenten enthilt. Man kann sogar zeigen, dass es dann zu jedem
K ek mit Cn K # C in beliebiger Umgebung von K eine in « offene
Menge u gibt, so dass K’ n C fir jedes K’ € u nur Schnittkomponenten
enthilt und zwar fiir jedes K’ die gleiche Anzahl (Haupt und Kiinneth

(2])-

2.5. Kontinuen von endlicher schw. PO und KO. ,,Die Kontinuen
von endlicher schw. PO in P, sind lokal zusammenhingend.* Denn ist
C ein Kontinuum und ist C in z nicht lokal zusammenhingend, so
gibt es eine Umgebung U von z in P, mit der Begrenzung U7 derart,
dass C n U unendlich viele Komponenten Q, (i = 1, 2, ...) enthilt mit
Punkten z,€Q; und y, € Q; n U?, wobei fiir eine Teilfolge der z; und
y; lim 2, = z und lim y, = ye C ~ U?ist, 5 7 y. Es gibt ein K€«
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mit 2 € K und nach dem Trennungsaxiom ein K’€ «, sodass z€ R¢
(K’, +),y € R(K', —). Es existieren daher auch Umgebungen V(z)
bzw. V(y) von z bzw. y in P, mit V(z)C RY(K’, +) und V(y)C R°
(K’, —) und z; € V(2), y; € V(y) fiir schliesslich alle 2; bzw. y, . Daher
werden schliesslich alle Q; von K’ und allen O. C#. in einer geniigend
kleinen Umgebung von K’ geschnitten. Dann ist aber schw. PO(C, x)
nicht endlich.

Ist « das System aller Hyperebenen in P, , so folgt aus beschrinkter
schw. PO(C, «), dass C regulire Kurve im Sinne Mengers (Kurventheorie,
Leipzig u. Berlin, 1932, S. 96) und Bogensumme ist.

Aus schw. KO(C, ) = m < oo folgt schw. PO(C, x) = m, dann (und
nur dann), wenn die Menge derjenigen K < , fir welche C n K keine
mehrpunktige Komponente enthilt, in « dicht liegt (Haupt [14]).

Fiir die schw. KO gilt folgender Limessatz: C, (i = |, 2, ...) seien Kon-
tinuen in R, und es existiere lim C; = C, ferner sei m = lim inf
schw. KO(C; , «) endlich. Dann ist schw. KO(C, «} = m’ < m, wobei
fir m' jeder Wert zwischen O und m moéglich ist, wie man an einfachen
Beispielen sich klar machen kann (Haupt [24]).

Fir die KO gilt kein entsprechender Satz. Denn ist C z.B. das
Kontinuum des Beispiels in dem Teil 2.2. und C, das Kontinuum, das man
aus C erhilt, wenn man die von (0, 1) und Punkten der X-Achse be-
grenzten Strecken statt auf der X-Achse in Punkten der Geraden
y = |7 enden lisst, soist C = lim C;, KO(C,, ) = 2n + 2, KO(C, «)
=4n+ 1.

Fir die schw. PO gilt ein entsprechender Satz nur, wenn C beschrinkt
ist, « kompakt ist und einem Trennungsaxiom geniigt, das noch mehr
fordert als Axiom Vla in dem Teil 2.3, aber von den Hyperebenen des
P, und E, erfallt wird (Haupt [25]).

2.6. Den Grundraum R schlicht iiberdeckende O.Ch. Besonders
iibersichtliche Verhiltnisse bekommt man, wenn « ein den Grundraum
R schlicht tiberdeckendes System von O. Ch. ist wie z.B. wenn « ein
Biischel paralleler Hyperebenen des E,, 1st.Im Fall schlicht tiberdeckender
0. Ch. gibt es zu jedem Punkt x € R genau eine O. Ch. K € k mit x € K.
Das Trennungsaxiom ist dann nur noch fir je zwei Punkte x € K und
» ¢ K gultig.

Hat das Kontinuum C beziiglich éines schlicht iberdeckenden «
endliche KO bzw. PO, so ist C abgeschlossene Hiille einer Vereinigung
von abzihlbar vielen Teilkontinuen C; bzw. einfachen Bogen B; mit
KO(C; , k) = 1 bzw. PO(B;, k) = | (Haupt [3], Haupt und Kiinneth [1]).
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2.7. Reduktionssatz. Ein wichtiger, viel verwendeter Satz ist der
sogenannte Reduktionssatz. Er sei hier unter vereinfachten, aber in
vielen Fillen—wie bei einfachen Bogen und Kurven—zutreffenden
Voraussetzungen gebracht.

Voraussetzung. (1) C sei ein eindimensionales Kontinuum im R,
(n = 2), das hochstens zwei Endpunkte im Sinn der Mengerschen
Kurventheorie enthilt. (2) Das System « der O. Ch. erfiille die Axiome I
bis VI in dem Teil 1.1. (3) Es sei PO(C, «) endlich und PO(C, K) = m
fir ein K € «.

Behauptung. Es gibt in beliebig kleiner Umgebung von K eine in «
offene Menge u, sodass C n K’ fir jedes K'eu nur Schnittpunkte
enthalt und zwar mindestens m. .

Enthilt C mehr als zwei Endpunkte, so gilt dieser Satz nicht mehr,
wie das Beispiel in dem Teil 2.2. zeigt, wenn K die X-Achse ist.

Damit der Reduktionssatz auch giiltig bleibt, wenn C mehr als zwei
Endpunkte enthilt oder wenn die PO durch die KO ersetzt wird, miissen
noch zusitzliche Voraussetzungen beziiglich der in K n C liegenden
Endpunkte bzw. Stiitzkomponenten gemacht werden, auf die hier nicht
eingegangen werden soll (Haupt [22]).

3. Parameterkurven in R,

Allgemein werde unter einer Parameterkurve (continuous curve)
C ein eindeutiges stetiges Bild p(#) der Einheitsstrecke [ (0 <t < 1)
in R,(n > 2) verstanden. Wenn wir weiterhin speziell von einer ,,Kurve*
sprechen, setzen wir immer voraus, dass p(0) = p(1); andernfalls
sprechen wir von einem ,,Bogen.” Wir wollen hier noch die Zusatz-
forderung F stellen, dass das Bild keines Intervalls von J einpunktig sein
soll.

Dem Parameter ¢ = #(]) entspricht die ,,Stelle* ¢t = #(C) in C. Der
Bildpunkt p = p(#) heisst ,, Triger’ der Stelle #(C). Ist p Triger von m
verschiedenen Stellen, also p = p(¢,) = - - - = p(¢,), so heisst p
m-facher Punkt von C, doch bedeutet t = 0 und ¢t = 1 in einer Kurve
dieselbe Stelle, es ist dann also p(0) = p(1) einfacher Punkt in C.

Die Orientierung von [ iibertragt sich auf C. Die Stelle ¢, liegt vor
bzw. hinter der Stelle ¢, auf C, wenn ¢, < #, bzw. t; > ¢, .

Grundgebilde sei nun eine Parameterkurve C (Kurve oder Bogen)
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in R, , « sei die Menge der Hyperebenen in R, . Es werde vorliufig
immer vorausgesetzt, dass PO(C, ) endlich. Es ist daher kein Teilbogen
von C in einer Hyperebene enthalten, insonderheit ist der Rang R(C)
= n. Entsprechend der Punktordnung PO erhilt man die ,,Stellen-
ordnung’* StO. Es ist StO(C, K) = m, wenn es m Stellen ¢,, ¢,, ...,
t, in C gibt derart, dass p(t,)e Cn K (1 <i < m), und StO(C, «)
= m, wenn m = max[StO(C, K), K € «]. C hat StO m in der Stelle ¢,
wenn m = min StO(U, «) fiir alle Umgebungen U der Stelle ¢ auf C.

Der Einfachheit wegen schreiben wir weiterhin PO(C) statt PO(C, «)
und StO(C) statt StO(C, «).

Ist CC R, und StO(C) = m, soist m > n wegen R(C) = n,ist m=n
bzw. m = n + ¢(1 < ¢ < n), so enthilt C keine bzw. hochstens ¢
mehrfache Punkte. Dies gilt nicht mehr fiir ¢ > n; denn ist C ein doppelt
durchlaufener Konvexbogen in E,, so ist StO(C) = 4, also g = n = 2
und jeder Punkt ausser den beiden Endpunkten des Trigers von C
zweifacher Punkt.

Wegen der Zusatzforderung F gibt es zu jeder Stelle ¢, auf C vordere
und hintere Umgebungen U von t, auf C derart, dass die Triger aller
Stellen von U (ausser ¢,) von p(?,) verschieden sind. Dabei besteht eine
vordere bzw. hintere Umgebung der Stelle ¢, auf C aus den Stellen ¢
von C mit ¢; <t < t, bzw. t; <<t < t, bei gegebenem t; < ¢, < ¢, .

3.1. Tangentialebenen und Tangentialhalbebenen. Die vordere und
hintere O-Tangentialebene vT(¢,) und ATy(t,) bzw. O-Tangential-
halbebene vThy(ty) und AThy(t,) an C in der Stelle 2, ist p(¢,). Wir
definieren weiter durch Induktion. Ist ¥T(¢,) schon erklirt fiir 0 < ¢
<k, so sei die vordere k-Tangentialebene vT(t,) in £, an C gleich
lim,,, L[vT_y(t) v {p(2)}], falls dieser Limes existiert, wobei ¢ < ¢,.
Entsprechend wird fiir ¢ > ¢, die hintere k-Tangentialebene AT (t,) in
to an C erklart als lim,, L[AT;_(2,) v {p(t)}]

In E, oder in P, — H® = RO, wobei H® cine zu p(to) fremde Hyper-
ebene ist, sei vHA(t) bzw. hH,(t) die von oT,_4(t,) bzw. AT, _(t,)
begrenzte Halbebene, welche p(t) enthilt, wobei t < t, bzw. t > ¢, .

Falls folgende Limiten existieren, sei fir ¢ < ¢ lim,,, vH(?)
= vTh(t,) die vordere k- Tangentlalhalbebene in der Stelle ¢, an C, und
fir t > ¢, k= O(mod 2), sei lim,, hH(t) = hThyt,) die hintere
k-Tangentialhalbebene in ¢, an C; ist k=1 (mod 2), so wird die zu
lim,,, hH,(f) komplementire k-Halbebene mit hTh;(t,) bezeichnet.

Fallen vordere und hintere k-Tangentialebene zusammen, so bezeich-
nen wir auch vT(t,) = hT,(t,) als k-Tangentialebene T,(t,) in t, an C.
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Eine 1-Tangentialebene wird auch als Tangente, eine (n — 1)-
Tangentialebene als Tangentialhyperebene bezeichnet.

Existiert die k-Tangentialebene in der Stelle £ von C fir &k = 0, 1,
..., # — 1, so heisst C in ¢ oder auch die Stelle ¢ selbst ,,differenzierbar.*
Ist auch vTh,(t) = hTh(t) fir k=0, 1,...,n — 1, so heisst C in ¢
oder auch ¢ selbst ,,gewohnlich differenzierbar. Eine Kurve oder ein
Bogen C heisst (gewohnlich) differenzierbar, wenn dies fiir jede Stelle
von C zutrifft.

Beispiel. Eine ebene algebraische Kurve 3. Ordnung ist in einer Spitze
differenzierbar, indes nicht, gewéhnlich differenzierbar, wohl aber in
einem Wendepunkt.

3.2. k-Schmiegebenen. Unter einer k-dimensionalen Paratingente
oder k-Schmiegebene S,(f)) an C in der Stelle £, (0 <k <n — 1)
wird verstanden jeder Limes einer Folge von k-Ebene L, (i = 1, 2, ...),
die Triger sind von (mindestens) & 4 | Stellen ¢’ von C mit ¢} — ¢,
(p=1, 2, .., &+ 1). Unter einer vorderen k-Schmieghalbebene
vSh(ty) (1 < k < n)an C in der Stelle ¢, wird jeder Limes von offenen
k-Halbebenen LA,* verstanden, die begrenzt werden von einer (k — 1)-
Ebene, die Triger ist von k Stellen ¢, ¢, ..., t,* von C, und die einen
weiteren Punkt p(t;,,) € C enthalten, wobei #;,, < ¢, (1 <p < k) und
ti—>ty(p =1,2,..,k+1). Entsprechend wird eine hintere k-
Schmieghalbebene in #, an C erklirt, wobei nur #,, > ¢, (1 <p < k)
und im Fall & = 1(mod 2) die Komplementir-k-Halbebene zu der
Limes-k-Halbebene zu nehmen ist.

Es gilt folgender.

SATZ. Ist U bzw. U’ eine vordere bzw. hintere Umgebung der Stelle
t eines Bogens B in P, mit StO(U) = StO(U’) = n, ist der Trager von
Uv U’ v {iB)} ein einfacher Bogen, ist ferner B in t differenzierbar;
vThi(t) = hTh(t) fir 0 <k <r < n, dagegen vTh(t) komplementir
zu hTh(t), so ist vTh(t) fiir jedes k mit 0 < k < r die einzige vordere
und hintere k-Schmieghalbebene in t an B und daher auch T (t) die einzige
k-Schmiegebene in t an B, wdhrend es fiir jedes R mit r <k <n— 1
unendlich viele k-Schmieg(halb)ebenen in t an B gibt. Es gibt also genau
dann eine einzige k-Schmiegebene in t an B fiir jedes k = 0, 1, ...n — 1,
wenn B in t gewdhnlich differenzierbar ist (Sauter [1]).

3.3. Zentralprojektion der Parameterkurven. Die Zentralprojektion
ist ein wichtiges, viel verwendetes Hilfsmittel fiir Induktionsbeweise.
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Es sei B ein Bogen in P,(n >> 2) und ¢, eine Stelle von B, in der vTh(t,)
= hThy(t,) und p(¢,) = p, ein einfacher Punkt ist.

Hier p — f(p) = p’ sei die Abbildung der Punkte p von P, — {p,} in
eine zu p, fremde Hyperebene H durch Zentralprojektion aus p,.
H sei so angenommen, dass H # H° (in dem Teil 3.1.) und vTh,(2,)
N H #£ e.

Ist L, eine k-Ebene in P, und p, ¢ L, bzw. poeL, , so st f(L,) eine
k-Ebene bzw. (k — 1)-Ebene in H(0 <<k < n — 1). Setzt man noch
f(po) = vThy(t,) " H = p,’, so erhilt man als Projektion f(B) von B
in H eine (stetige) Parameterkurve B’ in H. Jeder Stelle t = ¢(B) von B
entspricht eindeutig die Stelle ¢t = #(B") in B’. Ist StO(B) = m, so ist
StO(B', k') < m — 1, wobei «’ die Menge der (n — 2)-Ebenen in H ist.
Die k-Tangentialebenen, vorderen und hinteren Tangentialebenen und
Tangentialhalbebenen an B’ in der Stelle #(B’) werden bezeichnet mit
T.(t), oT,/(¢) usw. (0 <k <n — 1)

Existiert ©T,(t) und ist p, ¢ ©T,(2), so ist vT,'(t) = f[vT,(1)] (0 < &
< n — 2). Entsprechendes gilt fir AT)(z), fir vThi(t) und ATh(t).
Ist p,e vT,(t) — also insbesondere fir ©T(t,) — so ist T, ,(t) =
oT(t)y " H(1 <k <n—1). Entsprechendes gilt fir AT,(¢) und
vTh(t), es gilt auch, wenn ¢ = ¢, fur ATh(t), da B in t, keine Spitze
hat. Dagegen ist, wenn ¢t # t,, hTh,_,(t) die zu hTh,(t) » H komple-
mentire (k — 1)-Halbebene in H2 <k <n — 1).

Umgekehrt folgt aus der Existenz der k-Tangentialebenen und
k-Tangentialhalbebenen an B’ in p’ die Existenz der (¢ + 1)-Tangential-
ebenen und Tangentialhalbebenen in p, an B(l <k < n — 1). Aus
der (gewohnlichen) Differenzierbarkeit von B in der Stelle £(B) folgt
die (gewohnliche) Differenzierbarkeit von B’ in der Stelle t(B’) und
umgekehrt (Sauter [I]).

3.4. Bogen und Kurven mit StOnund n 4+ 1inR, . Bogen und Kurven
von StO n in R, sind einfach, Bei einfachen Bogen und Kurven ist
die StO gleich der PO. Eine Unterscheidung zwischen der Stelle und
dem Punkt, dem Triger der Stelle, ist in diesem Fall ohne Bedeutung.

3.4.1. Durch Zentralprojektion kann man mittels Induktion folgende
Satze fir den R, (n > 2) beweisen (Sauter [1]).

SATZ 1. Ist die Stelle t des Bogens B wvon endlicher StO, so existiert
in t an B die vordere und hintere k-Tangentialhalbebene fiir k = 0, 1,
e M
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SATZ 2. Die k-Schmieghalbebenen und k-Schmiegebenen (0 < k
<n — 1) der Bogen B von StO(B) = n in P, sind einseitig stetig,
dh.: Ist te B, U bsw. U' eine vordere bzw. hintere Umgebung won t
auf B, ist ferner t' € U — {t} und Shi(t') eine vordere oder hintere k-
Schmieghalbebene in t' an U(l < k < n), so existiert lim Shy(t') fiir
t' — t und ist gleich vThy(t). Entsprechendes gilt fir U' und hTh(t).

SATZ 3. Ein einfacher Bogen B in R, hat in einem differenzierbaren
Punkt p € B genau dann die PO n, wenn er gewohnlich differenzierbar ist,
wenn vTh,(p) = hTh,(p) und wenn eine vordere und hintere Umgebung
von p auf B die PO n besitzt.

SATZ 4. Ist B ein einfacher Bogen mit PO(B) = n, ist B in p gewihnlich
differenzierbar und enthdlt die Tangentialhypercbene in p an B einen
Punkt p' € B, p' £ p, so sind p und p’ die Endpunkte von B.

SATZ 5. Ist PO(B) = n, so ist B beschrinkt, wenn B entweder ein
Bogen ist oder wenn B Kurve und n = 0 (mod 2) ist.

SATZ 6. Hat der Bogen B in der gewihnlich differenzierbaren Stelle
t die StOn, so wird B in p(t) von T,_,(t) gestiitzt oder geschnitten, je
nachdem ob n gerade oder ungerade ist, und zwar ist T, ,(t) die einzige
T,_o(t) enthaltende Hyperebene die B in p(t) stiitzt bzw. schneidet.

SATZ 7. Jeder Bogen B mit StO(B) = n ist mit Ausnahme wvon
abzéihlbar vielen Stellen in jeder Stelle gewdhnlich differenzierbar.

3.4.2. Weitere fiir die Kurven mit PO n charakteristische Sitze
sind:

SATZ 1. Eine einfache gewohnlich differenzierbare Kurve C in R, hat
die PO n, wenn sie in jedem Punkt die PO n hat und wenn jede (n — 2)-
Ebene H hichstens n — | Punkte mit C gemein hat, wobei der Punkt
peHn C (k+ 1)-fach zdhit, wenn H k-Schmiegebene in p an C ist
(Hjelmslev [1], Haupt [19]).

SATZ 2. Ist PO(C) = n,so liegt C auf dem Rand seiner konvexen
Hiille, d.h. auf dem Rand des Durchschnitts aller C enthaltenden abge-
schlossenen Halbraume. Im Fall n = 0 (mod 2) ist Satz 2) ein Spezialfall
des allgemeineren Satzes: Ist B beschrinkter Bogen in E, mit StO(B)
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= 2k >n > 2, so liegen die Triger aller Stellen t auf B, in denen B
die StO 2k hat, auf dem Rand der konvexen Hiille H(B) von B. Liegt der
Teilbogen B' von B im Innern von H(B), so ist StO(B’) < 2k (Haupt [2]).

SATZ 3. Jeder Punkt der komvexen Hiille eines Bogens oder einer
Kurve C von PO n in E, gehort einem i-dimensionalen Simplex an, dessen
i + 1| Eckpunkte auf C liegen, wenn n = 2i bzw. n = 20 + 1 ist. Differen-
zierbarkeit von C wird hier nicht vorausgesetzt (Derry [2]).

SATZ 4. C sei eine differenzierbare Kurve in R, mit PO(C) = n.
Jeder Punkt einer Geraden L in R, liegt genau dann auf n verschiedenen
Tangentialhyperebenen an C bei geeigneter Vielfachheitszdhlung fiir
Punkte und Hyperebenen, wenn jede L enthaltende Hyperebene weniger
als n Punkte mit C gemein hat. Die Menge aller Hyperebenen, die mindestens
eine solche Gerade L enthalten, ist gleich der Menge aller Hyperebenen,
die hochstens n — 1 Punkte von C enthalten (Derry [1]).

SATZ 5. Ist B ein Polygon in P, mit schw. PO(B) = n und ist Q eine
beliebige (n — 2)-Ebene in P, , so wird Q von hichstens 2n — 2 etndimen-
sionalen Paratingenten von B getroffen (Derry [3]).

Jede Kurve (Bogen) in P, von StO n + 1 ist Vereinigung von hoch-
stens g(n) paarweise bis auf Endpunkte fremden einfachen Bogen von
StO n. Dabei ist g(n) eine nur von n abhingige endliche Zahl (Haupt [5]).

3.5. Konvexe und streng konvexe Bogen und Kurven. Ein
beschrinkter einfacher Bogen (Kurve) B in R, heisse ,konvex,*
wenn schw. PO(B) = n. Eine geordnete Punktmenge {p;} in E, heisse

,,monoton,* wenn alle Simplizes p; p; pi” fiir linear unabhanglge
Punkte Pi 1 Diyy oo Piy,, it Py <Py < U< Pi,, gleich orientiert
sind.

Uber den Zusammenhang zwischen ,,konvex‘‘ und ,,monoton‘ geben

folgende Sitze Auskunft (Hjelmslev [1], Kiinneth [3]).

SATZ 1. Ist B ein orientierter konvexer Bogen in E, , so bilden die
im Sinn der Orientierung von B geordneten Punkte von B eine monotone
Punktmenge.

SATZ 2. Fiir p,€ B[B wie in Satz 1] sei T'(p;) die zu vThy(p;)
parallele, von einem beliebigen festen Punkt g ausgehende Halbgerade, p,’
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der Schnittpunkt von T'(p,) mit einer zu q fremden Hyperebene H. Es
set p' < p/, wenn p; < p;. Dann gibt es zu jedem p, ein p,’ < p,
derart, dass die Punktmenge {p,'} mit p,’ < p,’ < p, monoton ist.

Der Bogen B in R, heisst (nach Haupt [26]) ,,im strengen Sinn frei
von n-Sekanten*’ oder (nach Barner [1]) ,,streng konvex“, wenn es zu
beliebigen # — | Punkten von B eine Hyperebene gibt, die nur diese
Punkte mit B gemein hat.

Hat eine Hyperebene H die Punkte p,, p,, ..., P (n < m < )
mit dem streng konvexen Bogen B gemein und ist p, < p, < -+ < p,,
gemiss einer Orientierung von B, so ist das Polygon IT = p,p, - - - p,.
konvex, d. h. schw. PO(II) = n — 1 (Fabricius-Bjerre [2]).

3.6. Vereinigung und Erweiterung von Bogen (Sauter [1]). Es sei
B ein einfacher Bogen in P, von endlicher PO und es seien U und U’
eine vordere und hintere Umgebung des gewohnlich differenzierbaren
Punktes p = p(t) € B mit PO(U) = PO(U’) = nund (Uv U’ — {p}) n
T, 1(t) = o. Bei gegebenem U kann dann U’ so gewihlt werden, dass
die PO von U v U’ und damit auch von p-entweder n oder n 4 1 ist,
und zwar gleich n, wenn vTh,(¢t) = hTh,(t), andernfalls gleich n 4 1.

Es seien nun B’ und B” Bogen in P, mit PO(B’) = PO(B") = n.
B’ und B’ sollen ausser einem oder den beiden Endpunkten keine
gemeinsamen Punkte haben. Es ist also entweder B’ n B” = {p},
dann ist B = B’ U B” ein einfacher Bogen, oder B'n B = {p} v {¢},
dann ist B eine einfache Kurve. Ferner soll B in p bzw. in p und g¢
gewdhnlich differenzierbar sein. Es ist PO(B) = n genau dann, wenn (1)
die Projektion f(B) von B aus p in eine zu p fremde Hyperebene ein
Bogen bzw. eine Kurve von PO n — 1 und f(B) ein eineindeutiges Bild
von B ist, und (2) wenn ovTh,(p) = hTh,(p) bzw. auch vTh,(q) =
hTh,(g).

Wenn B ¢ine Kurve ist, kann man die Bedingungen (1) und (2) und
die Bedingung, dass B’ n B” nur die Punkte p und ¢ enthalten soll,
durch die sog. ,,Fremdheitsbedingung*‘ ersetzen. Es folgt aus ihr sowohl,
dass B einfache Kurve ist, wie PO(B) = n, folglich vTh,(p) = hTh,(p),
©Thy(g) = hTh,(q).

Die Fremdheitsbedingung sagt aus: Ty (p)n T,_,_,(¢) = @ fir
k=201, ..,n—1.

Jeder Bogen B in P, mit PO(B) = nlasst sich zu einer Kurve von PO n
erweitern, wenn die Endpunkte von B der Fremdheitsbedingung
geniigen; das bedeutet z.B., dass ein Bogen B in P, mit PO(B) = 2 sich

genau dann zu einer Kurve C mit PO(C) = 2 erweitern lisst, wenn kein
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Endpunkt von B auf der Tangente an B im andern Endpunkt liegt
(Sauter [1]).

3.7. Singulire Punkte. Ein Punkt, in dem ein einfacher Bogen B
in E, die PO n hat, heisst ,,regulir,” ist die PO in p € B grosser als =,
so heisst p ,,singular*’ (beziiglich «). Es heisst p ,,elementarer’* Punkt,
wenn eine vordere und hintere Umgebung von p auf B die PO n besitzt.
Es hat dann B in p hochstens die PO 2n. Jeder Punkt der PO(n + 1)
ist elementar (Haupt [8]).

Wir fiihren nun in dem orientierten Bogen B ein ,,vorderes Schmieg-
koordinatensystem‘‘ (abgekiirzt SK.S) in p an B ein. Koordinatenursprung
sei p und vThy(p) sei die positive X;-Achse. Die positive X,-Achse
(1 <k < n) werde mit X, *, die negative mit X,~ bezeichnet. Es sei
X ¢ vTy(p) und X, * CoTh(p). Es ist also

vT(p) = L(oTi,(p) v X)) = L(X, U X, v ..U X)).

Innerhalb dieser Festsetzungen bleibt die Wahl der Koordinatenachsen
willkiirlich. Entsprechend erhélt man ein hinteres SKS in p an B:
Y,,Y,, .., Y,, wenn man 9T} durch AT}, und vTh, durch ATh, ersetzt.
Dabei sei im Gegensatz zu fritheren Festsetzungen (in dem Teil 3.1.)
auch im Fall & = 1 (mod 2) unter ATh,(p) verstanden: lim L(AT,_,(p) v
{p'}), wobei p’ einer hinteren Umgebung von p auf B angehort. Es ist
also YV, * ChTh(p) (1 <k < n).

Man kann das vordere und hintere SKS so wihlen, dass die Achsen
des vorderen SKS mit den Achsen des hinteren SK.S zusammenfallen,
X, =Y, (1 <1, <n), wobei im allgemeinen k # 1, . Ein solches
SKS heisse ein ,,vermittelndes SKS.* Je nach der Zuordnung der
Achsen des vorderen zu denen des hinteren SKS erhilt man n! ver-
schiedene Typen der elementaren Punkte. Unterscheidet man noch, ob
die Halbachse X,* mit der Halbachse Y{ oder Y; zusammenfllt, so
erhilt man 2" - n! Typen. Diese konnen gekennzeichnet werden durch
Permutationen II, der mit Vorzeichen versehenen Zahlen von 1 bis #.

Fir die differenzierbaren Punkte ist X, = Y, fur k=1, 2, ..., n
und fir gewohnlich differenzierbare Punkte X+ = Y, * bzw. X,*
=Y, (k=1,2,..,n—1), wenn k=0 bzw. 2 =1 (mod2). Man
erhilt demnach 2" verschiedene Typen differenzierbarer und zwei
Typen gewohnlich differenzierbarer Punkte, nimlich mit X,* = VY ,*
oder X,* = Y,~. Der Typ eines differenzierbaren Punktes kann ge-
kennzeichnet werden durch (§,, 3, , ..., 3,), wobeidy = lund 8, = + 1
bzw. §, = —1(1 <v < n), wenn X, = ¥V,* bzw. X,* = Y,".
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Falls p € B elementar und differenzierbar ist, so hat Bin p mindestens
die PO n + m, wenn in (&, &;, ..., 8,) n — m Vorzeichenwechsel
vorkommen. Auch im allgemeinen Fall eines elementaren Punktes p
lasst sich aus der signierten Permutation 77, des vermittelnden SKS
eine untere Schranke fiir die PO von p bestimmen (Denk und Haupt [1]).

Jede gewohnlich differenzierbare elementare Stelle eines Bogens in
R, hat die StO n oder n 4+ 1 (Sauter [1]).

In R, bzw. R; konnen singulire Punkte jeder PO m auftreten fiir
m >2 bzw. m > 3 (Haupt [9, 10]).

Folgende Sitze geben Aufschluss iiber die Existenz singulirer Punkte
und iber untere Schranken ihrer Anzahl bei streng konvexen Bogen
und Kurven in R, mit Rang n (Haupt [26]).

SATZ 1. Ist B ein einfacher Bogen mit Anfangspunkt a und einre
(n — 1)-Schmiegebene S, _y(a) in a an B mit (B — {a}) N S,_,(a) # o,
so enthdlt B (mindestens) einen singuldren Punkt.

SATZ 2. Ist PO(C) = m + (1 > 1), so hat C mindestens ¢ bzw.
i + 1 stnguldire Punkte, wenn C Bogen bzw. Kurve ist.

SATZ 3. Sind p, , py, ..., D,. gewohnlich differenzierbare Punkte in C
und existiert g€ T, _i(p.), ¢ & pu, fiir w = 1,2, ..., m, so besitzt C
mindestens m bzw. m -+ | von q verschiedene singulire Punkte, wenn C
Bogen bzw. Kurve ist. Diese liegen in einem kleinsten offenen Teilbogen
von C, dessen abgeschlossene Hiille p, , ps , ..., p,, und q enthdlt.

SATZ 4. Ist C gewohnlich differenzierbar, so enthdilt C entweder
unendlich viele singuldre Punkte oder C ist stiikweise von der POn,
also PO(C) = m beschrinkt; jeder singulire Punkt, soweit vorhanden,
hat die PO(n + 1), und es sind mindestens m — n bzw. m singuldre Punkte
in C, wenn C Bogen bzw. Kurve ist. Wenn C Kurve ist, dannistm=n + |
(mod 2), alsom > n + 1.

Alle in diesen Sitzen angegebenen Schranken sind (wenigstens)
fir n = 2 genau.

SATZ 5. Ist C eine gewdhnlich differenzierbare Kurve, so sind folgende
Aussagen gleichwertig: (a) C besitzt genau n -+ 1 singuldre Punkte. (b) C
hat die POn + 1.

3.8. Kurven von PO 4 in P,. Uber die gestaltlichen Verhiltnisse
der einfachen gewdhnlich differenzierbaren Kurven C, von PO 4 in P
lassen sich ziemlich genaue Angaben machen (Scherk [2]).
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Ein Punkt p € C, soll dabei als gemeinsamer Punkt von C, mit einer
Ebene H vierfach bzw. dreifach bzw. zweifach gezihlt werden, wenn H
Schmiegebene in p an Cy ist und C, in p die PO 4 bzw. 3 hat, bzw. H
die Tangente in p an C, enthalt ohne Schmiegebene zu sein. Es scheidet
damit die Moglichkeit aus, dass eine Ebene zugleich Schmiegebene in
zwei verschiedenen Punkten von C, ist oder Schmiegebene in einem
Punkt mit der PO 4 und zugleich tangierende Ebene in einem anderen
Punkt.

Bei den Teilbogen einer orientierten C, kann man von einem positiven
und negativen Schraubsinn sprechen, der sich in den Punkten mit PO 4
dndert. Die beschriankte Zahl der singuliren Punkte (mit PO 4) ist daher
gerade.

Ist C, nicht beschrinkt, so enthilt C, keinen singuliren Punkt, ist
C, beschrinkt und liegt C, ganz auf dem Rand seiner konvexen Hiille
H(C,), dann gibt es keine Trisekanten von C, und vier singulire Punkte;
durch jeden Punkt p € C, gehen drei Schmiegebenen an C, (ausser der
Schmiegebene in p).

Verlduft genau ein, bzw. verlaufen zwei Teilbogen B; von C, im
Innern von H(C,), dann gibt es eine bzw. zwei getrennte stetige Scharen
von Trisekanten durch die Punkte von B; und zwei bzw. keine singuliren
Punkte. Die singuliren Punkte liegen immer auf dem Rand von H(C),)
(in dem Teil 3.4.2, Satz 2). Ist p Randpunkt von H(C,) und liegt eine
einseitige Umgebung von p auf Cy im Innern von H(C,), geht also C,
in p vom Rand ins Innere von H(C,) iiber, so wird C, von der Tangente
in p in noch einem weiteren Punkt getroffen.

Zum Beweis benutzt man stetige Punktkorrespondenzen auf C,.
Da ist einmal die Schmiegebenen-Abbildung o(p), die jedem pe C,
den eindeutig bestimmten Punkt o(p) zuordnet, in dem C, von der
Schmiegebene in p (ausser in p) geschnitten wird. Fixpunkte dieser
Abbildung sind die singuliren Punkte. Bei der Abbildung #(p) entspricht
bei gegebenem festen ¢ € C, dem Punkt p € C, der Punkt r(p), in dem
C, von der Ebene durch ¢ und die Tangente in p geschnitten wird.
Fixpunkte sind die Punkte p, fiir die die Schmiegebene in p durch g geht.

3.9. Dualisierbare Parameterkurven (Kiinneth [2]). Bei einer duali-
sierbaren Parameterkurve in R, existieren in jeder Stelle ¢ die k-Tangen-
tialebenen T(f) (0 < k& <\ #) und bilden stetige Scharen. Sitze iber
dualisierbare Kurven bleiben richtig bei ,,Dualisierung,” d.h. bei
Vertauschung von Vereinigung und Durchschnitt und von 7,(t) mit
T, ;—4(t). Dabei beziehen sich ,,Vereinigung* und ,,Durchschnitt*
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auf den Verband der linearen Unterrdume R, (—1! < i < n) von R, ,
wobei unter dem Durchschnitt R; A R, bzw. der Vereinigung R;v R,
(—1 < i, k < n) verstanden wird R, 0 R, bzw. L(R; v R}.).

T, sei die Menge aller mit T inzidenten R; und (7%)” sei die Menge
derjenigen R,, die mit einem R; aus T’ inzident sind. Ferner sei mit
T0v T, bzw. TP~ A T% ! die Menge aller Ry’ v Ry’ bzw. R, _; AR,_,
bezeichnet, fiir die R,” bzw. R,_; mit T, und Ry bzw. R),_; mit T,
inzident ist.

Durch die Schar der k-Tangentialebenen fir beliebig vorgegebenes
k(0 <k <n—1) sind die Scharen der Tangentialebenen fiir jedes

=0, 1, ..., n — | eindeutig bestimmt vermége folgender Grundrela-
tionen:

R n [lt}g} To(t)v T, )] = Systemaller T}, (£) A [T, %))

fir max(0,k+m+ 1 —n) <v < min(k, m)
und dual dazu

Ri-2 [l:"_l}z Tr-Y(t) A Tr-Yt,)] = System aller T2 | () n[T*Y(2)]"2

E+m—1—y

fir max(k, m) <v < min(n — 1,k + m).

(R, bzw. R?-2 ist die Menge aller Geraden bzw. (n — 2)-Ebenen in R,,.)

Der Durchschnitt einer (n — m)-Ebene R,_, (0 < m <n — 1) mit
den k-Tangentialebenen T(t) (m < k < n — 1) einer dualisierbaren
Kurve (Bogen) C in R, bildet, wenn R,_,, fremd ist zu T, ,(¢) fiir alle
Stellen ¢ von C, wieder eine dualisierbare Kurve (Bogen) C’, die ,,Spur**
von C in R,_,,, wobei R,_, n T,(t) die (k — m)-Tangentialebene an
C'inR,_,nT,() = p(2) ist.

Die Stelle ¢ von C heisst ,,m-dimensionale Riickkehrstelle von C
wenn C’ in p’(t) eine Spitze hat. Eine Spitze in C ist 0-dimensionale
Riickkehrstelle von C. Die nicht elementaren Singularititen in C sind
Hiufungsstellen von Riickkehrstellen. Fiir die elementaren Singularititen
gilt: Ist ¢ m-dimensionale Riickkehrstelle in C, so ist §,, = §,,,, bei der
Signatur (8, , 8, , ..., 8,) (in dem Teil 3.7.). Die Stelle ¢ in C hat genau
dann die StO#n + r, wenn C in ¢ fiir r Werte von (0 < k <n — 1)
k-dimensionale Riickkehrstelle ist.

Die Projektion einer dualisierbaren Kurve (Bogen) aus einer s-Ebene
R, in eine m-Ebene R,, ist wieder eine dualisierbare Kurve (Bogen), wenn
fir alle #:

R; A Tn—s—l(t) = ¢; [Rs v Tn—s—m—2(t)] AR, = ¢ und s+m<n.
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Eine dualisierbare Kurve ist abgeschlossene Hiille einer Vereinigung
von abzihlbar vielen konvexen Bogen.

Ein beschrinkter differenzierbarer Bogen C in E, von der PO n ist
dualisierbar und von n-ter Klasse, d.h. die Maximalanzahl der durch
einen Punkt von E, gehenden Tangentialhyperebenen an C ist 2
(Scherk [1]).

4. Kontinuen in R,

4.1, Kontinuen von relativ endlicher Ordnung. Fiir ein Kon-
tinuum C in E, von endlicher PO beziiglich der Hyperebenen eines
Hyperebenenbiischels B, dessen Biischelachse zu C fremd ist — man
spricht dann auch von relativer PO — gilt wie fiir alle R schlicht tiber-
deckende Systeme von O. Ch. (Teil 2.6.) der Satz, dass C abgeschlossene
Hulle einer Summe von hochstens abzihlbar vielen abgeschlossenen
Bogen B; mit PO(B;, B) = 1 ist, die paarweise hochstens Endpunkte
gemein haben. Die Endpunkte und die Punkte, in denen C mindestens
die PO 2 beziiglich 8 hat, liegen auf C nirgends dicht. C ist Summe von
endlich vielen Bogen B; mit PO(B;, B) = 1 genau dann, wenn PO(C, B)
endlich ist und C nur endlich viele Verzweigungspunkte und Stiitz-
punkte enthilt (Haupt [3]).

4.2, Paratingentenordnung. Die k-dimensionalen Paratingenten an
ein Kontinuum C in einem Punkt p € C werden ganz entsprechend
erklirt wie die in einer Stelle einer Parameterkurve (in dem Teil 3.2.)
als Limes von k-Ebenen L (i = 1,2,..), die m >k + 1 Punkte
?. (1 < p<m) von C enthalten mit p,? — p. Ein lokal zusammen-
hingendes Kontinuum C kann als Parameterkurve C’ aufgefasst werden.
Jede k-dimensionale Paratingente in einer Stelle t e C’ an C’ ist auch
k-dimensionale Paratingente im Punkt p(¢) an C, aber nicht umgekehrt.
Ist z.B. C’ eine gewohnlich differenzierbare Parameterkurve in P,
(n > 2), die in p = p(t;) = p(t,) einen Doppelpunkt hat, dann ist
T\(t,) bzw. Ty(t,) die einzige eindimensionale Paratingente in der Stelle
t, bzw. t, an C’, dagegen ist jede Gerade durch p in der von T(¢,) und
T\(t,) ausgespannten Ebene eine eindimensionale Paratingente an das
Kontinuum C, das Triger von C’ ist.

Das Kontinuum C in E,(n > 2) hat die ,,Paratingentenordnung® m
beziiglich eines Bischels 8 paralleler Hyperebenen, abgekiirzt ParO(C,B)
= m, wenn es genau m verschiedene eindimensionale Paratingenten
an C gibt, die in Hyperebenen von 8 enthalten sind. Dabei gelten die
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eindimensionale Paratingenten .S," und S;’ in denPunkten p’ bzw. p’ als
verschieden, wenn S;' # 8]’ oder p’ # p"". Enthilt Cn S, eine
Strecke s, so gilt s als ein (verlingerter) Punkt. C hat absolut die Paratin-
gentenordnung m [abgekiirzt ParO(C) = m], wenn m = max ParO(C, B)
firalleBinE, .

Ist ParO(C) endlich, so sind die Komponenten des Durchschnitts
von C mit jeder Hyperebene nur Punkte oder Strecken. Daher ist C
eine Strecke, wenn C in einer Hyperebene enthalten ist.

Ist ParO(C, B) = O fiir irgend ein B, so ist C ein einfacher Bogen.
Ist ParO(C) = m < n — 1 und 7 > 3, so ist C entweder eine Strecke
und m = 1 oder ein konvexer Bogen mit KO(C) = R(C) = n und
m = n — 1, der in jedem Punkt eine Tangente hat und dessen Teilbogen
B mit R(B) < n Strecken sind. Im Fall » = 2 kann C auch ein k-Bein
sein (3 < k < o), d.h. Vereinigung von k Strecken mit einem gemein-
samen Endpunkt (Haupt [21]).

4.3. Schwach ordnungsminimale Kontinuen. Ein Kontinuum C in
R, mit Rang R(C) = n und PO(C) = n bzw. schw. PO(C) = n heisst
ordnungsminimal bzw. schwach ordnungsminimal (abgekiirzt s.o.m.).
Ein ordnungsminimales Kontinuum ist einfacher Bogen oder einfache
Kurve. Fiir s.o.m. Kontinuen ist folgender Hilfssatz wichtig.

4.3.1. Hilfssatz. Voraussetzung 1. C,,C,,...,C, (m > 1) seien
Kontinuen oder Punkte in R,. Es sei C;,v C,u..vC, =D und
R(D) = n. Ausserdem seien in D 7 linear unabhingige Punkte p,,
Ps» - b, und in R, endlich viele Punkte ¢, , ¢;, ..., g, gegeben.

Es sei S = {p.,", O = {g,},"; dabei sei SN QO # 0.

Voraussetzung 2. Fiir jede v-Ebene R, (0 <v <n — 1), die einen
Punkt ¢, (1 < p <7) und v + | Punkte aus S enthilt, gilt: es gibt ein
C(l<i<mmitC;nR, #ound C;¢R,.

Behauptung. Es gibt eine Teilmenge S’ von S, die auch die leere
Menge sein kann, mit L(S’) nQ = @, und im Hyperebenenbiischel 8
mit der Achse L(S’)* in beliebig kleiner Umgebung der Hyperebene
L(S) eine in B offene Menge y C B von Hyperebenen H mit HN Q = o,
die 7 linear unabhingige Punkte mit D gemein haben. Ausserdem liegen
in y, wenn schw. PO(D) beschrinkt -ist, diejenigen Hyperebenen H’

* Das Hyperebenenbiischel § mit der Achse L(S’) ist erklirt als die Menge
aller mit L(S’) inzidenten Hyperebenen. Ist S’ = o, z.B. wenn § = Q, soist 8
die Menge aller Hyperebenen in R, .
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dicht, fiir die unter diesen # Punkten (mindestens) n — s’ Schnittpunkte
mit D — D nL(S’) enthalten sind, wobei s’ = R(S’) (Kinreth [4]).

Voraussetzung (2) ist immer erfiillt fiir Punkte ¢, (1 <p <) mit
g,€C; (1 i< m) und C; ¢ L(S), insbesondere also immer, wenn
m = 1, d.h. wenn D selbst ein Kontinuum ist.

Beispiel 1. C; und C, seien nicht in einer Ebene liegende Gerade
in Py; p,€Ci,py,03€Cy54,,¢,€Cy; py = ¢, . Es gibt im Ebenen-
biischel mit der Achse C, eine offene Menge von zu ¢, und ¢, fremden
Ebenen, die drei linear unabhingige Punkte von C; v C, enthalten,
aber nicht in der Menge R{? aller Ebenen von P; . Wire noch ein Punkt
g € C, gegeben, so wire Voraussetzung (2) nicht erfiillt.

Beispiel 2. Sind C,, C,, C; paarweise nicht in einer Ebene liegende
Gerade in Py; p, = ¢, C; (i = 1, 2, 3); ¢4, ..., ¢, beliebig, so gibt es
eine in R{? offene Menge von zu Q fremden Ebenen in beliebig kleiner
Umgebung von L(S), die drei linear unabhingige Punkte von
C, v Cy v C, enthalten.

4.3.3. Folgerungen aus dem Hilfssatz. (a) Ist C ein Kontinuum
in R, mit R(C) = n, so ist schw. PO(C) = n. (b) Jede Teilmenge eines
s.o.m. Kontinuums ist selbst s.0.m. (c) Jeder Verzweigungspunkt eines
s.o.m. Kontinuums C ist Zerlegungspunkt von C (Haupt [16]).

4.3.4. Es sei v Zerlegungspunkt eines Kontinuums C in R, und
C,, C,, ..., C,, seien die Komponenten von C — {v}. Eine Komponente
C; (1 < ¢ < m) heisse von erster bzw. von zweiter Art, wenn v End-
punkt bzw. innerer Punkt von C; ist. Wenn C s.o.m. ist, so ist v in C;
kein Verzweigungspunkt und es gibt eine Darstellung

C=UE,
p=1
von C, bezeichnet als ,elementare Zerlegung von C beziiglich v in
die ,,Elemente E,, wobei E, N E, = {v} (1 <p,p'<7;p #p') und
E, (1 < p < r) abgeschlossene Hiille einer oder mehrerer Komponenten
C;von C — {v}ist. Es ist

R(C) = 3 R(E,)

p=1
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Ist E, Vereinigung mehrerer Komponenten C;, E, = Cy,vCyu---
C;, (2 <k < m), so sind alle C,.v (v = 1,2, ..., k) Komponenten erster
Art und es ist, falls & > 3,

k
R(E,) =3, R(C,) — 1

»—1

Jedes s.o.m. Kontinuum C lisst sich daher darstellen als Vereinigung
von ,,Primelementen* P; mit R(C) = Z; R(P;). Ein Primelement ist
entweder ein einfacher Bogen oder eine einfache Kurve oder es sind,
falls P; einen Verzweigungspunkt v, enthilt, die Komponenten von
P; — {v,} alle von 1. Art und die Summe ihrer Ringe gleich dem um 1|
verminderten Rang von P;, d.h. bei einer elementaren Zerlegung von
P; beziiglich v, ist P; selbst das einzige Element.

Ein s.o.m. Kontinuum in R, hat hochstens n — 1 Verzweigungspunkte
und ldsst sich darstellen als Vereinigung von héchstens 2n — 3 einfachen

Bogen B, die paarweise hochstens Endpunkte gemein haben, mit

n+ 649
Y R(B) < ————

i

wobei 8 = + 1 bzw. 6 = 0 fiir pngerades bzw. gerades n. Alle diese
Schranken sind genau (Kiinneth [4]).

5. k-Ordnungscharakteristiken in R,

Wir betrachten nun Grundgebilde in der projektiven oder euklidischen
Ebene oder in einem einfach zusammenhingenden abgeschlossenen
Teilgebiet von E, , wobei « eine Menge von k-O.Ch. (in dem Teil 1.2.)
sei (Haupt [4], Mukhopadhyaya [1]).

Das ,,Stetigkeitsaxiom‘ werde folgendermassen prizisiert: Ist K € «
und sind x, , %, , ..., &;, irgend welche von den Grundpunkten verschie-
dene Punkte in K, dann existiert zu jedem ¢ > 0 ein § > 0O derart,
dass jedes K’'e «, das mit der 8-Umgebung von x; (1 = 1, 2, ..., k)
einen nicht leeren Durchschnitt hat, in der e-Umgebung von K liegt
und K in der e-Umgebung von K’ und dass es zu jedem Teilbogen T
von K mit den Endpunkten p und ¢ einen Teilbogen T” von K’ gibt,
der in der e-Umgebung von T liegt und dessen Endpunkte in der 6-
Umgebung von p bzw. g liegen.
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Sind %, , %, , ..., ¥, von den eventuellen Grundpunkten verschiedene
Punkte aus K e«, so bilden alle K'ex mit x,e X' (1 = 1,2, ..., r;
| < r < k) ein System «’ von (k — r) — O.Ch., das ausser den Grund-
punkten von « noch die Punkte x,, x,, ..., ¥, zu Grundpunkten hat.

Haben die # — O. Ch. K und K’ k — | Punkte (ausser den Grund-
punkten) gemein, so kénnen dies nur Schnittpunkte sein.

5.1. Einige grundlegende Sidtze (Haupt [4]). Ausser dem Reduk-
tionssatz (2.7.) sind hier vor allem folgende Sitze wichtig.

5.1.1. Monotoniesatz. Voraussetzung. Es se1 K € x eine k — O. Ch.,
B sei ein orientierter einfacher Bogen, K n B enthalte keine Grundpunkte
und nur Schnittpunkte, diese seien x,,%,,...,%,,, m >k + 1. Die
Numerierung entspreche sowohl der Orientierung von B wie einer
Orientierung von K.

Behauptung. Werden irgend k& — 1| Punkte x; (1 <1 < m) festgehal-
ten und wird einer der m — & 4 | iibrigen Punkte x; monoton auf B
bewegt, so bewegen sich alle Ubrigen, nicht festgehaltenen Punkte x;
monoton, und zwar bewegen sich irgend zwei dieser beweglichen x; im
gleichen oder entgegengesetzten Sinn auf B, je nachdem ob zwischen
thnen auf B eine ungerade oder gerade Anzahl beweglicher Punkte
x; liegt.

Beispiel. Es sei k = 4 und Kn B = {x;}/_, . Es werde x,, x,, x5
festgehalten und x, bewege sich monoton gegen x, nach x,’. Ist dann
K'nB={x}i, mit ' =x,,%x, =x,,% = x5 und x3 < <
Xy, SO st x; < X' <Xy, x; < X¢' < Xg, %, < ;. Die Bogen B(x,,
x3) und B(xg, x,) wachsen, B(x;, x) nimmt ab. In abnehmenden
Bogen konnen Stiitzpunkte und dann neue Schnittpunkte auftreten, in
wachsenden Bogen nicht, abnehmende Bogen kénnen sich auf einen
Punkt zusammenziehen und dann verschwinden.

Sind in « Grundpunkte vorhanden, so gilt der Monotoniesatz nur
dann, wenn der die Punkte x,, %, , ..., ,, enthaltende Teilbogen von
K hochstens solche Grundpunkte enthilt, die Schnittpunkte von B mit
K sind.

5.1.2. Man sagt, der einfache Grundbogen B liege ,,normal* zu K
bzw. «, wenn sich die Punkte des Durchschnitts K N B bzw. fiir jedes
K € « so numerieren lassen, wie es sowohl der Orientierung von B wie



128 HERMANN KUNNETH

der von K entspricht. Die Numerierung solcher Punkte soll weiterhin
immer der Orientierung von B entsprechen, also x;, < x,,, .

5.1.3. Kontraktionssatz. Wenn K € « eine £ — O. Ch. ist und der
einfache Bogen B normal zu « liegt, kann man aus jedem (k -~ 1)-
tupel x;, %y, ..., ¥1,; € B K durch stetige Bewegung der x; (1 <¢
< k + 1) auf B (und eventueller neuer, bei diesem Prozess auftretender
Schnittpunkte von B mit den betreffenden O. Ch.) eine O. Ch. K’ er-
halten mit x,", %, .., %, BN K’ und B(x,, x;.,) C B(x,, x,4,)
bei beliebig kleinem Durchmesser von B(x,’, %)

Ist d < %, < x,,; <d’ auf B und hat B(d, d’) ausser den Punkten
Xy, Xy, ..., X4, keine weiteren Punkte mit K gemein, so kann man
erreichen, dass B(x,’, x,,) von beliebig kleinem Durchmesser in
B(d, d') enthalten ist, B(d, x,') keinerd Punkt von B n K’ enthilt und
dass eine vordere Umgebung von x,” auf K’ auf der gleichen Seite von B
liegt, wie eine vordere Umgebung von x, auf K.

Der Kontraktionssatz wird verwendet zum Nachweis des Auftretens

von singulidren Punkten in B, in denen B beziiglich « eine grossere PO
als & hat.

5.1.4. Expansionssatz. Voraussetzung. Der einfache Bogen B liege
normal zu «. PO(B, «) =k + 1. Es set x,,%,,.., %, BnK,
%'y %, nk€BNK %, <x', mt K, K'ex,und z€B mit
2 <x.

Behauptung. Es existiert K" €« mit 2, y;,ys, ..., € BN K",
B(y1, y) C B(xy , %;,,) , wobei B(y, , y;) beliebig kleinen Durchmesser
hat. Es liegt eine vordere Umgebung von x, auf K auf derselben Seite von
B wie eine vordere Umbegung von y, auf K.

5.1.5. Eine einfach Beziehung zwischen KO und PO in gewissen
Fillen ist folgende. Ist « ein System von & — O. Ch., C eine Kurve
oder ein Bogen mit KO(C; k) = k, ist ferner K € x und KO(C, K) = &,
so ist auch PO(C, K) = k.

5.2. Singulire Punkte. Vier- und Zwei-Scheitelsatz. Es bedeutet
« hier immer ein System von & — O. Ch. in R, . Unter singuldren Punkten
eines Bogens oder einer Kurve C beziiglich «, auch als ,,k-Scheitel
bezeichnet, werden wieder alle Punkte verstanden, in denen die PO von
C grosser als & ist.
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5.2.1.

SATZ 1. Ist C ein einfacher Bogen oder eine einfache Kurve, die
normal zu « legt, mit PO(C, x) = m > ki + 1 (i = 1), so enthilt C
mindestens i bzw. i + 1 singuldre Punkte, wenn C Bogen bzw. Kurve ist
(Haupt [13]).

Diese untere Schranke ist, wenigstens fiir 2 = 3, genau. Denn wenn
z.B. « die Menge der Kreise und Geraden in E, ist, also & = 3, so gibt
es Kurven C, die in jedem Punkt eine Tangente besitzen, mit PO
(C, ) =4, i > 1, die nur zwei singulire Punkte (Scheitel) enthalten.
Man erhilt ein solches C auf folgende Weise.

T sei Teilbogen eines Ellipsenquadranten, ¢ der Schnittpunkt der
Tangenten in den Endpunkten von T; T sei ein inverses Bild von T
beziiglich ¢ als Inversionszentrum. Dann gibt es einen Teilbogen B
von T’ mit den Endpunkten a und e derart, dass die Tangenten an
T’ in a und e parallel sind. Es ist PO(T", «) = PO(T, «) = 3. Erginzt
man B durch den zu B beziiglich des Mittelpunkts der von @ und e
begrenzten Strecke zentralsymmetrischen Bogen B’, so ist C = Bu B’
eine Kurve mit nur zwei Scheiteln, nimlich in ¢ und e.

Satz 1 entspricht genau dem Satz 1 in dem Teil 3.7., wobei hier nur
an Stelle der strengen Konvexitit von C die normale Lage von C zu
« gefordert wird. Im Fall der Ebene folgt das eine aus dem andern,
wenn « die Menge der Geraden in R, .

5.2.2. (k —t)-Paratingenten. C sei einfacher Bogen oder einfache
Kurve und y,,y,, ..., y, sowie %, %5, ..., %, (0 <t <k — 1) seien
beliebige von den Grundpunkten fiir « verschiedene Punkte von C.
K, € « sei die durch diese £ Punkte bestimmte & — O. Ch. Die Menge
aller Kex mity, e K(r = 1,2, ..., t) ist ein System «’ von (k — ) —
O. Ch., das normal zu C liegt, wenn dies fiir « der Fallist. Esist y, Grund-
punkt von «' (7 = 1, 2, ..., t). Konvergieren nun die x; (f = 1, 2, ...,
k — t) bei festgehaltenem y. (r = 1,2, ...,,t) auf C gegen x€ C und
konvergiert dann K, topologisch gegen P,, so heisse P, eine (k — t)-
Paratingente in x an C.

5.2.3. C erfiillt die ,,Eindeutigkeitsbedingung fiir (¢ — t)-Paratingen-
ten‘‘ (abgekiirzt EP), wenn fiir beliebiges ¢t mit 0 <¢ <<k — 1 und
beliebig gewihlten Punkten y, , y,, ..., ¥, € C in jedem von den Grund-
punkten und den y, (r = 1, 2, ..., t) verschiedenen Punkt x € C genau

eine (k — t)-Paratingente P, existiert mit nirgends dichtem Durchschnitt
P,nC.
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SATZ 2. Ist EP fiir eine Kurve C erfiillt, liegt C normal zu « und
ist PO(C,x) =m >k + 1, so enthilt C mindestens m — k bzw. m
singuldre Punkte, wenn C Bogen bzw. Kurve ist. Ist m = k + 1, so
existieren hichstens k + 1 singuldre Punkte. Eine Kurve C, welche EP
erfilllt, hat also genau dann die PO(k + 1), wenn sie k + 1 singulire
Punkte enthalt (Haupt [13]).

Im Beispiel der Kurve in dem Teil 5.2.1. mit nur zwei Scheiteln ist
die 3-Paratingente in a und e nicht eindeutig.

5.2.4. Als wichtigste Anwendung von Satz 2 ergibt sich der ,,Vier-
scheitelsatz’ fir Ellipsen und allgemeiner fiir beliebige Jordankurven
mit stetiger, endlicher, von Null verschiedener Kriimmung, wobei «
die Menge der Kreise und Geraden in E, ist, also & = 3.

Ist C eine Jordankurve, die EP nicht erfiillt oder nicht normal zu «
liegt, so gilt bei # = 3 und PO(C, «) > 3 nur der ,,Zweischeitelsatz*,
der in C die Existenz von mindestens zwei Scheiteln nachweist. Es gibt
nimlich in C immer ein Viertupel von Schnittpunkten p,, p,, ps,
p3€ Cn K, wenn K € « und PO(C, K) > 3, sodass p; < p, < ps < p,
sowohlin Cwiein Kund C(p, , p,) ausser p, (i = 1, 2, 3, 4) keine weiteren
Punkte aus C n X enthilt. Durch Kontraktion der Punkten p, erhilt
man dann (mindestens) zwei Scheitel (Haupt [23]).

5.2.5. Eine obere Schranke fiir die Anzahl s der singuliren Punkte:
von C, wenn PO(C, «) = k + 1 und C normal zu « liegt, wird durch
folgende Sitze gegeben.

Ist R = | und PO(C, x) = 2, soist 1 < s < 2 (z.B. Konvexbogen C
und Geradenbiischel «). Ist # > 2 und sind 2z, und 2, singulire Punkte
in C, ist ferner U eine Umgebung von C(z, , %,) auf C und ce C — U,
so sei «' die Menge aller K €« mit ce K, die also ein System von
(kR — 1)-0O. Ch. bilden. Dann existiert ein beziiglich " singulidrer Punkt
2 € U, d.h. es gibt zu jeder Umgebung V von 2’ auf C eine O. Ch.
K e «’, so dass K n V mindestens 2 Punkte enthilt. Durch Induktion
erhilt man hieraus fiir 2 > 2: Es gibt eine nur von k abhingige obere
Schranke fir s, die kleiner ist als 3 - 2¥-1. Die beziiglich « singuliren
Punkte, in denen C die PO(k - 1) hat, sind isoliert, also elementar
(Haupt [4]).

5.2.6. Eine (k 4 1)-Paratingente in einem singuliren Punkt ze C
an C ist Limes einer Folge von & — O. Ch., die mit einer Umgebung
von s auf C (mindestens) & + 1 Punkte gemein haben, wobei diese
Punkte gegen s konvergieren.
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Ist C von endlicher PO beziiglich « und normal zu «, gibt es ferner in
jedem singuliren Punkt s € C nur eine (k + 1)-Paratingente P an C
und ist P eine natiirlich orientierbare O. Ck., so ist C abgeschlossene
Hiille einer Vereinigung von abzihlbar vielen Bogen B; mit PO(B; , «)
= k.

Die natiirliche Orientierbarkeit einer (k + 1)-Paratingente P ist
dabei so erklirt. Ist P Limes der Folge K, K,, ..., K, € «, so lasst
sich P so orientieren, dass, wenn x, ' € P, x < x/, U bzw. U’ eine -
Umgebung von x bzw. 2" in E, ist mit Un U’ = ¢ und x,€¢ UnN K,
x;' € U' n K, fir genligend grosses 7, dann auch x; < x,' ist (Haupt
[27)).

Jeder ordnungshomogene Teilbogen von C hat daher die POk
beziiglich «.

5.2.7. Aus diesem Satz fiir ebene Bogen lisst sich folgender ent-
sprechende Satz fiir Parameterkurven in P, ableiten. Ist B ein ordnungs-
homogener Parameterbogen in P, von endlicher StO beziiglich des
Systems « der Hyperebenen von P, und ist in jeder Stelle ¢ von B, in
der eine ,,Limessekante’ L(f,,.. t;2) (0 <s<n—1) existiert,
diese eindeutig durch ¢, ..., ¢, ¢t bestimmt, so ist StO(B, k) = n;
dabei entsprechen die Limessekanten L(¢,,...,t; t) den (k — t)-
Paratingenten in dem Teil 5.2.2., wenn man y, durch ¢, und x durch ¢
ersetzt (Haupt [28]).

5.3. Ordnungsminimale Kurven und Bogen. E, oder ein einfach
zusammenhingendes Teilgebiet von E, sei Grundgebiet. B sei orien-
tierte Grundkurve oder Grundbogen mit Anfangspunkt @ und Endpunkt
e. k sei ein System von & — O. Ch.(k > 2) und es sei PO(B, «) = &,
also B ordnungsminimal. K(r,,7,, ...,7;) sei die durch die Punkte
r. 1 =12,.. k) bestimmte O. Ch., Ordnungscharakteristiken, die
B in k Punkten schneiden, heissen ,,Maximalsekanten.*

In jedem Punkt von B soll die (# — t)-Paratingente (in dém Teil
5.2.2.) existieren (¢ = 0, 1, ..., £ — 1) und einfacher Bogen oder ein-
fache Kurve sein. k-Paratingenten werden auch kurz nur ,,Paratingenten*
genannt. P(r) heisse vordere bzw. hintere Paratingente in r an B, wenn
P(r) Limes von O. Ch. ist, die durch k Punkte r,, 7,, ..., 7, einer vor-
deren bzw. hinteren Umgebung von 7 auf B gehen mit 7, —»7 (i = 1,
2, ..., k)

Die O. Ch. kénnen nur dann Kurven sein, wenn & = | (mod 2),
B nur dann wenn k& = 2.
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Ist die O. Ch. K eine Kurve, so liegt K zu B normal; ist K ein Bogen
mit Anfangspunkt ¢ und Endpunkt d und wird B von K in 7, <7, <
-+ = < r, geschnitten, so kann K so orientiert werden, dass in K:
< < < < < << <y <d(1<p k)

Ist £ = 0 (mod 2), so liegt B zujeder Maximalsekante normal. Ist
k =1 (mod 2), so gibt es ein R > 0, sodass jede Maximalsekante
K(ry,ry, ..., 7;) normal zu B liegt, falls der Durchmesser von B(r, , r,)
kleiner als R ist. Eine solche Maximalsekante heisse ,,regular.‘

Eine Paratingente an B in 7 € B wird von B in r gestiitzt bzw. geschnit-
ten, wenn k2 = 0 bzw. & = | (mod 2).

Sind K(r;,75, ..., 7;) und K'(r, 7y, ..., 7,) regulire O. Ch., ist
r;. < ry auf B und ist ¢ bzw. ¢’ Anfangspunkt, d bzw. d’ Endpunkt von
K bzw. K’ (falls K und K’ Bogen sind), so ist fiir £ = 1 (mod 2):

[K(c, 1) W K(ri,, ) " [K'(¢', 1)U K'(ry/, d')) = @
bzw.
K(ry, r)nK'(r,/, 7/} = 0,

falls K und K’ Bogen bzw. Kurven sind. K(c, r,) heisse Anfungsbogen,
K(r, , d) Endbogen von K. Der Anfangsbogen bzw. Endbogen einer
Paratingente P ist Limes der Anfangsbogen bzw. Endbogen von gegen
P konvergierenden Maximalsekanten.

Ist P bzw. P’ Paratingente in p bzw. p’ an B, p < p’, so schneiden sich
die Anfangs- (End-)Bogen H und H’ von P und P’ nur dann in einem
Punkt s, wenn die Endpunkte von B in J(C) liegen, wobei C = B(p, p")
U H(s, p) U H'(s, p') [bzw. C = B(p, p') © H(p, s) v H'(¢, 5)].

Ist & = 1 (mod 2), so schneiden sich Paratingenten iiberhaupt nicht.
Die Paratingente P an B in p hat mit B in jedem Fall ausser p keinen
Punkt gemein.

Die vordere (hintere) Paratingente ist fiir # > 2 in jedem Punkt von
B eindeutig bestimmt, im Anfangspunkt von B die hintere, im End-
punkt die vordere. Jeder Anfangs-(End-) Bogen einer Paratingente in
p an B liegt zwischen dem Anfangs-(End-)Bogen der vorderen und
hinteren Paratingente in p an B, wenn davon verschieden. Fallen vordere
und hintere Paratingente in p an B zusammen, so gibt es nur eine
Paratingente in p an B. Die Anzahl der Punkte, in denen die vordere
Paratingente nicht mit der hinteren zusammentfillt, ist abzihlbar. Die
Paratingenten indern sich stetig mit ihrem Beriihrungspunkt (Haller [1]).

5.3.1. Beispiele von beziiglich eines Systems « von 2 — O. Ch.
ordnungsminimalen Bogen B sind fiir £ = 3 die Ellipsenquadranten,
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wenn « das System der Kreise ist; fiir # = 4 Halbellipsen, wenn « das
System der zu B normal liegenden Parabeln ist. Im ersten Beispiel
liegen alle Schmiegkreise (3-Paratingenten) ineinander geschachtelt
(Haupt [15]).

Auch fiir £ > 4 lassen sich Beispiele konstruieren, wobei das Grund-
gebiet G ein Streifen von E, ist, der von zwei zur Y-Achse parallelen
Geraden begrenzt wird, das Grundgebilde B eine Parabel (k — 1)-ter
Ordnung ist und « aus den Parabeln (k¢ — 1)-ter Ordnung besteht, die
durch einen ausserhalb G liegenden, zu B fremden Punkt gehen.

5.4. Veraligemeinerte Kegelschnittsysteme. Das Grundgebiet sei
E; oder ein von einer Jordankurve | begrenztes Gebiet G von E,.
Jeder O. Ch. K eines Systems « von k — O. Ch. (k > 3) wird eine
Zahl f(K) zugeordnet, die ,verallgemeinerte Exzentrizitit (v. E.)
von K, die sich mit K stetig andert. Es sei f(K) < 1 bzw. = 1 bzw. > 1,
wenn K eine Kurve in G bzw. eine ] einpunktig beriihrende Kurve bzw.
ein Bogen mit Endpunkten auf | ist. Bogen mit gemeinsamen End-
punkten haben die gleiche z.E. und sollen fiir sich ein System von (k—2)-
O. Ch. bilden, ebenso die ] im gleichen Punkt beriirenden O. Ch.
(Haupt [11]).

Das Grundgebilde B muss dabei gewisse Bedingungen erfiillen, so
z.B. im Fall, dass « das System der nicht ausgearteten Kegelschnitte
ist, also & = 5, muss B eine Kurve oder ein Bogen von PO 2 beziiglich
der Geraden in E, sein. Setzt man hier v.E. gleich der numerischen
Exzentrizitit, so erhilt man als Spezialfille allgemeinerer ordnungs-
geometrischer Sitze die Ovalsitze von Bshmer bzw. Mukhopadhyaya:
»Ist der Schmiegkegelschnitt in jedem Punkt eines Ovals B bzw. jede
6-Paratingente in einem Scheitel (sextaktischem Punkt) eine Ellipse,
so liegen 5 beliebige Punkte von B immer auf einer Ellipse, und den
entsprechenden Satz von Mohrmann fiir Konvexbogen und Hyperbeln,
sowie den Satz von Carleman: | Hat jede Schmiegparabel in einem
Punkt p € B mit B ausser p keinen Punkt gemein, so ist PO(B, ) = 4,
wenn « das System der Parabeln ist.*

6. Lineare Ordnung
Wenn « das System der Geraden in R, ist, bezeichnet man die PO

eines Kontinuums beziglich « auch als ,lineare Ordnung* und die
StO als ,lineare StO.*“ Es gilt hier der
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Darstellungssatz. Jeder Bogen ist abgeschlossene Hiille einer
Vereinigung von abzihlbar vielen abgeschlossenen Bogen, von denen
jeder die lineare Ordnung 2 oder co hat.

Es gibt aber ebene, keine Strecken enthaltende Bogen mit stetiger
Tangente von beliebig vorgegebener linearer Ordnung m > 4, auf denen
die Menge aller Punkte mit der PO m perfekt und nirgends dicht ist
und ein Mass besitzt, das beliebig wenig vom Mass des ganzen Bogens

abweicht (Haupt [8, 9]).

6.1. Bogen und Kurven der linearen Ordnung 3. Bei Bogen und
Kurven B, der linearen Ordnung 3 erhilt man auch ohne Annahme
der Differenzierbarkeit im wesentlichen die gleichen Maoglichkeiten
wie bei algebraischen Kurven 3.0Ordnung (Juel [1], Haupt [17], Mar-
chaud [1]). Ein singulirer Punkt von B; kann nur Wendepunkt, Dorn
(Dornspitze) oder Schnabel (nicht Schnabelspitze) sein. Diese drei
Typen von Singularititen lassen sich ordnungsgeometrisch auf zweierlei
Art kennzeichnen, von denen eine aus der andern folgt (Haupt [29]).

Kennzeichnung 1. Es sei ¢ B, beliebig. Ein Punkt xe By — {c}
heisst ,,c-singuldr,” wenn durch ¢ eine Gerade geht, die B, in x stiitzt.

Ist nun p € B, ein singulirer Punkt und ist ¥ bzw. H eine beliebig
kleine vordere bzw. hintere Umgebung von p auf B,, so gibt es nach
Reduktionssatz (in dem Teil 2.7.) eine in der Menge der Geraden von
R, offene Menge von Geraden, die V' v H in drei (von p verschiedenen)
Punkten schneiden.

p heisse (1, 2)- bzw. (2, 1)-Punkt, wenn es fiir beliebiges V' und H
eine Gerade gibt, die V' bzw. H in zwei Punkten und H bzw. V in einem
Punkt schneidet.

Die drei Typen der singuliren Punkte sind nun:

(w): p ist sowohl (1,2)- wie (2,1)-Punkt, aber nicht c-singular fir
einen beliebigen, von p verschiedenen Punkt ¢ € B; (Wendepunkt).

(d): p 1st sowohl (1,2)- wie (2,1)-Punkt und c-singuldr (Dorn).

(s): p ist nur (1,2)- oder nur (2,1)-Punkt (Schnabel).

Diese Typisierung ist von der Wahl des Punktes ¢ unabhingig, wie
die zweite Art der Kennzeichnung zeigt.

Kennzeichnung 2. Es sei vTh bzw. hTh die vordere bzw. hintere
Halbtangente in p an B;, 9T bzw. hT die Trigergerade von
vTh bzw. hTh, und zwar sei hier ATh wie in dem Teil 3.7. erklirt als
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lim G(p,y) mit y — p, wobei G(p, y) die von p ausgehende, y enthaltende
Halbgerade ist und y € H.

(w): Es ist ATh komplementir zu vTh, d.h. vT = AT, aber vTh #
hTh; V und H liegen auf verschiedenen Seiten von 27T

(d): Es ist 9Th = hTh; V und H liegen auf verschiedenen Seiten
von vT (Dornspitze)—oder vT # AT, V und H liegen in zwei von vT
und AT gebildeten Scheitelwinkelraumen.

(s): EsistoT # AT; V und H liegen in zwei von vT und AT gebildeten
Nebenwinkelrdumen.

Wenn vT # AT und V und H in demselben von vTh und ATh be-
grenzten Winkelraum liegen, ist p regularer Punkt, ebenso wenn ATh
komplementir zu vT#% ist und V' und H auf derselben Seite von ¢T
liegen. Wire vTh = hTh und ligen V und H auf derselben Seite von
oT, so hitte By in p die lineare Ordnung 4 (Schnabelspitze).

6.1.1. Wir nehmen nun an, B, liege normal zu « und sei beschrinkt,
dann gibt es in B; mindestens einen und hochstens drei singulire
Punkte, wobei ein Dorn doppelt zihlt. B; kann daher immer als Ver-
einigung von hochstens vier konvexen Bogen dargestellt werden. Ist
a Anfangspunkt von B;,so gibt es in B; — {a} héchstens zwei a-
singulére Punkte.

6.1.2. Liegt B; nicht normal zu «, so besitzt B, hochstens einen
Schnabel oder einen Wendepunkt, aber keinen Dorn und ist darstellbar
als Vereinigung von hochstens drei konvexen Bogen.

6.1.3. Ist C; eine einfache Kurve der linearen Ordnung 3 in P,,
so ist Cy nicht beschrinkt und enthilt genau drei singulire Punkte,
wobei ein Dorn wieder doppelt zihlt. Eine Verallgemeinerung dieses
Satzes sagt aus (Satz von Mobius), dass in P, jede einfache Kurve von
ungerader linearer PO mindestens drei Singularititen besitzt, wobei
ein Dorn doppelt zu zihlen ist (Haupt [30)).

C, lasst sich zerlegen in einen zu « normal liegenden Bogen B,
und einen beliebig kleinen konvexen Bogen.

Nicht jeder Bogen B; der linearen Ordnung 3 ist zu einer Kurve C,
der linearen Ordnung 3 erweiterbar, z:B. wenn B; ein Bogen mit drei
Wendepunkten ist, dessen Halbtangenten in den Endpunkten denselben
Triger aber entgegengesetzte Richtung haben. Bei schw. PO(B,) = 3
ist dies dagegen moglich.
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6.1.4. Enthilt die Kurve (oder der Bogen) C; von der linearen Ord-
nung 3 Verzweigungspunkte, so kann nur einer—er sei z—auftreten.
C, ist dann Vereinigung von zwei einfachen Kurven C’ und C* der
linearen Ordnung 2 bzw. 3. C” besitzt einen Dorn in z und ausserdem
einen Schnabel oder einen Wendepunkt.

Jedes Kontinuum der linearen Ordnung 3 ist ein Bogen oder eine

Kurve (Marchaud [1]).

6.1.5. Diese Sitze, die hier fiir den Fall, dass « das System der
Geraden in E, oder P, ist, und fir die PO 3 ausgesprochen wurden,
gelten auch fur allgemeinere topologische Ebenen (z.B. nichtdesargues’
sche Ebenen), wobei die Geraden ersetzt werden durch Teilkontinuen
dieser Ebenen als k£ — O. Ch., welche die Axiome in dem Teil 1.1 er-
fillen und fir die £ = 2 ist (Haupt [29]).

6.2. Lokal konvexe Kurven. Eine geschlossene Parameterkurve C
in E, heisst ,,lokal konvex," wenn sie in jeder Stelle die lineare StO 2
hat, C ist von der ,,Klasse*m, wenn m die Hochstzahl der Stiitzgeraden
ist, die aus einem Punkt s € E, an C gehen,

C hat die ,,Rotationszahl‘ v beziiglich eines Punktes s ¢ C, wenn die
von s ausgehende Halbgerade, die einen Punkt p € C enthilt, sich um
den Winkel 27v dreht, falls p die Kurve C durchliuft. v wird manchmal
auch als ,,Charakteristik’ des Punktes s bezliglich C bezeichnet.

6.2.1. Ist C eine lokal konvexe, beschrinkte Parameterkurve der
Klasse m, ist s ein nicht auf C liegender Punkt, aus dem p Stiitz-geraden
an C gehen, und ist v die Rotationszahl von C beziiglich s, so ist u 4 2»
= m. Ist m < oo undu + 2v # m, so ist C nicht lokal konvex (Kiinneth

)2

6.2.2. Es sei nun C eine differenzierbare, beschrinkte, lokal konvexe
geschlossene Parameterkurve in P, von der linearen StO n und der
Klasse m. An mehrfachen Punkten sollen nur Doppelpunkte, an mehr-
fachen Tangenten nur Doppeltangenten auftreten; ist p(t;) = p(t,),
so sei Ty(t,) # Ty(ts). Es kann dann nur endlich viele Doppelpunkte
und Doppeltangenten geben. Es soll ferner ein Punkt s ¢ C existieren,
aus dem keine Tangente an C geht. Die Rotationszahl von C beziiglich
sseiv. Esistdann n = m = 2v. :

Durchlduft ein Punkt p(¢) die Kurve C, so dreht sich die Tangente
Ty(2) in p(t) bei einem vollen Umlauf um den Winkel 27v.

Es sei py = p(t,) € C auf dem Rand der konvexen Hiille von C, sonst
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beliebig. Bewegt sich p(t) von p, ausgehend auf C und uberschreitet
p(t) die Kurve in einem Doppelpunkt beim erstmaligen Durchlaufen
des Doppelpunktes von der konvexen zur konkaven Seite, so heisse der
Doppelpunkt ,,positiv,* andernfalls , negativ.” Die Zahl der positiven
Doppelpunkte sei k,, die der negativen k, ; diese Zahlen sind unabhingig
von der Wahl des Punktes p(z,).

Trifft Ty(t), wenn p(¢) die Kurve durchliuft, zum ersten Mal mit
einer Doppeltangente zusammen und werden dabei auf T'(f) zwei
Schnittpunkte mit C gewonnen, so heisse diese Doppeltangente ,,positiv,*
andernfalls ,,negativ.” Gibt es k)" positive und k," negative Doppel-
tangenten an C, so ist k' = ky, k) = k,, und &, — ky = k' — k)
= v — | (Fabricius-Bjerre [1]).

6.2.3, Erwihnt sei noch folgender Satz: Geschlossene, beschrinkte,
differenzierbare ebene Parameterkurven mit stetiger Tangente, deren
Klassenindex 0 ist—d.h. es gibt einen Punkt s, aus dem keine Tangente
an die Kurve geht—und welche die gleiche Rotationszahl beziiglich
eines solchen Punktes s haben, lassen sich stetig in einander iiberfithren
mit sich stetig dndernder Tangente. Lokale Konvexitit wird hier nicht
vorausgesetzt (Whitney [1]).

6.3. Relative Ordnung. Der ebene einfache Bogen B ist von
(beschrinkter) ,,Relativ-Ordnung** r beziiglich eines Halbgeraden-
oder Parallelenbiischels B, wenn B mit jedem K € 8 hochstens » Punkte
oder Strecken (verlingerte Punkte) gemein hat und mit mindestens
einem K genau 7,

Ein Bogen, der sich nicht in endlich viele Teilbogen zerlegen lasst,
die beziglich je eines geeignet gewihlten Biischels héchstens die
Relativordnung 2k (k >: 1) haben, hat mindestens die lineare Ordnung
202k + 1).

Ein Bogen der linearen Ordnung m (m > 6) lisst sich daher immer
zerlegen in Teilbogen, die beziiglich je eines geeignet gewihlten Biischels
hochstens die Relativordnung 1 + [(m — 2)/2] haben, wobei [i] die
grosste gerade Zahl bedeutet, die kleiner oder gleich ¢ ist. Diese Schranken
sind genau (Haupt [1]).

7. Zyklische Ordnung

Ist « die Menge der Kreise und Geraden in R, , also & = 3, so spricht
man von ,,zyklischer Ordnung.” Wie schon in dem Teil 5.2.4. fest-
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gestellt, hat eine Kurve von der zyklischen Ordnung m > 3 mindestens
zwei und, wenn EP erfiillt ist, mindestens vier Scheitel. Es gelten noch
folgende Sitze.

SATZ. Ist C ein Oval, das in jedem Punkt einen Schmiegkreis und nur
endlich viele Scheitel besitzt, so ist PO(C, k) = 4 genau dann, wenn C von
keinem Kreis in mehr als zwei Punkten beriihrt wird (Haupt [18]).

Ist B ein kreisbogenfreier Bogen von endlicher zyklischer Ordnung,
der normal zu « liegt, und ist kein Schmiegkreis von B ein Nullkreis,
so ist PO(B, «) = 3 genau dann, wenn alle Kreise K, die mindestens
drei Schnittpunkte mit B haben, und alle Schmiegkreise an B gleichartig
liegen, d.h. wenn bei einer Orientierung von B die vordere Umgebung
des ersten Schnittpunktes von K n B auf K fiir alle K immer auf der
gleichen Seite von B liegt. Liegen alle Schmiegkreise von B gleichartig
und existiert mindestens ein Scheitel, so ist PO(B, x) = 4 und es existiert
nur ein Scheitel (Haupt [20]).

Ist C ein Bogen oder eine Kurve der endlichen zyklischen Ordnung
m und hat der Kreis X mit C m Punkte gemein, (a) so sind diese alle
Schnittpunkte, abgesehen eventuell von den Endpunkten von C, und
(b) es ist K keine 2-Paratingente an C in dem Teil 5.2.2. (Jackson [1]).

Die Behauptung (a) ldsst sich folgendermassen verallgemeinern.
Es sei C ein Kontinuum in R,, « ein System von k-O. Ch., K € «;
es werde eine Stiitzkomponente von C n K als ,,innere Stiitzkomponente"*
bezeichnet, wenn C — T in (mindestens) zwei Komponenten zerfillt.
Ist dann KO(C, ) = m, KO(C, K) = m und enthilt C n K héchstens
k — 1 nicht-innere Stiitzkomponenten, so sind alle iibrigen Komponen-
ten von C n K Schnittkomponenten (Haupt und Kiinneth [2]).

8. Grundgebilde von hbherer als 1.Dimension

An ordnungsgeometrischen Sitzen iiber Flichen seien nur zwei aus
den Arbeiten von Marchaud hervorgehoben. Sie sollen zugleich zeigen,
wie enge Beziehungen zwischen der Gestalt der Flichen m-ter Ordnung
im ordnungsgeometrischen Sinn mit der der algebraischen Flichen
m-ten Grades bestehen.

8.1. Flichen 3.0Ordnung. Eine abgeschlossene Teilmenge S des P,
heisse eine Fliche 3.0rdnung, wenn jeder ebene Schnitt von S eine
Kurve von der schwachen linearen Ordnung m < 3 ist und mindestens
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eine Schnittkurve die lineare Ordnung 3 hat. Infinitesimalgeometrische
Voraussetzungen werden nicht gemacht.

Ein Punkt p € S heisse ,,regulir,” wenn durch ihn mindestens eine
Trisekante von S geht, d.h. eine Gerade, die genau drei Punkte von S
enthilt; andernfalls heisse der Punkt , irregulir. Enthilt eine Gerade
drei irreguldre Punkte von S, so sind alle Punkte dieser Geraden irregular.
Ein Punkt g€ S heisse ,,singulir,‘* wenn er isoliert ist oder eine Umgebung
von ¢ auf S in der Paratingenten-Menge (faisceau des tangents) in ¢
an S enthalten ist. Eine nicht algebraische Fliche 3.0Ordnung kann
Punkte enthalten, die sowohl singulir als auch regulir sind.

Enthilt S hochstens vier irregulire Punkte, so ist .S nicht ausgeartet,
d.h. S ist kein Kegel und S enthilt keinen Kegel als Teilmenge. Es ist
S genau dann ausgeartet, wenn es in S sieben durch einen Punkt gehende
Gerade gibt.

Enthilt S keinen irreguliren Punkt und mindestens 8 Gerade, so
enthilt S entweder 15 oder 27 Gerade; diese sind die reellen Geraden
einer eindeutig bestimmten algebraischen Fliche 3.Grades (Marchaud

(41)-

8.2. Linear zusammenhingende Mengen. Eine Punktmenge 4 in
P, heisse ,,linear zusammenhingend‘‘ (abgekiirzt /.z.), wenn der Durch-
schnitt von 4 mit jeder Geraden von P, zusammenhingend ist oder
damit gleichbedeutend, wenn mit je zwei Punkten p, g € A auch (min-
destens) eine der beiden von p und ¢ begrenzten Strecken in 4 enthalten
ist. Eine Punktmenge A4 heisst ,,konvex,” wenn sie lz. ist und es eine
zu 4 fremde Hyperebene gibt. Mit A ist auch P, — 4 und L, ~ 4
L.z, wenn L eine k-Ebene in P, ist (1 <k <n — 1)

Die gemeinsame Begrenzung von Aund P, — A = BseiF = An B.
Jede Gerade, die mehr als zwei Punkte mit F gemein hat, liegt ganz in
A oder B. Eine Gerade, die Punkte aus 4 — AnFund B— BnF
enthilt, heisse ,,Sekante.” Ein Punkt p€F heisst ,,singulir,” wenn
durch p keine Sekante geht.

Ist p € F singulir und ¢ €F, so liegt die Gerade L(p, ¢) ganz in F.
Ist auch ¢ singulir, so ist jeder Punkt von L(p, ¢) singulir. Die Menge
der singuliren Punkte von F erfillt daher eine k-Ebene (0 < k < n—1).

Unter dem ,,Index der linearen inneren Ausdehnung* oder kurz
dem ,,Index* einer L.z. Menge soll verstanden werden die grésste Zahl
« der Eigenschaft, dass es eine a-Ebene L, gibt mit L, C 4 — Fn A,
Ist B der Index von B, so ist immer o« + 8 + 1 < n. F enthilt genau
dann keinen singuliren Punkt, wenn o + 8 + 1 = n; ist in diesem Fall
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a = 0 bzw. 8 = 0, so ist A bzw. B konvex; ist af = 0, so ist F eine
nicht zerfallende algebraische Regelfiiche. Bei geeigneter Koordinaten-
wahl erhilt man fiir F die Gleichung:

2 2 2 2 2
Ko+ X e Xy — Xy — o — Xy =0

Ista+B+1=n—g—1(0<g<n—2), so erfiilllt die Menge
der singuliren Punkte eine g-Ebene /4, und F ist ein Kegel mit 4, als
Scheitel und, wenn of # 0, mit einer nicht zerfallenden (n — ¢ — 2)-
dimensionalen algebraischen Regelfliche 2.Grades als Leitfliche mit der
Gleichung (bei geeigneter Koordinatenwahl):

2 2 2 2 2 y
Xg' F xpT A b Xy — Xy — o — Xgapn =0

Ay %, =0 (i=0,1,.,a+8+1)

Ist « = 0, B # 0, so ist der Schnitt von 4 mit einer zu /A, fremden
(n — g — 1)-Ebene L eine in L konvexe Menge.

Ist « = B = 0, so besteht F aus zwei sich in A4,_, schneidenden
Hyperebenen (Marchaud [3]).

8.3. Darstellungssatz von Né&beling. Eine Verallgemeinerung des
Satzes in 2.6. auf Parallelscharen von k-Ebenen (1 <Ak <<n—2),
welche den E, schlicht iberdecken, gibt folgender

Darstellungssatz. Voraussetzung 1. A sei eine kompakte Teilmenge
des E, . Das System « der O. Ch. sei eine Schar paralleler k-Ebenen, die
E, schlicht tiberdecken (1 <k < n —2)

Voraussetzung 2. Es sei PO(4, «) endlich.

Behauptung. A ist héchstens (n — k)-dimensional und darstellbar
als Summe einer in A offenen, hochstens (» — & — 1)-dimensionalen
Menge A’ und der in 4 abgeschlossenen Hiille A" einer Vereinigung
von héchstens abzihlbar vielen in A" offenen paarweise fremden
(n — k) — Zellen* Z, mit PO(Z, , x) = 1.

A" ist dann und nur dann nicht leer, wenn die Menge aller zu A4 nicht
fremden k-Ebenen aus « eine in « offene Teilmenge enthilt (N6beling

(1.

* Unter einer k-Zelle werde das topologische Bild eines offenen k-dimen-
sionalen Simplex verstanden.
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