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Let = be a unitary representation of a Lie group G. The moment mapping ¥, of
n assigns to every C*® vector ¢ in the Hilbert space # of = the linear functional
¥_(&) of the Lie algebra g of G by the rule

PO =1 (NG E,  Net

In this paper, we study the moment set I, of =, i.e., the closure of the image of ¥,.
It is shown that for solvable G, I, is always convex and that if furthermore = is
irreducible, then 7 is the closure (in g*) of the convex hull of the Kirillov—
Pukanszky orbit of . If G is compact and if = is irreducible, then we show that I,
is the convex hull of the orbit of the highest weight A of =, if and only if the number
7., {24 —a,, «;> is different from 0. Here «,,.., o, denote the simple roots
of g © 1992 Academic Press, Inc.

INTRODUCTION

Soit G un groupe de Lie réel et (n, ) une représentation unitaire de G
dans un espace de Hilbert 5#. Dans [ WilA ], Wildberger a introduit 'appli-
cation moment ¥, de n. Pour tout ¢lément & non nul du sous espace #~
des vecteurs C® de o, I'élément ¥ (&) de I’espace dual g* de l'algébre de
Lie g de G est définie par:

1 {X-¢,
PN =7 T2

pour tout X de g. On note ici X-¢ le vecteur dn(X)-¢ et ( > le produit
scalaire dans #.
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L’ensemble moment I, de = est par définition 'adhérence dans g* de
l'image de l'application moment:

Y. H#*—{0}>g*

Dans [ WilB] Wildberger a caractérisé I, dans le cas ou = est une repré-
sentation irréductible et G un groupe nilpotent connexe et simplement
connexe. Il a démontré (Théoréme 4.2 de [WilB]) que 7, est alors la
fermeture de I'enveloppe convexe de I'orbite coadjointe 2, associée & © par
la théorie de Kirillov. On notera ceci:

I, =conv(Q,) .

En particulier, conv(4) désignera toujours l'enveloppe convexe d’une
partie A de g*. D’autre part, nous dirons qu’une représentation unitaire 7
de G est convexe si son ensemble moment I, est convexe.

Dans cet article, nous démontrons que ce résultat se généralise & tous les
groupes de Lie résolubles connexes. D’aprés Pukanszky [PukA7, il existe
sur I'espace dual g* de l'algébre de Lie g d’un tel groupe, une relation
d’équivalence R, telle que toute classe d’équivalence 2 soit une partie
G-invariante localement fermée de g* et telle que toute orbite coadjointe O
contenue dans £ soit dense. Pukanszky a construit une application P de G
sur g*/R qui généralise 'application de Kirillov:

K: G —>g*/Ad*

du cas exponentiel (voir [Ber, VI]).
Nous montrons que pour tout n de G, on a:

I,=conv(P(m))".

En outre, nous montrons que pour une représentation unitaire quelconque
7 d’'un groupe résoluble,

I, est toujours une partie convexe de g*.

L’¢tape fondamentale de la démonstration de ces résultats est la proposi-
tion 6.3, ou nous montrons que P'induction unitaire préserve la convexite,
c’est a dire que si p est une représentation unitaire convexe d’un sous
groupe fermé H de G, alors ind€ p est elle-méme convexe.

En outre nous avons aussi besoin du fait que I'induite holomorphe
ind(/, h, G) construite a partir d’une polarisation positive h au point / de g*
est aussi convexe (Prop. 10).

La deuxiéme partic de P'article est consacrée & la détermination de 7,
pour les représentations irréductibles des groupes de Lie compacts.
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Si t désigne un tore maximal de g et € une chambre de Weyl de t*, n
est déterminée de fagon unique par un élément A de 'adhérence de %. Soit
alors 4 l'ensemble des racines de g et 4, I'ensemble des racines positives
par rapport & €. La complexifiée g* de g se décompose en somme directe:

gC=tC+ Z g
xed
Prolongeons A4 en une forme linéaire A® sur g© en lui imposant de
s'annuler sur chaque g* puis restreignons A€ a g nous obtenons un

¢lément A de g*. Soit O son Ad*(G) orbite dans g* et (a;, ..., %z e o) les
racines simples de 4, nous démontrons le théoréme suivant:

I est convexe si et seulement si 4 n’est pas une racine du polyndéme

PO =128~ ay).

1

Dans ce cas I, =conv(Ad*(G)A).

Ainsi, aux zéros d’'un polyndéme prés, chaque représentation irréductible
7 d’'un groupe de Lie compact est convexe et minimale en ce sens que I,
est un ensemble convexe G-invariant minimal de g*.

1. PROPRIETES DE L’APPLICATION MOMENT

1. Soit G un groupe de Lie, g son algebre de Lie. Soit (n, #) une repré-
sentation unitaire dans un espace hilbertien #. Nous désignons par 3~
le sous espace de # constitué des vecteurs C >, ¢’est a dire des vecteurs ¢
de J#, tels que l'application:

GoH# g-on(g)

soit une application C*.
Soit Xy, .., X, une base de g. Nous munissons comme dans [Poul] <
d’une topologie en définissant une famille de semi-normes p par:

p&)= Y In(Xy)---m(X,)E|
1<ik<n
pour d=0, 1, ... #* est alors un espace de Fréchet. Enfin s> coincide
avec I'espace de Garding de n, c’est & dire avec le sous espace vectoriel de
# engendré par les vecteurs de la forme n(®)¢&, Ee #, ®e C2(G) (voir
[Dix, Mal]).
Soit X un ¢élément de g et ¢ un élément de # . Nous définissons:

X - =dn(X)¢ = lim (% [n(exp tX)i—é])-
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L’application:
gEXH > H” X, X &

est alsors continue et X — dn(X) est une représentation de l'algébre de Lie
g dans #*. En outre dr(X) est antisymétrique cest a dire, si & 7
appartiennent 3 '~ et X a g, on a:

(1.1) X-&ny=—<&Xn)

car 7 est une représentation unitaire.
En particulier:

(1.2) X8, 8)=—<X-§, &)

est imaginaire pur. Ainsi la fonction définie, pour tout ¢ non nul de #~,
sur g par:

1.3 X_,____‘__‘k:_q/ Y

est réelle et linéaire. Nous obtenons ainsi I'application moment de la
représentation 7:

Y. H#°— {0} >g*

¥ est une application continue pour la topologie de Fréchet de J# = et
la topologie ordinaire de g*. Dans le cas ou la dimension de # est finie,
¥_ est l'application moment associée & une action symplectique de G sur
'espace projectif complexe P(3#) muni d’une structure de variété symplec-
tique canonique (voir [Raw, Wil]).

DEFINITION. L’ensemble moment 7, de 7 est par définition Padhérence
dans g* de I'image de 'application moment:

(14) I.=(mY,)~
(Ici A~ désigne I'adhérence de 4 < g*).

2. Remarque. Comme # = coicide avec I'espace de Garding de =, pour
connaitre I, il suffit de déterminer 'ensemble:

4, ={¥An(f)E), feCZ(G), LeH}

et de former ¥ . Ici, C °(G) désigne I'espace des fonctions C* a support
compact sur G et & valeurs dans C.
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3. Soit 4 un automorphisme du groupe G. Désignons par a sa différen-
tielle c’est & dire 'automorphisme de I'algébre de Lie g définie par:

exp(ta(X)) = A(exp tX), teR, Xeg.

Si maintenant (rn, /) est une représentation de G, alors on notera
(n?, #) la représentation de G définie par:

n(g):=n(4"'(g)),  VgeG.
Posons:
a*:=(a"'):g*->g*
Un simple calcul montre alors que:
Ya=a*-¥,.

En particulier:
(3.1) La=a*(1)).

Pour les automorphismes intérieurs 4, de G:

Au)y:=g-u-g~', ueG, gegG,

I'automorphisme de g correspondant est Ad(g) et nous obtenons pour
chaque g de G:

(3.2) Veoon(g)=¥ou,=Ad*(g) ¥,.
Ainsi, pour tout g de G, nous avons:
(3.3) Ad*(g)I,<1,.

(3.4) DErFINITION. Nous dirons qu’une représentation unitaire # de G
est convexe si I, est une partie convexe de g*.
Nous dirons que 7 est minimale si:

I, =conv(G-I)~,

pour un / de g*, c’est & dire si I, est la fermeture dans g* de I'enveloppe
convexe conv(G -/) d’'une Ad*(G)-orbite G -1

(4.1) Notation. Fixons une base X, .., X, de g Soient / et p des
¢lements de g* et soit £¢>0. Nous dirons que /— p est un o(¢) si:

(/- p)(X))l<e, pour j=1,.,n
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(4.2) PROPOSITION. Soit {7;},., une famille de représentations unitaires
convexes de G. Soit p la représentation Y , n;, somme directe des n;. Alors
p est aussi convexe et:

I,=Conv({I,},.,)" .

Preuve. La projection orthogonale P, de #, sur sa composante
entrelace p et «;, donc:

P(A)cH .
Soit §=({;);c; un €lément de # 7, tel que ]| vaille 1. Alors chaque ¢,
appartient a # 7 et comme, pour tout X de g, X¢ est (X¢,),.,, on a:

IXE1% =) 11XE;11 < oo
iel
Donc, pour chaque ¢ positif, il existe une partie finie J de I, telle que:
n n —1
¥ Tinal<(Emer) A Tiersi-e
j=1 i¢J j=1 ield
Soit ¢, le vecteur de o) défini par:

&r=W(E)), (En)i=¢&;,stied, (&;),=0,sinon

alors, pour chaque jde 1, ..., n, on a:

|, (ENX)) = ¥, (E)(X))]

T (X «:.->—(2 X, éi>>(2 ué,-HZ)' ]

iel ied iel

1
<o+lxa|1-(T1ar) |

<e+2e | X,E].

Ainsi, pour un certain C:

¥, ()= ¥,(¢)) +o(Ce).

Maintenant, pour établir la convexité de I, il nous suffit de montrer que
pour chaque couple d’éiéments ¢ et ¢’ de norme un de #°° tels que ¢/ et
¢, s’annulent dés que i n’est pas dans J et pour chaque A de J0, 1[, il existe

un 1 de 7 tel que:

AP (O)+(1=A) P () =¥, (n) + ofe).
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Or, pour chaque i de J, puisque 7; est convexe, nous pouvons trouver 1,
de norme 1 dans 57, tel que:

A
ZNETP+ (1= 2) IE]1?
= ¥, (n) +0(e).

— 2
A=A IEE

Y’m(éi)-l'i IEN2+ (=) EN> ™

Ainsi:
AP, +(1—-4) ¥,(&)
= Z ANEN? o (E)+ (=AY €1 P (ED)
=Y (AIEIP+ (1= A) [E1) Py (n) + 0(Ce)
ieJ

=¥, (n')+o(Ce),
ol n’ est le vecteur de 7’ de composantes:
ANEN+(M=A) IEND "y, si ied,0sinon. CQ.F.D.

5. Soit m une représentation unitaire de G. Notons ker.. 7 le noyau de
n dans la C*-algébre C*(G) de G. Le support de n est la partic de
G: {ce G, ker . mc ker s ¢}, on le notera supp .

Nous aurons besoin de la proposition suivante dans la partie II:

(5.1.) PROPOSITION. (a) Soit & une représentation unitaire de G. Si tous
les éléments o de supp 7 sont convexes, alors m est convexe.

(b) Soient © et p deux représentations unitaires convexes de G.
Sikerc. w=kerc. p, alors I,=1,.

Preuve. Pour (b), utilisons [Dix, 3.4.2(1)]. Tout état ¢ de 7 est limite
faible d’états de la forme Y ; @, ou les ¢, sont des formes positives associées
ap.

Soient alors ¢ de norme 1 dans # 2, ¢ positif et £ dans C*(G). 1l existe
des vecteurs 7, ..., 1y dans J,, tels que:

S In=1

et

N
((f** X2 )= X Kp(f**» X+ fm, 0| <e
i=1
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pour tout j=1, .., n et:

(1168 =2 Cp(f** /i | <e

Dans ces formules, nous avons noté X x g (X dans g et g dans C (G)) la
fonction définie par:

d
X« glu):=— glexp(—1X)-u)l,_o;  ueG.

Notons maintenant f - ¢ le vecteur n(f)¢&. Nous avons alors:

w0~ T

Comme p est convexe, il existe n dans #° 7, tel que:

(S n)X) | <If-&l%e pour j=1,..,n

S (ULl g
igl (Zj}-\;r ||fr,]||2> Y,p(f‘ r’l) = Y’p(r,) + 0(8).

Donc:

WS- E)=8,%,(n)+o((1+5)e), on 5, =Z_N=t|lf“];TZ”

Comme 0, tend vers 1 quand ¢ tend vers 0, nous avons montré que:
Y.(f-&el, etdoncque I,<1,.

Pour (a), nous remarquons d’abord que nous pouvons supposer que ©
est cyclique, c’est a dire qu’il existe un vecteur ¢ dans J,, tel que G - £ soit
total dans .

En effet, # est somme directe de représentations cycliques n; [ Dix, 2.2.7]
et comme évidemment, pour chaque i, le support de =, est contenu dans
celui de n, supp m; ne contient que des représentations convexes. D’autre
part, la somme directe de représentations convexes est, nous I'avons vu,
convexe (5.1).

Soit donc &, un vecteur de norme 1, cyclique pour 7. Soit ¢, I'état de
C*(G) associeé a (m, &;). Utilisons maintenant les notations de [Tak,
théoréme 6.28 et théoréme 8.31]. Il existe sur I'ensemble des états S de
C*(G) une mesure positive concentrée sur 'ensemble P des états purs qui
représente ¢, c’est a dire telle que:

m=Lw@m)

580/105/2-3
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La représentation (w, #) est alors équivalente a:

@
| (r0n o) du(o),

ou (rn,, J#,) est la représentation G.N.S. de C*(G) associée a I'état w. En
particulier, 7, est irréductible si w appartient a P.
L’équivalence unitaire est donnée par la correspondance:

®
Xmod K, - | XmodK, du(w),
#o »

ou pour @ de S, K, désigne I'idéal a gauche de C*(G) suivant:
K, = {ue C*(G), o(u*u)=0}.
Soit maintenant:
M=suppunP.

Alors par définition, M~ est égal a supp u. Posons:

®
p= Y m,.

weM
Alors, si u est un élément de C*(G),

uekercs m< do(v*u*uv)=0 VYve C*(G),

@J‘ o(v*u*u) du(w)=0 Vo,

supp n
< o(v*u*uw)=0 Vv, Yo € supp u
< o(v*u*uv)=0 Vv, Voe M

< uekerc. p.

Donc kerc. p et kerc. m coincident. D’autre part, chacune des =, est dans
supp © et donc convexe. p est alors convexe d’aprés (4.2) et d’aprés la
preuve de (b), I, est inclus dans 7,,.

Montrons maintenant que 7, est inclus dans I,. Soient ¢ positif et J une
partie finie de M. Si n est un vecteur normé de J, dont les seules
composantes non nulles sont #,,, @ dans J, alors:

,m=3 In,01* ¥ (1)

weld
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Comme les @ de J sont dans P, n,, est algébriquement irréductible et il
existe u, dans C*(G), tel que:

No=#", modK, [Dix,284].

Soit maintenant f une fonction de C*(G) telle que | f-#n| vale 1. Comme
S est un espace séparé, nous pouvons trouver des voisinages V,, des w de
J tels que:

Vo Vo=, si w#w.

Pour chaque w de J, on choisit une fonction réelle non négative 4,
continue sur S, dont le support est inclus dans V. Alors, puisque J est
inclus dans supp x,

Lh;(w’) du(@)>0, VYoeJ

et ainsi, quitte 4 multiplier ., par un facteur positif, nous supposons que:
th(w') duw)=1, Vowel.

Considérons alors les vecteurs de J,:

&= 3 |7 (hol@)-(w, mod K,)) du(o).

wel"S
Comme les 4, ont des supports disjoints, on a, pour chaque X de g:
K e f-G>= T | B0 0 WEf*-Xx f-u,) duw).
welJ

Maintenant, faisons tendre les ¥, vers {w}. On obtient:
lim (Xf-& f-5)
B> 8,

=Y ol -f*«X*f-u,)=¥,(f n)X)

weJ
et:

;,lﬁin(s (f & =2 If nl>=If-nl*=1

weld

Ces deux égalités montrent que ¥ ,(f -n) est dans [, et d’apres la remarque
(2) que I, est inclus dans /. C.QF.D.
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(5.2) CorOLLAIRE. Toute représentation unitaire d’un groupe de Lie
abélien connexe G est convexe.

Preuve. En effet, si n est une représentation irréducible, n est de
dimension 1, d’aprés le lemme de Schur. En particulier, dn = —il, pour un
certain / de g*. Il suffit alors d’appliquer (5.1).

II. LES GROUPES RESOLUBLES

(6.1) Nous allons montrer dans ce chapitre que I'application moment ¥
pour une représentation = d’'un groupe de Lie résoluble est toujours
convexe et méme convexe et minimale si 7 est irréductible. Nous démon-
trons d’abord qu’une représentation induite unitaire est presque toujours
convexe (voir (6.2)). Puis nous prouvons que linduite holomorphe d’un
caractére d’une polarisation complexe est aussi convexe. Il suffit alors
d’appliquer les résultats de Pukanszky sur les idéaux primitifs de C*(G)
(voir [PukB]) qui décrivent ces idéaux comme des noyaux de certaines
induites holomorphes pour terminer le cas résoluble en appliquant la
proposition (5.1(b)).

(6.2) Nous rappelons ici briévement la construction de la représentation
induite unitaire n, notée ind$ p, d’'une représentation unitaire p d’un sous
groupe fermé H du groupe de Lie G 4 G.

Sur Iespace quotient G/H des classes & gauche modulo H, il existe une
mesure de Borel quasi-invariante u. Plus précisément, on peut trouver une
fonction g, C*™ et strictement positive sur G, telle que:

Auh)
A6(h)

ou 4, (resp. 45) désigne la fonction module de H (resp. de G) et une
mesure de Borel p telles que pour toute fonction f de C *(G/H),

q(xh)=q(x) pour xeG,heH,

-1
(62.1) Jﬁq(x y)

q(y)

(voir [War, A.1.1]). Notons L*(G/H) I'espace L*(G/H, p). Cet espace porte
la représentation quasi-réguliére gauche L de G, définie par:

SO~y H) du(yH) = [ f(yH) du(yH)

(622) L(g)&i(x)=A(g, x)-&(g"'x) pour geG, xeG/H, £ e L*(G/H),
ou:

1/2
Mg, y)—("(g( )y )) Vx, yeG
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est une fonction C* sur G x G, constante sur les classes 4 gauche modulo
H, pour sa deuxiéme variable et on notera toujours /4 la fonction sur
G x G/H qui s’en déduit par passage au quotient.

L est une représentation unitaire de G; en particulier, nous obtenons
pour une fonction réelle f de (L*(G/H))™, et pour tout X de g, Ia relation
suivante:

(6.2.3) dL(X) f, f>=0.
En effet (dL(X) f, f ) est réel, puisque f et 4 le sont et donc:
ALX) f, f> = —{dL(X) [, f> = —<{dL(X) }, ).

Nous pouvons maintenant décrire la représentation induite n. Soit ),
I’espace de p. Appelons ), I'espace des fonctions ¢ continues de G dans
et telles que:

E(xh)=p(h)* &(x), YxeG,YheH

et
1612 = | NE(xH)I dus(xH) < o0
G/H

(comme plus haut, ||£(-)| est une fonction continue sur G qui passe au
quotient sur G/H, sans changer de notation). Le groupe G agit sur 5’ par
translation 4 gauche:

(6.2.4) (m(g)E)x) :=A(g, x) &E(g '), geG, xeG, e H'.

L’opérateur n(g) de ' est manifestement isométrique d’aprés la définition
de A (voir (6.2.2)). Nous pouvons alors définir son extension n(g) sur le
complété #, de ' et nous obtenons ainsi la représentation:

n=ind$p  deGsur H#,=(H#")"

Nous aurons besoin du résultat suivant de Poulsen (voir [Poul,
Théoréme 5.1]):

(6.2.5) un vecteur C* de = est une application C* de G dans .

(6.3) Soit maintenant h = g, I'algebre de Lie de H et p une forme linéaire
sur h, nous désignons par p +h* I'ensemble des extensions a g de p, c’est
a dire:

p+ht:={leglly=p}
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PROPOSITION.  Soit G un groupe de Lie, H un sous groupe fermé de G et
g et h leurs algébres de Lie. Soit p une représentation unitaire de H.
(a) Sip est convexe ou si h#g, alors n=ind$ p est convexe et:
I, = conv(Ad*(G)(I,+h™)).
(b) Si p est convexe minimale, c’est & dire, si, pour un p de h*, on a:
I, = conv(Ad*(H)p)~,

et si en outre p+h= est contenu dans une Ad* orbite de G, alors n est aussi
convexe minimale et:

I,=conv(Ad*(G)l)~,  pourtout lep+h*.

Preuve. Pour (a), nous subdivisons la démonstration en plusieurs
parties.

(6.4) Pour tout p de I,, p+h* est contenu dans I,.

En effet, considérons un sous-expace v supplémentaire de h dans g (c’est
a dire v@h=g), un voisinage ouvert ¥~ (resp. %) de 0 dans v (resp. dans
h), tels que I'application:

V XY —>exp ¥V -exp¥: (v,u)>expv-expu

soit un difffomorphisme de ¥" x % sur I'ouvert exp ¥ -exp  de G.
Soit maintenant ¢ positif et # un vecteur de norme 1 de #°°, tel que:

Y,(n)=p+o(e).

Nous allons construire une suite (¢,) d’éléments de #7, telle que
lim, _, , ¥.(&,) soit un élément de p + h* + o(e).

Soit ¥ I'ouvert exp ¥" mod H de G/H. Nous considérons une suite (f;,)
de fonctions réelles dans C *(G/H) telle que:

supp fy< ¥, | 1£,(x)| dux)=1,  VneNet lim supp f,={e}.

Soit g un élément de G. Posons:
$a(g) = plexp u)* (fu(exp v)n),
si g=expv-expuavecve¥ ,uc¥
E(g2)=0 sinon.

Il est facile de voir que nous obtenons ainsi un vecteur C* de J#, et que:

1607 =] 101 dute) = 1.
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Montrons que:

lim % (&) X)=p(X)+o(e), si Xeh OsiXev

h—
Pour cela, nous écrivons, pour X dans g,  dans R et v dans ¥:
exp(—tX)-exp v =exp v(¢, v) - exp(—u(z, v)),

ou vit,vye?r,u(t,v)e¥,

si 1 est assez petit. D’aprés la formule de Baker—-Campbell-Hausdorff, les
fonctions (¢, v) = v(¢, v) et (2, v) > u(t, v) sont analytiques et, pour ¢ et v
petits, on a:

v(L, v) = —tX + o(v)(t + o(1?)), si Xev,
o(v)(t + o(1?)), si Xed,

u(t, v)=o@)1 +0(t?), si Xe¥v
tX +o(v)(1+ o(2%)), si Xed.

Alors:
(n(exp 1X) £, )(exp v)
= AMexp tX, exp v) &,(exp(—tX) -exp v)
= AMexp tX, exp v) p(exp u(t, v))(f,(exp ¥(z, v)) - 7).

Définissons la mesure dv sur ¥~ par dv=d(u-exp). Alors, pour X dans g
et n dans N, ¥ (&, )(X) est la dérivée par rapport 4 ¢ en O de:

=] iexp X, exp o)< plexp u(t, ), n> £exp ¥(t, 0) TR ) ()

Donc:
PENX) =] (LX) fy{exp v)) F,{exp v) d(v)

d
+[_fiexp o) (5 Lotexputt, o))

,11> dv(v).
t=0

D’aprés (6.2.3), le premier terme de cette somme est 0. D’aprés (6.3.1), si
nous notons ¢ la fonction C*:

(64.1) ¢:h>C,  u—{plexpu)y, 1),
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nous obtenons:

(6.4.2) lim i¥(&,)(X)

= lim (] _riespv) Zu(t0)

n-— 0

o)

=

d
= 2 #(u(1,0))

t=0

Ceci s’annule si X est dans ¥~ et si X est dans h, ceci vaut:

Jim W (C)(X) = Ldp(X)m, 1) = ¥, (n)(X) = p(X) + o(e)(X).

Dongc I'élément !’ de g*:
ly=p, 1'ly=0
appartient a /.
Pour montrer que /’+h* est contenu dans I,, prenons un élément

quelconque ¢ de h* cg* et définissons ¢, , dans #° > en lui imposant de
vérifier:

& qlexp v) = e~V (exp v),
sive?” $nq(g)=0,si g¢exp ¥ - H.

Alors, d’apres (6.4.2), pour X dans g, on a:

1 d, _,
Wu(én,q)(X) = ; |:J.V ;1_t (e —tq(V(I,v)))

Sfiexpuv)dv(v)+1'(X) + o(e)(X)]

17d .
== = (¢ —Hal¥(5,v))
i |:dt (e )

=q(X)+I'(X) + o(e)(X) si Xevy daprés (6.3.1),
=l'(X)+ o(e)(X) si Xeh

+l’(X)+o(e)(X)]

=0

Donc p+ h* est inclus dans 1. C.QFD.
(6.5) conv(Ad*(G)(I,+h*))" < 1,.

En effet soit / un élément de conv(Ad*(G)(I,+h"))™ et ¢ positif. Il existe
Uy, ...uydans G, A, .., Ay dans ]0, 1[ et /,, .., Iy dans Ip+hl, tels que:

N
1= A Ad*u)l+o), Y i=1.

i=1
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Supposons maintenant que I, est convexe. Si, pour deux indices distincts
ietj,ona:

uH=uH, cad. u;=u;h, pour un certain h de H,

alors:
Ad*(u;) ;= Ad*(u;)(Ad*(h) 1).

Or I,+h* est convexe et Ad*(h)I, appartient a cet ensemble. Nous
pouvons donc écrire:

2 Ad*(u) 1+ 4, Ad*(w) 1= (3, + 4,) Ad*(u) 1},

pour un autre élément /] de I, + h*. Nous pouvons supposer que pour tout
i et j distincts:

w,H+#uH.

Si h# g, nous choisissons un X n’appartenant pas a h tel que I'applica-
tion:

1-1,1[ - G/H, t—exptX-H
soit injective. 1l existe alors o positif tel que:
Ad*(u;-exp tX) -, — Ad*u,l,

&
=o0l|—], Vi=1,.,N,si |t <a
0<N> /j si |t <a

Nous définissons alors par induction ¢, ..., , tels que:
t, =0, ;| <a
et

expt, X -Hé {u " -u,-H, ., u

J

Yu,_,-expt;_, X-H}

alors, quitte a remplacer ¢ par 2¢, nous pouvons remplacer chaque «; par
u;=u;-exp t,X et supposer, dans ce cas aussi, que pour tout i et j distincts:

w,H#uH.

Draprés (6.4), pour &' positif et pour chaque j, il existe ;¢ dans # 2, de
norme 1 et tel que:

L= ¥,(,&)+ole')
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et tel que le support de la fonction ;¢ soit suffisament petit modulo H pour
que celui de n(u;) ;¢ soit disjoint des supports de n(u,) ;£ modulo H, pour
tout i <j. Alors:

Ad*(w) [ = ¥ (n(u) ;&) + Ad*(w)(0(e')),  Wj=1,., N,

et, si nous posons;
N
E=Y A7n(u) ;¢
j=1
€] vaut 1 et:

N
I=¥.(8)+ ), (Ad*(u)) o(e')) + o(e).
=1

J

En faisant tendre ¢’ puis ¢ vers 0, nous montrons que / appartient a /..
C.QF.D.

(6.6) I, = conv Ad*(G)I,+h*)".

En effet, soit £ un vecteur de norme 1 de # . D’aprés (6.2.5), chaque
¢lément u de G définit une forme linéaire /, sur g, par:

L) =Re ( ADOW. L), ). VEeg

(Ici, Re z désigne la partie réelle du nombre complexe z). Or, si X est de
la forme Ad(u)Y avec Y dans h, nous avons:
) )
t=0 Hp

5‘“’>x,>

<), £)).r,)
0

l(X)=Re (% <% (Aexp tX, u) E(exp(—tX) -u))

=Re <l <g; (A(exp tX, u) p(exp tY) &(u))

i

1d
=Re (75 Alexp tX, u)

t=

+Re G (dp(Y) E(u), i(u)>x,>

= &) P,(¢(w))(Y)
= 1 &(w)I? (Ad*(u) " P, (E(u))X).
Ainsi, ||&(u)| %1, appartient a Ad*(G)(I,+h'), dés que £(u) est non nul.



L’APPLICATION MOMENT 273

D’autre part, nous pouvons écrire, pour chaque X de g:
1
P(E)() =Re ( (a2, £
1
= [, Re (5 DR, Ew.0, ) dutut

=], 16N (12001 =2 L,0X)) ).

Approchons maintenant cette intégrale par des sommes de Riemann, cest
a dire, puisque:

[ nen? dutun =1,
E#0

pour chaque & positif, il existe u,, ..., u,, dans G et A, .., 4,, dans J0, 1[,
tels que:

I Mz

_

et

VA= X A IE@I 721,

+ o(g) € conv(Ad*(G)(1, +h*)) + o(e).
Finalement, en faisant tendre ¢ vers 0, nous voyons que:
V(&) e conv(Ad*(G)(I,+h'))~.

Ceci démontre (6.6) et achéve la partie (a) de (6.3). C.QF.D.

(b) Si p est convexe minimale, c’est & dire s’il existe p dans h* tel que:

1, = conv(Ad*(H) p)~
et s’il existe / dans g* tel que:
p+h*tc Ad*(G)l,

nous pouvons supposer, quitte a remplacer / par Ad*(g,)/, pour un g, bien
choisi dans G, que p est la restriction de / 4 h. Alors:

(Ad*(H) p)~ +h*t = (Ad*(H)(I+h))~ < 4d*(G)L.
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Donc, d’aprés la partie (a), nous avons:
I, =conv(I,+h*)™ =conv((Ad*(H) p)~ +h*) < conv(Ad*(G)I)~.

Comme d’autre part, / appartient 4 p +h* < I, (voir (6.4)), nous obtenons
finalement:

I, = conv(Ad*(G)I)~. C.G.F.D.

7. COROLLAIRE. Soit H un sous groupe fermé d’un groupe de Lie G. Soit
x: H — C un caractére unitaire de H. Alors:

n=ind§

est convexe.
En particulier, la représentation quasi réguliére L de G sur L*(G/H) est
conunexe.

8. COROLLAIRE. Soit G un groupe exponentiel, c’est a dire un groupe de
Lie pour lequel [Iapplication exponentielle est un difféomorphisme de
lalgébre de Lie g de G sur G. Alors toute représentation unitaire irréductible
n de G est convexe minimale.

Preuve. Soit 7 une représentation unitaire irréductible de G. D’apres la
théorie de Kirillov (voir [Ber, chapitre VI]), il existe un sous groupe fermé
connexe H d’algébre de Lie h, une forme linéaire / dans g*, tels que la
restriction /|, de i/ & h soit un caractére de h et que:

n=1ind§ x,,
ou x, est (I'unique) caractére de H dont la différentielle est —il|,. Alors:

I, = conv(Ad*(G)])~. C.QFD.

9. Les représentations induites holomorphes

Soit G un groupe de Lie résoluble simplement connexe, g son algébre de
Lie, n un idéal nilpotent de g, tel que:

[g.g]lcncg.

Soit / un point de g*. On note G(/) le stabilisateur de / dans G et g(/)
son algébre de Lie.

Drapres [Ber, IV.4.2.12], il existe une polarisation h positive au point /,
stable par G(!), telle que hn n® soit un polarisation de la restriction /' de
[ a n, stable par le stabilisateur G(I') de !’ dans G et vérifiant la condition
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de Pukanszky. En fait, on peut obtenir une telle polarisation par le procédé
de M. Vergne [Ber, 4.2.9].

Nous supposerons ici, et nous n’aurons besoin que de ce cas particulier,
que G(/) est connexe c’est a dire que:

G(l)=exp g(l).
Nous supposerons aussi que:
9.1) I"#0.

En effet, si I’ est nul, / est nul sur [g, g], et g elle-méme est une polarisation
h en /, la construction suivante est triviale.
Soit maintenant, comme dans [Ber, 1V, 2.1.1-2.1.7]:

e“=h+h, e=e“ng,
d“=hnh, d=d°ng
Soit H, la forme sesquilinéaire positive sur e définie par:
H,=2ilc, [X, Y1),

ou Y désigne le conjugué complexe du vecteur Y de g et ou /. est I'élément
de (g*)®, extension canonique de / 4 g°©.
Comme:

d°={Xeh, H,(X, X)=0},

nous pouvons regarder H, comme une forme définie positive sur e“/d°.
Posons:

9.2) D=expd; E=expe.

Puisque g(/) est contenu dans h, G(/) est contenu dans D et bien sir D
dans E.
D et E sont donc des sous-groupes fermés (simplement connexes) de G.
L’espace E/D posséde une mesure E-invariante u (voir [Ber, V,4.3.3]).
Soit "' (I h, E), I'ensemble des fonctions fC * sur E qui vérifient:
(i) flx-d)y=yx,(d)""'-f(x);Vx€E deD
(i) 1f1*={gp |f(xD))* du(xD) < 0
(i) p(Y)f=—iKL,Y) f;VY€h,

ou g, est I'unique caractére unitaire de D vérifiant:

d,= —ill,
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et, ol nous notons p(X) f la fonction:

d
p(X)f(u)=Ef(u-CXp Xy,

=0
si X appartient a e et:
p(Y) f=p(X1) f+ip(X2) [,

si Y appartient a h et s’écrit X, + iX, avec X, et X, dans e.
H"! (=#"(I, h, E)) est alors un espace de Hilbert et la représentation
induite holomorphe n de E sur cet espace est la réguliére gauche:

n(g) f(x)=f(g"'x), VxeE
(voir [Ber, V.4.3]).

10. PROPOSITION. La représentation n de E sur #" est convexe mini-
male:

I = conv(Ad*(E)(|.))".
Preuve. Soit ¢, un idéal de e, contenu dans le noyau de /. Alors:
e, cd
et m est manifestement triviale sur exp e,. Donc:
v ()X)=0 pour tout Xee,
et
I'(X)=0  pourtout ['eQ2=Ad*(E)(|.)

(10.1) Quitte a passer au quotient par expe,, nous pouvons donc
supposer que le seul idéal de e annulé par / est I'idéal {0}.
Il nous faut maintenant étudier en détail la structure de e.
Soit:
d,=dnn, e;=enn.

Alors, d’aprés la démonstration de [Ber, IV.5.1] les sous-espaces d,; et
ker I’ nd, sont des idéaux de e; en outre ker I’ nd; est annulé par /; il est
donc nul et puisque /’ n’est pas 0, alors:

(10.2) e, est une algébre de Heisenberg de centre d,.

Soit:
w=kerlne,.
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Alors:
e, =wdd,.

Comme h a été obtenu par le procédé de M. Vergne, nous avons (voir
[Ber, IV.42.117):

N-—1
h=hnn®+ ) gf(I7)

i=1

ount=glc ... cgicglf=g" est une suite d’idéaux de g%, tels que:
dim(gf /gl ,)=1 et gl=g"
pour i=1,.., N— 1. Alors:

N

-1
Y gl cd®
i=1

1]

(voir [Ber, 1V.4.2.10]). 1l existe donc un sous-espace v de d, tel que:
veg(l)={Ueg <, [Un])=0}
et:
viPe,=e et vPd, =d
Drautre part:
(10.3) [d,d]cdn[g,gln[h,h]Jcdnnnkeri/={0}.

Soit maintenant a la projection de v sur ker /, parall¢lement a d,.

(10.4) LeMMmE,
e=ade,, d=ad®d,,
[a,w]cw, [ad]={0}

et ada| c est une algébre commutative d’endomorphismes anti-symétrigues
de W€ muni de la forme hermitienne H,.

Preuve. Nous savons déja que:
dim(a) = dim(v) — dim(d, N v) = dim(v)
et que:

e=vde, =a+e, d=v®d,=a+d,
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car d, étant inclus dans e, et ker /nd,; est nul. Donc:
e=ade, d=add,.

Nous savons aussi que:

[a,a]=[a,d,]=[d,d]={0}.
Comme a est inclus dans d, nous avons:

I, [a,e,1> =/ [d, e]>={0}.
Donc:

[a,w]c[a,e, Jckerine, =w.

Maintenant w® muni de la forme H, est un espace hermitien et si X est
dans a et U et ¥ dans w€, nous avons d’aprés la relation de Jacobi:

H/(ad(X) U, V) =2il¢, [[X, U), V1> = —2il¢, [U, [X, 711>
= =2il¢, [U, [X, V]]) = —H/(U, ad(X) V),
(car (I, [d, e€]) est nul). C.QF.D.
Reprenons la démonstration de la proposition. Soit:
h,=hnn® et  u=ker(/c|,).
Alors:
(10.5) eC=upudd¢

et u est d-invariant. Il existe donc une base de u, formée de vecteurs propres
pour tous les opérateurs ad(X)|,, X €a. Appelons alors & I'ensemble des ¢
de (a®)* tels qu’il existe un U non nul dans u, tel que:

[X,U]=¢(X)U VXea.

L’antisymétrie des ad(X)|,c, Xea implique que les formes linéaires
complexes ¢ sont imaginaires pures: chaque ¢ s’écrit:

$¢=ip  ou ¢ est réelle.
Nous obtenons une décomposition orthogonale finie:

u= Y ®u,, ou w,={Ueuy [X,Ul=ip(X)U VX ea}.

ped
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L’ensemble & de ces formes ¢ engendre a* puisque lintersection des
noyaux des ¢ pour ¢ dans @, est incluse dans l'intersection du centre de
e et de ker / (d’aprés (10.4) et (10.5)), qui est un idéal de e annulé par / et
est donc {0} (d’aprés (10.1)). Extrayons donc de @ une base {@;, .., ¢,}
de a* et notons {T, .., T,} la base duale de a.

Soit maintenant, pour ¢ dans &, {X?, j=1, .., n,} une base orthonor-
male de u,. Ecrivons enfin:

X¢=3(P?+iQ?), ou P{ Q7ew.
Un petit calcul montre alors que:

H (X0, XE) =84y

oe'YVjj’
implique:

[P, PL1=[0F, Q‘-”/J =0,
[Py, Q7 1=0,,0,E.
ou E est 'unique élément de d, vérifiant:
LEY=1.
Revenons a la représentation n. Les décompositions:
d=a®d,, e=ade,=a®wdd, (voir (104)
nous donnent des décompositions analogues au niveau des groupes:
D=A-D,, E=A4-E,, E =W.D,
ou:
A=expa, E =expe,, W=expw, D =expd,.

Donc E/D est difftomorphe a w. Comme dans [Ber, VII, p. 158], nous
identifions 1’élément:

U= (fPp+570])
Jse
de w avec I'élément de u:

P" ]
Z= }: ¢_,+_le_) ol zf=x’+iyfeC.

Avec ces identifications, toute fonction f de #*” s'écrit:

f(Z)=g(2)0(Z), Zeu,

580/105/2-4
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ou g est une fonction homomorphe sur I'espace complexe u, veérifiant:
f 18(Z)|2 0%(Z) dZ dZ <

et ou:
02)=exp(~4 B(Z, 2)=exp (~4 (2 2727 )
J, @
(voir [Ber, p. 160]). Alors, pour T dans a, nous obtenons:

(10.6) nexp T) f(Z)=g(T-Z) 8(Z), VZeu

ol nous avons posé:

T'(Z 5 (P‘!’-;iQ‘!’)) _y e (P‘?-I;iQ‘!’).

L'espace #"” posséde une base orthonormale {f,},.n» OU r est la
dimension sur C de u pour laquelle on a les relations:

dn(P? —iQ?) f,.= — /2 /m? [

ou:
m=(m?), o'ey,j =1, .,n,
et ou:
m=(mf),
avec:
me=m¢, si @'#eouj #j
et:

2P — m®
my =m 1

(voir [Ber, VII, p. 162 et 164]).
D’autre part, (10.6) nous donne, pour T dans a:

(10.7) dn(T)f,,,=i[ Y <Z m]‘.”) (p(T):I o

ped \j

Nous pouvons maintenant achever la preuve de notre proposition. En
effet, si £ est un vecteur normé de (s#")® nous avons d’abord:

¢=Ya,fn avec Y la,l*=1,

m
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et d’aprés (10.6):

(108) ET)= ¢(T)(z|am|2(lz m))

Q' ed =1

pour T dans a et avec un abus d’écriture naturel, d’aprés les formules de
[Ber, p. 160 a 162]:

(109) VNP —iQf) = = /2 apas-/m].
En particulier, si:
€=a0f0+amfm’ |aO|2+|am|2=1’

alors:

PN =Sy eo 0 (Tlanl? (32, mP))
LIS byt s S e

Rappelons que 'ensemble 4 des vecteurs:
B={1,, P, 0% Ek=1,..,d,9e®, j=1,.,n,}
de e forme une base de e. Ecrivons les €léments p de e* sous la forme:
p=I(Ty, p}, q} ), k=1,.,d,0e®,j=1,.,n,

a l'aide des coordonnées de p dans la base duale #* de £ dans e*.
D’aprés (10.10), tous les éléments p de e* tels que:

(1011) r=( T o rar,.0.0.1),
o' ed

avec R, positif ou nul pour tout ¢’ sont contenus dans I,. D’autre part,
Porbite de la restriction /" de la e (I'=(0,0,0, 1)) dans e* est 'ensemble:

Q= {( 2 10 Tk)< 3 (s9)+ t“’)2), s, 10, 1), sPeR 17 R}.
@' ed
L’enveloppe convexe de Q est facile a trouver. Clest:

conv(2)™ = {( Y $0(TW) S, 57,17, 1), S,

p'ed

g
>3 (59 +(12)? V(p’edi}.
Jj=1
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Mais alors, I’Ad *-orbite d’un élément quelconque p de conv(£2)~ contient
un point p’ de la forme:

P’=< Z (p’(Tk)R(p’a 05 05 1>’

p'ed

avec R, positif ou nul pour tout ¢’. D’aprés (10.11), p" appartient a I,,
donc:

conv(2)” < 1,.

Drautre part, pour:
é = Z amfm € (”hol)oo,

nous avons, d’aprés (10.9):

f (PP + PLENLI?)

ny
2) Y lants/meI?
j=1 m

zz (% a2 ’”)@ Ia,;,lz)
s; Iamlz<§1 m}")

N

- Ainsi, ¥,(&) vérifie:
w,()= (Z 9'(T,) Ry 52, 12, 1)
Y
ou:
2 Fd ,
Ry =3 la*((§ me)
m Jj=1
252 L2V +(f)Y),  ¢'ed
j=1

(voir (10.8)).
Mais alors ¥ (&) appartient a vonc(€2)~ (voir (10.12)). C.QF.D.

11. Nous rencontrerons dans la démonstration du théoréme 13 la situa-
tion suivante:
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Soit G un groupe de Lie résoluble simplement connexe d’algebre de Lie
g. Soit n un idéal nilpotent de g contenant [g, g] et soit N le sous-groupe
exp n. Nous prenons une représentation unitaire irréductible ¢ de N et nous
notons 2 son orbite de Kirillov dans n*. Soit / un élément de g*, tel que:

I'=1,eQ.

Soit G(/) le stabilisateur de / dans G et g(/) son algébre de Lie. Supposons
maintenant que:

g()+n=g,

alors G(/)- N est égal 4 G et G(/) est simplement connexe et égal a exp g(/).
Soit h une polarisation complexe de / avec les properiétés utilisées dans
(10). Soit:

t=ind$n

ou 7 et E ont la méme signification que dans (10). Alors:

(11.1) LEMME. La restriction de © a N est équivalente a ¢, toute extension
unitaire v’ de ¢ @ G est de la forme T® y ou y est un caractére unitaire de
G et est convexe minimale: si dy est égal a —iq pour un q de g*, alors:

I, = conv(Ad*(G)(I +q))~.

Preuve. En effet, © est convexe minimale car c’est I'induite unitaire de =
qui est convexe minimale et d’autre part, comme h vérifie la condition de
Pukanszky, nous avons:

Ad*(D)I=1+e*

(voir [Ber, 1V.3.1.7]). 1 suffit alors d’appliquer (6.3). La représentation t
est d’autre part unitairement équivalente a la représentation p(/, n,, h, G)
d’aprés la proposition V.4.3.5 de [Ber] et avec ses notations. Cette derniére
représentation coincide avec la représentation ind(h, ¢ : G) de [PukB, 3.c].
On applique alors [PukB, 3.c] et [PukB, 4.a] pour terminer la démonstra-
tion de (11.1).

12. Nous donnons ici un rappel rapide des résultats de Pukanszky sur
Pespace des idéaux primitifs de la C* algébre C*(G) d’un groupe de Lie
résoluble connexe et simplement connexe. Nous utilisons les notations de
[PukA, PukB].

(12.1) Soit / un élément de I'espace dual g* de l'algébre de Lie g de G.
Soit G(!) le stabilisateur de / dans G, g(/) son algébre de Lie. Comme la
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composante connexe G(/), (=exp(g(/))) est simplement connexe, il existe
un caractére unitaire unique y, de G(/),, tel que:

dy,= _illg(l)'

Soit G(7) le sous-groupe de G(!) constitué de tous les points qui commu-
tent modulo le noyau de g, dans G(/), avec tous les éléments de G(I/). On

peut toujours prolonger x; a G(/). Nous noterons G(/) I'ensemble de ces
extensions.
Soit maintenant:

2= ) GO).
leg*

Pukanszky définit une relation d’équivalence & sur # (voir [PukB, 5.6]).
Cette relation est G-invariante et si (/, y) et (/’, ') sont dans une méme
classe d’équivalence, alors / est contenu dans ’adhérence de I’4d *-orbite de
/" et réciproquement. En particulier, si G est exponentiel,

~

G(y={x} pour tout leg* #=g*

et & est la relation d’équivalence dont les classes sont les Ad*-orbites de
G dans g*.

Le résultat principal de [PukB] dit qu'’il existe une application bijective,
notée ici K— P de &/ sur l'espace Prim(C*(G)) des idéaux primitifs de
C*(G):

Si (/, x) est un élément de 4, alors:

K=G()-N, ou N=[G,G],

est un sous-groupe fermeé distingué¢ de G. Soit /' la restriction /|, de / &
l'algébre de Lie n (=[g, g]) de N.

A I’ est associé un élément ¢ de N. Pukanszky définit alors une représen-
tation de K:

A=ind(], x, h, K)

A est unitaire, irréductible et ne dépend que de (/, x), nous la noterons
A x).

La représentation ind§ A(/, x) sera notée t(/, x). C’est une représentation
factorielle de G, son noyau:

J )= kercegy t(l, x)

est donc un idéal primitif de C*(G).
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Pukanszky démontre que:

FLn=21) si et seulement si
(L, xyet (I, x') sont ¥-¢quivalents.
En outre, tout idéal primitif # de C*(G) est de la forme #(/, y) pour un
certain (/, y) de #.

Ceci définit 'application K — P. A
Notons maintenant P I'application de G dans %/ définie par:

P(rm)=classe de (/, y) dans #si keresg m=5(, x).

Notons enfin ¢ Papplication de # dans g définie par:
all, )=1.

Alors ¢ envoie les classes d’équivalences de & sur celles de la relation R
mentionnée dans lintroduction. Nous pouvons maintenant énoncer le
théoréme principal de ce chapitre:

13. THEOREME. Soit G un groupe de Lie résoluble connexe. Soit:
PG> RIS
Papplication de Pukanszky, alors pour tout t de G,
I.=conv(Ad*(G)I)~

ou | est un élément quelconque de oo P, (Cest a dire un élément quelconque

)
de g* tel qu’il existe y dans G(l) tel que (I, x) appartienne a P(t)). En
particulier, T est convexe minimale.
Toute représentation unitaire de G est convexe.

Preuve. Nous I'établissons par récurrence sur la dimension de G.

Si G est abélien, en particulier si sa dimension est 1, on peut appliquer
(5.2).

Supposons donc le théoréme démontré pour tout groupe de Lie résoluble
connexe de dimension n’ <n et soit G un groupe de Lie résoluble connexe
de dimension n et t une représentation unitaire irréductible de G. Nous
notons encore N le groupe [G, G] et n son algébre de Lie. D’aprés ce qui
précéde, il existe (/, y) dans Z tel que:

kerc.(G) T= kCI'C.(G) T(l, x) = J(l, X)
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Considérons maintenant le sous-groupe K (K=G(I)-N). Si K a méme
dimension que G, ces deux groupes sont confondus,

g=g(/)+n

et t(/, x) est la représentation du lemme (11.1), elle est irréductible, égale a
A(l, x) et est une extension de la représentation ¢ de N caractérisée par /'.
Mais toute représentation unitaire irréducible d’un groupe de Lie nilpotent
étant C.C.R. (voir par ex. [Ber, IX.3.1.1]), A(/, x) est aussi C.C.R,, ce qui
veut dire que t(J, x)(C*(G)) est l'algébre S des opérateurs compacts sur
K-

Par passage au quotient, t définit alors une représentation irréductible de
C*(G)/#(, x), qui est isomorphe & . D’aprés [Dix, 4.1.5], 7 et t(/, )
sont équivalentes. Alors:

I.=1,, =conv(Ad*(G)l)~

d’apres le lemme (11.1).

Supposons maintenant que la dimension de X soit plus petite que celle
de G. Soit K, la composante connexe de I'élément neutre de K. D’aprés
[Puk, II1.7],

kerct(xo)(ﬂ Ko) = kerc‘(Ko)(T(l’ 3l Ko)'
En utilisant ’hypothése de récurrence et (5.1b), nous obtenons:
(13.1) i) = T ping)

et ce sont des parties convexes de k*.
Or, d’aprés la preuve du (a) du lemme 7 et I1I1.7 de [ PukB], nous avons:

5]
(1, x)| x, est faiblement équivalente d Y. (A(J, x)*)

geCG

Ko

(voir (3.2) pour la définition de 4,). Appliquons de nouveau I’hypothese de
récurrence et (5.1); nous obtenons

23]
Iegpip=1s, 00 Z= 3 (A x)*)

geqG

Ko

Donc l'ensemble moment I; est justement I'enveloppe convexe des
I %) lorsque g parcourt G. De plus, A(], x)|, est la représentation t
du lemme 11.1, appliqué au groupe K, (voir [PukA, L.7.1] et [PukB,
I11.3.c]), donc:

T, 014, = cOMV(Ad*(Ko)1') ™
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si I’ désigne la restriction de / a I'algébre de Lie k de K, (k=g(/)+n). On
en conclut que:

1 = conv({Ad*(g)(Ad*(K,)!"), g€ G})™ = comv[Ad*(G)I'] .

(tlkg)

(Ici “’” signifie la restriction & k. D’autre part, d’aprés [ PukB, lemme 25],
[+k* c Ad*(G)L
Evidemment, ceci implique:

I, = conv(Ad*(G)])~. C.QF.D.

I11. LES GROUPES COMPACTS

14. Description du dual unitaire d’'un groupe compact.

Soit G un groupe de Lie compact, semi-simple et connexe. En fait, nous
pouvons supposer G simplement connexe, car chacune de ses représenta-
tions se remonte en une représentation de son revétement universel qui est
lui aussi compact [Wal, thm. 3.6.6, p. 61].

Soit maintenant 7 une représentation unitaire de dimension finie de G.
Nous complexifions g en g© et prolongeons dr a g©. On sait que si t est
un tore maximal de g, le g-module £, se décompose en sous espaces de
poids:

@
(14.1) H, = z H*
Aedy
ou:
Hi={veH,dn(Hyv=ilMH)v,VHet}, 4d,={let*, #*#{0}}.
En outre, comme 7 est unitaire, #* est orthogonal a J## si A est différent

de . En particulier la représentation adjointe de G dans g donne la
décomposition:

(14.2) gt=t"+ ) g~

xed

4, inclus dans t*\ {0} est I'ensemble des racines de g. Etendons la forme
de Killing B 4 g© puis 4 (g°)* Nous obtenons ainsi un produit scalaire réel
sur t*:

(o w)= —B(A p), A pet*,
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Le groupe des poids est alors défini par:

W={let*,2MeZ VaeA}.
(o, &)

Les poids de tout g-module de dimension finie sont dans #". On définit
aussi le groupe de Weyl W de g comme le groupe engendré par les
symétries s, « dans 4:

(B
s(A)y=4-2 (@) o.
Alors:
(14.3) W est un groupe fini [War, p. 9].

Pour chaque w de W, il existe w dans G qui normalise t et qui est tel que:
Ad*(W)| s (2)=w(a) Vaed

[Wal, théoréme 3.10.9, 0. 76].
D’autre part, les chambres de Weyl sont les composantes connexes ¢ de
Pensemble:

t*— {4, (4 «)=0pourunade 4}.
Une chambre de Weyl définit un ordre sur t*:
a>0 sienseulementsi (4, a)>0 Vie®.

Nous notons 4* I'ensemble des racines positives. Dans 4%, il existe une
et une seule base {a,, .., a,} de t*, dont les éléments seront appelés racines
simples, telle que:

Vaed, a=) na

ou les n; sont des entiers tous positifs si a est >0, tous négatifs sinon [ War,
p. 10 et 13].

L’adhérence ¢~ de € est un domaine fondamental pour 'action de W
sur t* [War, p. 13]. En particulier:

tr=W.%".
Supposons maintenant (7, ») irréductible. Alors:

(144) = posséde un vecteur b-primitif e, unique a une constante preés.
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C’est-a-dire, si:

b=t"+ Y g*
xed*
nous avons:
H.e,=iA(H)e,, VHet
et

X, e,=0 VX, eg*Vaed™.

Alors A est un poids de # contenu dans ¥~ et A est unique et caractérise
7 a équivalence pres. On appelle A le plus haut poids de #. De plus la
dimension de #* est 1 [War, p. 172, théoréme 2.4.1.5]. D’autre part, si 4
est un poids de #, alors:

!
(14.5) A=A—=Y na, ou meN

i=1

[War, p. 171, théoréme 2.4.1.3].

Si 4 est un poids, alors w(4) en est aussi un quel que soit w dans W, de
plus les dimensions de #* et de # ¥ sont égales.

Soit maintenant ¢ la projection canonique de g* sur t*, c’est a dire:

q)=1l,,  leg*

(14.6) Soit D = t* 'enveloppe convexe des poids de #. D’aprés (14.1),
nous avons ¢videmment:

q(l,)=D=1 (T=expt).

nlr
Appelons Ext(D) I'ensemble des points extrémaux de D, c’est a dire:
Ext(D)={leD,i=ti;+(1—-1) 4,
et i,eD,te[0,1] implique r=00ur=1}.
15. LeMMe. Ext(D) est I'ensemble {w(A),we W} et D est 'enveloppe
convexe de Ext(D).

Preuve. (a) Montrons d’abord que si 4 est dans Ext(D), alors 4 est un
poids. En effet, 1 étant un élément de ¢(I,), A s’écrit:

A=Yt  avec yr,=letl=r,20 Vu

He dxn An
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Comme 4 est extrémal, cette somme n’a qu’un terme non nul et 4 est un
poids.

(b) W laisse Ext(D) stable car W laisse 'ensemble des poids stable,
donc aussi D donc aussi les points extrémaux de D.

(¢) Montrons que A est le seul point de ¥~ n Ext(D). Nous avons
vu que 4 est dans ¥~ et §'il n’est pas extrémal, alors:

A=t +(1—=1) 4, pourun te]0,1[ etpourd,, l,ed,— {4}
Alors, d’aprés (14.5),

Ay=A=Y nla,  A,=A4-Y nja, pourcertainsn;,n;eN.
- -

i
Ainsi:

Y(nl+(1—1)n})a,=0

ce qui implique que tous les n/ sont nuls, c’est & dire que:
j‘l = j,z = A

Soit maintenant A un point quelconque de ¥~ n Ext(D), alors pour chaque
o de 4%, nous avons:

SA+a)y=4A—(r+1)a pourun reN.
Si maintenant 4 + « est un poids pour un certain « de 4%,

1 1
=t (,1+a)+(1—;+

A=
24r

)sa(ua)

+r
est une combinaison convexe non triviale de 1 + a et s5,(4 + «), donc A n’est
pas extrémal. Ainsi, pour tout e; de s#* et pour tout X, de g%, xe 4", nous
avons:;

X, e;eH#*T*={0}.

Donc e, est b-primitif et d’aprés I'unicité de ces vecteurs b-primitifs, 4 est
¢gal a A.

(d) Tout point de Ext(D) est conjugué 4 A par W. En effet, si 1 est
dans Ext(D), il existe w dans W, tel que w(4) soit dans % ~. Mais alors,
w(4) est dans €~ N Ext(D) qui est {4}.

Nous avons donc démontré que:

Ext(D)= W - A.
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(e) D est I'enveloppe convexe de Ext(D). En effet, par définition, D
est inclus dans cette enveloppe convexe et, par construction tout point de
D est dans 'enveloppe convexe des poids w(A4), w dans W, puisque D et
L., coincident et que les espaces #™*'*) sont orthogonaux.

16. Convention. Nous considérons maintenant t* comme une partie de
g*, en imposant a un élément A de t* d’étre O sur g% pour tout « de 4.
Rappelons que si:

W={weG, dd(w)t=t}
on a:
W={w=Ad*W|.}
(voir (14.3)). Avec cette convention, nous avons:
PROPOSITION. (a) Ad*(W)A=Ext(D) et D = conv(Ext(D)).
(b) Ad*(G)D = conv(Ad*(G)A), ou A est le plus haut poids de .

Preuve. (a) Comme W est Ad*(W)|,., cette partie du lemme est une
conséquence immédiate du lemme 15.

(b) En utilisant (a), nous avons:
Ad*(G)D < conv(Ad*(G)(Ext(D))) = conv(Ad*(G) A).

Réciproquement, soit p un point de conv(4d*(G)A), considérant p comme
un point de g, nous prenons un tore maximal t' contenant p, puis g dans
G tel que Ad(g)(p) soit dans t ou, si on revient 4 g*, tel que Ad*(g)(p)
soit dans t*. Mais alors Ad*(g)(p) appartient a t* nconv(Ad*(G)A).
Comme A est égal a ¥ (e,), nous avons obtenu:

q(conv(Ad*(G)A)) = conv(q(Ad*(G) 4)) = conv(g(I})) = ¢(D).
Alors Ad*(g) p appartient a D et p & Ad*(G)(D). C.QF.D.
Nous noterons:
(16.1) Q=0 =Ad*(G)A.

17. PROPOSITION. [l y a équivalence entre:
(1) I, est convexe
(2) I,nt* est convexe
(3) D est inclus dans I,
(4) I, est I’enveloppe convexe de 2 ..
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Preuve. (1)=>(2). L’intersection de deux parties convexes de g* est
convexe.

(2)=(3). Pour tout X, de g* nous avons:
X, e+ L #".
Donc ¥, (e,) s’annule sur X,, c’est 4 dire:
V(e )=4

et A appartient & I, nt* Mais alors I, nt* contient aussi les Ad*(g)4,
pour chaque g de G normalisant t, c’est a dire pour chaque g de W. Donc,
d’aprés (14.3):

Ext(D)=W-AcI,nt*c1,.
Comme I, nt* est convexe, nous en déduisons que:
D =conv(Ext(D))cI,nt*c1I,.

(3)=(4). Comme I, nt* est par construction un sous ensemble de
D (voir (14.6)), nous obtenons:

D=1I_nt*
Alors, d’aprés le point (b) de la proposition 16,
conv(Ad*(G)A)= Ad*(G)D c Ad*(G) I,=1,.

D’autre part, si p est un point de [, il existe g dans G tel que 4d*(g)p
soit dans t* donc dans I, nt*. Mais alsors, p appartient 4 Ad*(G)D qui
est 'enveloppe convexe de 2, d’aprés la proposition 16(b).

(4)=(1). Est évident. C.QFD.

Nous allons bientSt voir que I, N t* n’est pas toujours convexe. Cepen-
dant, F. Kirwan a démontré que:

I. N € est toujours convexe
(voir [Kir], par exemple).
18. PROPOSITION. (a) S°il existe une racine simple o, telle que

(24 — a;, a;) Sannule, alors I, " t* nest pas convexe.

(b) Si (24 —a, ) nest pas nul quelle que soit la racine a de A*, alors
I, " t* est convexe.

On va montrer une série de lemmes pour établir cette proposition.
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18.1. LEMME. Soit « une racine, alors (24 — o, ) sannule si et seulement
s’il existe w dans W tel que:

w(A)=A4—a.

Preuve. Si 2(A—a, a) sannule, c’est a dire si 2(4, a) est égal a («, a)
alors:

(4, 0)
(o, @)

Réciproquement, s'il existe w dans W tel que w(A) soit 4 —a, alors 4 —«
et 4 sont des points extrémes de D, donc les seuls points de la droite
passant par 4 et A —o qui sont dans D sont dans le segment [A4, 4 —a]
en particulier, 4 + a et A4 — 2o ne sont pas des poids. Prenons alors H, dans
t, X,, X_, dans g* et dans g~ * tels que:

s, (A)y=A4-2 a=A—a.

ao(H)=(H, H)), pourtout Hetet[X,, X_,]1=H,.

Alors la sous algébre de g* engendrée par X,, X _, et H, est isomorphe a
sl,(C). Le sl,(C) module s, engendré par e, est alors de dimension 2,
puisque:

HAr =gt 22={0].
11 admet pour base {e,,e,_,} et:
tr(dn(H,)| ) =2A(H,)—a(H,)=0.

C’est a dire:

ou:
(24—, ) =0. C.QF.D.

18.2. LEMME. Si (24 —a, ) est non nul pour toutes les racines a de 4~
alors I, nt* est convexe.

Preuve. D’aprés 17, il suffit de montrer que D est inclus dans /,. Soit
p un point de D, p sécrit:

p=Y t,Ad*(W)(4) avec 1,20Vwet ) ;=1
we W we W
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Posons:

(=Y Jan(i)e,

we W
Si wA est différent de w’'A, alors pour chaque X, de g% nous avons:
(18.2.1) (X, -n(Ww)e,, n(W')e,»=0.
En effet d’'une part:
X, -n(W)e,e ™+ w(W)e, e A"

et d’autre part wA + a est différent de w'A puisque sinon il existerait w”
dans W et o’ dans 4 tels que:

wA+a =4

mais alors, d’aprés (14.5), a' est positive et d’aprés (18.1), (24 —a', a')
s’annule. Equation (18.2.1) implique alors que:

¥ (£)(X,)=0, pourtout aed.

Enfin, on a évidemment, pour chaque H de t,
1 .
YAO(H)=Y ros CH-n(W) ey, e, = p(H),

ainsi,
Y (&=p. C.QFD.
(18.3) LEMME. Si o, est une racine simple telle que (24 — «,, ;) s'annule,
les seuls poids qui sont sur la droite {A +1ta,,1€R} sont A et A—u,.

Preuve. Par construction, 4 et A —a; sont sur la droite. D’autre part,
si le poids A est sur cette droite, alors:

_ A+t ) 2(4, @)

=A+ta; 2t= = Z
A i o I+ (o, @) (a;, ;) €

et ¢ appartient 2 [ —1, 1] puisque 4 et 4 —a; sont des points extrémes de

D. Donc ¢ est nécessairement 0, +1 ou +1/2, mais 4 est un poids donc

(14.5) implique que ¢ est entier négatif. Donc nécessairement 0 ou —1.
C.QF.D.

Fin de la preuve du théoréme 18. (a) Supposons que a; soit une racine
simple telle que (24 — a;, &,) soit nul. Soit p le point A — (1/2) «,. Montrons
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que p appartient & D mais pas a I.. Alors, d’aprés (17), I, nt* nest pas
convexe. Or:

p—_—%A+%(A——dl) et A_aizsa,(/l)'
p est donc une combinaison convexe de poids et, par définition, appartient
ab.
Si d’autre part, p s’écrit ¥, (&), pour un vecteur normé & de #, alors:

E= 3 pie; ou e el e l=1,p,>0,) pi=1
Aedy pA

Mais alors, on a dans t*:

(183.1) 9P = Y pli=A-}a,

iedy

Montrons que p; est nul si 4 n’est pas un élément de la droite 4 + Ra;.
Soit:

(a'a ai) . .
Bi=o,——+—u, pour j#i

(ot ;)
alors I'ensemble {8, j#i} forme une base de I'orthogonal de «; dans t* et

(18.3.1) implique:

(18.3.2) (Z pﬁi)(ﬂj)=/1(ﬁj) pour tout j#1i.

A 4y
Or nous savons (voir (14.5)) que chaque poids 4 sécrit:
A=A-=Y nla,.

Donc (18.3.2) nous donne:

<Z ( ) Pf"f) ;s ﬂ,) =0  pourtout j.

Jj#i Nded,

Y pini=0  pourtout j'#i,

Ae dy

ce qui veut dire que p, s’annule si n}, n’est pas nul et si j' est différent de
i. Soit:

p;=0 si A¢ A—Na,.

580/105/2-5
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&= Z Pi€;.

Aedy (A + Ray)

Or, d’apres (18.2), 4, (A + Ra;) est {A, A —a,}, donc:

éz\/ge/l'*'\/%_e/lfa,"
Pour tout X, de g¥ et X_, de g™, tels que:
[Xazp X~:x,] = Ha,-¢0’

nous avons alors:

X, ceq=pe,y avec p#0,
puisque, pour la sous algeébre sl.(2) engendrée par {X,,X_,, H,}, le
sous-module engendré par e, est de dimension 2 (car (4, a;)/(a;, ;) = 1/2)

et donc la dimension de son sous-espace de poids A4 — a; est 1 (voir (14.5)).
Mais alors nous aboutissons a la contradiction:

0 p(X—oz)_W (i)(X—a,

f(eA+eA a,) f(eA+eA a, 2 p#o

Et p n’appartient pas a I,.
(b) Résulte de (18.2).

19. PROPOSITION. S’il existe une racine o de A telle que (24 —a, a)
s'annule, alors il existe une racine simple o, telle que (24 — «;, a;) sannule.

Preuve. Soient A, les poids fondamentaux de g. Ecrivons A=Y n. 4,
avec n;eN. Soit H, la coracine correspondant & «. On a A(H,)=1 par
hypothese et 4,(H,) est entier pour tout i. Donc il existe un i, tel que:

n,=1 et A,(H,)=1
et:

A(H)=0 si i#i.
Alors:
24 —a,, a,)=0.

Nous remercions notre rapporteur pour avoir considérablement simplifié
notre premiére démonstration.
On a finalement démontré:
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20. THEOREME. Soit G un groupe de Lie compact, semi-simple et
connexe. Soit t un tore maximal de I'algébre de Lie g de G, € une chambre
de Weyl, A% I'ensemble des racines positives relatives a €, (a,, .., %;) le
systéme de racines simples de A*. Soit n une représentation unitaire
irréductible de G, A, son poids dominant (A, % ).

1l y a équivalence entre:

(1) I, est convexe.
(2) 1, est l'enveloppe convexe de I’Ad*-orbite 2 de A,,.
(3) A, nest pas un zéro du polynéme de degré I

P()= l—[ (28 —ay, ;).

1

1V. DERNIERES REMARQUES

21. Supposons que le groupe de Lie G soit le produit direct de deux
groupes fermeés G, et G,:

G=G1xG2.

Si G, est de type I, par exemple si G, est compact ou abélien, alors, d’apres
[Dix, 13.11.7],

G=G,xG,,
c’est-a-dire: chaque représentation irréductible = de G est de la forme:
n=n,®n, sur ¥ =4 Q A,
ou (m,, #,) appartient a G, et (n,, #) appartient a G, et réciproquement.
PROPOSITION.  Supposons que:
I, = conv(Ad*(G,) p,)~ et I, =conv(Ad*(G,) p;)~,
pour certains p; de g¥ (i=1, 2). Alors:
I, = conv(Ad*(G)(p,, p;)) < (gf xg¥)=g™

Preuve. Soient (e}, e}, ...) et (e}, €3, ...) des bases orthonormées respec-
tivement de ] et J, constituées de vecteurs C . Alors si ¢ est un vecteur
de 5=, nous avons:

(=Y el@ni=Y n/®e;

i=1 j=1
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avec:

X lnfl =% Il = 121>
i j
En outre, pour g, de G, (respectivement g, de G,), nous avons:
(g1, )¢ =) (mi(g,)n,)®e;,
j
n(e, £:)¢ =Y, €} ® (nalg2) n}).
j

Donc chaque 1} est un vecteur de J# ° et chaque #7 est un vecteur de #5".
De plus:

Y NY-mil*<ewo, Y UY-nll’<c0 VXeg,,VYeg,.
. o

j=1

Alors:

d o0 o
20 =%( £ mep 1)@, T riod)
j=1 k=1

t=0

=Y (X-nj,n;).

1

M8

J

Ainsi:
¥ ()l g, oy conv(l, )=1,.
De méme:
¥ 0y xa & Iy
et donc:

Lcl, xI,.

Drautre part, soient /; des points de I,,. Ils s’écrivent ¥, (£,) + o(¢) pour des
¢, normés de A (i=1, 2), alors pour chaque (X, Y) de g, nous avons:

(7, L)X, Y)=1(X)+ L(Y) = ¥, (E)(X) + P, ($2)(Y) + o(e)
=V (&, QE)X, )+ ole).
Et (/;, [,) est un élément de I,.. Nous avons finalement montré que:

I.=I, xI,.
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D’autre part, si Q désigne I’Ad*(G)-orbite de (p,, p,), si p appartient a
conv()~ et si ¢ est positif, alors il existe g!, .., gl dans G, et g2, .., g3,
dans G, et des nombres positifs ¢, (1<i<N, 1<j< M) tels que:

Ztijzl et p=ztijAd*(g:9g_f)([’hl’z)"'o(g}
i ij
Mais, si nous notons Q, 'Ad*(G,)-orbite de p,, k=1, 2, alors:
M
Plaxior =2 ( )y t,y) Ad*(g}) p, +ole)
i \j=1
appartient a conv(£2,) " et
Plioyxg=2 ( > tg> Ad*(g}) p,+ o(e)
J i=1

appartient a conv(Q2,) . Finalement, p appartient a conv(£2,)~ x conv(£2,)~
donc a I, x1I,, et:

conv(Q)” < 1,.

D’autre part, si (¢,, g,) est un point de I, alors:

N N

gi=Y riAd*(g}) p,+oe) avec Y r;=1,r20Vi
i=1 i=1
M M

g, =Y, 5;Ad*(g}) p;+o(e) avec ) s;=1,52>0 V)

—

j=1

~

Donc:
(41, 9,) = er Ad*(g}, g2)(py, py) + o(e)

est un point de conv(2)~ ou
I.=conv(2,)” x conv(R,;) = conv(L2) . C.QFD.

22. Si G, est abélien, il est facile de voir que la réciproque est vraie. Plus
précisément:

PROPOSITION.  Soit G, un groupe de Lie abélien et soit G, un groupe de
Lie quelconque. Alors une représentation unitaire irréductible n du produit
direct G, x G,, de la forme 1, ®n,, est convexe si et seulement si m, est
convexe. En outre:

Im@nzz{_l}XInz, ou d7t1= —llelg?‘
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23. La proposition 22 nous permet de déterminer 'ensemble moment des
représentations irréductibles = d’'un groupe de Lie compact G. En effet un
tel groupe posséde un revétement universel G de la forme:

G=KxR"

ou K est un groupe de Lie compact semi-simple et simplement connexe
(voir [Wal, 4.6.8]). Nous remontons donc 7 en une représentation unitaire
irréductible 7 de G et I, coincide avec 7.

[Ber]

[Dix]
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