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MATHEMATICS

APPROXIMATION DES VALEURS DE FONCTIONS
TRANSCENDANTES

PAR

MAURICE MIGNOTTE er MICHEL WALDSCHMIDT

(Communicated by Prof. T. A. SPRINGER at the meeting of September 28, 1974)

Si des fonctions méromorphes d’ordre fini prennent en de nombreux

points des valeurs presque algébriques, elles sont algébriquement dépen-
dantes.

De nombreux résultats classiques concernant la transcendance des
valeurs de fonctions exponentielles ou elliptiques peuvent étre généralisés
en des critéres du type suivant (cf. [L] chap. II th. 1, [R] et [W] th. 2.2.1).
Soient fi, ..., fa des fonctions méromorphes d’ordre fini, prenant des
valeurs algébriques en de nombreux points; alors, sous des hypothéses
convenables, fi, ..., fa sont algébriquement dépendantes sur Q.

Nous remplagons ici I’hypothése que ces valeurs sont algébriques par
I’hypothése qu’elles s’approchent trés bien par des nombres algébriques.
Voici le genre de résultat qu'on peut en déduire.

Soit | une fonction entiére transcendante d’ordre <p; sotent 1>0 un
nombre réel, et (Prx/qr)v=k, une suite de mombres rationnels deux & deux
distincts tels que, pour tout entier k>ky, on ait

max ([pe, gxl) <B4 Log f(pefae)ll< - 7% Log k.

Alors on a o>l
(On a noté
[[2]| = min |z —mn]
neZ
la distance du nombre complexe z & I'entier le plus proche.)

Pour démontrer ces résultats, nous utilisons une fonction auxiliaire
(proposition 1) dont la construction est suffisamment générale pour étre
intéressante en elle-méme. ‘

Ensuite, la méthode est une extension de celle qui a permis 4 SCHNEIDER,
en 1934, de montrer la transcendance de nombres £ de la forme a?, ou
Log «/Log 8 (a, b, x, 8 algébriques).

Le résultat obtenu ici ne contient pas de mesure de transcendance de
ces nombres £; il faudrait pour cela modifier légérement la démonstration
et utiliser les propriétés des polynémes exponentiels, ce que nous envi-
sageons de faire dans un prochain article.
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1. Enoncé des résultats

Les notations sont, de maniére générale, celles de [L] et [W]. En
particulier, une fonction entiére f sera dite d’ordre inférieur ou égal a o
g'il existe une constante C> 0 telle que, pour tout z complexe avec |2/ > 1,
on ait

H@] < exp (Clal),
ce que 'on notera

Log |flr= Log sup |f(z)| <€ R® pour R — oo.
|zj=R
Etant donné un nombre algébrique non nul a, de conjugués complexes
a1=a, az, ..., 8, et de dénominateur d, on définit la taille de @ par
(@)= max (Log |ai], ..., Log |ax|, Log d).

On a la propriété fondamentale suivante. Si a est un nombre algébrique
non nul, de degré au plus égal & », on a I'inégalité ([W] Propriété (1.2.3.)):

(*) Log |a| > — 2ni(a).
Nous obtenons le résultat suivant.
TaEOREME. Soient g1, ..., 4, 01, ..., 04, I, des nombres réels positifs, avec
d>2, g1+...+og=d-1), <oy 1<i<d).

Soient K un corps de nombres, f1, ..., fq des fonctions méromorphes dans C,
et (Sn)n>n, une suite de sous-ensembles de C, vérifiant

max |zl K N pour N - oo

z€ SN
et
Nig Card Sy< NV+1.
Sotent g1, ..., ga des fonctions entiéres dans Q, sans zéros dans \ Jn=n, Sw,
telles que les fonctions gifi, ..., gafa Sotent entidres.

On suppose que, pour 1<i<d, g; et figi ont un ordre inférieur ou égal
a o1, et que U'on a

(i) Log max 1/|g:i(z)] < N% pour N — oo.
ICSN

On suppose que, pour 1<i<d, N>Ny et ze€ Sy, il existe un élément
Bi.n(z) de K, de taille vérifiant

(i) #(Bs, n(z)) L N% pour N — + oo, tel que, pour tout N > N,,

(iii) Log |fi(z)— fi,n(z)| < —NYgn+2 Log N), ot (qn)n=n, est une suite de
nombres réels positifs vérifiant

(iv) min |[z—2'| > exp (—gwn) pour N — co.
a.:'*tzS,N

Alors fi, ..., fa sont algébriquement dépendantes sur Q.
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Nous verrons que 'hypothése (iv) peut étre remplacée par
(iv)) min JJ |z—2'| > exp —Nt-gn.

z’eSN ze8y
&+z

Les hypothéses (iii) et (iv) (ou (iv)’) montrent que les nombres fi(z),
pour z € Sy, doivent étre d’autant plus proches de nombres algébriques
que les points de Sy sont proches les uns des autres.

Dans le cas particulier g n(2)=fi(2) (c’est-a-dire f;(z) € K) pour 1<i<d,
N >0, et z e Sy, le résultat était déjd connu, sous une forme un peu plus
faible (W] Théordme 2.2.1). On obtient par conséquent comme corollaire
le théoréme de Gel’fond Schneider sur la transcendance de ab, pour 0, 1,
et b¢£Q, a et b algébriques.

Quand on choisit fi(z)=2z et d=2, on obtient un critére pour qu’une
fonction méromorphe vérifie une relation du type

P(z, f(z))=0, pour tout ze(,

ou P est un polynéme non nul & coefficients entiers. Il est facile de vérifier
que cette condition équivaut au fait que f est une fraction rationnelle &
coefficients algébriques. Pour simplifier 'énoncé, nous choisissons K=Q.

CorOLLAIRE 1: Soient f une fonction entiére d’ordre <o, (Pr/qr)i=k, €t
(0x/br)k=r, deux suites de nombres rationnels, les pxlqx, k> ko, élant deux &
deux distincts. Soit 1>p un nombre réel; on suppose que U'on a

max (|px|, Igx|) < k7 et Log |bx| < &/ pour k — oo;
|/(pr/qr) — ax/br] < k=4t pour k> ko.
Alors | est un polynéme a coefficients algébriques.

Le résultat annoncé dans 'introduction s’obtient en choisissant by =1
pour tout k> k.

Démonstration du corollaire 1
» Soit ¢ un nombre réel vérifiant 0<e<(I—p)/2. On choisit, dans le
théoréme,
fiz)=2; fa(z)=f(2); o1=¢; 01=2¢; g2=p; 02=1—2¢;
Sy={pr/gr; N'<k<2N'}; g1=g2=1; gvn=2Log N.

Comme la fonction f est d’ordre <p et que 'on a Log |bx| <€ k¢/* pour
k — oo, on obtient

Log |ax| < Log |bx| + Log (1+ |f(pr/qr)l) < ke’ pour k — oco.

D’aprés le théoréme 1, les fonctions z et f(z) sont algébriquement
dépendantes sur Q, d’ou le résultat. <«

On peut noter que ce corollaire contient le résultat suivant. Soient
f et g deux fonctions entiéres, telles que f—g vérifie les hypothéses du
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corollaire 1; alors, la différence entre f et g est égale & un polynéme a
coefficients algébriques.

Ce résultat peut étre formulé de maniére moins précise mais plus imagée.
Nous dirons que deux fonctions dont la différence vérifie les hypothéses
du corollaire sont arithmétiquement proches, en ce sens qu’elles prennent
en de nombreux points (bien choisis) des valeurs dont la différence est
trés proche d’un nombre rationnel (ou, plus généralement, algébrique).
Le corollaire obtenu exprime que deux fonctions entiéres arithmétiquement
assez proches différent d’un polynéme & coefficients algébriques; en
particulier, elles sont alors simultanément algébriques sur Q ou non.

Le théoréme implique aussi un résultat du type suivant: si une fonction
entiére transcendante, d’ordre fini, prend, en une suite de points d’un
corps de nombres, des valeurs trés proches de nombres de ce corps, alors
cette suite est, en un certain sens, suffisamment lacunaire. L’exemple
le plus simple est le suivant.

CorOLLAIRE 2: 8Soit f une fonction entiére transcendante, d’ordre <p.
On suppose qu’il existe une suite d’entiers (ni, ng, ...) distincts, croissante,
telle que

Log [[(m)| _

len:o m —oo, avec £>0.
Alors, on a
lim sup oo
k> 00 fYet+e)
Démonstration :

» Supposons que la conclusion du corollaire soit fausse. Alors, quitte &
prendre une sous-suite de (ng), on peut supposer que 'on a:

ng & kl/le+e) < Nk.

Prenons maintenant fi(z)=z2, fo=f, l=0+¢, oa=p+¢/2, o1=¢/2.
Choisissons enfin Sy={nz; N'<k<2N!+1}, et, bien entendu, g;=gs=1,
gn=0. Il est alors facile de vérifier que les hypothéses du théoréme ont
lieu, en prenant

b1, n(z)=2 si ze 8y et B2, n(ng) =myg, ou ||f(ne)l|l=|f(ng) —ms}, mi € Z.

D’aprés le théoréme f est algébrique. Contradiction. <«

On remarquera que la conclusion du corollaire 2 n’est intéressante que
quand gp+e<1.

On obtient aussi des résultats de dépendance algébrique entre certaines
fonctions transcendantes. Par exemple:

CoroLLAIRE 3: Soit | entiére dordre <g. Soit aed, a#0,1. Soit
I>p+1. Soient (pr/ge)e=r, des rationnels deux & deux distincts. On suppose

Log max (|pxl, lgxl) <k
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o

Alors, il existe un polynéme non nul P (X, Y), & coefficients entiers, tel que

P(a?, f(z))=0, pour tout z Q.

ey ie)

) <- HT“zleogk si >k,

Démonstration :
» On prend
Sy= {IJ%M Ni<k<2Nt+1} et fl(z)=az,f2=f,ag=g—%:—l.

Les détails sont laissés au lecteur. <«
(Une fonction f, comme dans le corollaire 3, est d’ordre <1.)

2. Lemmes préliminaires

Lemme 1: Soient us,; (1<t<v, 1<j<u) des nombres réels. Soit U un
entier vérifiant y
U> max 3 |u

1<i<p  i=1

et sotent X et 1 deux nombres entiers positifs tels que
Fa(X+1).
Alors, il existe des éléments &, ..., & de Z, non tous nuls, tels que

max |&| <X,
1I<igy
et
UXx
max | Z w56l < -
1<i<H 41

Démonstration: Cest le lemme 1.3.2 de [W]. <«

LemMe 2: Soit [ une fonction entiére dans Q. Soient 2, ...,2, des
nombres complexes distincts. On pose

n

QX)= H (X —7).
Sott C un cercle dont Uintérieur contient les points zi, ..., 2s; soit C; un
cercle de centre z; et de rayon <} min,_, |s—2l, pour j=1, ..., n. Alors,
pour tout point z, intérieur & C et extérieur aux Cj, on a la relation

Hz) _ f {9 ) dC

0@ 2in 2’m, f( “) J.C z Q(C)

Démonstration: C’est la formule d’interpolation d’Hermite. Voir, par
exemple, [L], lemme 6, p. 63. <«
Nous utiliserons la conséquence suivante du lemme 2.
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LemME 2': Soit f une fonction analytique dans un disque 2| < R. Soit
A un ensemble de m points d’'un disque |z|<R;, avec Ri<R. Soit 8 le
minimum des distances mutuelles des points de A. Alors, on a

m<aiie (42)" +6 (S2)™ 3 .

Aed

Démonstration:

» Si4 Ri>R, le résultat est trivial, puisque |f|r, <|f[r. Supposons donc
B> 4R,. Considérons alors la formule du lemme 2, ou 2, ..., 2, désignent
les points de A, ot C est le cercle |z| =R, et C; le cercle de centre 2 et
de rayon ;= min (4, R1)/2. On majore, pour |w|=2R,,

|@(w)| < (3B1)™;

1 1 /@] |flr

IC"wl < '2"1'2;: IQ(¢)|< (.R-_R]_)m sur 09

et
1 < 2. 1 < (g)m—l— sur C
C—w R’ QDI S\8) 7 ’

On majore enfin 3R,/(R— R;) par 4R;/R. <«
Remarquer que le terme (6R;/d)™1 peut étre remplacé par (3R;)m-1/4,
avec

A= min TT [A-Al.
AgAd Aed
A’ %A

Lemme 3: Soit

£} m
PXy,....Xm)= 3 ... X p;l,...JmXil X:;:', rm>1 pour h=1, ..., m.

im0 im0

un polynéme & coefficients complexes. Soient ai, ..., am, a1, ..., n des
nombres complexes vérifiant

max |ap—a's] <&, max (1, |ap|, |a's|) < Aa.
Alors, on a Uinégalité

|P(ay, ..., am)—P(a', ..., a’m)[<mg |19«)|(’II1 rndAD)e.
) -

Démonstration :
» Par linéarité, il est clair qu’il suffit de prouver cette inégalité lorsque
P est de la forme X‘ll Xk, th<ry pour h=1, ..., m. Soit & vérifier la
majoration -

la¥ ... aim—aft .. a;n‘M|<m(H rmAp)e.
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Pour m =1, le résultat a lieu. Supposons qu’il soit vérifié jusqu’a 1’ordre
m—1 et démontrons le & I'ordre m. On a

i 4 o, 3 - J 3, i - 4 by —
|ai1...alm —af1. .alm < |al...aim=1| [l —alm| + jasim|jall...aim -1 — a1, aim o

m—1 m
=Ap.. A trm Alne)+(m—1) A(TT rdP)e<m(]] mdP) e

h=1 Bwl

D’ol la conclusion, par récurrence sur m. <

3. Construction d’une fonction auxiliaire

La premiére étape de nombreuses démonstrations de la théorie des
nombres transcendants consiste & construire une fonction auxiliaire qui
est, en un sens convenable, suffisamment petite. Bien que reposant presque
toutes sur le principe des tiroirs, les constructions qui figurent dans la
littérature sont souvent trés variées dans les détails et seulement appli-
cables & des situations bien particuliéres. Etant donné des fonctions
entiéres fi, ... fs, nous nous proposons de montrer I’existence d’un poly-
néme non nul P(Xy, ..., X4), “pas tros gros”, tel que la fonction
F=P(f, ..., fa) soit petite en module dans un grand disque.

ProrosrrioN 1: Soient g, ..., 04, g1, ..., td, 4, &, O, ¢ des nombres réels,
avec u>0, 0<e<&, C>»6max (2fe, u+8) e d>2, vérifiant

O<g+ﬂh<ﬂ"‘£@hs pour h=1, seey d:

et
it ...+ pua=0.

Soient f1, ..., fa des fonctions méromorphes dans Q et g1, ..., ga des fonctions
non nulles telles que les fonctions gn et frgn soient entiéres, d’ordre au plus
égal & on, pour h=1,...,d. Alors, il existe une suite de polyndmes
(Pn(Xa, ..., Xa))n=ng, @ coefficients entiers, non nuls, de hauteur <H, de
degré en X; au plus égal a Ly, on

Log H= g N*Log ¥,

Ly=[C¥A N#a+m) =1, ..., d,

qui posséde la propriété suivante. Pour tout z vérifiant 1<|z|<N°%, on a la
magoration

[}
Log |( hl:[1 gnz)) Pn(fr(2), --., fa(z)] < N* Log |z| — (£ —¢) N* Log N.

Démonstration :

» On construit d’abord, pour N suffisamment grand, un polynéme non
nul Py, tel que la fonction Py (fi, ..., fs) prenne des valeurs trés petites
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en des points bien choisis. On montre ensuite que la suite (Py) vérifie
les propriétés requises.

a) Considérons un compact K, ayant la forme d’un carré, contenu
dans le disque [z| < 1/2 de (, et ne contenant aucun des péles des fonctions
fi, ..., f4. Soient ¢; la longueur du cb6té de ce carré et

ce= max sup |fa(2)-
1<h<d  geK
Soit N un entier suffisamment grand, on découpe K en [N**] petits

carrés égaux, et on désigne par Ey I'ensemble des centres de ces carrés.
On définit ensuite

Loy=C¥3 N*#8,
et

Ly =[LoN"), pour 1<h<d.
On a évidemment
d
max Log max [f1(t)" ... fa(tyd|<ce 3 Ln=0(N*).
0<H<Ip1<h<d teEy h=1

Le lemme 1 montre ’existence d’un polynéme non nul Py € Z [Xj, ..., X4],
de degré inférieur ou égal a L; par rapport & Xs, et de hauteur inférieure
ou égale &

H=exp (é, N* Log N) ,
tel que la fonction Fy=Py (f1, ..., fa) vérifie, pour N assez grand,

max Log |Fy(t)] < 2 N#Log N — ¢ NeLog N< — ¢ N#Log N.
teEy C 3 4

b) Considérons maintenant le polyndme

Qnv=TI (X-1t);

tGEN

la formule d’interpolation du lemme 2, appliquée & la fonction

d
Gy=Fy TI o

donne "
axt)= g, ) [ 75+ 3 a0 [ ol

ot I désigne le cercle de centre 0 et de rayon R=2N*, et I le cercle de
centre ¢ et de rayon (c1/2) N~ *% Choisissons z dans la couronne 1< [z| < R.
On a

Log |@n(z)| <NV* Log (|2 +1),

g 2
Log sup |G@x({)| <Log H+cs 3, LnR%< 5 N Log N,
lell A1
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si N assez grand;

Log sup ——+

sup @ <~V Log (B-1);

Log max 1Gn(t)] < — gN“LogN+c4 > In< —QN" Log N,
eEy

h=1
si N assez grand;
sup |1/(§—2)|< ~ N"”

tel;
et enfin, pour N assez grand,

sup Log 1/|@~(C)| < N* Log (4¢; ! N*?) < uN* Log N.
lel;

Un calcul immédiat achéve la démonstration, quand N est suffisamment
grand (disons N >N,). <«

4. Démonstration du théoréme

» On peut supposer, sans perte de généralité, que I'on a max, _, _, oi<l.
En effet, si on avait par exemple oz>1, en posant

-1 ,
a¢+ d T (I<i<d-1),
on serait ramené & considérer les fonetions fi, ..., fa-1.
Soit N un entier suffissamment grand; considérons le polynéme Py de

la proposition 1, dans laquelle on choisit:

p=l; /,u—d——l g, (1<i<d); é=min %, ; O<e<imin (§-—1,1);
d 1<i<d 0
C=6 max (2/e, u+8&).
Si les fonctions fy, ..., fa sont algébriquement indépendantes sur Q,
alors les deux fonctions

FN=PN(f1, ...,fd) et GN=(fI gf‘)FN

ne sont pas identiquement nulles; comme la fonetion Gy est entiére, on
en déduit lim, Log |Gn|r>0.
Par conséquent, il n’existe qu'un nombre fini d’entiers M >0 tels que

(N Log |Gnlm< —eM* Log M.

On choisit pour M le plus grand entier vérifiant (1). D’aprés la propo-
sition 1, on a M > N.
a) Soit z € 8p; montrons que le nombre

Pu(z)= 2 P(4) H (Br, m(z))

i=1
15 Indagationes
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est nul. Pour cela, notons d’abord que ¢ (2) est un nombre algébrique

dont la taille vérifie, grace & (ii), I'inégalité

4
Hom(z))<ca D> LyMoAar+Log H< ;—, Mllog M.
h=1
D’autre part, le lemme 3 et I'hypothése (iii) conduisent & la majoration
é
Log |Fn(z)—dum(z)|<cs 3 Lp M+ Log H—(qu+2 Log M)- M},
A=l

d’ot1, pour N assez grand,
Log |Fn(z)—¢m(2)| < — (qu+§ Log M)- M*.

D’aprés (1), on obtient la majoration
Log |¢m(z)| < — % Milog M.

Comme 1'inégalité (*) n’est pas vérifibe, ¢u(z) est nul; d’out
Log |Fx(2)| < —(gm+ 3 Log M)- M*.

b) Utilisons maintenant le lemme 2’ avec A=_8y, R=M°, Ri=M +1.
On majore:

4
Log |Gnlu< Log H+cs 3 LaR*<eMiLog M;

A=l

Log (4R, /R)ym1 g — &MY Log M + O(M?);
Log 6(6R,/8)™ 1< (g + Log M) - M+ 0(M?);

Log ; [f(A)| < —(qar+§ Log M)- M-+ 0(M?);
d’our
Log IGN|M+1< —S(M+ l)l Log (M+ 1).

Ceci contredit le choix de M. Cette contradiction achéve la démon-
gtration. <«

5. Remarques finales

Terminons par quelques remarques (que nous développerons ailleurs).

Comme nous I'avons déja dit, le théoréme précédent ne contient pas
de mesure de transcendance; en effet, une mesure de transcendance d’un
nombre complexe ¢ est une minoration de P(t), pour tout P € Z[X], P+#0;
cette minoration se raméne & I’étude de |{—«|, pour « e Q. Ici, au lieu
de minorer [—«x|, on montre qu’il n’existe pas de suite xx de nombres
algébriques qui posséde simultanément les deux propriétés suivantes:
la taille des axy ne croit pas trop vite, les ay convergent rapidement
vers t. Ainsi, le résultat peut s’interpréter comme un énoncé de la lacu-
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narité. Pour remédier & ce défaut, il suffit de pouvoir majorer I'entier
M de la démonstration du théoréme, par exemple par: M <€ N, et dans
ce cas, il suffit de considérer les approximations f;,n(z) (au lieu de B, m(2)).
Il est clair qu'on ne peut obtenir cette majoration en toute généralité
(il suffit, pour s’en convaincre, de considérer les deux fonctions z et tz,
¢t transcendant). Néanmoins, on peut démontrer la majoration voulue
quand les f; sont des polynémes exponentiels & coefficients algébriques,
et il suffit alors que l'inégalité (iii) soit vérifiée pour une infinité de N
(et non plus pour tout N).

Il y a d’autres généralisations possibles; ainsi
— on peut remplacer le corps de nombres K par une extension de Q
de type de transcendance fini; le critére de transcendance correspondant
est le théoréme 4.5.1 de [W].
— on peut améliorer le résultat quand on suppose que les f; satisfont
des équations différentielles; le résultat ‘“‘non effectif’’ associé est, par
exemple, le théoréme 1 du chapitre III de [L] (ou bien [W], théoréme 3.3.1).
— on peut obtenir des résultats semblables pour les fonctions de plusieurs
variables, généralisant ainsi un énoncé de BoMBIERI et LaNaG;
— on peut démontrer un analogue local du théoréme (concernant des
fonctions méromorphes dans un disque), qui se traduit sans difficulté en
p-adique.
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