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Si des for&ions meromorphes d’ordre fini prennent en de nombreux 
points des valeurs presque algebriques, elles sont algebriquement depen- 
dantes. 

De nombreux resultats classiques concernant la transcendance des 
valeurs de for&ions exponentielles ou elliptiques peuvent 6tre g&nkalis& 
en des wit&es du type suivant (cf. [L] chap. II th. 1, [R] et w] th. 2.2.1). 
Soient fi , . . . . fd d es one ions meromorphes d’ordre fini, prenant des f t 
valeurs algebriques en de nombreux points; alors, sous des hypotheses 
convenables, fi, . . ., fd sont algebriquement dependantes sur 9. 

Nous remplapons ici l’hypothese que ces valeurs sont algebriques par 
l’hypothese qu’elles s’approchent t&s bien par des nombres algebriques. 
Voici le genre de resultat qu’on peut en deduire. 

Soit f une for&ion entikre transcendante #o&e <e; soient 1 >O un 
nombre rdel, et (pk/q&kO une suite de nombres rationnels deux ic deux 
c&tin&s tels que, pour tout entier k> ko, on ait 

max (lpkl, lqkl) <klll; Log Ilf(pn/qkk)ll< - f k Log ii. 

Alors on a e>l. 
(On a note 

I]z]]=min /z-n1 
tt6Z 

la distance du nombre complexe z a l’entier le plus proche.) 
Pour demontrer ces rksultats, nous utilisons une fonction auxiliaire 

(proposition 1) dont la construction est suffisamment g&&ale pour Qtre 
intiressante en elle-meme. 

Ensuite, la methode est une extension de celle qui a permis b SCHNEIDER, 

en 1934, de montrer la transcendance de nombres 5 de la forme ab, ou 
Log a/Log /? (a, b, a, @ algebriques). 

Le resultat obtenu ici ne contient pas de mesure de transcendance de 
ces nombres 5; il faudrait pour cela modifier legerement la demonstration 
et utiliser les propri&& des polyn6mes exponentiels, ce que nous envi- 
sageons de faire dans un prochain article. 
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1. Enoncd des rksultats 

Les notations sont, de man&e g&&ale, celles de [L] et [WI. En 
particulier, une fonction entihe f sera dite d’ordre infhieur ou &gal B e 
s’il existe une constante C > 0 telle que, pour tout 2 complexe avec 1212 1, 
on ait 

IfHI < exp ~%T)7 
ce que l’on notera 

Log jfl~= Log sup If( < Rp pour R +- 00. 
IM-R 

Etant don& un nombre algbbrique non nul a, de conjugu6s complexes 
al=a, a, . . . . ak, et de dhominateur d, on d&hit la taille de a par 

t(a) = max (Log lull, . . . . Log lakl, Log d). 

On a la propri6t6 fondamentale suivante. Si a est un nombre alghbrique 
non nul, de degr6 au plus Bgal b TZ, on a l’in4galiti ([WI Proprih6 (1.2.3.)) : 

(*) Log Ial 2 - 2nt(a). 

Nous obtenons le rhsultat suivant. 

THI~OR&ME. Soient el, . . . , ea, (~1, . .., ud, 1, des nombres r6%3!s positifs, avec 

da2, ol+...+ad=(d-l)l, er<ui (l<i<d). 

Soient K un corps de nombres, fl, . . . . fd des fonctions mbromorphes dans cl, 
et (SN)N,N~ une suite de sous-ensembles de 4, v&i$unt 

et 

max 1.~1 <<N pour IV+00 
*a s* 

i’Vg Card SN<iVJ+ 1. 

Soient gl, . . . . gd deS fOnCtiO?%S entikt?8 iihns q, San5 z&O8 chh8 ()N>N,, SN, 

telles que les fonctions gl fl, . . . . gdfd soient enti&es. 
On suppose que, pour 1 <i gd, gi et fig< ont un ordre infkieur ou igal 

b ,og, et que l’on a 

(i) Log max l/lg&)l <N*r pour N + 00. 
#tSx 

On suppose que, pour 1 <i gd, N > NO et z E SN, il w*ste un &ment 
&,A+) de K, de taille vdriifiant 

(ii) t(&,N(z)) < Noi p our N + + 00, tel que, pour tout N > NO, 
(iii) Log If&)- ,!$,&)I < -Nz(qN+ 2 Log N), O’t4 (qN)N>N,, t?8t ‘U’TM? S’Uitf? de 

nombres rBels positifs ve’rijiant 
(iv) min ~2-2’~ > exp (-qN) pour N + 00. 

z*B’ 
S,Z’6SN 

Alors fi, . . . . fd sont algdbriquement dt!pendantes sur 9. 
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Nous verrons que l’hypothese (iv) peut Btre rcmplacee par 

Les hypotheses (iii) et (iv) (ou (iv)‘) montrent que les nombres /r(z), 
pour z E #N, doivent i%re d’autant plus proches de nombres algebriques 
que les points de SN sont proches les uns des autres. 

Dans le c&s paI’tiCUlier ,&N(z) =/i(Z) ( c’est-a-dire f‘(x) E K) pour 1 <i<d, 
N > 0, et z E SN, le resultat etait deja connu, sous une forme un peu plus 
faible (m] Theo&me 2.2.1). On obtient par consequent comme corollaire 
le theoreme de Gel’fond Schneider sur la transcendance de ub, pour a # 0, 1, 
et b 4 Q, a et b algebriques. 

Quand on choisit /i(z) =z et d = 2, on obtient un orit&e pour qu’une 
fonction meromorphe verifie une relation du type 

P(z, f(z)) = 0, pour tout 2 Eq, 

ou P est un polynome non nul a coefficients entiers. 11 est facile de verifier 
que cette condition Bquivaut au fait que f est une fraction rationnelle & 
coefficients algebriques. Pour simplifier l’enonce, nous choisissons K = Q. 

COROLLAIRE 1: Soient f une fonction enti&e d’ordre QQ, (pk/qk)k2k,, et 
(ak/bk)k>k,, deux suites de nom&es rationnels, les pklqk, k > ko, &ant deux h 
aeux ai8tkt8. Soit l> e un nombre re’el; on suppose que 1’012 a 

max (lpkj, lqkl) < klfl et Log lbkl <b” pour k + 00; 

if (pk/qk) - ak/bkj < k-4kJ1 Pour k > ko. 

Alors f est un polyndme 2t coemients aJg6briques. 
Le resultat annonce dans l’introduction s’obtient en choisissant bk = 1 

pour tout k> ko. 

D&rum&ration du corollaire 1 

b Soit E un nombre reel verifiant 0 <E-C (1 -e)/2. On choisit, dans le 
theoreme, 

fl(x)=z; ,fz(x)=f(z); PI=&; 01=2&; ez=e; oa=l--226; 

SN=(r)k/qk; N’<k<2Nl); g1=@=1; qN=2LogN. 

Comme la fonction f est d’ordre <e et que l’on a Log Ibkl < b” pour 
k-t 00, on obtient 

Log lakj < Log lbkl+ Log (I+ jf(l)k/qk)l) < kQ’” POW k -+ cm. 

D’apres le theoreme 1, les fonctions x et f(z) sont algebriquement 
dependantes sur Q, d’oii le resultat. 4 

On peut noter que ce corollaire contient le resultat suivant. Soient 
f et g deux fonctions entieres, telles que f -9 verifie les hypotheses du 
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corollaire 1; alors, la difference entre f et g eat Bgale b un polynome a 
coefficients algebriques. 

Ce resultat peut &re formule de maniere moins precise mais plus imagee. 
Nous dirons que deux for&ions dont la difference verifie lea hypotheses 
du corollaire sont arithmetiquement proches, en ce sens qu’elles prennent 
en de nombreux points (bien choisis) des valeurs dont la difference eat 
t&s proche d’un nombre rationnel (ou, plus g6n&alement, algebrique). 
Le corollaire obtenu exprime que deux fonctions entieres arithmetiquement 
asset proches different d’un polyndme a coefficients algebriques; en 
particulier, elles sont alors simultanement algebriques sur Q ou non. 

Le theoreme implique aussi un resultat du type suivant : si une fonotion 
entiere transcendante, d’ordre fini, prend, en une suite de points dun 
corps de nombres, des valeurs t&s proches de nombres de ce corps, alors 
cette suite eat, en un certain sens, suffisamment lacunaire. L’exemple 
le plus simple eat le suivant. 

COROLLAE~E 2 : Soit f une fonction entikre transcendante, d’09dre <e. 
On suppose qu’il existe une suite d’entiers (nl, n2, . ..) distinct8, croissante, 
telle que 

lim Log IlfWll 
k-m fag+“- Log nfi = 

-00, avec e>O. 

Alors, on a 

Dt!monstration : 

F Supposons que la conclusion du corollaire soit fausse. Alors, quitte a 
prendre une sous-suite de (nk), on peut supposer que l’on a: 

nk < k”(e+e) < nk. 

Prenons maintenant fl(z) = 2, f2 = f, I= e + E, 02 = e + 42, ul= ~12. 
Choisissons enfin IS’N = {nk; i’V G k < 2Nz + 11, et, bien entendu, gr =g2 = 1, 
qN= 0. I1 est alors facile de verifier que lea hypotheses du theoreme ont 
lieu, en prenant 

,&,N(z)=z si ZESN et ,82,N(nk)=mk, oh Ilf(nk)[l=If(nk)-mkl, mk E z. 

D’apres le theoreme f eat algebrique. Contradiction. 4 
On remarquera que la conclusion du corollaire 2 n’est intkressante que 

quand e+&< 1. 
On obtient aussi des resultats de dependance algebrique entre oertaines 

fonctions transcendantes. Par exemple : 

COROLLAIRE 3: Soit f en&e d'0d-e Go. Soit a ECU, a# 0, 1. Soit 
1 > e + 1. Soient (pk/qk)kako de8 rationnels deux ir. deux &din&. on 8uppo8e 
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bg(llf(LogLdgyqI) <-- Tk’Logk si k>ko. 

Alors, il existe un polyndme non nul P (X, Y), ic coejkients entiers, tel que 

P(uz, f(z)) = 0, pour tout 2 Eq. 

Dhonstration : 

b On prend 

SNE Loi!3 (Pklak) 
Log a 

; Nl<k<2NJ+l 
@+1-l et fl(z)=az,f2=f,m= 2. 

Les d&ails sont laissbs au lecteur. 4 
(Une fonction f, comme dans le corollaire 3, est d’ordre < 1.) 

2. Lemmes prt!liminuires 

LEMME 1: Soient uj,j (lgi<v, l<j<p) des nombres rbels. Soit U un 
entier vhijhant . 

et soient X et 1 deux nombres entiers positifs tels que 

I< (x+ 1)‘. 

Alors, il existe des Uments [I, . . ., & de Z, non tous nuls, tels que 

max l&l GX, 
1<4S? 

et UX 
max I i w&l< -j-. 

l<ISP i-1 

Dkmonatration : C’est le lemme 1.3.2 de [WI. 4 

LEMME 2: Soit f une fonction entike dans CJ. Soient 21, . . ., 2% &es 
nom&red complexes &s&&s. On pose 

Q(X)= 8 (X-z,). 

Soit C un cercle cht l’intt?ieur contient les points 21, . . . . 2,; soii! Cj un 
cercle de centre zf et de rayon 94 mini+;, I~--z.J~, pour j=l, . . . . n. Alors, 
pour tout point 2, int&ieur 2t G et exthrieur aux Cj, on a la relation 

D&w&ration : C’est la formule d’interpolation d’Hermite. Voir, par 
exemple, [L], lemme 6, p. 63. 4 

Nous utiliserons la consbquence suivante du lemme 2. 
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LEMME 2': Soit f une function anulytique dans un disque 121 c R. Soit 
A un ensemble de m points d’un disque jzj < RI, avec RI< R. Sod 6 le 
minimum des distances mutuelles de8 points de A. Alors, on a 

Ddmonstration : 
b Si 4 RI z R, le rbsultat est trivial, puisque If IQ < IfIR, Supposons done 
R > 4R1. Considhons alors la formule du lemme 2, oti x1, . . . , xm dhsignent 
les points de A, oh C est le cercle IzI = R, et C, le cercle de centre 9 et 
de rayon rj= min (6, R1)/2. On majore, pour IwI = 2R1, 

I’WI < (3&P; 

1 1 f(5) 

I I 

lfh 
I(--WI < ii?&’ Q(C) < (R-RI)~ sur ” 

et 
1 

l~-wl < &; IQ;~)I < ; 0 

m-l 

k sur Qj. 

On majore enfh 3RJ(R-RI) par 4Rl/R. 4 
Remarquer que le terme (6R@)m-1 peut 6tre remplac6 par (3Rp-l/A, 

avec 

LEMME 3: Soit 

A= miu I-J ljl’-;21. 
AeA PeA 

a’91 

un polyn&ne B coeficients complexe8. Soient aI, . . ., am, a’l, . . ., a’, am 
nombrea comp?exes vtkijiunt 

max lab-a’nl GE, max (1, hi, b’hl)<Aha 

Alors, on a l’indgalitd 

IP(al, .-., am)-P(U’l, . . . . a’m)l Qm 3 IPwl( fi QbAP)E- 
h-l 

D&non.st~aticm : 
F Par lirhariti, il est clair qu’il auf& de prouver cette in6galiti lorsque 
P est de la forme X: . . . X2, ih < rh pour h = 1, . . ., m. Soit il v&iIier la 
majoration ¶n [a? . . . a>-a$ . . . a&&l <m( JJ rhA2) &a 

h-l 
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Pour m = 1, le r&ultat a lieu. Supposons qu’il soit v&if% jusqu’a l’ordre 
m - 1 et demontrons le a l’ordre m. On a 

lU41...U~-U;il...U~~l<lU:l...U~~~llU~-U~~l+lU~mllU~,..U~~;l-Ufl...U~~i1i 

m-1 
=A?... A>y..(r,Aze)+(m-l)Az(n rhAF)e~rn(~fi~ r~,Ap)e. 

h-l 

D’oh la conclusion, par recurrence sur m. 4 

3. Construction d’une fonction uuxiliaire 
La premiere &ape de nombreuses demonstrations de la theorie des 

nombres transcendants consiste % construire une fonction auxiliaire qui 
est, en un sens convenable, suffisamment petite. Bien que reposant presque 
toutes sur le principe des tiroirs, les constructions qui figurent dans la 
litterature sont souvent t&s variees dans les details et seulement appli- 
cables & des situations bien particulieres. Etant don& des fonctions 
entieres /I, . . . fd, nous nous proposons de montrer l’existence d’un poly- 
&me non nul P(Xr, . . . . X,), “pas tros gros”, tel que la fonction 
P=P(f1, . . . . fa) soit petite en module dans un grand disque. 

PROPOSITION 1: Soient ~1, . .., pd, ~1, . . ., pa, p, 5, C, e sea n4n&w~ rbela, 
avec ,u>O, O<E<~, C>S max (2/c, ,u+[) et d>2, v+@nt 

et 

o< $ +,Uh<p-&h, POUT h= 1, . . . . a, 

/a+... +pa=o. 

Soient fl, . . . , fd dea fonctiona mdromorphes duns Cj et 91, . . ., ga &a ~onctiona 
non ndk8 te&?8 q?&? k8 fonctim8 gh et fhgh 8oient entikrm, d’ordre au ph.&? 
igal b ph, pow h=l, . . . . cl. Alors, il exiate une suite de polyndmes 
(P&L, **., &))N,NO, k coeficients entiers, non nuls, de hauteur <H, de 
af#rb en xh au p#?w dgal h Lh, oh 

LogH=;NCogN, 

Lh= [@‘dNp’d+pq, h= 1, . . . . d, 

qui posaMe la prop%& au&ante. Pour tout x vtkijiant 1~ IxI< N’, on a la 
mqjoruhm 

Log lKhfil &(4PN(fl(d~ --.9 f&l Q N” Log IzI - (E--E) Ng Log N. 

D&non&ration : 
b On construit d’abord, pour N suffisamment grand, un polynome non 
nd PN, tel qUe la fonction PN (/I, . . ., #a) prenne des valeurs t&s petites 
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en des points bien choisis. On montre ensuite que la suite (PAT) verifie 
les propri&& requises. 

a) Considerons un compact K, ayant la forme d’un car&, contenu 
dans le disque ]z] Q l/2 de Cj, et ne contenant aucun des poles des fonctions 
fl , . . ., fd. Soient cl la longueur du c&e de ce car& et 

c2= max sup If&)l- 
l=Gh<d llOK 

Soit N un entier suffisamment grand, on decoupe K en [N“@]” petits 
car&s egaux, et on designe par EN l’ensemble des centres de ces car&s. 
On d&nit ensuite 

Lo = @Id p’d > 
et 

Lh=[&Np*], pour l<haL 

On a Bvidemment 

max Log max I f#)“l 
O+;$,n(+,; I<h<d f6EN 

. . . f&)““~<c2 f Ln=o(N@). 

Le lemme 1 montre l’existence d’un polyn6me non nul PN E Z [XI, . . ., XiJ, 
de degre inferieur ou 6gal a Lh par rapport a XI&, et de hauteur inferieure 
ou egale a 

H=exp 

tel que la fonction FN= PN (fi, . . . . fd) verifie, pour N assez grand, 

max Log (F&T)) G g Np Log N- 
C 

teEN 
3NfiLogN<-;NpLogN. 

b) Considerons maintenant le polynome 

QN= :gN (X--t); 

la formule d’interpolation du lemme 2, appliquee a la fonction 

donne 

G,(z) = & &N(Z) [j $& Fz + t6s 
N 

GN(~) 1 L 5] , 
pt 2-5 QN(c) 

oh r designe le cercle de centre 0 et de rayon R= 2N(, et rt le cercle de 
centre t et de rayon (q/2) N- @‘. Choisissons z dans la couronne 1~ IzI <R. 
On a 

Log I&N(Z)] <N’ Log (lzl+ 11, 

Log supI~iv(~)l<LogH+cs i L&h<;NpbgN, 
tcr h-1 



si N asset grand; 

si N asset grand ; 

sup 11/(5-z) I < i NPj2; 
tort 

et enfin, pour N assez grand, 

sup Log l/@&)l < Np Log (4~;’ Np’2) <pNp Log N. 
trr, 

Un calcul immediat acheve la demonstration, quand N est suffisamment 
grand (disons N>No). 4 

4. Ddmonstration du tht!odme 

b On peut supposer, sans perte de g&kalit6, que l’on a rnaxIGcGa og ~1. 
En effet, si on avait par exemple O,J> 1, en posant 

on serait ramen B considbrer les fonctions fl, . .., /d-l. 
Soit N un entier suffisamment grand; considerons le polynome PN de 

la proposition 1, dans laquelle on choisit : 

pu=l; &y l-q, (ki<a); E=min IIf; O<a<*min (E-1,1); 
1~63 et 

C= 6 max (2/c, ,u+E). 
Si les fonctions fl, . .., fd sont algebriquement independantes sur 4, 

alors lea deux fonctions 

FN=PN(fl, . . . . fd et GN=(~$ &PN 

ne sont pas identiquement nulles; comme la fonction GN est entiere, on 
en deduit lim,, Log IGNIR>O. 

Par consequent, il n’existe qu’un nombre fini d’entiers iIf> 0 tels que 

(1) Log IGNIM< -EMI Log M. 

On choisit pour M le plus grand entier vbrifiant (1). D’apres la propo- 
sition 1, on a M>N. 

a) Soit z E SM; montrons que le nombre 
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est nul. Pour cela, notons d’abord que $M(z) est un nombre algebrique 
dont la taille verifie, grace ii, (ii), l’in6galit6 

t($~(z))<cd 5 &,ikf%+LOg H< ; M’ Log M. 
h-l 

D’autre part, le lemme 3 et l’hypothese (iii) conduisent & la majoration 

Log I&++-&&)j<cs 2 hMuh+ LogH-(qM+2LogM).Ml; 
h-l 

d’oh, pour N assez grand, 

Log lP~(z)-$&)I< - (qar+# Log M)-Mr. 

D’apr&s (l), on obtient la majoration 

E 
Log ]t#aa(z)I < - - Ml Log M. 

2 

Comme l’in6galiti (*) n’est pas v&if%e, &f(z) est nul; #oh 

Log IEIN(z)I < - (qar + # Log M) . Ml. 

b) Utilisons maintenant le lemme 2’ avec A = SM, R = MC, RI = M + 1. 
On majore: 

Log ~%v~iu< Log H+cr $ LnRQ”<sMZLog M; 
h-l 

Log (aRl/B)+i < -EM’ Log M + O(Mi) ; 

Log 6(6R1/6)~-‘< (q~+ Log M). MZ+ O(Ml); 

d’oti 

Log2 If(A)/< -(w+QLog M).MZ+O(Mi); 
a 

Log lQ~laa+l< -E(M + 1)Z Log (M + 1). 

Ceci contredit le choix de M. Cette contradiction acheve la demon- 
stration. 4 

5. Remarques jinales 
Terminons par quelques remarques (que nous developperons ailleurs). 
Comme nous I’avons deja dit, le theoreme pr&Adent ne contient pas 

de mesure de transcendance ; en effet, une mesure de transcendance d’un 
nombre complexe t eat une minoration de P(t), pour tout P E Z[X], P# 0; 
cette minoration se ram&e & l’etude de It--or], pour 1x E q. Ici, au lieu 
de minorer It-a], on montre qu’il n’existe pas de suite dc~ de nombres 
algebriques qui possede simultanement les deux proprit%s suivantes : 
la taille des dIN ne croit pas trop vite, les &N convergent rapidement 
vers t. Ainsi, le resultat peut s’interpreter comme un &once de la lacu- 
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naritk Pour remedier a ce defaut, il suffit de pouvoir majorer l’entier 
1M de la demonstration du theoreme, par exemple par: M < N, et dans 
ce c&s, il suffit de considerer lea approximations &v(z) (au lieu de )Bf,&)). 
11 est clair qu’on ne peut obtenir cette majoration en toute g&&alit6 
(il suffit, pour s’en convaincre, de considerer les deux fonctions z et tz, 
t transcendant). Neanmoins, on peut demontrer la majoration voulue 
quand les ff sont des polyn6mes exponentiels a coefficients algebriques, 
et il suffit alors que I’in6galM (iii) soit verifiee pour une infinite de N 
(et non plus pour tout N). 

11 y a d’autres g&Aralisations possibles ; ainsi 
- on peut remplacer le corps de nombres .K par une extension de Q 
de type de transcendance fini; le critere de transcendance correspondant 
eat le theoreme 4.51 de [WI. 
- on peut ameliorer le r&u&at quand on suppose que les ff satisfont 
des equations diE&entielles; le resultat “non effectif” associe est, par 
exemple, le theoreme 1 du chapitre III de [L] (ou bien [WI, theoreme 3.3.1). 
- on peut obtenir des rkdtats semblables pour les fonctions de plusieurs 
variables, generalisant ainsi un &once de BOMBIERI et LANG; 
- on peut demontrer un analogue local du theoreme (concernant des 
fonctions meromorphes dans un disque), qui se traduit saris diEcult en 
p-adique. 
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