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1. ENONCE DU R~SULTAT 

Soit x = (x,, x’) le point courant de l’espace temps R4, x’= (x,, x2, x,), 
0 l’oplrateur des ondes, 0 = 8:, - A... 52 un ouvert de R4, o = 
(52 n x0 = 0} ; on suppose que Q est un domaine d’influence pour w 

Soit u(xO, x’) un Ckment de H’(Q), s > 2 = (3 + 1)/2 qui vkifie l’tquation 
des ondes semi-linkaires : 

024 = p(u) dans B 

On suppose que p(u) = c,“=, p,(x) z&, 06 les p,(x) sont des fonctions C” 
sur Q, et que les traces u0 et U, sont des distributions intkgrales de Fourier 
C” sur A, 06 A c T*o est une Lagrangienne analytique rCelle lisse. 
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THEOR~ME. Pour tout o E [w, il existe un ensemble sowanalytique, homo- 
g&e, isotrope L, dans T*Q, tel que 

WF(u) c L,. 

On en deduit le corollaire suivant: pour tout entier k, u est de classe Ck 
sur un ouvert dense (et sous-analytique) de 52. 

Remarque. Le contre-example de Beals [I] ne se produit done pas avec 
des traces de type distributions Lagrangiennes analytiques. 

2. PREMIERE REDUCTION ALG~BRIQLJE 

Soit D(X) la solution du probleme lineaire 

q u=o dans Q 

u I .x0 = 0 = uo 3 
au 

- 
8x0 .x0=0= u’ 

et L la Lagrangienne (analytique) de T*R, reunion des bicaracteristiques 
de 0 passant au-dessus de /i. Alors LIE H”(Q) et est une distribution 
inttgrale de Fourier sur L. On pose 

u=u+f 

f=f++f-7 f* =fl *.x020. 

On est done ramene a prouver le thtoreme pour f + . On designe par E + 
(resp. E-) la parametrix de 0 propageant vers le futur (x0> 0) (resp. le 
passe x0 < 0). On suppose dans la suite qu’on a 

2<s<$. 

LEMME 1. Soit g E H;,,(Q). Alors h = E,(gQxo 2 0) appartient ci 
Hf,,,(Q), est cj support dans x0 2 0 et par suite hlXoco = 0, 8h/~xol,o,o = 0. 

Preuue. On a Cl h = gQ x0 > 0, et on peut supposer g a support compact 
dans Q. 

Soit K la solution du probltme de Cauchy 

OK= g sur R4 

KI x0 = 0 = 0, 
afi 

ax, .x0=0 
= 0. 



PROBLIkME DE CAUCHY SEMI-LINkAIRE 187 

On a gEV(lR,,, H’~1~2(lR3))n%?‘(Rr0, H”-3/2(R3)) et 

X(x,, t’) = Cte j -x0 sin(-xo - yo) 15’1 g( ~,. (,) dye 
0 ICI . ’ 

d’oti il rhlte qu’on a 

On a h=Kl .roa~ et done si (a/ < 2 on en dCduit at/z= (a;&) l,,,. Or 
,$,,,-2+1.‘2([~4) d’oh ~:hE~‘!2-~ ( R4) pour tout E > 0. Comme s < $ on 
a ~EW(IW~). 

Pour tout entier f, on dkcompose f, sous la forme 

oli a,, s, sont des kltments de H;,,(Q), I support dans x0 2 0, dkfinis par 
rlcurrence par: 

a,=O, so=f+ 

a /+I- -E+ C PjC~UJpkLO~oa~ , 
( i. k > 

120 (*I 
s -E+ /+I - C pjCTviPkC;:afPms;, , 

‘.k.m> I > 

oli les C’r = n!/m! (n - m)! sont les coefficients du binbme. On obtient (*) 
en remplaqant f + par a, + s, dans l’identitt 

f+ =E+C~(~lx,.o+f+)l 

et en skparant les termes qui contiennent des puissances de s, des termes 
indtpendants de s,. 

On remarquera que les a, sont entikrement calculables A partir de la 
solution v du problkme lintaire. 

3. ETUDE DES s, 

3.1. Espaces de Sobolev 

On introduit des espaces de Sobolev pour des distributions b(x’, . . . . 
.rk; y) sur l’espace produit lR4 x lR4 x R4. On notera Xk la variable 

k + 1 facteurs 

(x1, . ..) x”) et xyi = (xi, A+‘). 
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DEFINITION. Soit Xk~ lR4k, L;* = (4;, q) E f* R4, et Q 2 0. On dit que 
b(x’, . . . . xk; y) appartient A respace B;: au point (_x”, j*) s’il existe &Xk) E 
C’F(LR~~), kgale A 1 prb de x”, q(y) E CT(W4) &gale A 1 prks de jj et r, voisi- 
nage conique de q,, tels que 

On notera &,.= {z4E9’(Qk+’ ), support 24 c {(X”, y), Vj, xjEc6ne rktro- 
grade issue de y} et u E B; en tout point (Xk, y*)}. 

LEMME 2. Soit Jo { 1, . . . . k}, a(x’) E H’( R4) pres de sJ, b(x’, . . . . xk, y) E 
Bz pres de xk = (x’, . . . . $, . . . . sk), y*. Alors a .b~ Bz prb de (x”, y*). 

Preuve. La preuve est identique A celle de la propriCk H”(W). 
H-“(R”)cH-“(W) si s>n/2. 

LEMMA 3. Soit y * un point de T*R4 b(Xk, ~)E~?‘(SZ~+‘) telle que le 
support de b soit contenu dans {(x’ , . . . . xk, y); Vj, x6 > 0 et xJ E cone d’onde 
retrograde issue de y }. 

On suppose que b E Bz en tout point de la forme (Xk, y *). Alors 

I 
b(x’, . . . . xk; y) dx’ . . . dxk E H;.( R4) 

ou lhspace de droite est le Sobolev microlocal usuel. 

Soit b E Bk, j.. On note 

E@‘b - 

l’unique distribution sur SZkf ’ qui verifie 

0 x, ... q ,(ECkb)=b. 

Support ( EEk b) c {(xl, . . . . xk; y) Vj, xj~che rktrograde issue de y}. Si 
e ~ (x - a) dksigne le noyau de E _ on a 

k 

EFk b(x’, . . . . xk, y) = n e-(x’- 2’) b(T’, . . . . Ik; y) dZL dZk. 
j= I 

LEMME 4. Soit b verifiant les hypotheses du lemma 2. Alors EFkbg 
&,.. On suppose de plus: 

vxk, (Xk;(‘= ... =(k=O;y*)$ WF(b). 

Alors E?k b E &,f7! avec Xk E Qk. 
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Preuue. Soit cp E C;(R) alors 

Cte 

donconaEBkbE&, . 
Si on a de plus la cbzdition sur le front d’onde, on a 1 q 1 6 Cre I< 1 si (5, r]) 

appartient au front d’onde de b au-dessus d’un point (Xk, y) avec y prks de 
7 et q dans un voisinage conique de q. I1 en rtsulte 

1 Cte 

rI,“=, (l+ 15’lJ6rn 

done EBk b E &,fE; ’ 
On d&nit A prkent un optrateur d’extension du nombre des variables 

b + ii b,,(b) (/, entier B 1) 
j=l 

qui envoie 53’(Rk+ ‘) dans 5Y(Q’l+ ‘--lk+ I), par: 

vq E c; (Q’l + ‘. + h + 1 ), 

j- fi 
j=l 

6, ,,,, (6) cp ffj- b(x’, . . . . xk; J’) . rp(x’, . . . . x’, . . . . -w; y). 
- 

II his ik his 

LEMME 5. 
B;: + ... +lk 

Si b E B; au point (x’, . . . . xk; I;* ), alors n,“_ , S,*,,(b) E 
au point (xl, . . . . x1, . . . . xk, . . . . xk; j*). 

II his ik his 

Preuue. Le problkme ttant de nature locale, on peut supposer 
bE&‘(R4k+4 ) et b E B; pour tout point de la forme (X”, j*), Xk E R4k. De 
plus, par rkcurrence sur le nombre de variables d’extension, il s&it de 
traiter le cas 1, = 2, lz = 1, . . . . f, = 1. On a alors 

Fourier n S.,,,,(b)(x’, x”, x2, . . . . xk; y) 
> 

({I, r”, r2, . . . . ck, q) 

= l-q<’ + (‘I, 5*, . . . . rk, f/j. 

En revenant A la dkfinition de B; + , , on voit que le rksultat est condquence 
de 

qui rksulte de 2s > 4. 
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3.2. Irhgration par parties 

Dans ce paragraphe, on lixe un point y * E ?+ Q, et un entier 13 0. On 
designe par B” l’espace vectoriel 

Un sous-espace vectoriel V de dimension finie de B,4. est dit homogene s’il 
posdde une base M’, , . . . . wN 
U;E &,,,*. 

telle que pour tout j, il existe k,> 1 avec 

On dlfinit par recurrence des sous @ e.v. de B” de dimension finie, homo- 
genes, V; pour 0 < 1’ < I en posant 

V; = @ e.v. engendre par les distributions de la forme 

0 “JPkJ(X’) pn,(xj). E@yb(x’, . . . . xk; y) 

oli b(x’ ) . ..) xk; y)E v;-‘nz.$ c*, 
d’entiers verifiant ij 6 kj < nj ~‘2. 

et 1,. k,, nj parcourt les triplets 

On remarquera qu’on a bien 6., = -,, E By, j. ; 11 resulte alors des lemmes 2, 4, 
5 et du fait que a,-, et v sont dans H;,(Q), que les I’;’ sont bien des sous- 
espaces de By.; ces espaces sont indtpendants de j*. 

LEMME 6. Pour tout ie (0, . . . . 1}, s,(y) est combinaison Maire jhie de 
fonctions de la forme 

s 
slpi(xl). . .s,pi(xk) b(x’, . . . . xk; ,,) dx’ dxk 

avec bg V(n @,.. 

Preuve du lemme 6. Par recurrence sur i. Pour i = 0, on a bien s,(y) = 
1 s[(x) 6, = .” dx. Supposons l’assertion demontree au rang i. On va reduire le 
terme 

A = 
s 

s,Ai(x’) s,pi(xk) b(x’, . . . . xk; y) dx’ . ..dxk. 

Pour tout Jo { 1, . . . . k} on a: 

s,ei(xi) = E, c Pn,qc~(x’)l ~-~C~,[c~,~,~,(x~)]~~-~~s~~~_, _ 
(I,, 11 

(x9). 
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Comme lj> I dans la sommation de droite, le terme a l’inttrieur de la 
parenthbe est a support dans xi B 0 et appartient a L&,(Q). On a done A 
combinaison lineaire de termes de la forme: 

m I 
s:‘,~,(~‘).[I1~.i(~j)D(l~)“~~*I(.i~-,(.~~))’/-’~]E.*(b)-dx’...dx’. 

i 

(*I 

On a utilise ici la formule d’integration par partie 

m E+(h,(x’)) b(xL, . . . . xk;y)ds+.dxk= nhj(x’)EFk(b)dxl . ..dxk s I I 

avec bE B:. pour tout ,‘* E: T*Q et hjE H;,,(Q), a support dans x620. 
Equation (*) n’est autre que l’integrale 

‘n 6, ,,,, n p,(x’) Ck’(x’) a?<? ,(x’) EFk(b) dx’ . . .d,xk. 

Par definition, le terme sous-lignt appartient a Vi+’ et le lemme est 
demontre. 

COROLLAIRE 1. s,(y) est combinaison linkaire finie de fonctions de la 
f orrne 

I f+(.W’)...f+(,~k)b(,~‘, . . . . x”; y)d,r’...d<xk 

Introduisons a present les sous-ensembles de T*Q qui vont servir a 
majorer le front d’onde. 

DEFINITION. Zj= {j* E T*Q, 36(x’, . . . . xk; Y)E Vj, 3(_x’, ..,, sk) tels que 
Vj, ~A20 et (s’, . . . . sk; <‘=O, ,,,, tk=O; 1;*)~ MY(b)}. 

LEMME 7. Si j*#Z~u ... uZ:~‘, on a S,E Hi.(Q). 

Preuoe. D’apres les lemmes 2 et 3 et le corollaire 1 il suffit de verifier 
que tout element b(x’, . . . . xk; y) de V; appartient a Bi au voisinage des 
points (xl, . . . . xk), y* veriliant xi >, 0. Or cela se voit par recurrence sur i en 
utilisant le lemme 4, la propriete de support de la solution Clementaire Ep, 
la definition des espaces Vi, et les lemmes 2 et 5. 



192 GILLES LEBEAU 

4. REDUCTION DU THBOR~ME A, UN RI%ULTAT G~OM~TRIQUE 

DEFINITION. Une distribution T verilie l’hypothese (I) si son front 
d’onde C”, WF( T) est contenu dans un ensemble sous-analytique isotrope 
homogene. 

LEMME 8. Soit Zc T*(Q x R-f) un sow-ensemble sous-analytique iso- 
trope, homogene, contenu dans 1x1 <AL Alors ((y, n) E T*(R;), 3x, 
(x, y, 5 = 0, n) E Z} est sous-analytique isotrope, homogene. 

Preuve. Classique. 

COROLLAIRE 2. Si T(x, y) vert3e l’hypothese (I) et est a support compact 
en x, alors 1 T(x, y) dx vtrtji’e l’hypothese (I). 

La proposition suivante entraine le theoreme: 

PROPOSITION 1. Pour tout entier 1, a, vertjiie l’hypothese (I) et tout 
Plement b(x’, . . . . xk; y) de Vi 0 < i < 1 verzfie l’hypothese (I). 

Supposons cela dtmontre. Soit 1 un entier; on a f + = a, + s,. D’apres la 
proposition 1, WF(a,) est contenu dans un ensemble isotrope sous-analyti- 
que; le lemme 8 entraine que les Zt sont contenus dans des ensembles de 
m&me type. On deduit alors du lemme 7 que f, E H&(Q) pour j* en 
dehors dun ensemble isotrope sous-analytique et le theoreme est demontrt. 

DEFINITION. On dtsigne par A la @-algtbre de fonctions sur Q engen- 
dree par les coefficients p,(x) du polynome p, la solution du probleme 
lineaire v, et la fonction caracteristique l,,,. Les elements de A sont des 
fonctions mesurables et hordes. 

LEMME 9. Pour tout 1 entier, al(x) est combinaison lineaire d’integrales 
(a support propre en z) du type 

N’ 

Sn gjc”jcx; zl~ ...v zN)) i e+(z,)dz, . ..dz. 
j=l r=l 

ou e +(z) est la solution tlementaire des ondes a support dans z,, 2 0, les gj 
sont des elements de A et 

(x; Zl, . . . . zN) + Mj(X; Zlv -.v ZN) 

est une application lineaire de !R4(N + ” dans R4. 

Preuve. On rappelle d’abord qu’en dimension 3 d’espace, e+(z) dz est 
une mesure lot born&e, de sorte que l’inttgrale &rite est bien delinie et est 
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a priori fonction born&e de x. I1 rhulte de la preuve que les M, prennent 
leurs valeurs dans Q pour 2 dans le support de l’intlgrant et x dans Q. On 
montre le rksultat par rkcurrence sur 1. On a par dkfinition 

a/+ L(X) = j e+(x--x’) 2 p,(x’) C;v’-k(~‘) 1,620a;(x’) d.x’ 
1. k 

d’oti a,, I(x) combinaison linkzaire de termes de la forme 

J -e+(x-x’) p-(x’) v-(x’) 1,620 

. fi e+(z;,,) dx’ dz 
i=, 

et il sufflt de poser x’ = x - z,, p our se ramener A la forme dksirte. 

LEMME 10. Pour v 3 1, tout PlPment b(x’, . . . . x”; y) de Vi est combinai- 
son Maire de mew-es de la forme 

. n gOLIM1(x~, . . . . xk; y, ZL, . . . . ZN, z;, . ..) z)N.)] 

. i e+(z;) fi e-(zi)dzl...dzNdz’, . ..dz.. 
i= I i=l 

oli comme prtGdemment les g, sont dans 1hlgBbre A, les applications M,, T, 
sont linPaires, et e-(z) est la solution PlPmentaire ti support dans z,<O de 
l’equation des ondes. 

Preuve. Pour \I= 1, on a 

b(x’, . . . . x”; y) = [a,-,(x)]“’ v(x)“’ p.(x) e-(x - y) 

qui est bien de la forme indiqute en utilisant le lemme 9, avec k = 1, N’ = 0, 
T( y ) = y. 

Ensuite la preuve se fait par rtcurrence: supposons la propritttt vkrifike 
au rang v- 1. 

Par construction, v; est le @ e.v. engendrk par les distributions 

n S,r ,,,, fi aF:“b(xj) D~J-~J(?c~) pn,(xi) lFk(b(x’, . . . . xk, y)) 
;=I 
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avec b element de V; ~ ’ n l$, .v.. D’apres le lemme 9 il sufftt d’ttudier le 
terme .!Fk(b(x - , ..., xk, u)) qui est par hypothese combinaison lineaire de 
termes de la forme 

I dx’ dz dz’ fi e ~ (x’ - x’“’ j’ ) fi e-(x’“- T,(J: z’) 
,= I n=l 1 

on introduit alors de nouvelles variables z’ en posant 

s ‘n - “’ -%%~.+n+ T,(4: =L) 

et les nouvelles applications lintaires T,! sont d&tries par 

T,‘( ~7 Z’ ) = z;, + n(j) + ‘Z’n,j,( y. z’). 

D’apres le corollaire 2, I’hypothese (I) est stable par image directe. 
Comme elle est stable par produit tensoriel et operateur d’extension 
n 6.,,,,, il suftit de prouver la: 

PROPOSITION 2. Une mesure de la forme 

.ii, e+(z,) ;fj, e-(4) n gJ.M,(x, z, z’))=h(x, =, z’) 
1 

oi z. z’ I, I E R4, XE R”, M, Maire, g, dans l’algtbre A vt%>e I’hypothtise (I). 

On va d’abord ramener la preuve de cette proposition A une proposition 
plus simple. Tout d’abord, quitte A changer z: en -z:, on peut supposer 
N’ = 0. Ensuite on ecrit 

e (-)=Q”- 14) 
+L 

IZ’I 
(a une constante prts) 

et on pose z,’ = pioj, p, E R, uj E S2 (0; = 1). On obtient alors 

h(x,z)=jdpdw fi &o,,=P, 
j=l 

avec par definition 

1 6;.=pw(p(z‘, p, co) dz’dp do= j- rp(po, p, w) dp .dw 
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et dw designe la mesure superticielle sur la sphere. Comme l’hypothese (I) 
est stable par changement de variable, produit tensoriel, image directe et 
que la mesure de Dirac verifie l’hypothbe (I), on est ramene a prouver la 
proposition suivante. 

PROPOSITION 3. Soit S,: [WY + IW’ des applications analytiques rkelles, 
h,(.u) des inkgrales de phases, C” ci Lagrangiennes analytiques, dans H’( rW4) 
auec s > 2, 1 8(.~) des fonctions caractkristiques de demi-espaces analytiques 
ferm& Alors la fonction sur iW 

vtrifie l’hypothke (I). 

La preuve de cette proposition fait l’objet du paragraphe 5. 

Soit u(x) une integrale de phase dans R”: 

u(s) = 
s 

e’@‘-y.o)o(x, 19) de; 6ERN 

ou la phase 4 est non degenerie, analytique, associte a une lagrangienne 
analytique lisse, g etant un symbole C”. Si u E H’ avec s > n/2, on peut 
supposer deg(ri) < -N et N< n, de sorte que l’integrale de definition de u 
est absolument convergente. En posant 8 = Ao, o2 = 1, I E R +, on a alors: 

u(x)= i do j e’“@“~“‘a(x, co, 1) A.“-’ dk 

LZn utilisant le corollaire 2, on voit done que la proposition 3 est conse- 
quence de la proposition suivante: 

PROPOSITION 4. Soit g,(z), . . . . g,,,,(z), f,(z), . . . . fM(z) des fonctions analy- 
tiques rkelles, ~~(2, A), . . . . a,,,(~, ,I) des symboles C” de degrP strictement 
infkrieur ci - 1, et : 

h(z) = 1 :g,>o ,.... g.w>o; . 

Alors h oPrifie I’hypothPse (I). 

Preuve. Fixons un point zo. D’aprts le thtortme de dbingularisation 
reel d’Hironaka il existe un morphisme analytique reel propre 

A 2 (zo, I’) 
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ou A est lisse, V est un voisinage (sous-analytique) de z0 tel que 4 induise 
un isomorphisme de A-qK’(f-‘(0)) sur V--f-‘(O) avec f=n,M=,fi 
ny=, gj, et tel que pres de chaque point a, de A on ait: 

F$$fi.~=ea";!...a~ (*) 

oil (a,, . . . . a,) est une carte locale, les C(~ des entiers positifs ou nuls et e(a) 
une fonction analytique reelle vtrifiant e( ao) # 0. 

Soit ]dzl la mesure de Lebesgue sur V et d*( ldzj) la densite sur A qui 
vaut (det 4’1 jdul dans une carte locale. Pour toute fonction h(z) mesurable 
et bornee on a ~,(h~~.~*(ldz])) =hldzl. En factorisant 4 par: 
A +GrQ A x V -+pr2 V, et en utilisant a nouveau le lemme 8, on voit qu’il 
suffit de verifier que WF[h 0 C$ . c$*( ldzl )] est contenu dans un ensemble iso- 
trope sous-analytique. Posons F, = fjo 4, Gj = g, 0 4. Alors F, et G, divisent 
F done sont aussi de la forme (*). 

Soit Q un quadrant du diviseur pres de a,,. Alors h 04 .d*( ldzl) est 
somme de termes de la forme 

1 p . w(a) 

avec 

11 en rest&e que le spectre en a, de (h 0 4) b*( ldzl ) est contenu dans 

{(a,; 51, *.., 4,); tjj=O si u,=O} 

done dans le conormal au diviseur delinit par F, qui est isotrope semi- 
analytique. 
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