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Résumé

Soit G un groupe de Lie connexe nilpotent Bt un sous-groupe connexe de On calcule
explicitement la distance a I'origine d’un poigite G, en fonction de ses coordonnées exponentielles
de seconde espéce. Ensuite, grace a cette formule, on démontre que la distance a l'origifie, dans
d’'un élément: € H est majorée par une fonction polynomiale, en la distance a I'origireddesG .
Le degré de ce polyndme est le rang de nilpotence du gr6upe
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Abstract

Let G be a connected nilpotent Lie group afda connected subgroup 6f. We give an explicit
formula for the distance to the origin with the exponential coordinates of the second kgnel Gf
Using this fact, we prove that the distance to the origin of any elemei#f iis bounded by a
polynomial function of the distance to the origin in the groGp The degree of the polynomial
is the nilpotency rank of the groug.
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1. Introduction et exposition des résultats

Soit G un groupe localement compact a génération compacteseh élément neutre.
A chaque voisinage compact symétrigede ¢, engendran&, on associe une distance
surG, invariante a gauche (i.€(xg, xh) =d(g, h), g, h, x € G), définie par :

d(g.h)=d(e.g"h)=|g7h|,. g.heG
ou

glc =Igl=inf{n, ge 2"}, g€G 1)
et

20={e}, R1=02, ..., 2"=02.2...2, nfois.

La distance ainsi définie dépend certessglemais il est facile de voir que s’ est un
autre voisinage compact deengendrant; alors les distances associée®aet 2’ sont
équivalentes, dans le sens ou il existe une const@ae® telle que :

CHg? <gl? <Clgl?. geG
ou|g|® désigne la distance a I'origine geassociée & définie par (1).

On considere a présent un sous-groupe fefinéle G qu’on suppose a génération
compacte. On note que dans le cas des groupes de Lie, tout sous-groupe fermé est a
génération compacte [8,12Bur le sous-group# , on peut alors considérer d’une maniére
naturelle deux distances : la distance intrinséque du gréupe’on peut définir comme
dans (1) et la distance induite pa@ren tant qu'espace métrique. Etant donné un élément
h € H, quelle lien existe-t-il entr¢: |y sa distance a I'origine intrinséque dafiset |k|g
sa distance a l'origine dans le groupe ambiartt

On a toujours I'estimation suivante

\hlg <Clhlg +¢, heH.

Ceci découle directement de la définition (1).
Soitg :RT™ — R™ une fonction positive. On dit alors qu# admet unep-distorsion des
distances dan§ si

\hli < C1(¢(Calhlg))+C3. heH

ou lesC;, i =1, 2, 3, sont des constantes positives indépendantés de

En particulier, si

(i) ¢(¢t) =t, alors on dit queH admet une O-distorsion dagset parfois qu’il n'y a pas
de distorsion entréf etG.

(ii) ¢ () =€ pourc > 0, alors on dit quéd admet une distorsion polynomiale de degré
au plusc dansG.

(iii) ¢ (1) =€, alors on dit qued admet une distorsion exponentielle dahs

1 voir [5] pour des contres exemples.
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On verra par la suite que le phénomeéne de la distorsion des distances est étroitement
lié a la structure algébrique des groupes en question. En effet, dans le cas abélien et dans
certains cas par exemple les groupes p-adiques, il n'y a pas de distorsion des distances
entreH et G [7]. Dans d’autre cas, la distorsion est au plus exponentielle comme dans les
groupes de Lie connexes. Enfin dans certains cas de groupes discrets et de groupes finement
engendrés, la distorsion des distances eHtret G peut étre arbitrairement grande [9] et
[4, par. 3.J et 3.K"].

On rappelle gu’un groupe de Lie est dit a croissance polynomiale si pour tout voisinage
compacts2 de I'élément neutre on a :

mesure de Hadi2") < Cn®, n>1.

Dans ce cas, on sait déja, d’apreés les travaux de Gromov et de Varopoulos, que la distorsion
des distances est au plus polynomiale [4,11,12]. Plus précisément, on sait qu'il existe une
constante” > O telle que :

C7H1nl% —1) < |hlp <C(hIG+1), heH.

Dans le présent article, on calcule explicitement les exposargs, en fonction de
parameétres algébriques et tout particulierement le calcul des commutateurs, dans le cadre
des groupes de Lie nilpotents. Avant d’énnoncer nos résultats, on commence par donner
guelque définitions.

Soit G un groupe de Lie résoluble, simplement connexe et de dimensiensoitg
son algébre de Lie. Une ba$&1, Xo, ..., X;,} de G est dite une base de coordonnées
exponentielles de seconde espéc&deu bien surG), si pour tout;, i =1,...,m —1,
S = Z’J-leXj est une sous-algébre deet S; est un idéal deS; ;1.

Une telle base existe et assure I'existence d’un difféfomorphisme [10]

v R"—> G
(t1, ...\ b)) —> eXPt1X1 .. .€XPLy X .
Soit G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe et soit
G2G2=[G,G]2---2G;=1[G,Gi-1]12--- 2 Gpy1={e},
sa suite centrale descendante. Rappelons que, dans ce cas, on diesfule rang de
nilpotence des.

On dit qu’'une baseB de coordonnées exponentielles de seconde espédg, st
adaptée a la suite centrale descendant@ deelle s'écrit sous la forme :

(X1, .., Xip—1, Xips Xis1s - Xip 4o oo Xigy Xipt 1, -0 Xig )
ou la partie{X1, ..., X; } est une base sW;, 1<k <n, i, =dimG,, i1 =dimG et
ip—1=ix +dim(Gr_1/Gy), 2< k < n.

SoientG un groupe de Lie nilpotent de rang H un sous-groupe d& de rang de
nilpotencer’ etG; (resp.H;) le ieme élément de la suite centrale descendante @esp.
de H). On appelle indice de “compatibilité” de la suite centrale descendanté deec
celle deG, le rationnel défini par :

I=max{j/lj pourje{1,2,...,n'}}
Ol:llj =min{i € {1,2,...,n} | (Gi\G;+1) N H; # 0}.
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Cet indice mesure la position des éléments de la suite centrale descend&hteade
rapport a celle d&. On note également qu'il est toujours inférieur ou égal a 1.

On dit que la distorsion entrH et G est polynomiale de degré exacteménsi on a
I'estimation :

hlu < ClhlG +C1. heH,
aveck optimal, dans le sens ou s'il existe un réel 0 tel qu’on ait I'inégalité
lhlg <Clhlg+c, heH,

alors ceci entraine que< /.

Notations et conventions.Dans tout ce qui suit et sauf mention du contrafFedésigne
un groupe de Lie connexe. On utilisera la convention de désigner par les [Etees,
parfois indexées, des constantes positives qui peuvent différer d’'un endroit & un autre mais
qui resteront toujours indépendantes des paramétres importants des formules.

Soientd; etd, deux distances invariantes a gauche et connectées [13, chap V] sur un
groupe de LigG. Alors il existe [13, Proposition I11.4.2F1, C2 > 0 telles que :

Ci(da2(x,e) — 1) <di(x,e) < Co(d2(x,e)+ 1), x€G.

Par conséquent, dans toute la suite, on désignéxparla distance dan& qui sépare
un pointx € G de I'élément neutre de G pour une distancd invariante a gauche et
connectée quelconque. Autrement dit, tous les résultats qu’on démontre sont vérifiés pour
toute distance invariante & gauche et connecté&sur

On rappelle que tout groupe de Lie nilpotent connéxénon simplement connexe)
contient un unique sous-groupe compact maximal et central tel que le groupe quotient
G/K est simplement connexe [10, Chap. 3].

Les principaux résultats de cet article sont les suivant :

Théoréme 1. Soit G un groupe de Lie simplement connexe, nilpotent de rareg de
dimensionm, et soitGy le k-ieme élément de la suite centrale descendant& .d&lors

pour toute base{X1, X»,..., X,,}, de coordonnées exponentielles de seconde espece
sur G, adaptée a la suite centrale descendantexl#é existe des constantes positiv€s

et C1 telles que la distance & I'origine d’un poigt= expt1 X1 ...expt, X, € G satisfait:

m m
c(Dm”"f —1) <lgle < c1<2|ri|l/df +1), g€G,

i=1 i=1
oudi=maxjef{l.2,....n}|exp;X; €G;}, i=1,...,m.

Théoréme 2. Soit G un groupe de Lie connexe nilpotent. Soi&nt'unique sous-groupe
compact maximal et central dé et le rang de nilpotence du groupe quotiefiy K .
Alors tout sous-groupe connexe feriiée G admet une distorsion polynomiale de degré
au plusn.

De plus, on peut trouver un sous-groupe a un paramétrée G pour lequel le degré
de la distorsion est exactement
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Dans la direction opposée, on a le résultat suivant :

Théoréme 3. SoientG un groupe de Lie nilpotent connexe&tun sous-groupe connexe
fermé deG. SoientK I'unique sous-groupe compact maximal et central@eet = la
projection canonique d& sur G/K et soit! I'indice de compatibilité de la suite centrale
descendante de(H) avec celle d&5/K . Alors il existe deux constant€s C1 > 0 telles
que

hlg < C(1hlu) +C1; heH, @

De plus,! est I'indice optimal pour lequel I'estimatiof2) a lieu.

Lindice / est optimal dans le sens ou s'il existe un réel 0 tel que
Ikl < Clhly +c. heH

alors ceci entraine que< k.
Ce travail est une partie de ma thése de doctorat [1] préparée sous la direction de
N. Varopoulos que je remercie vivement pour ses conseils et son soutient.

2. Démonstration desthéor émes dansle cas d’un sous-groupe a un paramétre

SoientX un champ de vecteurs s et A = {exptX; t € R} le sous-groupe a un
parameétre défini pak. Dans ce cas les trois théorémes ci-dessus se raménent au résultat
ci-dessous énoncé, sans démonstration, par M. Gromov [4, par. 3.B.2].

Proposition 1. SoientG un groupe de Lie simplement connexe et nilpotent de nagtgy
son algébre de Lie. Sof}; le i-ieme élément de la suite centrale descendantg.deour
X € G on note

k=max{ie{1,2,....n}| X €G}.
Alors on &
(Y  —1) <JexprX|g < C(I1Y*+1), reR
ou|.|¢ désigne la distance a I'origine pour une distanti|variante a gauche et connectée

surG.

La démonstration de la proposition se fait en deux etapes. On commence par le cas ou
le groupeG est stratifié.

Groupes stratifiés [3,13]. Un groupe de Lie simplement connexe et nilpotent de rang
est dit stratifié si son algébre de Llgeadmet la décomposition :

G=Pvi
i=1
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ou V; sont des sous-espaces vectorielgderifiant :
Vi=[Vy,Vica], i=2,...,n.

Dans ce cas, il est clair que les termes de la suite centrale descendgniérifeent :

n
G=EPVi. 1<k<n
i=k

Groupe de dilatation su6G. Les applications linéaires définie par :
b(X)=1'X, XeVy,t>0i=1,...,n.

sont des homomorphismes d’algébrgs sur G. lls induisent, par l'intermédiaire de
I'application exponentielle dé dansG, un groupe de dilatation

{¢r =expodr oexpt, 1 >0}
adapté a la structure dé. D’'une maniére plus précise, les automorphismesie G
vérifient :

(i) ¢1=1dG etg; o ¢ = ¢y, pour toug, s > 0,
(i) d¢y = ¢, pour toutr > 0.

Distance et dilatation suiG. Soit X = {X1, X»,..., Xx} un systéeme de champs de
vecteurs invariants a gauche gur vérifiant la condition de Hérmander (i.e. I'algébre de
Lie qu’ils engendrent est I'algebre de Lie detoute entiére) et contenu dans la premiere
tranche de la stratification (i.&X C V1), alors la distancely (e, g) = |g|¢ de Carnot—
Carathéodory associ®a[13, par. 111.4] vérifie la propriété suivante :

|¢t(g)|G=f|g|G, t>0, gedG. (3)
2.1. Démonstration de la proposition 1 dans le cas stratifié

SoientG un groupe de Lie stratifié & = @_; V; la stratification de son algébre de
Lie. Soit B = {X1, ..., X;,} une base suG adapté a sa suite centrale descendante. Pour
chaqueX; € B, on noted; I'unique entier appartenant(d, ..., n} tel queX; € Vy;. On
considére la fonction définie par :

p:G—>R+,
m m

X =exp(chXj) = Z|Cj|l/dj.
j=1 j=1

Montrons qu’il existe alore: > 0 etM > O telles que

mp(x) < |x|g < Mp(x), x€G. (4)
En effet, observons tout d’abord quevérifie la propriété suivante :

p(qb,(x)) =tp(x), t>0, xeG. (5)
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On munit le groupé&s d’'une distancel(e, x) = |x|g qui Vérifie (3).
La continuité de la fonctiom — |x|g sur I'ensemble
K:{xeGl,o(x):l}
qui est compact et qui ne contient pas I'élément neutr& dentraine qu’elle posséde un
minimumm > 0 et un maximunM > 0 surK. Par conséquentona:
mp(x) < |xlc < Mp(x), xeK,

et par suite, I'inégalité (4) découle immédiatement des égalités (5) et (3).
Par ailleurs, la définition dé = max{i € {1,2,...,n} | X € G;} et le fait queGy =
@’ _; Vi, entrainent qué& s’écrit sous la forme

X = Z Cij

J=ik-1+1
et qu'il existe (au moins unjo € {ix—1 + 1,...,ix} tel quec;, # 0. Ainsi la preuve
de la proposition dans le cas stratifié se déduit directement de l'inégalité (4) puisque
p(exptX) =31, g lee; Y.

2.2. Démonstration de la proposition 1 dans le cas général
Pour passer du cas stratifié au cas général, on a besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 1. SoientG un groupe de Lie simplement connexe et nilpotent de rarfgGg
son algebre de Lie. Alors il existe un groupe strgt'fiéde rang de nilpotence et un
homomorphisme surjectif de I'algebre de Liej de G dansg tels que:

(i) Pour toutX € G et toutX € 7 ~1(X) on a:

lexpX|g < ClexpX|g +c.
(ii) Il existe un élémenXg € 7 ~1(X) tel que
|expr Xolg < ClexpX|g +c,

ou|.|g (resp.|.|z) désigne la distance a I'origine pour une distant@variante & gauche
et connectée sut (resp.(~7). ~ _

(i) Si X € Gi\Grs1, alors il existeX € 771(X) tel queX € Li\Lry1 OUG: et L;
désignent les i-iémes éléments des suites centrales descendagitestle

Démonstration. Soit X = {X1, X»,..., X;»} un systéme de Hormander sd@. Soit
L(m, n) l'algébre de Lie libre nilpotente de ramga m générateur& = {e1, e2, ..., en}.
Pour la construction de cette cette algébre, on refére le lecteur aux travaux [6] et [13]. Par
définition deL(m, n) il existe un unigue homomorphisme surjectif
m:L(m,n)—> G

tel quer(e;) = X;; 1<i < m.Notons aussi qué(m, n) est stratifiée puisque elle admet
la décomposition

E(m,n)=@Vi,
i=1
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avecVi=vecler, ez,...,en} €1V, =[V1, Vi_1l, i=2,...,n. ~

Soit G le groupe de Lie simplement connexe correspondabtaL(m, n). Alors G
est un groupe stratifie et 'hnomomorphismenduit (par I'intermédiaire de I'application
exponentielle) un homomorphisme surjeétiie G dansG tel quedw = .

Pour démontrer les deux premiéres assertions du lemme, il suffit d’observer qu’'on peut
prendre comme distance de 'origine danselle définie par :

lexpX|c = _ inf |expX|gz,
Xen—1(X)

ou |.|¢ désigne la distance de I'origine dans pour une distance invariante a gauche
et connectée su6G. Par conséquent, la premiere assertion est clairement vérifiée. La
seconde découle du fait qu’un groupe de Lie est localement compact. La derniére résulte
directement de la surjectivité de I'applicatian

Lemme 2. SoitG un groupe de Lie simplement connexe nilpotent de raniglors pour
tout X € G, il existe deux constant&s ¢ > O telles que

|t|l/n

ou|.|¢ désigne la distance de I'origine dagspour une distancé invariante a gauche et
connectée sug.

<ClexptX|g +c, teR,

Démonstration. SiG est stratifié, alors le lemme se déduit de la proposition 1. Le passage
au cas général est une application directe de la deuxiéme assertion du lemme 1.

Démonstration de la proposition 1. Pour démontrer l'inégalité
t1Y* < ClexptX|g +¢; teR, (6)

onremarque, tout d'abord, queksi n (i.e. X € G,), alors I'inégalité découle du lemme 2.
Par conséquent, on peut supposer Gue1 # {e}. Le groupe quotienG = G/Gy1 est
alors nilpotent de rang.

Soientp:G — G la projection canonique etp:G — G = G/Gi41 sa différentielle.
CommeX e G, 'élémentY = dp(X) appartient &;. On déduit du corollaire 2 que :

1Y < ClexptY |z +c, teR. (7)
Par ailleurs, le sous-groug, ;1 étant distingué dans, il résulte alors que
|p()|s < Clxlg +¢c. x€G. (8)

Finalement, I'estimation (6) découle directement des deux inégalités (7) et (8) puisque
p(x) =exptY.
Pour prouver 'inégalité

lexptX|g < Clt|Y* +¢, teR,

il suffit d’appliquer le lemme 1 et la proposition 1 dans le cas stratifié. En effet, en utilisant
les notations du lemme 1 et de sa démonstration, il résulte de la troisieme assertion du
lemme qu'il existeX € 771(X) tel que X € Li\Ly41. Du cas stratifi€, on déduit que
lexptX|g < C|t|Y* 4 ¢. Pour conclure, on utilise la premiére assertion du lemme 1 :

lexptX|g < ClexptX |z < Cle|Y* +c.
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3. Démonstration du théoreme 1

Soit{X1, X2, ..., X} une base de coordonnées exponentielles de seconde espéce sur
G, adaptée a sa suite centrale descendante.
Soitg =expt1 X1...expt, X, € G. |l résulte de la proposition 1 que :

m m
1glc < Z lexpt; Xilg < cZ 161Y% 1 .
i=1 i=1

Pour démontrer I'inégalité dans l'autre sens, on procéde par récurrence sur la dimension
m du groupeG. Pourm = 1, I'inégalité est clairement vérifiée. On suppose que I'on a
l'inégalité pour tout groupe de dimension inférieure:aOn considére le sous-groupe a

un parameétred = {exprX1; ¢t € R}. On note queA est central et quéis = n puisque

A C G, len-iéme élément de la suite centrale descendante. @ désigne la projection
canoniquer :G — G = G/A, alors{dn(X3),dn(X3),...,dn(X,)} est aussi une base

de coordonnées exponentielles de seconde espécé ,sadaptée a sa suite centrale
descendante. On déduit alors, de I'hypothése de récurrence, qu'il €xiste O telles

que:

m
Yl < Clr ()| + e
i=2
En utilisant la normalité dd, on obtient I'estimation suivante :
m
Dol < Clglg +e. 9)
i=2
Il reste a montrer I'estimation suivante :
11" < Clgle +e. (10)
Sion poseg; = exprXo...expt, X, alorsona:
lexprXile =gy g, < lgile +I8lc-

La proposition 1 et I'estimation (9) entrainent que :

m
lg1le < C Y 1M +c < Clglg +c.
i=2

Enfin, on utilise de nouveau la proposition 1 on obtient alors I'estimation (10).

Corollaire 1. Soit G un groupe de Lie simplement connexe, nilpotent de rangt

de dimensionn et soit B = {X1, X2, ..., X;»} une base de coordonnées exponentielles
de seconde espéce sGr, adaptée & sa suite centrale descendante. Alors il existe des
constante€, ¢ > O telles que, pour tout = expr1 X1 . ..expt, X, € G, on a:

lexpt; Xjlg < Clx|lg +¢, 1< j<m.
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4. Démonstration du théoreme 3
4.1. Le cas simplement connexe

Preuve de I'estimation (2). Soit {X1, X2, ..., X4} une base de coordonnées exponen-
tielles de seconde espéce #liadaptée a sa suite centrale descendante. Chaque éément
de H s’écrit alors d’une maniére unique sous la forme expr; X1 exprXso...expty Xy

et il résulte du corollaire 1 que

lexpti Xilp < Clx|lp+c¢, 1<i<d. (11)
On définit pour tout € {1, 2, ...,d}
giy=maxjef{l2....n}|exp;X; € Gj}
eth(i)=max{j €{1,2,...,n'} | exp; X; € H;}.
De la définitionly,;y = min{j € {1,2,...,n} | (G;\G j+1) N Hpqy # @}, on déduit que
iy <gl), 1<i<d, (12)

puisque exp X; € Hy) N (Ggi)\Ge(i)+1), 1<i <d, 1; #0.
En utilisant la proposition 1 & deux reprises, puis les inégalités (12) et (11), on obtient
I'estimation souhaitée. En effet,

d d
xle <) lexpiXilg <C Y4180 +c
i=1 i=1

QU

CXd: (lexpri Xiln h(l)/g(l)+c< c Z |expt; X | u )h(’)/l’”” +ec
= Itl|>1
<Clxly +e.
La derniére inégalité découle de la définition/demax{j/I; pourj € {1,2,...,n'}}.

Optimalité de I'indice l. On suppose qu'il existe un rékel< [ tel que pour touk € H on
a I'estimation suivante :

lhlg < Clhl% +c. (13)

Il résulte alors de la définition dequ’il existe un enties € {1, 2, ..., n’} tel que
= zi otly =minfi € {1,2,...,n} | (Gi\ Giy1) N Hy #0).
s
Soitx un élément d€G; \G;,+1) N H; et SoitA le sous-groupe a un parametre défini par
le champ de vecteuts = exp L x. Il résulte alors de la proposition 1 que

1t < ClexptX|g +¢, teR, (14)

puisque dans ce cas=maxi € {1,2,...,n} | exptX € G;}.
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De nouveau, la proposition 1 entraine que
lexptX|p < Clt|Y +c, teR, (15)

puisques <maxi € {1,2,...,n'} | exptX € H;}.
En utilisant successivement les inégalités (14), (13) et (15), on déduit que

it <cCleff+e, r>1.
Pour: suffisamment grand, on obtient une contradiction puigqué.
4.2. Le cas non simplement connexe
Preuve de I'estimation (2). Soit7:G — G/K la projection canonique. Sur le groupe
guotientG = G/K, on considere la distance définie par :
¥l =inf{lx|¢, x € G, n(x)=x}, eG. (16)

Il résulte alors (par un raisonnement similaire a celui du lemme 1) que pour tout élément
X € G, il existe un élément € G tel que :

() 7(x)=x,

(i) XI5 =Ixlc-

Par conséquent, pour tolue H il existeh’ € G tel que :
m(hy==') et |zh)|z=Ic.

L'égalité 7 (h) = 7 (k') entraine qu'il existe; € kerzr tel quer = 1'z.
En utilisant successivement le fait qugs < C, I'égalité |z (h)|z = |h'|c et le cas
simplement connexe du théoréme 3, on obtient I'estimation voulue. En effet,

lhlg =|h'zlc <|W|c +C<|xh)|z+C
< Clr)| +C < Clhlly +C.
La derniére estimation découle du fait que giliron peut prendre la distance donnée
par (16).
Optimalité de l'indice I. On suppose qu'il existe < [ tel que
lhlg <Clhlk, +C, heH. (17)

Si on prend sulH = 7(H) la distance donnée par (16), alors pour tout H il existe
h € H tel quey =n(h) et|y|F = |h|n. En utilisant la normalité d&, I'inégalité (17), le
lemme 1 et I'égalité précédente, on déduit que

Iylg = |7r(h)|5 <Clhlg +C< C|h|’;1 +C< C|y|%+C,

Ceci contredit la demonstartion ci-dessus de I'optimalité geur le groupe simplement
connexeG. Ceci achéve la démonstration du théoréme 3.
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5. Démonstration du théoreme 2
5.1. Le cas simplement connexe

5.1.1. Préliminaires et constructions techniques

Soit G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe et de dimengiaet soit
B ={X1,X>,..., X,,} une base de coordonnées exponentielles de seconde espéte sur
Soit H un sous-groupe connexe dede dimensioni. On dit alors queB est adaptée &
si{X1, X2, ..., X;} forme une base de coordonnées exponentiellg$ .de

Notons que sG, H et B sont comme ci-dessus @i, t2, .. ., t,,) sont les coordonnées
exponentielles de seconde espéce deG, alorson a :

x € H si, et seulement sir;, =0 pouri =r +1,...,m.

Proposition 2. Soit G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe. Soitn sous-
groupe central dans;. Alors on peut construire une base de coordonnées exponentielles
de seconde espéce siradaptée a sa suite centrale descendante et qu’on peut réordonner
de sorte qu’elle s’adapte au sous-groujge

Démonstration. Notonsm (resp.d(N)) la dimension de&5 (resp. deN) et G le k-iéme
élément de la suite centrale descendant&deourk =n, ..., 2, on considere une base

Bi(N) ={X1,...,X,'n,...,Xik+l+1,...,Xik} SurN NGy et

B]( ={X19'-'7Xl',19Yl9'-'aYina-'-7Xl'k+]_+l9'-'9xikaYik+1+l9'-'9Yik}

une base de coordonnées exponentielles de seconde espé&ge sur
Dans un premier temps, on compléte la bBs&V) en une base

Bia(N)={X1, ..., Xy oo s Xig gt 1o -5 Xigs Xiga1, -+, Xipq)

sur N N G¢—1. Notons qu’éventuellement la partied; 11, ..., X;,_,} peut étre vide.
Ensuite, en utilisant le fait [2, corollaire 1.1.14] qu’une sous-algebre ptpgiene algébre
de Lie nilpotenteG est strictement contenue dans son normalisat&ih) = {X € G |

[X, b] C b}, on compléte la partie librB U{X;, 11, ..., X;,_,} enune base de coordonnees
exponentielles de seconde espéceGuri. A la fin, on obtient une base st de la
forme :

B={X1,....Xi,, Y1.....Y:,, ..., Xip41, ..., Xiy, Yipg1, ..., Yiy ).

Il estimmédiat queB est bien une base de coordonnées exponentielles de seconde espéce
sur G adaptée a sa suite centrale descendante. La central¥égdeantit que le nouvel
ordre

!
B ={X1,....Xi,, ..., Xipg1, ..., Xig, Yo, ... Yiy, oo Yipy, o0, Yig )

est encore une base de coordonnées exponentielles de seconde espétasiis’adapte
au sous-group#’. Ceci achéve la preuve de la proposition 2.
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Avant d’aborder le principal résultat de ce paragraphe (la proposition 3), donnons
guelques conséquences immédiates de cette proposition. Pour alléger les notations, on va
noter la baseB’ ci-dessus par :

{(X1,.... Xawvy, Xaany+1s -+ X}

Corollaire 2. Avec les notations ci-dessus, on a

(i) {dm(Xany+1), - - -, dw (X))} estune base de coordonnées exponentielles de seconde
espece sur le quotieit/ N adaptée a sa suite centrale descendante.

(i) Soitd; = maxj € {1,2,...,n} | expt;X; € G;}. Alors pour tout éléemeng =
expt1Xy...expt, v, Xany eXpt, 1 Xany+1...€xpt, X, € G, ona:

m m
C<Z|ri|1/"f - 1) <lgle < q(Dml/df +1).

i=1 i=1

La premiére assertion résulte directement de la surjectivitér dd la seconde du
théoréme 1.

Proposition 3. Soit G un groupe de Lie simplement connexe et nilpotent de rang
SoientN un sous-groupe central dé et la projection canoniquer : G — G/N. Alors

il existe des constantes positiv€s ¢, C1 et c1 telles que, pour la décompositiqqui
provient de la base de la construction ci-deglisn élément = x1x2 € G avecx; € N
etn(xp) =n(x) e G/N,ona:

Ix1l¢ < Clxlg +c¢ et |x2lg < C1|7r(x)|G/N +c1.

Démonstration. On sait que tout élémenrtdansG s’écrit sous la forme :
x =x1x2 = eXpraX1...expt,, Xan) XPtyy, 1 Xd(N)+1- - - €Xpt, X

avec

x1=exprXi...expt,, Xaw) € N,
X2 = @XPly .1 Xd(N)+1 - - - EXPL, X

La premiere inégalité découle automatiquement du théoréme 1. La seconde estimation
résulte elle aussi du théoréme 1 appliqué au groupe qudaiient puisqued; = max{j €
{1,2,...,n'} | exptidn(X;) € (G/N);} oun’ le rang de nilpotence d&/N et(G/N); le

j-éme élément de la suite centrale descendante/deé.

5.1.2. Cas d’'un sous-groupe central

Lemme 3. SoientG un groupe de Lie simplement connexe nilpotent de rarey H

un sous-groupe central dans. Alors H posséde une distorsion polynomiale de degré
exactemen ou

k=max{i €{1,2,....,n} | HN G, # {e}}.
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Démonstration. Soient{X1, X2,..., X4,..., X} Une base de coordonnées exponen-
tielles de seconde espéce adaptée a la suite centrale descendéntet dgi s’adapte
a H. Alors il résulte du corollaire 1 que pour tolit= expr1 X1...expty; Xy € H,ona:

|expt; Xilc < Clhlg +c, 1<i<d. (18)
On note
ks=maxi €{1,2,...,n} | expt X, € Gi}.

Par définition dek, on a alorsks < k, 1 < s < d et ceci entraine par la proposition 1
que:

d d d
ks
hla < lexpiXsln <C Y Il <C Y |expiXslg + ¢ < Cilhlg + Ca.
s=1 s=1 s=1
lts|>1

Montrons maintenant que le degré@st optimal. On suppose qu'il existe un réet & tel
quelona:

\hlg <Clhls +¢, heH. (19)
Soientx un élément d&; N H et X = exp Lx. Il résulte alors de la proposition 1 que

lexptX|g < Clt|Y +¢, teR. (20)
Par ailleurs, la centralité dd entraine que :

[t| < ClexptX|yg +c, teR. (22)
Enfin, en utilisant successivement les inégalités (21), (19) et (20), on déduit que

1| <Cle)f’*+¢, t>1.
Pour? suffisamment grand, on obtient une contradiction puisqué.

Ceci achéve la démonstration du lemme.

Remarque 1. Notons que dans la preuve du lemme 3 le théoréme 1 n’intervient que pour
établir I'estimation (18). On peut obtenir cette estimation sans utiliser le théoréme 1.

Remarque 2. Notons aussi que pour la preuve du théoréme 2 on utilise un résultat plus
faible que celui démontré ci-dessus. Plus précisément, on a juste besoin du félt que
possede une distorsion polynomiale de degre aurplus. |z < C|h|; +c; h € H) ol

n désigne le rang de nilpotence du groupe

5.1.3. Démonstration du théoreme 2

Montrons tout d’abord qu’on peut se ramener au cas ou le sous-grquatient un
sous-groupe&y non trivial et central dan§'.

En effet, soitZ(G) le centre deG. Si H N Z(G) # {e}, alorsN = H N Z(G). Sinon,
on considere le sous-groupl = H - Z(G), ou le point désigne le produit direct. Le sous-
groupeH’ contient donc un sous-groupe central et si on démontre le théoremeHpour
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alors le théoréme est aussi vrai pdlirpuisque le sous-groupd admet 0-distorsion des
distances dan&’ du fait que le produit est direct.

Dans la suite de la preuve, on suppose donc que le sous-gibuqmatient un sous-
groupeN (non trivial) central dan& et on procéde par récurrence sur la dimensioau
groupeG.

Pourm = 1, I'estimation est clairement vérifiee. Supposons le théoreme vrai pour tout
groupe de dimension inférieurera. Soit 7= la projection canonique d& sur G/N. Il
résulte de la normalité d& qu'il existe des constantés, ¢ > 0 telles que :

|n(x)|G/N<C|x|G+c, xeG. (22)

Le sous-group&V étant aussi central darf$, on déduit, de la proposition 3, qu’on peut
écrire tout élément € H sous la formec = x1x2 avecx1 € N et (x2) = 7 (x) de sorte
gu’il existe deux constant&s, C1 > 0 telles que :

x2lm < Cn ()|, + Cu.

En appliquant I'hypothese de récurrence au gradp®’ on déduit que :

@) < Clr@[ly +e

oun’ estle rang de nilpotence d&/N. Ceci entraine, apres utilisation de I'estimation (22)
et du fait quen’ < n, que :

|x2|lu < Clxlg +c. (23)
Soit
k=max{i €{1,2,...,n} | NN G; # fe}},

ou G; désigne le-éme élément de la suite centrale descendant&.ddors il résulte du
lemme 3 et de la proposition 3 que :

[x1|n < C|x1|G +c<Clxalg + e < Clx|g +c. (24)
Pour conclure, il suffit d’utiliser les estimations (23) et (24). En effet,

|x|m < |x1lw + [x2lw < Clxaly + Clxlg +c¢ < Clx|g +c.
Optimalité du degr@. Soit H un sous-groupe a un paramétre contenu danie dernier
élément de la suite centrale descendant&d®&lontrons queH possede une distorsion
polynomiale de degré exactementlansG. Il résulte de ce qui précéde qéE possede

une distorsion polynomiale de degré au ptudansG. Pour montrer que est optimal,
raisonnons par I'absurde. Supposons qu'il existe un réel pasitifi tel que

[t]=|exptX|y < C|exth|G +c; teR,

ou X désigne un champ de vecteurs qui déterniihe
La proposition 1 entraine que :

lexptX|g < Clt|Y" +¢; teR.

Pour: suffisamment grand nous obtenons une contradiction puisgue.
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5.2. Le cas non simplement connexe

Soientr la projection canoniqué — G/K etn est le rang de nilpotence d&/K . Le
sous-groupd! = (H) est aussi connexe fermé dafigK, on déduit du cas simplement
connexe que:

|7 (h)| 7 < C|7r(h)|G/K +C1.

Il résulte de la normalité d& que
7@,k <Clgle: g€G.

et par suite,
|m(h)|7 < Clhlg +C1. heH.

En considérant alors suf la distance donnée par :
¥z =inf{lhln; he H, n(h)=Xx}, XeH,

on déduit que pour tout élémenhk H, il existe un élémem’ € H tel que :
n(h)y=% et |X|g=IW|u.

Il résulte alors que pour todite H, il existeh’ € H (carm(h) € H) tel que :
mhy=n(h') et |xh)|g=Ihln.

Par conséquent, il existee kerr tel queh = 'z. En utilisant le fait que le sous-groupe
H admet donc O-distorsion dafif = Gp(H; z) [12, lemme 1] et la compacite de€ (i.e.
|z| g, < C), on obtient alors que :

Al = |1'zln < ClW'zlmy + C1 < CIW |1y + Clzlm + C1
SCIH g +c<Clnh)|z+c<ClhlG +c.

Optimalite du degre:. SoientG = Lie(G), G =Lie(G/K)et7:G— G la projection
canonlque Soienk € G, le dernier élément de la suite centrale descendant§,de

= {exprX | t € R} le sous-groupe a un paramétre défini faet X € 7 ~1(X). Montrons
alors queH = {exptX | t € R} admet une distorsion polynomiale de degré exactement
dansG.

Le fait queH posséde une distorsion au pludécoule de ce qui précede. Pour montrer
gue la distorsion est de degré exactemendn procede par I'absurde. Supposons donc
gu’il existek < n tel que

x|y < C|x|G+c x€H. (25)

Soientx =exptX € H ety =m(x) = exptX € A. En considérant sur le groupe quotient
G = G/K la distance définie par :

¥z =inf{lx|¢; x€G, n(x)=%}, %€G,
on déduit qu'il exister’ € 7~ 1(y) tel que

Iylg = Ix"lG- (26)
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Par ailleurs, il existe; € K = kern tel quex = x'z. La compacité d& entraine que
lxlg <Clxlg +c. (27)

Finalement, en utilisant successivement les deux inégalité (25) et (27) et I'égalité (26), on
déduit que

yla=ltI=Ixlu < Clxl§ +c < CIX|5 + 1< Clylk + Cu

On obtient ainsi_une contradiction avec I'optimalité depour le sous-groupe a un
paramétred dansG = G/K donnée par le cas simplement connexe. Ceci achéve la preuve
du théoréme 2.
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