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ijber Cohen-Macaulay Punkte 

MANFRED HERRMANN UND WOLFGANG VOGEL 

Humboldt UniversitCt Berlin (DDR) und Universitcit Halle (DDR) 

In [7] wurden Prinzipien der Multiplizitatstheorie von Weil unter 
Verwendung des Begriffes der normalen Flachheit nach Hironaka heran- 
gezogen, urn das Verhalten der Schnittkomponenten zweier homogener 
Varietilten beztiglich der Multiplizitatsdefinitionen von Grobner [2], Weil [15] 
und Serre [12] zu vergleichen. Aus idealtheoretischer Sicht miichte man die 
recht starke Forderung der normalen Flachheit durch Bedingungen an die 
Koeffizienten gewisser Hilbert-Samuel Funktionen ersetzen. Im Hinblick 
auf den Zusammenhang zwischen [7] und den Untersuchungen zur Gtiltigkeit 
des Bboutschen Satzes in [l] ergibt sich die Frage, inwieweit man aus der 
Cohen-Macaulay (CM) Eigenschaft eines allgemeinen Punktes einer 
Untervarietat WC v  auf die CM-Eigenschaft in jedem Punkt von W 
beziiglich I’ schlieI3en kann. Verglichen mit dem regularen Fall ist hier 
umgekehrt die Frage interessant, inwieweit die CM Eigenschaft in einem 
speziellen Punkt eines geeigneten Unterraumes W auf einem lokal geringten 
Raum IJ die CM-Eigenschaft des allgemeinen Punktes impliziert (siehe 
Abschnitt 2). 

Man findet in [9] Untersuchungen, wie sich die CM Eigenschaft von 
Oberringen auf Unterringe und umgekehrt tibertriigt. Dort sind jedoch die 
Voraussctzungen so einschrankend, daB sie fur unsere Schnittprobleme i.a. 
nicht zutreffen. Fiir die schematheoretische Behandlung unserer Problematik 
auf lokal geringten Raumen bieten sich auf Grund des Zusammenhanges 
zwischen Flachheit und kohomologischer Dimension (“profondeur”) nach 
[4, No. 24, $6.31 flache Morphismen 4 zwischen den Spektren gewisser 
lokaler Ringe Ow und 0, an. Diese starke Forderung an I/ ermiiglicht es dann, 
jeweils aus der CM Eigenschaft einer einzigen Lokalisierung der Ringe Ow 
bzw. 0, (im zweiten Fall bei einer zusatzlichen Forderung an die zugehijrige 
Faser von #) auf die CM Eigenschaft in einem Punkt x bzw. im allgemeinen 
Punkt von W beziiglich I’ zu schlienen. Fur Multiplizitatsbetrachtungen ist 
aber stets die CM Eigenschaft des ganzen Ringes von Interesse (vgl. in diesem 
Zusammenhang such Satz 1.). 

Daher verfolgen wir in dieser Note das Ziel, “gute” Bedingungen (H) 
anzugeben, die gewahrleisten, daI3 die CM Eigenschaft des lokalen Ringes Ow 
bei Spezialisierung des allgemeinen Punktes 3 E W erhalten bleibt. Anderer- 
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seits kann die CM Eigenschaft eines speziellen Punktes x E W beziiglich I’ 
nicht nur fur Varietaten oder algebraische k-Schemata WC I’ auf Ow 
geliftet werden, sondern grundsatzlich fur (lokal noethersche) Praschemata 
(siehe Korollar 1). Setzen wir (H) voraus, so ist die Liftung der CM Eigen- 
schaft such fur gewisse lokal geringte RPume miiglich, die “katenar kings 
eines (irreduziblen, abgeschlossenen) Unterraumes” sind. In gewisser 
Analogie zu den Uberlegungen von Hironaka [8, Kap. II] (insbesondere 
Beweis von Korollar 4) ftir regulare Punkte auf einem algebraischen Schema 
bietet sich fur unsere Fragestellung eine Verkniipfung zwischen geeigneten 
Hilbert-Samuel Funktionen an. Dafiir werden Definitionsideale zugrunde 
gelegt, die in Analogie zu Folgerungen aus der normalen Flachheit von I’ 
langs Win [4, No. 24, 96.10.51 von Parametersystemen erzeugt werden. 

Solche Betrachtungen liefern dann fiir den Fall homogener Varietaten 
Informationen iiber die Zusammenhange zwischen den Multiplizitaten im 
Sinne von Grobner [2] and Weil [15] bzw. Serre [12 (siehe Satz ;)I. 

AbschlieBend geben wir eine Charakterisierung unserer (H)-Bedingung - 
such unter kohomologischen Aspekten (siehe Korollar 3.1.). 

1. 

Sei W eine irreduzible Untervarietlt von v. Bezeichne 0, den (affinen) 
lokalen Ring von x E W beziiglich 1’ und Ow den lokalen Ring fur einen 
allgemeinen Punkt 9 E W. Ferner bedeute ftir nichtnegative ganze Zahlen n 

wobei q, ein Primarideal ist, das zum maximalen Ideal m, C 0, gehort. 
Fiir H(q, , TZ) schreiben wir H(q, , n). Im folgenden bezeichnen wir mit (H) 
die Bedingung fur die Funktionen H(q% , TZ) und N(q, , n): 

wobei n > 0 und r = dim O,,, ist. Wir sagen, (H) gilt fur x, X E W, wenn 
in 0, und OwParameterideale qz und qw existieren, so daB (H) fur qr und q, 
erftillt ist. 

DEFINITION 1. Ein Punkt x E W heil3t nach [4, No. 241, (5.7.1) ein 
Cohen-Macaulay Punkt beziiglich V (kurz: CMv Punkt), wenn der lokale 
Ring 0, ein Cohen-Macaulay Ring ist. 

SATZ 1. Sei W eine irreduzible U t n ervariettit von V. Der allgemeine Punkt 
f  E W sei ein CMr Punkt (d.h. es exist&t ein TX,+,-primiires Ideal qw C Ow , 
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das von einem charakteristischen Parametersystem erzeugt wird). Wenn (H) 
fiir x und einen weiteren Punkt x E Wgilt, dann ist such x ein CM r Punkt. 

Beweis. Da 3 ein CMy Punkt ist, folgt aus [16, App. 6, Th. 31, da8 der 
zugehijrige Formenring von 0 W beziiglich qW isomorph zum Polynomring 
in dim OW = s Variablen iiber dem (Artinschen Ring) OW/qW ist. Hieraus 
ergibt sich z.B. nach [13, S. 691 

Hhw > P> = Wwlqw) . (” ; “). 

Indem wir die Formel 

benutzen, ergeben (I) und (H) 

Fiir n = 0 ergibt die (H)-Bedingung: 

&Wqwf = wo/9z> 

und somit 

Da s + r = dim 0, ist, erhAt man e(qJ = &0,/q& und somit ist nach 
[16, App. 6, Th. 31 0, ein Cohen-Macaulay Ring. Q.E.D. 

Dieser Satz wurde im Hinblick auf seine Anwendung im Satz i nur fiir 
Varietaten ausgesprochen; er gilt jedoch such fur geeignete lokal geringte 
Raume (siehe Korollar 1.2). Insbesondere gilt die Dimensionsbeziehung 
s + r = dim 0, im Beweis von Satz 1 nach [4, No. 20, 16.1.3.2 und 16.1.4.21 
oder [4, No. 24, 5.1.9.11. fiir algebraische Schemata iiber einem Korper k. 
Daher erhalten wir in Analogie mit Hironakas Betrachtungen fiir algebraische 
Schemata in [8, Kap. II] das 

KOROLLAR 1.1. Sei V ein algebraisches k-Schema und W ein irreduzibles, 
abgeschlossenes Unterschema van V. Ist der a@gemeine Punkt %E W ein CM” 
Punkt und existiert fiir P und einen weiteren Punkt x E W eine analoge (H)- 
Bedingung wie im Satz 1, dann ist such x ein CM” Punkt. 

Das folgende Lemma beststigt, dal3 die Cohen-Macaulay Eigenschaft des 
allgemeinen Punktes x E W nicht “spezialisierungsinvariant” ist. 
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LEMMA. Die Spitxe S des Kegels V im 4dimensionalen projektiven Raum 

mit dem zugehiirigen Primideal 

p y  = (x12x3 - x23, x1x4 - x2x3 ) x1x32 - x:x4 ) x2x42 - x33) 

(siehe [2, 144.111) ist kein CM r Punkt. 

Beweis. Nach [7], 4. gilt fur das Summenideal aus pv und b = (x1 , xd2) 

der Bezoutsche Satz im Sinne von Grobner [2], 144.5. nicht. Daher kann 
nach [1 , Satz 21 der lokale Ring von V in S oder die Lokalisierung L von 

4x,, xl ,..., xJb beziiglich S kein Cohen-Macaulay Ring sein. Da b ein 
Ideal der Hauptklasse ist, besitzt aber L die Cohen-Macaulay Eigenschaft. 

Folglich ist S kein CM, Punkt. Q.E.D. 

Derartige Beispiele sind im P” mit n > 4 zu suchen, da fur ungemischte 
Schnitte im P3 und P2 der Bezoutsche Satz stets gilt. Andere Beispiele findet 
man, indem man nach [3] weitere imperfekte Primideale betrachtet. 

2. 

Bemerkung. Satz 1 und das Lemma zeigen, daB die CM Eigenschaft des 
allgemeinen Punktes f  E W bei der Spezialisierung zu einem speziellen Punkt x 
im allgemeinem nicht erhalten bleibt. Im Gegensatz dazu ist das Liften der 
CM Eigenschaft eines speziellen Punktes x E W auf Ow immer mijglich. 
Beachtet man namlich, da8 Ow isomorph zu einer Lokalisierung von 0, ist, 

dann hat man 

KOROLLAR 1. Sei V ein lokal noethersches Priischema und W ein ab- 
geschlossenes,irreduzibles Unterpriischema von V. Wenn ein beliebiger Punkt XE W 
ein CM” Punkt ist, dann ist such der allgemeine Punkt TE W ein CM” Punkt. 

Die Uberlegung von Kor. 1 ist nicht mehr fur beliebige lokal geringte 

Raume moglich. Fur einen gewissen Typ von lokal geringten Raumen liefert 
aber die (N)-Bedingung eine hinreichende Bedingung fur das Liften der 
CM Eigenschaft im obigen Sinne. Zu diesem Zweck bezeichnen im folgenden 
V = (V, 0,) und W = (W, 0,) lokal geringte Raume mit W C V, deren 

Halme (lokale) noethersche Ringe sind. Ferner sei W stets ein abgeschlossener, 
irreduzibler Unterraum von V, der genau einen algemeinen Punkt x besitzt. 
(Zur Existenz solcher Punkte siehe [4, No. 41). Zusatzlich geben wir 

DEFINITION 2. Seien V und W lokal geringte Raume wie oben. V heiBt 
katenar langs Win einem Punkt x E W, wenn 

dimOym = dim O,,, + dim O,,, . 
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V heiBt katenar kings W, wenn diese Eigenschaft fiir jeden Punkt x E W 
erfiillt ist. 

Fur Schemata (wo dim O,,, = codim(W, V)) steht diese Definition in 
engem Zusammenhang mit einem entsprechenden Begriff von Grothendieck. 

Nach [4, No. 20, $14.3.2 und 16.1.4.21 haben wir namlich 

KOROLLAR 2. Fiir ein afines Schema V mit noetherschem Ring A sind die 

folgenden Bedingungen aquivabnt: 

(a) A ist katenar und A, ist aquidimensionalfiir ah F p C A 

(b) V ist katenar liings Wfiir alle W C V. 

SATZ 2. Seien V und W lokal geringte R&me wie oben. V sei katenar langs 

W in einem CM, Punkt x # x auf W. Wenn (H) fiir x und den allgemeinen 
Punkt x E W gilt, dann ist such x ein CM v  Punkt. 

Beweis. Nach den Voraussetzungen gilt fur alle p > 0 

H(q, 3 P) = l(%lqJ (’ r; ; ‘) 
mit s = dim 0, , r = dim Ow,z und s + r = dim Oy,z. Wegen 

~(wlz) = ~(Wqw) =: 10 (3) 

bleibt zu zeigen, dal3 H(q,, n) = l,Jnzs). Dies erfolgt durch Induktion 
nach n: im Fall n = 0 bedeutet dies (3). Fur beliebiges n ergibt sich aus (H) 

(,T’ entsteht aus ,Y durch Fortlassen des Gliedes fur p = n, q = 0). Also 

H(qw, n) = 40&k) (” I “)- Q.E.D. 

KOROLLAR 1.2. Seien V und W wie im Satz 2. Wenn V katenar ltings W 
in x ist, dann bleibt Korollar 1.1 unter den entsprechenden Voraussetzungen 
richtig. 

Die Liftungseigenschaft im Sinne von Korollar 1 unterscheidet (lokal 
noethersche) Praschemata von den meisten lokal geringten Raumen. Die 
Beweise von Kor. 1 und Satz 2 deuten darauf hin, da8 die (H)-Bedingung 
hinsichtlich der CM” Eigenschaft von x und seinen Generalisierungen ein 
gewisses (lokal) affines Verhalten des Raumes V beschreibt. 
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Eine genaure Analyse des Beweises von Satz 2 zeigt, da13 aus der Existenz 
eines speziellen CM r Punktes x und aus einer abgeanderten (H)-Bedingung 
in der fur x ein spezieller Punkt x’ # x steht, nicht geschlossen werden kann, 
da8 x’ ein CM r Punkt ist. Wie man in diesem Rahmen die CM Eigenschaft 
von x’ erhalten kann, zeigt das folgende Korollar zu Satz 2 und Kor. 1.2. 

KOROLLAR 2.1. Sei V kateniir Lings W in x und x’. Sei x ein CM y  Punkt, 
und es gelte (H) fiir x, x und x’, %, d.h., 

Wqej4 = 1 H(qw,p) (” zrr ‘), 
p+q=n 

H(qcc, 7 n> = c Wq,‘, p) (” I; ‘, ‘), 
p+q=n 

mit Y = dim, W und Y’ = dim,, W. Dunn ist x’ ein CM v  Punkt. 

Bemwkung. Sind V und W lokal noethersche Praschemata, dann gilt 
Kor. 2.1 allein mit der (H)-Bedingung fur x’ I nach Kor. 1. 

3. Urn diese Untersuchungen auf Schnittprobleme im Sinne von [7] 
anwenden zu konnen, setzen wir im folgenden V und W als homogene 
Varietaten mit den definierenden Primidealen p y und pw in dem Polynomring 
R =: k[xO , x1 ,..., xn] in n + 1 Unbestimmten iiber einem beliebigen 
Korper k voraus. Wie in der Schnitt-Theorie iiblich, nehmen wir an, daB 
sich V und W nur eigentlich schneiden, d.h., es gilt 

dim(pr,p,) = dimpr- rangpw. 

In der Multiplizitatstheorie von Weil kann haftig unter gewissen “glattenden” 
Bedingungen von der Multiplizitat einer Schnittkomponente C von Y r\ W 
auf die Multiplizitaten der anderen Komponenten geschlossen werden. 
Dieses Prinzip zur Multiplizitiitsbestimmung wurde in [7] mit Hilfe der 
normalen Flachheit im Sinne von Hironaka [8] herangezogen, urn das 
Verhalten der Schnittkomponenten beziiglich der Multiplizitatsdefinitionen 
von Grobner [2] und Weil [15] zu vergleichen. Dazu stellte man an gewisse 
Schnittkomponenten von V C W spezielle Einbettungseigenschaften in V 
bzw. W. In unserem idealtheoretischen Rahmen liefert nun die (H)-Bedingung 
im folgenden Satz i ein besseres “Ma@ fiir die Abweichung der Multiplizi- 
tlten von Grijbner und Weil. 

Sei X(O) der Punkt einer homogenen Varietat, der durch das Ideal 

(x0 9 Xl ,*.-1 x,) definiert wird. 

SATZ i. Seien C, und C, beliebige Schnittkomponenten von V n W, deren 
allgemeine Punkte Z~ und 4 CM” - bzw. CM, - Punkte sind. Wenn (H) 
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sowohl fiir x(O), CT~ E Cl als such fiiv x(O), S$ E C, gilt, dann stimmen die Schnitt- 

multiplixitiiten van Grtibner und Weil in jeder Komponente von V n W iiberein, 
und p v  und pw sind perfekte Ideale. 

Beweis. Nach Satz 1 sind die lokalen Ringe von V und Win x(O) E C, , C, 
Cohen-Macaulay Ringe. Daher sind nach Rees [I I] und Northcott [IO, 

S. 81-821 die Primideale p r und pw perfekt im Sinne von Griibner [2, S. 1981. 
Nach [14] ist dies hinreichend fiir die Giiltigkeit des Bezoutschen Satzes im 
Sinne von Grobner [2, 144.51, und dies ist nach [7, Satz l] aquivalent zu der 
Behauptung des Satzes. Q.E.D. 

Sind anstelle von 3r und Z~ jeweils ein beliebiger CMr Punkt und CMw 

Punkt auf C, bzw. C, gegeben, dann bleibt Satz i unter denselben Voraus- 
setzungen nach Kor. 1 richtig. 

4. Wir geben nun eine Charakterisierung der (H)-Bedingung. 

SATZ 3. Seien V, W lokal noethersche Priischemata und WC V abge- 
schlossen und irreduzibel. V sei kateniir ltings Win einem Punkt x E W. Dann 
erhiilt man: 

(1) Ist (N) fiir x, EE W erfiillt, so gilt e,(q,) = eo(qw) fiir die in (II) 
auftretenden Parameterideale qE , q, . 

(2) Ist x ein CM y  Punkt, dann gilt (II) fiir x, x genau dann, wenn x ein 

CM, Punkt und e,(q,) = e,(q,) sind. 

Beweis. (1) Fur groBe n betrachten wir das Hilbert-Samuel Polynom 

Hd(n) = e,(q,) (” t “) + *-* + edq,) 

mit s = dim O,,, =: codim( W, V); e,(qW) ganze Zahlen und eo(qw) = Multi- 

plizitat von q, C Ow = O,,, . Ferner sei Hz”(n) das Polynom 

f&O(n) = 1 H,(P) (4 TTT ‘)T 
n+q=n 

das durch (H) fur grol3es 11 gegeben ist. Die Differenz 

fj,O(n) - C H,‘(p) (4 ::; ‘) =: p~-l 
?J+c*n 

ist ein Polynom vom Grad < Y - 1. Unter Berticksichtigung der Formel 
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erhalten wir : 
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23$(n) = e,(q,) (” TI 7 ‘) + *.a + e,(qw) (” T ‘) + PM 

und damit e,(q,) = e,(q,). 

(2) Gilt (H), dann ist x ein CM v Punkt nach Kor. 1.2. 1st umgekehrt x 
ein CM r Punkt, dann haben wir 

und 

4%/qn,+‘) = edqw) (” + “j, 

mit r = dim Ow,e, s = dim O,,, und s + r = dim Or,% nach Voraus- 
setzung. Weil e,,(qJ = e,(q,), erhalten wir 

%+s+r %(%J ( s + r ) = C edqv) (’ T ‘)(9 ,r, ‘). 
p+q=n 

Die CM Eigenschaften von x und 3 liefern somit (H). Q.E.D. 

Satz 3 ergibt eine idealtheoretische Charakterisierung von (H). In dem 
folgenden Korollar geben wir eine kohomologische Beschreibung von (H). 

Seien V, =: spec O,(O, =: 0 r,=) und W, ==: spec 0,/q,. Mit H,iv$, 0,) 
bezeichnen wir die (lokale) Kohomologie im Sinne von [5, 3.21. 

KOROLLAR 3.1. Unter den Voraussetxungen des Satzes 3, (2) haben wir: 
(H) gilt fiir x, x (d.h. (H) ist erfiillt fiir Parameterideale qz , qw) dann und nur 

dann, wenn e,(q,) = eo(qw) und Hkz(Vz, 6,) = 0 fiir i f  d - 1 mit 
d = dim 0,. 

Beweis. Nach Satz 3 ist zu zeigen, da8 genau dann Hhz( V, , 6,) = 0, 
i < d - 1, wenn x ein CM r Punkt ist. Die Kohomologiegarbe EkZ(a,) ist 
die zum O,-Modul H&JV= , a,) assoziierte Garbe (siehe [6, Prop. 2.2]), und 
das Verschwinden dieser Garben charakterisiert nach [6, Th. 3.81 die koho- 
mologische Dimension von 6, beztiglich I+‘, . In unserem Fall ist W, = {m,}, 
damit 

und [6, Kor. 3.10(i), (iv)] liefert die Behauptung. Q.E.D. 

Bemerkung. Im Falle von affinen homogenen Varietgten zeigt Satz i, 
dal3 gewisse (H)-Bedingungen ein “MaD” fur die Abweichung der Multipli- 
zitPten von Grijbner und Weil liefern. Kor. 3.1 ergibt somit, dal3 das Ver- 
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schwinden von lokalen Kohomologiegruppen - abgesehen von einer 
“schwachen Aquimultiplizitat” (im Sinne von Satz 3) - als ObstruktionsmaB 

fiir die Gleichheit dieser Multiplizitaten angesehen werden kann. 
Natiirlich kann diese Abweichung such durch das Verschwinden von 

Kohomologiegruppen des Koszulkomplexes von 0, bezuglich des Parameter- 
ideals q, = (fi ,...,fJ beschrieben werden. Esgilt namlich nach[l2, S.IV-211, 
daB Hd-l(q, , 0,) = 0 die ClL’I Eigenschaft von x charakterisiert. 

Der Zusammenhang zwischen dieser Aussage und Kor. 3.1 wird durch [6], 
Th. 3.2 gegeben: 

mit der Familie q, = (jr” ,,,,,, fdn). 
- 
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