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Sur une Extens ion des Nombres  de Genocchi  

DOMINIQUE DUMONT ET ARTHUR RANDRIANARIVONY 

We study the sequence of polynomials B.(x, y) defined through the recurrence Bl(x, y)= 1, 
B,,(x, y) = (x + 1)(y + 1)Bn-i(x + I, y + 1) - xyB._~(x, y), which extend the Gandhi polyno- 
mials generating the Genocchi numbers. We give a combinatorial interpretation of these 
polynomials, and a continued fraction representation for their ordinary generating function• 

Etant donn6es  des ind6termin6es c .  nous  consid6rons le tableau des h.,k ddfinis c o m m e  
suit: 

ho, o = 1, hn,k = 0 si k ¢ [13, n], 

hn, k = hn_l. k q- Cn_k+lhn.k_l. 

Voici le tableau des premieres  valeurs des hn,k, dans lequel le num6ro  de ligne est n, le 
num6ro de co lonne  k: 

n k = 0  k = l  k = 2  k = 3  

0 1 
1 1 cl 
2 1 c ~ + c 2  c2+c~c2 
3 1 c ~ + c 2 + c 3  c 2 + 2 c ~ c 2 + c  2+c2c3  + 2c c2 + c,c  + c l c : 3  

Notons i le num6ro  de diagonale,  de sorte  que i = n -  k,  et appelons  h~(t) la s6rie 
g6n6ratrice de la i-~me diagonale:  

ho(t) = 1 + cl t  + (c ] + clc2)t 2 + (c 3 + 2c2c2 + c lc  2 + c : 2 c 3 ) t  3 + . . . .  

h i ( t )  = 1 + (cl + c2)t + [c2(cl + c2 + c3) + (c ] + clc2)]t 2 + . . . .  

h2(t) = 1 + (cl + c2 + c3)t + . . . .  

La r6currence d6finissant les hn.k est 6quivalente  ~: 

d'o~a 

h o ( t ) -  

ho(t) = 1 + c l th l ( t ) ,  

h i ( t )  = ho(t) + c2th2(t), 

h2(t) = hi ( t )  + cath3(t), 

1 h i ( t )  1 

h , ( t )  ' ho(t) h2t ' 
1 - c t t ~ o ( t  ) 1 - C 2 t h l ( t  ) 

et f inalement 

1 
h0( t )=  

1 c l t  
1 -  c2t 

1 _ c 3 t  

• ° 

= 1 + c l t + ( c ~ + c l c 2 ) t 2 +  ( C ~ + 2 c ~ c 2 + c , c ~ + c l c 2 c 3 ) t 3 +  " ' "  
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Le tableau des h,,.k, introduit h l'origine par Stieltjes [8], demeure l 'algorithme de 
calcul le plus simple pour dEveiopper en sErie une fraction continue de ce type, qu'on 
appelle S-fraction. Une formule sommatoire donnant les h,. ,  est explicitEe par 
Touchard [11]. Par ailleurs on trouvera une interpretation combinatoire de ce tableau 
en termes de chemins de Dyck pond~r~s, ou dans le formalisme des histoires, dans 
[4, 12]. Notre notation h,,.k est dErivEe de cette interpretation (Stieltjes notait en fait ai.j 
et/3i.j une paire de tableaux correspondant aux J-fractions continues obtenues comme 
contractions de la S-fraction). 

Dans cet article nous nous intEressons au cas o~ la suite (cl) est 

(c,, c2, c3, c4 . . . .  ) = (y, x + 1, 2(y + 1), 2(x + 2), 3(y + 2), 3(x + 3) . . . .  ), 

autrement dit c2g-, = iy + i ( i -  1) et c2~ = /x  + i  2. On obtient alors le tableau suivant 
pour les polynEmes h,,.k(x, y): 

n 0 k = l  k = 2  k = 3  

0 1 
1 1 y 
2 1 x + y + l  
3 1 x + 3 y + 3  
4 1 3 x + 3 y + 7  

xy + y2 + y 
x 2 +4xy +y2 +4x  + 4y + 3 

x 2 + lOxy + 7y 2 + 10x + 24y + 17 
x2y + 4xy2 + y3 + 4xy + 422 -t'- 3y 

La raison pour laquelle nous considErons cet exemple est qu'il conduit h une 
extension commune aux fractions continues relatives aux nombres de Genocchi Gzn et 
aux nombres de Genocchi medians Hzn+ t (voir ~ ce sujet les rEfErences anciennes [7, 9] 
et rEcentes [3,12]). Plus prEcisEment on a le rEsultat suivant, qui rEsulte 
immEdiatement de [3, 12], et de notre introduction: 

PROPOSITION. Avec le choix ci-dessus des ci, on a h.,,,(0, 1 )=  H2.+l et h,,,.(1, 1)=  
G2,, + 2. 

Notre objectif est de dEmontrer que les polynEmes h,.,,_~(x,y) sont symEtriques en 
x , y  et sont une extension des polyn6mes de Gandhi de premiere et de deuxi~me 
esp~ces (cf. 1, 2, 6, 10), comme le montre le thEor~me suivant: 

THI~OR#ME 1. Soient les polynOmes B,,(x, y)  d~finis par la r~currence: 

B , , ( x , y ) = ( x + l ) ( y + l ) B , , _ ~ ( x + l , y + l ) - x y B , , _ l ( x , y ) ,  B ~ ( x , y ) = l .  

Alors on a l'identit~: 

1 -  yt 
1 (x + 1)t 

1 - 2 ( y  + 1)t 
1 2(x + 2)t 

1 3 ( y  + 2)t 

= 1 + y [ t + ( x  + y  + 1)t2+ . . -  + B , ( x , y ) t "  + . . . ] .  

Autrement dit, avec les notations ci-dessus on a 

1 
B.(x,  y)  = h ...... l(X, y) = -h . , . (x ,  y). 

Y 
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La d6monst ra t ion  respose  sur le l emme suivant, dans lequel  la let tre A d6signe 
l 'op6rateur de diff6rence double  en x et en y : A f ( x ,  y) = f ( x  + 1, y + 1) - f ( x ,  y). 

LEMME. Les polyn~mes hn.k(X, y)  satisfont les identit~s: 

•hk+2i_l .  k : i(i + 1)hk+2i.k_l ,  Ahk+Ei.k = (i + 1)2hk+2i+l .k- i  . 

DI~MONSTRATION. Selon que l ' indice de diagonale est 2i ou 2 i -  1, la r6currence  
d6finissant les hn.k est 

hk+2i_l ,  k : hk+2i_2, k -t- ( ix  ÷ i2)hk+2i_l .k_ l ,  

hk+2;.k = hk+2i-Lk + ((i + 1)y + i(i + 1))hk+2,.k-~. 

NOUS d6mont rons  le l emme par  r6currence s u r n  + k .  Nous  supposons  d ' abo rd  le 
lemme vrai pour  n + k = 2k + 2i - 1, et  le d6mont rons  pour  n + k = 2k + 2i. Notons  
que A est lin6aire et  que 

A( fg )  = f A g  + g A f  + A fAg .  

Par suite, 

Ahk÷2,.k = Ahk÷2;-L,  + ((i + 1)y + i(i + 1))Ahk+2,.k-~ + (i + 1)hk+2i.k-~ 

+ (i + 1)Ahk+21,k-,. 

Par hypoth~se de r6currence,  Ahk÷2i,,-,  = Ahk-~+(2;+~),,-~ = (i + 1)(i + 2)hk+2,'+Lk-2- 
D'ofa 

Ahk+2i,k = i(i + 1)hk+2;,k-~ + ((i + 1)y + (i + 1)Z)(i + 1)(i + 2)hk+2i+Lk-2 + (i + 1)hk+2,,k-~ 

= (i + 1)2[hk+=,.k_, + ((i + 2)y + (i + 1)(i + 2))hk+2,+Lk-2] 

= (i + 1)2[hk_i+(21+l),k_, + ((i + 2)y + (i + 1)(i + 2))hk-,+(2i+2),k-2] 

= (i + 1)2hk_l+(2i+2).k_l 

= (i + l)2hk+2i+l,k_l, 

ce qu'il fallait d~montrer .  De  mani~re analogue,  on mon t r e  que  si le l emme est vrai 
pour n + k = 2k + 2i, il est vrai pour  n + k = 2k + 2i + 1. 

Pour achever  la d6monst ra t ion  du th6or~me,  il suttit de  v6rifier que les h,,.,,_~(x, y) 
v6rifient la r6currence  des B,,(x, y). Or  

h,,,,,_,(x, y)  = h,,_L,,_l(x, y)  + (x + 1)h., ._2(x, y )  

= h,,_L,,_~(x, y)  + (x + 1)Ah._L._~(x,  y )  ( lemme)  

= (x + 1)h._~,._~(x + 1, y + 1) - xh,,_L,,_~(x, y)  

= (x + 1)(y + 1)h._a, ._2(x + 1, y + 1) -xyh,,_,.,,_z(x, y) 

ce qu'il fallait d6montrer .  

REMAROtJE. On  peu t  donne r  une autre  fo rme  ~ la s6rie g6n6ratr ice 

B(x, y; t) = ~ B,,(x, y)t" 
n~l 
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en itErant son Equation fonctionnelle: 

B(x, y; t) = t + (x + 1)(y + 1)tB(x + 1, y + 1; t) - xytB(x, y; t) 

t 
- 1 + xy-----~ [1 + (x + 1 ) ( y  + 1 ) B ( x  + 1, y + 1.;/)] 

t (x + 1)(y + 1)t 2 
- t- 

l +xyt  (l +xyt)( l  +(x  + l ) ( y +  l)t) 

(x + 1)(x + 2)(y + 1)(y + 2)/3 + k - . . .  
(1 +xyt)(1 + (x + 1)(y + 1)/)(1 + (x + 2)(y + 2)t) 

En revanche, nous ne connaissons pas d'expression explicite pour la sErie gEnEratrice 
exponentielle (la transformEe de Borel de cette sErie). 

Les polynEmes de Gandhi B,,(x) et C,,(x)= xH,,(x), dEfinis dans [1], [2] et [6], par 

Bl(x) = x  2, 

B,,(x) =x2B,,_l(x + 1) -x2B, ,_l(x)  (n ~2) ,  

C , ( x )  = x 2, 

C , , ( x ) = x 2 C , , - i ( x + l ) - x ( x + l ) C , , - i ( x )  (n ~>2), 

s'obtiennent h partir des polynfmes B,,(x, y) comme suit: 

B,,(x) = x2Bn(x, x), Cn(x) = x:(x + 1)B,,_l(x, x + 1), 

H,(x) =x(x  + 1)B,,_l(x, x + 1). 

Par suite, il suffit de porter y = x ou y = x + 1 pour obtenir des fractions continues 
correspondant h leurs series g6nEratrices, annoncEes dans [2]. 

Pour conclure cet article, nour donnerons une interpretation combinatoire des 
polynEmes B,,(x, y), extension de celle des polynfmes B,,(x) donnEe en [1]. Nous 
suivrons les notations de [5]. 

Un escalier surjectif de taille 2n est une application f de {1,2, 3 . . . .  ,2n} dans 
{1,2,3 . . . . .  2n}, telle que, pour tout i, i<-f(i),  et dont l'ensemble-image est 
exactement l'ensemble des entiers pairs {2, 4, 6 . . . . .  2n}, qui est donc surjective sur cet 
ensemble. Un point (i, f ( i ) )  tel que 1 ~< i ~< 2n - 2 et f ( i )  = 2n est dit point maximal de 
f. I1 est pair ou impair selon que i est pair ou impair. On note maxp( f )  et maxi( f )  le 
nombre des points maximaux pairs et des points maximaux impairs de f. On note A,  
l'ensemble des escaliers surjectifs f de taille 2n. 

THr~OR~mE 2. On a l'identit~ suivant: 

B,,(x,y) = ~ x ..... mf)y .... i(/). 
f ~An 

On peut pour dEmontrer ce th6or~me introduire les coefficients du polynfme, leur 
recurrence, et montrer qu'elle co'fncide avec la recurrence qu'on dEduit de 
l'interpr6tation combinatoire. Mais il est plus ElEgant de se passer des coefficients, et 
de procEder comme le fait Han Guo Niu dans [5] en appliquant sa mEthode des 
escaliers ~valu~s au cas oO l'Evaluation consiste ~ mettre x dans chaque case maximale 
paire, y dans chaque case maximale impaire, et 1 dans toutes les autres cases. On 
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obtient alors des analogues des Lemmes 3.1 et 3.2 de [5] qui conduisent directement 
la r6currence d6finissant les polynfmes Bn(x, y). 
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