
MATHEMA TICS 

ESPAOES LOOALEMENT K-OONVEXES. II 

PAR 

J. VAN TIEL 

(Communicated by Prof. T. A. SPRINGER at the meeting of October 31, 1964) 

Esp ACES LOCALEMENT K -CONVEXES 

Dans tout ce qui suit, il ne sera question que d'espaces vectoriels sur K. 

§ 1. Espaces vectoriels topologiques localement compacts. 

Definition 3.1. Une norme n.a. sur un espace vectoriel E est une 
semi-norme n.a. p sur E (det. 2.8) satistaisant it la condition suivante: 
x E E, p(x) = 0 entratnent x = O. 

Un espace vectoriel topologique E est dit espace vectoriel norme n.a. 
si la topologie de E peut etre (est) de£inie par une norme n.a. Evidemment, 
pour qu'un espace localement K-convexe E soit norme, il faut et il suffit 
que la topologie de E puisse etre definie par une famille r de semi-normes 
n.a. ne contenant qu'un seul element (cet element est donc une norme 
n.a., comme no us ne considerons que des espaces separes). 

La theorie des espaces vectoriels normes n.a. a eM developpee entre 
autres par A. F. MONNA dans une serie d'articles dans les "Proceedings" 
de la "Koninklijke Nederlandse Akademie van Wetenschappen" dans la 
periode 1943-1957. Dans ce qui suit nous emploierons quelques-uns de 
ses resultats. 

Theoreme 3.1 (Oritere de Kolmogoroff). Pour qu'un espace 
vectoriel topologique E soit un espace norme n.a., il taut et il suffit qu'il 
existe dans E un voisinage K-convexe borne de 0 (cf. [17], p. 360). 

Demonstration. Voir [17]. 

Theoreme 3.2. Supposons que K soit complet. Alors, pour qu'un 
espace vectoriel topologique E soit localement compact, il taut et il suffit 
que K soit localement compact et que E soit de dimension finie sur K (cf. 
[1], p. 29). 

Demonstration. Voir [1]. 

Remarque. Dans Ie cas d'un espace norme n.a. MONNA avait deja 
trouve des tMoremes analogues au tMoreme 3.2 ([10], p. 1048-1053). 

Theoreme 3.3. Supposons que K soit complet. Pour tout espace 
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vectoriel topologique localement compact E il existe n E N tel que E est 
isomorphe a l'espace Kn, norme par la norme 

(Xl, ... , xn) --+ max IXil (Xi E K, i= 1, ... , n). 
l~i~n 

Demonstration. D'apres Ie theoreme 3.2, E est de dimension finie. 
En outre, tous les espaces vectoriels topologiques de la meme dimension 
finie sur un corps value complet sont isomorphes ([1], p. 27). 

Remarque. Si dans Ie theoreme 3.3 on suppose de plus que E soit 
localement K-convexe, on peut donner du theoreme ainsi obtenu la 
demonstration suivante: d'apres Ie theoreme 3.2, E est de dimension 
finie. Si n=dim E, l'espace vectoriel E est isomorphe a l'espace vectoriel 
Kn. Soit U un voisinage compact de 0 dans E; U contient un voisinage 
ferme K-convexe de 0 qui est compact et donc borne. De ceci et du 
theoreme 3.1 on deduit que E est un espace norme; E est donc isomorphe 
a Kn muni d'une norme. D'autre part, on sait que deux normes sur un 
espace vectoriel de dimension finie sur K sont equivalentes (voir [3], p. 
694), ce qui acheve la demonstration. De cette demonstration on deduit 
encore: tout espace localement K -convexe et localement compact est un espace 
norme (meme si K n'est pas complet). 

§ 2. Applications lineaires continues. 

Theoreme 3.4. Soient E et F deux espaces localement K-convexes, T 
une application lineaire de E dans F. Pour que T soit continue, il taut 
et il suffit que, pour toute semi-norme n.a. continue q sur F, il existe une 
semi-norme n.a. continue p sur E et cER, c>o tels que q(T(x))<c·p(x) 
(x E E) (cf. [16], p. 398). 

Demonstration. Nous donnons une demonstration differente de 
celle dans [16]. 

La suffisance de la condition est evidente. N ous montrons la necessite: 
soit q une semi-norme n.a. continue sur F. Alors il existe une semi-norme 
n.a. continue p sur E telle que X E E, p(x) < 1 entrainent q(T(x)) < 1. 
Soient An E K tel que IAnl =en (n E Z), X E E. 

N ous pouvons distinguer deux cas: 1 0. si p(x) = 0, on a P(AnX) = 0 (n E Z), 
donc q(T(Anx))=enq(T(x))<l (nEZ). II s'ensuit que q(T(x))=O; 2°. si 
p(x) * 0, il existe n E Z tel que en < (p(X))-l < en+1. Alors on a P(AnX) = 
=enp(x) < 1, donc q(T(AnX)) =enq(T(x)) < 1. On en deduit que q(T(x)) = 
=enq(T(x)) ·e-n <e· p(x). 

Resumant les deux cas, on a: q(T(x)) <e·p(x) (xEE). 
Soit E un espace localement K -convexe. Supposons que K soit complet 

spherique. On a alors les theoremes suivants: 

Theoreme 3.5 (Theoreme de Hahn-Banach). Soient JJf un 
sous-espace vectoriel de E, p une semi-norme n.a. sur E, c E R, c> 0, tune 
application lineaire de M dans K teUe que I t(x)1 < c· p(x) (x EM). 
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Alors il existe une application lineaire 1 * de E dans K satislaisant aux 
conditions suivantes: 1°. 1*(x)=/(x) (xEM); 2°.I/*(x)l<c,p(x) (xEE). 

Demonstration. Soient L={XEElp(x)=O}, x--+~ l'application 
canonique de E sur E=E/L, if l'image de M dans E par l'application 
canonique. L'application ~ --+ II~II =p(x) est une norme n.a. sur E ([16], 
p. 395). Comme x E M, p(x) = ° entrainent I(x) = 0, on peut definir par 

[(~) = I(x) (x E M) une application lineaire f de .M dans K; on a IJ(~)I = 
= I/(x)1 <c·p(x) =c'II~11 (x EM). D'apres un resultat de INGLETON ([6]) il 

~* ~ 
existe une application lineaire 1 de E dans K satisfaisant aux conditions 

-* "" "" -* ..... 
suivantes: 1°. 1 (~)=/(~) (~EM); 2°.11 (~)I<c'II~11 (~EE). L'application 

~* 
1* de E dans K, definie par I*(x) = 1 (~), est l'application chercMe. 

Theoreme 3.6. Soient M un sous-espace vectoriel de E, 1 une appli­
cation lineaire continue de M dans K. Alors il existe une application lineaire 
continue 1* de E dans K telle que 1*(x)=/(x) (xEM). 

Demonstration. D'apres la demonstration du theoreme 3.4 il 
existe une semi-norme n.a. continue p sur E et c E R, c> ° tels que 
I/(x)1 <c.p(x) (x EM). En prolongeant 1 d'apres Ie tMoreme 3.5 on obtient 
l'application 1* chercMe. 

Remarques. 1. Dans [6] on demontre: soient E et F des espaces 
vectoriels normes n.a., et supposons que F soit complet spherique, c'est­
a-dire que toute famille de boules de F, telle que deux quelconques de 
ces bouIes aient une intersection non vide, ait une intersection non vide. 
Soit Tune application lineaire continue du sous-espace vectoriel M de E 
dans F. Alors il existe une application lineaire continue T* de E dans F 
satisfaisant aux conditions suivantes: 1°. T*(x) =T(x) (x E E); 2°. 

sup IIT(x)ll/iixii = sup iiT*(x)ii/iixii (ondit que F possMe "la propriete 
"'EM.", * ° "'EE.,"*O 

d'extension" par rapport aux espaces vectoriels normes n.a.). 
Dans [16] on generalise ce resultat: en employant Ie theoreme 3.4, 

on voit que la demonstration donnee dans [6] est valable aussi si on 
remplace les normes n.a. sur E et F par des semi-normes n.a. (dans ce 
cas, on peut aussi donner la demonstration en suivant la methode de la 
demonstration du theoreme 3.5: soient p la semi-norme sur E, q la semi­
norme sur F. Considerer les espaces normes E=E/L et F=F/P, ou 
L={XEEip(x)=O}, P={xEFiq(x)=O}; if' est complet spMrique (cf. 
(16], p. 405)). Le tMoreme 3.5est un cas particulier du resultat demontre 
dans [16]. 

2. Soit E un espace vectoriel norme n.a. tel que l'ensemble des valeurs 
de la norme de E ait ° comme seul point d'accumulation; la valuation 
de K est donc discrete. Supposons que K soit complet. Dans [10] (p. 1137) 
on demontre que Ie theoreme de Hahn-Banach est valable dans ce cas. 

17 Series A 
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Dans [3] on demontre que Ie theoreme de Hahn-Banach est valable pour 
un espace vectoriel norme n.a. sur un corps complet K, si la valuation 
de K est discrete. Enfin, dans [6] on donne une condition necessaire et 
suffisante pour que Ie theoreme de Hahn-Banach soit valable pour tout 
espace vectoriel norme n.a. sur K; en effet, on demontre encore: si F 
est un espace vectoriel norme n.a. qui n'est pas complet spherique, il 
existe un espace vectoriel norme n.a. E par rapport auquel F ne possede 
pas "la propriete d'extension". (Dans [16] on remarque que ce result at 
reste valable si on remplace "espace vectoriel norme n.a." par "espace 
localement K-convexe - pas necessairement separe - dont la topologie 
est definie par une seule semi-norme n.a.".) On a donc: 

Theoreme 3.7. Si K n'est pas complet spherique, il existe un espace 
localement K -convexe E pour lequel le theoreme de H ahn-Banach n' est pas 
valable. 

3. Dans [6] on demontre: si Ie theoreme de Hahn-Banach est valable 
pour un espace vectoriel norme E sur K, E est un espace vectoriel norme 
n.a. Pour les espaces localement K-convexes on a Ie theoreme suivant: 

Theoreme 3.8. Soit E un espace localement K-convexe pour lequel est 
valable le theoreme qu'on obtient du theoreme 3.5 en rempla9ant "semi-norme 
n.a." par "semi-norme". Alors toute semi-norme sur E est une semi-norme 
n.a. (cf. [16], p. 402). 

Demonstration. Soient p une semi-norme sur E, Xo E E, yo E E. Si 
p(xo+Yo)=O, on a p(xo+Yo) < max(p(xo) , p(yo)). Supposons p(xo+Yo)#O; 
soit f l'application lineaire de L = [xo + Yo] dans K definie par f(A(XO + Yo)) = 

=A (A E K). Si z E L, Z=A(Xo+yo), on a 

If(z)1 = IAI = p(A(Xo +Yo))· (p(xo +YO))-l = p(z)· (p(xo +YO))-l. 

II existe donc une application lineaire f* de E dans K, prolongeant f, 
telle que If*(x)I«p(xo+yo))-l.p(x) (xEE). On a alors p(xo+Yo)= 
= p(xo +yoHf*(xo +yo)1 <p(xo +Yo)· [max(lf*(xo)l, If*(Yo)i)] <max(p(xo), 
p(yo)). II en resulte que pest une semi-norme n.a. 

Dans tout ce qui suit, nous appellerons "forme lineaire sur E" une appli­
cation lineaire de E dans K. 

Theoreme 3.9. Supposons que K soit complet spherique; soient E un 
espace localement K-convexe, Xo E E, xo# O. Alors il existe une forme lineaire 
continue f sur E telle que f(xo) = 1 (cf. [16], p. 402). 

Demonstration. II existe une semi-norme n.a. continue p sur E 
telle que p(xo) # O. Soit f la forme lineaire sur L = [xo] definie par f(AXo) =A 
(A E K). Si Z E L, z=AXo, on a 

If(z)1 = IAI = p(AXo)' (p(XO))-l = p(z). (p(XO))-l, 
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donc f est continue sur L. D'apres Ie tMoreme 3.6 il existe une forme lineaire 
continue f* sur E, prolongeant f; on a evidemment f*(xo) = 1. 

Theoreme 3.10. Supposons que K soit complet sphCrique. Soient E 
un espace localement K-convexe, A une partie fermee K-convexe de E, 
Xo E E, Xo 1: A. 

1 0. Si la valuation de K est dense, il existe une forme Zineaire continue 
f sur E telle que If(A)I.;;;1, f(xo)=1. 

2°. Si la valuation de K est discrete, il existe une forme lineaire continue 
f sur E telle que If(A)I.;;; 1, If(xo)1 > 1. 

Demonstration. Comme A est fermee et Xo 1: A, il existe pEr et 
S E R, s> 0 tels que {x E Elp(x-xo)<s} n A = 0. D'apres Ie tMoreme 2.8 
il existe un ensemble K-convexe et absorbant S dans E tel que A C S, 
Xo 1: S; d'apres la remarque suivant Ie theoreme 2.8, S est ouvert. D'apres 
Ie tMoreme 2.9 il existe q E r avec {x E Elq(x) < 1 }CSC {x E Elq(x).;;; 1}; 
si la valuation de K est discrete on a S = {x E Elq(x).;;; I} et q(E) C WK. 

1 0. Supposons que la valuation de K soit dense. On a Xo 1: S, donc 
q(xo) ;;;..1. Soit f la forme lineaire sur L = [xo] definie par f(J..xo) =J.. (J.. E K); 
si z E L, z = J..xo, on a If(z)1 = IJ..I = q(Axo)· (q(xo) )-1.;;; q(J..xo) = q(z). D'apres Ie 
tMoreme 3.5 il existe une forme lineaire f* sur E, prolongeant f, telle 
que If*(x)1 .;;;q(x).;;; 1 (x E A); evidemment f* est continue, et on a f*(xo) = 1. 

2°. Supposons que la valuation de K soit discrete. On a Xo 1: S, donc 
q(xo) > 1. Soient fl E K tel que Ifll = q(xo), f la forme lineaire sur L = [xo] 
definie par f(J..xo)=J..fl (J..EK); si zEL, z=J..xo, on a If(z)I=IJ..lq(xo)= 
q(J..xo)=q(z). D'apres Ie tMoreme 3.5 il existe une forme lineaire f* sur 
E, prolongeant f, telle que If*(x)1 .;;;q(x).;;; 1 (x E A); evidemment f* est 
continue, et on a If*(xo)1 =q(xo) > 1. 

Theoreme 3.11. Supposons que K soit complet sphCrique. Soient E 
un espace localement K-convexe, M un sous-espace vectoriel ferme de E, 
Xo E E, Xo 1: M. Alors il existe une forme lineaire continue f sur E telle que 
f(M) = {O}, f(xo) = 1. 

Demonstration. Comme Xo 1: M, il existe pEr avec p(x-xo) > 1 
(x EM). Soit f la forme lineaire sur M + [xo] definie par f(x+J..xo)=J.. 
(xEM, J..EK). Soit zEM+[xo], z=x+J..xo (ou xEM). Si J..#O, on a 
If(z)1 =IJ..I <1J..lp(xo+J..-1X) =p(x+J..xo) =p(z); si J..=O, on a If(z)I=O.;;;p(z). 
On en deduit que f est continue sur M + [xo]. D'apres Ie tMoreme 3.6 
il existe une forme lineaire continue f* sur E, prolongeant f, et qui est la 
forme cherchee. 

Remarque. Nous pouvons demontrer Ie theoreme 3.11 aussi de la 
fa<;on suivante: pour chaque pEr, soit p l'application de 13=E/M dans 
K definie par p(~) = in! p(x) (~E 13; x --+ ~ est l'application canonique de 

'"u, 
E dans E); alors, chaque pest une semi-norme n.a. sur 13. On verifie 
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aisement que E, muni de la topologie definie par la famille F= {pip E r}, 
est un espace localement K-convexe (cf. [8], p. 131, 209). D'apres Ie 
theoreme 3.9 il existe une forme lineaire continue 1 sur E telle que 7(~o) = 1; 
l'application / de E dans K, definie par /(x) = 7(~) (x E E), est l'application 
cherchee. 

§ 3. Espaces (ff) et espaces (2ff). 

DMinition 3.2. On appelle espace (ff) un espace localement K­
convexe, metrisable et complet (cf. [4], p. 65). 

Rappelons que, pour qu'un espace vectoriel topologique metrisable E 
soit complet, il faut et il suffit que toute suite de Cauchy dans E ait une 
limite dans E. 

Theoreme 3.12. Soit E un espace localement K-convexe. Les pro­
positions suivantes sont equivalentes: 

1 0. La topologie de E est metrisable et peut eire definie par une distance 
invariante d qui satis/ait a l'inegalite triangulaire forte (c'est-a-dire 
d(x, y) <max (d(x, z), d(y, z)) pour tout x, y, z E E). 

2°. Il existe dans E un systeme /ondamental denombrable de voisinages de o. 
3°. La topologie de E peut etre definie par une suite croissante (Pn) de 

semi-normes n.a. (c'est-a-dire Pn(x) <Pn+1{x) pour tout n EN, x E E). 
(Cf. [8], p. 208 et [17], p. 365.) 

De m 0 n s t rat ion. 1 ° entraine 2°: un systeme fondamental den om­
brable de voisinages de 0 dans E est donne par les enveloppes K -convexes 
des ensembles {x E Eld(x, 0) < lin}, ou n E N. 

2° entraine 3°: soit {Uili EN} un systeme fondamental denombrable 
de voisinages de 0 dans E. Pour chaque Ui on peut definir, suivant Ie 
theoreme 2.9, une semi-norme n.a. qi. Soit Pk la semi-norme n.a. sur E 
definie par Pk(X) = max qi(X) (k EN, X E E). Alors on a 

k 

{x E Elpk(X) < 1} C n Ut C {x E Elpk(X) < 1} (k EN) 
i~l 

et Pn(x) <Pn+1(x) (n EN, x E E), et la famille {Pkl kEN} de semi-normes 
n.a. definit la topologie sur E. 

3° entraine 1 0: supposons que la topologie de E soit definie par une 
suite croissante (Pn) de semi-normes n.a. Soit x -+ IIxllF l'application de 
E dans R definie par 

1 Pn{x) 
II x llF = s~p 2n . 1 +Pn(x) (x E E). 

Alors on a: 

a. IIxIlF:>O (x EE), et IIxIlF=O si, et seulement si, x=o. 

b. Comme O<a<b t A a b 
en ralne -1- <. --, on a, en 

+ a "'" 1 +b 
supposant 
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Pn(X) <Pn(Y): 

Pn(X+Y) max (Pn(x), Pn(Y)) Pn(Y) 
-=-l-=-+-p'-n-:-( x--'-j--Y-:-) < 1 + max (Pn (x), Pn (y)) = -=-1 ':""+"""::Pn"-7( y-:") 

et aussi 

Pn(X) <: Pn(Y) . 
1 +Pn(x) "'" 1 +Pn(Y) , 

il en resulte que Ilx+yIIF<max (1IxIIF, IlyIIF) (x, Y E E). Donc d(x, y)= 
= Ilx-YIIF (x, Y E E) definit sur E une distance invariante d qui satisfait 
it l'inegaliM triangulaire forte. Demontrons maintenant que la topologie 
definie sur E par d est identique it la topologie definie sur E par la suite 
(Pn): si 

1 
PIe(x) < 2n- 1e (k= 1, ... , n-1), 

on a IlxIIF< 1/2n, donc l'ensemble {x EEl IlxIIF< 1/2n} contient l'ensemble 

1 
{x E Elple(x) < 2n- 1e (k= 1, ... , n-1)}. 

Si 

IlxIIF< 
1 

2m+Ie+1 ' 

on a 
1 Pm(x) 1 donc Pm(x) 1 

2m . 1 + Pm(x) < 2m+lc+l' 1 +Pm(x) < 2lc+l ; 

il s'ensuit que Pm(x) < 1/21e, donc l'ensemble {x E EIPm(X) < 1/21e } contient 
l'ensemble 

Remarque. L'application x -+ IlxIIF satisfait aussi aux conditions 
suivantes: 1°. si IAI<l, on a IIAXIIF<llxIIF (AEK, xEE); 2°. si IAil-+ 0, 
on a IIAiXllF -+ ° (Ai E K, x E E); 3°. si Xi -+ 0, on a IIAXillF -+ ° (Xi E E, 
A E K). Nous appelons x -+ IlxIIF une F-norme n.a. sur E (cf. [8], p. 167). 

Exemples. 1. Supposons que K soit un corps local. Soit G l'espace 
vectoriel des fonctions continues sur K it valeurs dans K. Definissons 
sur G une topologie localement K-convexe par la famille denombrable 
{Pnln E N} de semi-normes n.a., ou Pn(f) = max I/(iX)1 (n E N, I E G). Soient 

1"'1 <;;;en 

In E G (n EN), lEG; In -+ I signifie: In(iX) -+ l(iX) uniformement dans l'en-
semble {IX E KI liXl <ele} (k EN). G est complet, donc G est un espace (ff) 
(th. 3.12). Dans G il n'existe pas de voisinages bornes de 0, donc G n'est 
pas norme (th. 3.1). 

2. Soit F l'espace vectoriel des suites infinies (iXi) d'eIements de K. 
Definissons sur F une topologie localement K-convexe par la famille 
denombrable {Pnln E N} de semi-normes n.a., ou Pn(iX) = liXnl pour 
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x = (Xi) E F (n EN). Si K est complet, Fest complet, donc F est un 
00 

espace (~) (th. 3.12). Fest l'espace vectoriel topologique II Ki (Ki=K, 
i~l 

i EN), produit d'une famille denombrable d'espaces K. II n'existe pas 
de voisin ages bornes de ° dans F, F n'est donc pas norme (th. 3.1). Si 
cp(n) designe l'eIement de F tel que cpn (n) = 1, cplc(n) = ° pour k =1= n (n EN), 

n 
on a .2 Xicp(i) --+ (Xi) (n --+ 00) pour (Xi) E F. 

i~l 

3. Soit M l'espace vectoriel des suites (Xi) (Xi E K, i E Z+) telles que 
suPIXnlelcn<oo (kEN) (ce qui equivaut a limlXnlelcn=o (kEN)); par 

n ~oo 

exemple, si IXnl =e-n' (n E Z+), on a (Xi) EM. M est isomorphe a l'espace 
vectoriel des series entieres, a coefficients dans K; et partout convergentes 
dans K. 

Definissons sur M une topologie localement K-convexe par la famille 
denombrable {plclk EN} de semi-normes n.a., ou Plc(X) = sup IXnlelcn pour 

n 

X = (Xi) EM (k EN). Si la valuation de K est dense ou si Ie corps des restes 
00 

de K n'est pas fini, on a Plc(X) = sup 1.2 xnxnl ([19], p.19; voir aussi Semi­
Ixl';;;ek n~O 

naire Delange-Pisot, 1959/60, ch. 4, p. 46). 
Supposons que K soit complet. Soit (x(P») une suite de Cauchy dans M, 

ou x(p) = (Xi(P») (p EN). On a lim Plc(X(P) -x(q») = 0, et sup IXn(p)-
j)~OOI q~oo n 

-Xn(q)l,;;;; sup IXn(p)-Xn(q)lelcn=plc(X(P) -x(q») (k EN). II s'ensuit que la 
n 

suite Xn (1), Xn (2), Xn (3), •.• est une suite de Cauchy dans K; soit /3n la limite 
de cette suite (nEZ+). Soit koEN; il existe PoER tel que IXn(p)­
-Xn(q)lelcon ,;;;; 1 pour p>po, q>qo (n E Z+), donc l/3n-xn(q)lelcon,;;;; 1 
(n E Z+, q>qo). On en deduit que sup l/3nlelcon ,;;;;max (1, Plco (x(q»)) (q>po), 

" donc (/3i) EM. II en resulte que M est complet, donc M est un espace 
(~) (th. 3.12). 

M n'est pas norme: soient N E Net x(m) EM, Ix1V':i.1 =e-N2m , IXn(m)1 =0 
pour n=l=Nm (mEN). On a plc(X(m»)=eNm(lc-N),;;;; 1 pour k,;;;;N (k, mEN), 
et P2N(X(m»)=eN'm --+ 00 (m --+ 00). On en deduit que dans M il n'existe 
pas de voisinages bornes de 0, donc M n'est pas norme (th. 3.1). 

Si p,(n) designe l'eIement de M tel que p,n(n)=l,p,lc(n)=o pour k=l=n 

" (n E Z+), on a .2 xiP,(i) --+ (Xi) (n --+ 00) pour (Xi) EM. 
,~o 

Soient E un espace vectoriel et El C E2 C E3 C ... une suite infinie 
00 

strietement croissante de sous-espaces vectoriels de E, tels que E = U En. 
n~l 

Supposons que En soit muni d'une topologie (,;n pour laquelle En est un 
espace (~) et telle que (,;n+1IEn= (,;n (n E N); En est done ferme dans 
En+l (n EN). Soit [l}J la famille des ensembles K-convexes V dans E qui 
ont la propriete suivante: V n En est un voisinage de ° pour (,;n (n EN). 
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Tout V E £!jJ est absorbant, et V + V C V. D'apres [1] (p. 7, prop. 5), 
£!jJ detinit sur E une topologie localement K -convexe <Ow pour laquelle 
£!jJ est un systeme fondamental de voisinages de 0; evidemment, <Ow est 
la topologie localement K-convexe la plus fine sur E telle que <OwlEn C <On 
(n EN). Cf. [1], ch. II, § 2. 

DMinition 3.3. On appelle espace (2~) un espace localement K­
convexe dont la topologie <Ow peut etre dlfinie comme ci-dessus. 

Si E est un espace (2 ~), (En) designera une suite de sous-espaces de 
E comme ci-dessus; on dit que E est la limite inductive stricte des espaees En. 

Theoreme 3.13. Soit E un espace (2~). Alors on a: 
1°. <OwlEn=<on (nEN). 
2°. En est ferme dans E (n EN). 
3°. E est complet. 
4 0 • E n' est pas metrisable. 

Demonstration. On demontre les propositions comme dans Ie cas 
reel. Pour 1° et 2°, voir [4], p. 68, 69; pour 3°, voir [8], p. 226-228. Nous 
demontrons 4°: En est ferme dans E (voir 2°) et n'a pas de points inte­
rieurs dans E, done En est rare dans E (n EN). La proposition 4° est 
alors une consequence immediate du tMoreme de Baire (voir [8], p. 28). 

Remarque. Quoique, pour demontrer Ie theoreme 3.13, on puisse 
suivre les demonstrations indiquees ci-dessus, on peut simplifier ees 
demonstrations dans notre cas. Nous donnons un exemple: dans la 
demonstration du "lemme" dans [4], p. 68, on voit tout de suite que 
d'apres Ie theoreme 2.2 l'ensemble U est ouvert. 

Theoreme 3.14. Soient E un espace (2~), A une partie de E, F 
un espace localement K-convexe. Alors on a: 

1°. Pour que A soit bornee dans E, il faut et il suffit qu'il existe n E N 
tel que A C En et que A soit bornee dans En. 

2°. Pour que A soit fermee dans E, il faut et il suffit que A n En soit 
ferme dans En (n EN). 

3°. Pour qu'une application lineaire f de E dans F soit continue, il faut 
et il suffit que flEn soit continue (n EN). 

Demonstration. On demontre les propositions comme dans Ie cas 
reel. Pour 1°, on peut suivre la demonstration dans [4] (prop. 4, p. 70), 
en prenant au lieu de la suite ((ljk)Xk) la suite (AkXk), on Ak E K, IAkl =e-k 
(k EN); pour 2°, voir [8], p. 226-228; pour 3°, voir [4], prop. 5, p. 71. 

Corollaire. Pour qu'une suite (xn) dans E soit convergente dans E, 
il faut et il suffit qu'il existe kEN tel que {xnln E N} C Ek et que (xn) 
soit eonvergente dans E k • 

Exemples. 4. Supposons que K soit un corps local. Soit H l'espace 
veetoriel des fonctions continues sur K, a valeurs dans K et a support 
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compact, et soit H n Ie sous-espace vectoriel de H forme des fonctions 
dont Ie support est contenu dans l'ensemble {iX E KlliXl <en} (n EN). 

00 

Evidemment, on a HI C H2 C H3 C ... et H = U Hn. Nous munissons 
.. ~1 

Hn d'unenorme n.a. par Ilflln= max If(iX)1 (fEHn); Hn est alors un espace 
1 "'I <en 

de Banach n.a. (n EN). Muni de la topologie 0", mentionnee ci-dessus, 
H est un espace (ll'ff). Soient fnEH (nEN), fEH; fn--+f signifie: 
il existe kEN tel que Ie support de fn est contenu dans l'ensemble 
Ok= {iX E KlliXl <ek} (n EN), et fn(iX) --+ f(iX) uniformement dans Ok 
(corollaire du tho 3.14). 

5. Supposons que K soit complet. Soient F l'espace vectoriel de 
l'exemple 2, E Ie sous-espace vectoriel de F forme des suites (iXi) telles 
que iXi = 0 sauf pour un nombre fini d'indices, En Ie sous-espace vectoriel 
de E forme des suites (iXi) telles que iXi=O pour i>n (n EN). Evidemment, 

00 

on a EI C E2 C E3 C ... et U En=E. Nous munissons En d'une norme 
.. ~1 

n.a. par IliXlln=max leXil pour iX=(iXi) EEn; En est alors un espace de 
l~i~n 

Banach n.a. (n EN). Muni de la topologie 0", mentionnee ci-dessus, E est 
un espace (ll'ff). t5(n) designe l'eIement de E tel que t5n(n) = 1, t5k(n) = 0 

pour k=l=n (n EN). 
Etudions la topologie 0",. Soient ei E R, ei > 0 (i EN), V = {(eXi) EEl 

liXil <ei (i EN)}. 
L'ensemble Vest K-convexe, et V (l En est un voisinage de 0 dans En 
(n EN). Soit U un voisinage de 0 pour 0",. Alors il existe une suite (ei), 
on ei E R, ei> 0 (i EN), telle que U contient l'ensemble {iX E EillliXlli < ed 
(i EN). Soit W = {(iXi) E ElleXil < ei (i EN)}, et soit (iXi) un element de 

k 

W (l E k. Alors on a (iXi) = L iXit5(i). Comme iXit5(i) E U (1 <i <k) et comme 
i=l 

U est K-convexe, on a (iXi) E U. On en deduit que we U. Les ensembles 
{(iXi) E ElliXil <ei (i EN)}, on ei E R, ei>O (i EN), forment donc un systeme 
fondamental de voisinages de 0 pour 0",. II s'ensuit que E est la somme 

00 

directe topologique EEl Ki (Ki=K, i EN) d'une famille denombrable 

d'espaces K. 

Definition 3.4. Dans un espace localement K-convexe E, on appelle 
K -tonneau tout ensemble K -convexe, absorbant et fermi dans E. 

Definition 3.5. On dit qu'un espace localement K-convexe E est K­
tonnele si tout K-tonneau dans E est un voisinage de o. 

Theoreme 3.15. Tout espace localement K-convexe qui est un espace 
de Baire est K -tonnele. 

Demonstration. Voir [17], p. 366. 
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Corollaire. Un espace (ff) est K-tonnele. 

Theoreme 3.16. Un espace (2ff) est K-tonnele. 

Demonstration. Soient E un espace (2ff) , A un K-tonneau dans 
E. D'apres Ie theoreme 3.14, 2°, A n En est un K-tonneau dans En, donc 
A est un voisinage de 0 pour 0n (n EN). D'apres la definition de la topo­
logie 0w sur E, A est un voisin age de 0 pour 0w • 

Exemple 6. Les espaces G, H, E des exemples 1, 4, 5 sont K-tonneIes. 
Si K est complet, les espaces F et M des exemples 2 et 3 sont K-tonneles. 
Un exemple d'un espace Iocalement K-convexe, qui n'est pas K-tonnele, 
est Ie suivant: 

Soit L I'espace vectoriel E de I'exemple 5, muni de la topologie induite 
sur E par la topologie de l'espace F de I'exemple 2. L est un espace locaIe­
ment K-convexe metrisable et non complet. L'ensemble 

T = {((Xi) E Llmaxl(Xil < I} 
i 

est un K-tonneau dans L, mais on verifie aisement que T n'est pas un 
voisinage de 0 dans L. 

Definition 3.6. On dit qu'une application T d'un espace vectoriel 
topologique E dans un espace vectoriel topologique Fest localement bornee 
si, pour toute partie bornee B de E, l'ensemble T(B) est borne dans F. 

Theoreme 3.17. Soient E un espace localement K-convexe metrisable 
ou un espace (2ff) , Fun espace localement K-convexe. Alors, pour qu'une 
application lineaire T de E dans F soit continue, il taut et il suffit que T 
soit localement bornee (cf. [4], prop. 6, p. 71). 

Demonstration. II est evident que, si T est continue, Test Iocale­
ment bornee. Demontrons la suffisance: 

1°. Soient E un espace localement K-convexe, (Pn) une suite croissante 
de semi-normes n.a. sur E qui de£init Ia topologie sur E (th. 3.12), et 
supposons que T soit localement bornee. Raisonnons par I'absurde. Si T 
n'etait pas continue, il existerait une semi-norme n.a. continue q sur F 
et une suite (xn), Xn E E (n EN), telles que Pn(xn) <e-n, q(T(xn)):> 1 (n EN). 
Si An E K, IAnl =en (n EN), on aurait Pn(AnXn) < 1 (n EN), donc 

Pk(Ak+nXk+n) <Pk+n(Ak+nXk+n) < 1 (k, n E N) 

et Pk(AiXi) <max (1, Pk(AIXl), ... , Pk(AkXk)) (k, i EN). L'ensemble {AnXnln E N} 
serait donc borne dans E. On a aussi q(T(AnXn)) :>en (n EN), et en -i>- 00, 

donc I'ensemble {T(AnXn)ln E N} ne serait pas borne dans F, ce qui est 
contraire a l'hypothese. 

2°. Soit E un espace (2ff). Supposons que T soit Iocalement bornee. 
Si Best une partie bornee de En, Best bornee dans E, donc T(B) est 
borne dans F. D'apres 1°, TIEn est continue (n EN), donc T est continue 
(th. 3.14, 3°). 
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De fin i t ion 3. 7 . On appelle e8pace bornologique tout e8pace localement 
K-convexe dan8 lequel toute partie K-convexe ab80rbant tOU8 le8 en8emble8 
borne8 e8t un voi8inage de o. 

Theoreme 3.18. Soient E un e8pace bornologique, F un e8pace 
localement K-convexe. Alor8 toute application lineaire et localement bornee 
T de E dan8 F e8t continue. 

Demonstration. Soient U un voisin age de 0 dans F, B une partie 
hornee de E. L'ensemhle T(B) est horne dans F, donc il existe A E K tel 
que T(B) C AU, c'est-a-dire Be AT-l(U). D'autre part, T-l(U) est K­
convexe. II s'ensuit que T-l(U) est un voisinage de 0 dans E, donc T 
est continue. 

Remarque. Nous caracMriserons plus loin (ch. IV, § 5, e) les espaces 
hornologiques sur un corps complet spherique, et nous verl'ons que les 
espaces (~) et les espaces (St'~) (sur un corps complet spMl'ique) sont 
des espaces hornologiques. 

Theoreme 3.19. Soient E et F deux e8pace8 (St'~). Toute appli­
cation lineaire continue T de E 8ur F e8t un homomorphi8me (cf. [4], tho 1, 
p. 72). 

Demonstration. II faut demontrer que, pour tout ouvert U dans 
E, T(U) est ouvert dans F. 

10. Si E et F sont deux espaces (~), on a la proposition suivante: 
si Test une application lineaire continue de E dans F, T est un homo­
morphisme, ou sinon, T(E) est maigre dans T(E) (T(E) etant l'adMrence 
de T(E) dans F). En effet, soient x --+ JJXJJF une F-norme n.a. sur E, 
BER, B> O,AnEK, JAnJ = en(nEN), U. = {xEEJJJXJJF < B}. On a 

00 00 

E = U AnU., donc T(E) = U AnT( U.). Si T(E) n'est pas maigre dans T(E), 
n=l n=l 

il existe n E N tel que AnT( U.), donc aussi T( U.), n'est pas rare dans T(E). 
On peut maintenant suivre la demonstration dans [8], p. 170. (Ohservons 
que dans [8] un homomorphisme est appeIe "topologischer Homo­
morphismus".) 

20. II s'ensuit de 10 que pour deux espaces (~) E et F on a les pro­
positions suivantes: a. si Test une application lineaire continue et hiuni­
voque de E sur F, T-l est continue (cf. [1], p. 36 et [10], p. 1137); h. si 
Test une application lineaire continue de E dans F, on a T(E) = F, ou 
sinon, T(E) est maigre dans F (cf. [10], p. 1137). 

30 • A l'aide de 10 et 2 0 , on peut suivre maintenant la demonstration 
dans [4] (p. 72). 

D ef in i t ion 3. 8. a . On appelle e8pace de M ontel un e8pace localement 
K -convexe K -tonnele, dan8 lequel tout en8emble borne e8t relativement compact. 

h. On appelle e8pace (cvK) un e8pace localement K-convexe K-tonnele, 
dan8 lequel tout en8emble K-convexe, ferme et borne e8t c-compact. 
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Remarques. 1. Dans un espace norme n.a. qui est un espace de 
Montel, la boule unite est fermee et bornee, donc compacte. D'apres Ie 
theoreme 3.2, tout espace norme n.a. qui est un espace de Montel sur 
un corps complet est de dimension finie. 

2. Considere comme un espace de Banach n.a. sur soi-meme, un corps 
complet spMrique (un corps local) est un espace (edt) (un espace de 
Montel). 

Exemples. 7. Soit F l'espace de l'exemple 2. Supposons que K soit 
complet spMrique; Fest alors un espace (ff). Soient A une partie K­
convexe, fermee et bornee de F, qn l'application de F dans K definie 
par qn(IX)=IXn pour IX=(IXi)EF (nEN). qn(A) est une partie K-convexe, 
donc e-compacte, de K (n E N) (th. 2.6). A est une partie fermee de l'en-

00 

semble IT qi(A); comme Ie dernier ensemble est e-compact dans F, il en 
1=1 

est de meme de A. On en deduit que F est un espace (edt). 
Si K n'est pas complet spMrique, F n'est pas un espace (edt): soit 

B la boule {A E KIIAI <; I}; B n'est pas e-compacte (th. 2.6). Soit C la 
partie de F formee des suites (IX£) telles que IXI E B, IXi = 0 pour i> 1; 
C est une partie de F K-convexe, fermee et bornee, mais non e-compacte. 

De la meme fa90n on demontre: pour que F soit un espace de Montel, 
il faut et il suffit que K soit un corps local. 

8. Soit E l'espace de l'exemple 5. Supposons que K soit un corps local; 
E est alors un espace (2ff). Soit B une partie fermee et bornee de E. 
II existe no E N tel que Be E no , que Best bornee dans Eno (th. 3.14, 1°) 
et que B n Eno=B est fermee dans Eno (th. 3.14, 2°). L'espace Eno est 
de dimension finie, donc il est localement compact (th. 3.2). II s'ensuit 
que Best compacte dans E no , donc dans E. On en deduit que E est un 
espace de Montel. 

De la meme fa90n on demontre: si K est complet spherique, E est 
un espace (edt). 

00 

9. Soit E= U En un espace (2ff) qui est un espace de Montel. Demon-
n=1 

trons que En est un espace de Montel (n EN). Si Best une partie fermee 
et bornee de En, Best fermee et bornee dans E (th. 3.13, 2°); il s'ensuit 
que Best compacte dans E, donc compacte dans En. En est un espace 
K-tonnele (corollaire du tho 3.15), donc un espace de Montel (n EN). 

De la meme fa90n on demontre que, si E est un espace (edt), En est 
un espace (edt) (n EN). On en deduit, si K n'est pas un corps complet 
spherique (un corps local), que l'espace E de l'exemple 5 n'est pas un 
espace (edt) (un espace de Montel); cf. ex. 8. 

00 

On demontre facilement (cf. ex. 8) que, si E= U En est un espace 
,,=1 

(2ff) et si En est un espace (edt) (espace de Montel) (n EN), l'espace 
E est un espace (edt) (espace de Montel). 
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10. Soit M l'espace de l'exemple 3. Supposons que K soit un corps 
local; M est alors un espace (§"). Soient B une partie bornee de M, 
OI:(p) E B (p EN). Pour tout kEN il existe lk ERtel que Pk(OI:(P») <.lk (p EN). 
On a 1000n(p)1 <.IOI:n(p)len <.ll (n E Z+, pEN), donc l'ensemble {OI:n(p)lp E N} 
est borne dans K (n E Z+). Soit OI:O(Pl), OI:O(P2'), OI:o(ps'), '" une suite partielle 
convergente de (OI:o(P»), et soit (30 sa limite. So it 0I:1(P2), 0I:1(PS"), 0I:1(P4"), ... 

une suite partielle convergente de la suite 01:1 (P2'), 01:1 (Ps'), ... , et soit {h sa 
limite. En continuant ainsi, on definit une suite croissante de nombres 
entiers P1<p2<pa< ... telle que (OI:n(Pi») ait pour limite {3n (nEZ+). On a 
1000n(Pi)lenk<.lk (nEZ+; i,kEN), donc l{3nle nk <.lk (nEZ+, kEN). On en 
deduit que {3= ((3i) EM. On verifie aisement que OI:(Pi) ~ {3. M est donc 
un espace de Montel. Comme dans l'exemple 7, on demontre que M n'est 
pas un espace de Montel si K n'est pas un corps local. 

(To be continued) 




