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PRODUIT DANS LE CONE RATIONNEL ENGENDRE PAR D*
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Résumé. Nous montrons que si le cone rationnel généré par 3%, le langage de Dyck sur une
lettre, contient le produit de deux langages définis sur des alphat ets disjoints, nécessairement I'un
des deux langages est rationnel. Cette propriété n’est pas vraie pour le cone rationnel généré par
D;*, le langage de semi-Dyck sur une lettre.

0. Introduction

Les “Familles Agréables de Langages” (en anglais, ‘“‘Full Abstract Families of
Languages™) ont été introduites par Ginsburg et Greibach [S]. Les transductions
rationnelles caractérisées en terme de bimorpaismes alphabétiques par Nivat [9], se
sont révélées un outil essentiel pour I’étude de ces familles et des cOnes rationnels
qui sont justement les classes de langage closes par transduction rationnelle.

Considérons D% (respectivement, D ;*) le langage de Dyck (respectivement, de
semi-Dyck) sur n lettres, c’est-a-dire Ia classe du mot vide e dans la congruence
engendrée par 4,a;= a;a; = e (respectivement, a;a;=e) pour i €{1,...,n}. Le
théoréme de Chomsky et Schiitzenberger implique que, pourtout n =2, D § et D *
sont des générateurs du cone rationnel des langages algébriques (en anglais,
“Context-free Languages’). Au contraire, Boasson a montré [1] que DT et D}*
sont rationnellement incomparables et ne sont pas générateurs du cone rationnel
des langages algébriques. Dans [8], il était démontré que D{* ne pouvait pas &cre
obtenu par des “FAL-opérations” a partir de langages commutatis. Nous
démontrons ici, pour €(D ), le cone rationnel généré par D7, une propriété qui
n’est plus vérifife pour le cone rationnel généré par D'\ *: Si €(D71) contient le
produit de deux langages définis sur des alphabets disjoints, 'un des deux langages
est rationnel. Cette propriété a été démontrée par Greibach [7] pour la famille des
langages algébriques linéaires et par Goldstine [6], pour les cones rationnels générés
par des langages 1-bornés (cf. [4]). Enfin, en utilisant la commutativité de D T, nous
en déduisons (Corollaire 2.9) une propriété de I'opération ‘‘chevron” définic et
étudiée dans [2] et [3].
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1. Définitions et notations

Soient Y ={b.,...,b,} un alphabet et L, L, deux langages inclus dans Y*.
L’opération “‘Shuffie” est définie par:

Sth(Ll, Lz) = {u11.71 LILIRS 7 7% ) T PR 01 (= Y*, U Uk € L], Dy U e Lz}.

Le quotient de L, par L,, noté L,/L,est égala {u € Y*: 3v € L,, uv € L.}. Le mot
u est un facteur itérant de L,, si u est différent du mot vide e et s’il existe
u,, u; € Y* tels que u,iu*ii, C L,. La fonction de Parikh, notée ¢y (ou ¢ s’il n’y a
pas de confusion possibie) est 'homomorphisme canonique de Y* dans ® N° ou N
désigne I'ensemble des entiers naturels. Un ensemble S de N” est un ensemble
linéaire s'il existe x,,...,xx €N’ tels que

k
S = {xa-i- > Axi: A EN} .
i=1

Désignons par Z, I'ensemble des entiers relatifs et posons N, = N\{0}. Si A et B
sont inclus dans Z, notons A+ B={a+b: a€ A, bEB}, AB={ab: a € A,
beB}let —A ={—a: a€ A}. Enfin, pour tout x €Z, |x | désignera la valeur
absolue de x et nous utiliserons x a la place de {x}.

2. Résultats

Nous utiliserons la propriété suivante qui est bien connue et s’obtient aisément a
partir du théoréme de Kleene:

Lemme 2.1. Si R est un largage rationnel, il existe des langages rationnels
Ri,..., Ry tels que
(i) R=UL R

(iij=pour rout i €{1,...,k}, #(R,) est un ensemble linéaire.

Dans toute la suite, T désignera I'alphabet {a,, a,}. Considérons d, 'homomor-
phisme de T* dans Z muni de ’addition, défini sur T par d(a,)=1et d(a,)= — 1.
Donnons quelques propriétés vérifiées par cet homomorphisme:

Lemme 2.2. Pourroutx € Z etiouty €N.,d '(x + Zy) est un langage rationnel.

Démonstration. On peut supposer, sans nuire a la généralité de la preuve, que
x€{0,...,y — 1}. Pour tout i €{0,...,y — 1}, posons R, = Shuf(a'(ad)*, ai(a)*)
ou f est le reste dans la divxsmn entlere de x +i par y. Il est facile de vérifier que
d (x + Zy) est égal 4 U SR, et, comms la famille des langages rationnels est
close pour I'opération “shuffle”, d '(x + Zy) est bien un langage rationnel. [J
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Lemme 2.3. Pour tout langage L C T*, D%/L est égal a d™'(— d(L)).

Démonstration. Prenons u € D¥/L. Il existe v € L tel que uv € D}. Donc d(u)+
d(v)=0,d(u)E —d(L)et u €d'(—d(L)). Réciproquement si u € d~'(—d(L)),
il existe vEL tel que d(uv)=d(u)+d(v)=0. Donc uw€D¥=d7'(0) et
weDY/L. O

Lemme 2.4. Soit R un langage rationnel inclus dans T*. Si ¢ (R) est un ensemble
‘inéaire et si R posséde deux fact urs itérants u et v tels que d(u) d(v) <0, alors
D7i/R est un langage rationnel.

Démonstration. Comme ¢ (R) est un ensemble linéaire, il existe xo, ..., x« € Z tels
que d{R) = {xo+ Z-1Ax: : A, EN}. Comme R posséde un facteur itérant apparten-
ant & d7'(N,), il existe i €{1,...,k} tel que x; EN,. De méme, il existe j E
{1,....k} tel que x; soit négatif. Nous pouvons en déduire que d(R) est égal a
xo+Zy ou y est le plus grand commun diviseur de |x,[,...,|x. |- Et d’aprés les
Lemmes 2.2 et 2.3, D¥/R = d™'(— xo+ Zy) est un langage rationnel. [

Lemme 2.5. Soit R un langage rationnei inclus dans T*, Si tout facteur itérant de R
appartient a ..~ '(N), alors, pour tout k € Z, les langages R,={x ER: d(x) =k},
R:={x€E€R:d(x)>k} et Ri={x ER: d(x)< k} sont rationnels.

Démonstration. Soient M = (Q, T, f, o, F) un automate d’état fini déterministe qui
reconnait R et n l: nombre d’états de M. Prenons Q'=Q X{—mn,...,k + n},
qo= (4o0,0) et définissons f' sur Q' X T par:

(f(q.b),i +d(b)) si —n<i<k+n,
f(q.i),b) = {

(f(g,b),i . sinon.
Pour j=1,2,3, posons M;=(Q'T,f,q:F) ou Fi=Fxlk}, F;=
Fxik+1,....,k+n}et Fs=Fx{-n+1,...,k - 1}. Comme tout facteur itérant

de R appartient a d ~'(N), pour toute factorisation W, W, W; d’'un mot de R, d(W>)
est supérieur & — n. Nous pouvons en déduire que pour j =1,2,3, le languge
reconnu par M; est égal 4 R;. [

Lemme 2.6. Soient R et R' deux langages rationnels inclus dans T*. Si y(R) et
Y (R") sont des ensembles linéaires, alors I’un des deux longages R N(D7Y/R’) et
R'N(D%/R) est rationnel.

Démonstration. Distinguons plusieurs cas:
(i) Si R (resp. R') vérifie I'hvpothése du Lemme 2.4, D /R (resp. D7/R ") est un
langage rationnel ainsi que R'N(D3/R) (resp. R N(D}/R")).
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(ii) Si tous les facteurs itérants de R et tous ceux de R’ appartxennet a d7'(N), il
existe, alors xc € Z, x1, . .., x. € N tels que d{R’) = {xo+ Si-1 Ax;: A; € N}. On peut
donc trouver un ensemble finiFCZ,z€Ztelsqued(R')=FU(z +Ny)ou y est
le plus grand commun diviseur de xi, ..., X«. D’aprés le Lemme 2.3, D1/R’ est égal
ad'(-dR)=d(F)ud'(z'+Ny') ot F'=~F, z'=~2z et y=—y. Le
langage R N d"(F") = U,cr-{x € R: d(x) = t} est rationnel d’aprés le Lemme 2.5.
Quant 3 RNd(z'+Ny'),ilest égala {x ER: d(x)<z'+1}Nd7'(z'+ Zy) qui
est un langage rationnel d’aprés les Lemmes 2.2 et 2.5. Donc RN(D}/R")=
(RN d '(F)U(R Nd™'(z'+Ny’)) est un langage rationnel.

(iii) Si tous les facteurs itérants de R appartiennent & d '(N) et tous ceux de R’
appartiennent 3 d'(— N), on montre de la méme fagon que d(R')= F U (z + Ny)
ol F est un ensemble finide Z, z = —z'€Z et y'= — y € N. La scule différence
avec le (ii) esi que y est <0. Donc R Nd~'(z'+ Ny’) est égal a {x € R: d(x) >
2'=1}Nd7'(z'+ Zy'). Mais, d’aprés les Lemmes 2.2 et 2.5, c’est encore un langage
rationnel.

La démonstration s’achéve en remarquant que tous les autres cas possibles sont
symétriques de I'un des cas étudiés. []

Nons pouvons maintenant énoncer:

Proposition 2.7. Soient L, et L, deux langages sur des alphabets disjoints. Si L,L,
appartient a € (D 1), le plus petit cone rationnel contenant le Dyck sur une lettre, alors
I’un des deux langages L., L, est rationnel.

Démonstration. Soient T, et T,, deux alphabets disjoints tels que L, C TT et
L.C T3.Si L,L, appartient a € (D), il existe un alphabet Y, un langage rationnel
R C Y* et deux homomorphismes alphabétiques h et g (h(Y)C T U{e}, g(Y)C
T,UT,U{e}) tels que L,L,=g(h"'(D¥)NR) (cf. [9]). Pour i =1,2, posons

Y.={a€Y:g(a)ET U{e}}. Comme L,\L,C TiT%, LiL.=g(h '(D¥)NR’) oi
R'=RNY*Y% 1l est facile de vérifier que R’ peut s’écrirz '], R/R" ou
Vj€{l,...,k}, R}, R sont des langages rationnels vérifiant R;C Y% et R/ C Y3.
On supposera de plus que ¥ (R)) et y(R7) sont des ensembles linéaires (cf. Lemme
2.1). Donc L,L,= U/, V, avec V, = g(h"(D¥) N R'R"

Pour i = 1,2, 'homomorphisme h; de (T, U T,)* dans T T est défini sur T, U T,

par
a sia€T,
hi(ay =

e sinon.

Montrons que pour tout j€({l,...,k}, un des deux langages h,(V:),
h:(V;) est rationnel. Comme g(R;}) et g(R") sont inclus respectivement dans
77 et Ti, h(V))=g(R;N(h"'(D%)/RY)). De méme, étant donné que D%
et h (D7) sont des langages commutatifs, h(V,)=g(R"N(h~'(D%)/R’). En
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utilisant  I'égalité h '(DI)/R]=h"'(D¥/h(R}), on obtient h(V;; =
gR;NA'(W(R)N(DI/h(RY)). De la méme fagon, on peut montrer que
h(V;)=gRiNh'(h(R)N(DI/h(R})))). Le Lemme 2.6 implique, alors, quc
I'un des langages h,(V;), hy(V;) est rationnel. Pour i=1,2, posons X =
J €1{1,...,k}: hi(V;) et rationnel}. D’aprés la propriété ci-dessus, K, UK, =
{i,...,k} et comme, pouri =1,2, h;(L,L,)= L, hi(V;)C L, Vj €{1,...,k}. Nous
ohtenons alors L,L,= R,L}UL}R, ot pour i =1,2, R = U,cxh(V;) est un
‘angage rationnel et L' est égal & U <k, hi (V;) avec i’ = 3 i. Il est, alors, clair que
L, ou L, doit étre un langage rationnel. []

Remarquons que la proposition précédente n’est plus vraie si on remplace ie
Dyck sur une lettre par D*, le semi-Dyck sur une lettre. En effet, montrons:

L.L,e €(Di*) avec Li={a"b*: n=p=0}et L,={c’d': t =s =0}.

Considérons ’alphabet Y = {b, b, . .., be} et définissons | homomorphisme h de
Y* dans T* par h(b,)= h(bs)=e, h(b;)= h(bs)= a, et h(bs)= h(bs)= a,. De
méme I’homomorpkisme g de Y* dans {a, b,c,d}* est défini sur Y par g(b,) =
g(b:)=a, g(bs)=g(bs)=d, g(bs)=b et g(bs)=c. 1l est, alors, facile de vérifier
I'égalité entre L,L, et g(h ' (Di*)Nb¥b3bib%ib%b%).

D’autre part de la proposition précédente, nous pouvons déduire
imm£diatement:

Corollaire 2.8. Soit L un langage défini sur un alphabet r.c contenant pas la leitre c.
Alors, LcL appartient a (D7) si et seulement si L est un langage rationnel.

L’opération “chevron’ qui a tout langage L fait correspondre (L) = {a"xk"
x € L, n =0} o a et b sont de nouveaux symboles, a éié définie et étudiée dans [2]
et [3]. En utilisant la commutativité de D f, nous pouvons déduire de la Proposition
2.7:

Cerollaire 2.9. Soient L un langage inclus dans T%, a et b deux symboles n’ appar-
tenant pas a T.. Alors (LY={a"xb":x €L, n =0} appartient a €(D?Y) si et
seulement si L est un langage rationnel.

Démonstration. Si (L)€ €(D1), il existe [9], un alphabet Y, un langage rationnel
RCY* et deux homomorphismes alphabétiques h et g tels que (L)=
g(h ' (D¥)NR).Posons A ={x €EY: g(x)E{a,e}), B={xCY: g(x)E{b,e}} et
Yi={xEY:g(x)E T,U{e}}. Comme (L)C a*T%b*, (L)=g(h ' (DT)NR’') od
R'==RNA*YiB*. Donc R' peut s’écrire Ui R!R"R" ot R, R", R" sont des
langages rationnels inclus respectivement dans A*, Y+ et B*. Comme h™'(D ) est
- un langage commutatif, il est facile de vérifier que L{a"b": n =0} est égal a
g(h'(DHNR") o R"=U;_,RIR/R" et d'aprés la Proposition 2.1, L est
rationnel.
Réciproquement si L est un langage rationnel, il est clair que (L.)€ €(D1). [
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