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Résumé

Cet article est consacré a I’étude de deux problemes sur les variétés asymptotiquement hyperboliques avec un bord interne. Dans
un premier temps, nous examinons le probléme de la prescription de la courbure scalaire pour des conditions au bord interne
de Dirichlet et de prescription de la courbure moyenne. On applique ensuite les résultats obtenus a 1’étude de 1’équation de
Lichnerowicz avec une condition au bord interne d’horizon apparent (passé ou futur). La derniére partie traite de la construction de
TT-tenseurs. On construit ainsi des données initiales, a courbure moyenne constante, pour les équations d’Einstein du vide.
© 2010 Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Two problems concerning asymptotically hyperbolic manifolds with an inner boundary are studied. First, we study scalar
curvature presciption with either Dirichlet or mean curvature prescription interior boundary condition. Then we apply those
results to the Lichnerowicz equation with (future or past) apparent horizon interior boundary condition. In the last part we show
how to construct TT-tensors. Thus we obtain Cauchy data with constant mean curvature for Einstein vacuum equations.
© 2010 Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

MSC:35Q75; 53C21;35]65; 35J70

Mots-clés : Variétés asymptotiquement hyperboliques ; Courbure scalaire conforme ; Equations de contraintes ; Horizons apparents

1. Introduction

Dans cet article, nous étudions deux problémes : celui de la prescription de la courbure scalaire sur une variété
asymptotiquement hyperbolique et la construction de solutions des équations de contrainte en relativité générale
contenant des horizons apparents.

Dans la premiére partie, nous rappelons les résultats de [15] et [17], et nous démontrons des variantes du principe
du maximum généralisé tel qu’il apparait dans [15] et finalement nous étendons la méthode de monotonie au cas
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de sur- et sous-solutions au sens des distributions. Ces résultats nous seront utiles pour résoudre les équations de
prescription de la courbure scalaire et de Lichnerowicz.

Pour le probleme de la prescription de la courbure scalaire, nous généralisons les résultats de [12] au cas des variétés
asymptotiquement hyperboliques avec un bord interne (éventuellement vide). Rappelons que pour une métrique
riemannienne g de courbure scalaire Scal, si ¢ est une fonction positive alors la courbure scalaire Scal de g=9"g,
avec Kk = % est donnée par (voir par exemple [6]) :

— 40n—1
Scal = ¢! (—Lz)mp + Scalcp).
P

Par convention, le laplacien est donné par Af = g/ (9;9 i f = le; or f). Nos résultats principaux sont les Théo-
remes 3.1 et3.5:

Theoreme 1.1. Soit (M", g) une variété asymptotiquement h) hyperbolique de classe Cl B. Soient deux fonctions
Scal, Scal € Ct (M) 2 <k +a <I+f, 0 < a < 1) avec Scal < 0 telles que Scal, Scal —;_y —n(n — 1).

1. Probleme de Dirichlet le long de 3gM (Théoréme 3.1) : Soit ¢y > 0 une fonction C*% sur dgM alors il existe une
solution unique ¢ € Cg’a telle que ¢ > 0 et ¢ — 5,y 1, au probléeme de Dirichlet :

4(n—1 —
—LZ)Ago + Scal ¢ = Scal **+1,
n—

©=q¢o surdoM.

(1.1)

2. Prescription de la courbure moyenne de dgM (Théoréme 3.5) : Soient H, He ck=Le(3,M), avec H >0, il
existe une unique solution ¢ € Cg’a telle que ¢ > 0 et ¢ — . m 1 au probléme de la prescription de la courbure
moyenne de ooM :

4n—1 —

—Lz)Aga—l—Scal(p:Scalgo"H,

2”— (1.2)
—1VU(p H¢_—Hg02+l le long de 9y M,

ou v désigne la normale a dgyM sortant de M. De plus si Scal — Scal € Cgiz‘a pour un certain § € [0; n) alors
k.o
p—1eCs".

Signalons que le probléme de la prescription de la courbure scalaire sur une variété a courbure négativement pincée
a été traité dans [4], ce cadre est cependant trop général pour espérer un contrdle de la fonction ¢ a I’infini. Pour des
valeurs § > n, la fonction ¢ solution de 1’équation de prescription de la courbure scalaire n’a plus nécessairement un
comportement asymptotique aussi fort que celui de Scal — Scal, une obstruction importante est alors fournie par la
masse (voir [24,8], mais également [20]).

Dans une seconde partie, nous montrons 1’existence de solutions a 1’équation de Lichnerowicz avec la condition
au bord d’horizon apparent (passé et futur). Rappelons que 1’équation de Lichnerowicz (correspondant a la premiere
ligne de 1.3) apparait naturellement dans la construction de données initiales a courbure moyenne constante pour les
équations d’Einstein du vide (voir section 4) :

Théoreme 1.2 (Construction de solutions de I’équation de Lichnerowicz contenant des horizons apparents). Soient
M une variété asymptotiquement hyperbolique de classe C"P avec | + B > 2 et T € [—1; 1]. Fixons, pour chaque
composante connexe o; de dgM, un réel ¢, = 1 (¢; = —1 pour un horizon apparent futur et €; = +1 pour un
horizon apparent passé). Supposons de plus, lorsque T = %1, que, pour tout i tel que €; = —t, 'invariant de Yamabe
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Y(o;) > 0. Soit L € Cgil’a (M, T*2M) un 2-tenseur symétrique de trace nulle tel que |L|§ — 0 au voisinage de doo M
et tel que €; L, > 0 sur dgM. Il existe une solution ¢ > 0 au probleme :

4(n—1)
- n—2
2(n—1)

n—2

Ag+Scalg +n(n — D"t — [LEp™* =0 sur M,
(1.3)
_ -1-¢% 441 ;
Vuiw—Hﬂp_ei[ngo 2 —(n—Drty?2 ] sur a; pour tout i,

ou Scal est le scalaire de courbure de (M, g) et v; la normale a o; sortante (i.e. dirigée vers l'intérieur de I’horizon
apparent) avec ¢ — 1 au voisinage de dooM. De plus si Scal+n(n — 1) € C§_2’a et |L|? € Cg_z’a avec § € [0; n),
alors o — 1 € Cg’a.

Remarquons qu’avec nos conventions le cas €;7 = —1 correspond a un horizon apparent futur (resp. passé) dans
les hypersurfaces asymptotiquement isotropes qui sont des surfaces de Cauchy pour le développement en temps futur
(resp. passé). En p. 220 nous montrons que si I’invariant de Yamabe du bord n’est pas strictement positif, il peut ne
pas exister de solution a I’équation (1.3).

Notons que le probléme sans bord a déja été étudié dans [3]. Les horizons apparents sont la version « données
initiales » des horizons des éveénements (voir par exemple [23]). Cette construction est la version asymptotiquement
hyperbolique des articles [9—11] et [19]. Le cas des variétés asymptotiquement hyperboliques permet en particulier
de construire des surfaces de Cauchy asymptotiquement isotropes dans une variété lorentzienne asymptotiquement
plate et des surfaces de Cauchy correspondant aux sections a courbure moyenne nulle des espaces asymptotiquement
anti-de Sitter. Signalons également que d’autres auteurs ont construit des métriques contenant des horizons apparents
par des techniques de recollement [22,18].

Lié a I’équation de Lichnerowicz, nous étudions finalement la construction de TT-tenseurs. Notre construction,
basée sur [17], permet d’obtenir I’intervalle des poids optimal pour I’existence de TT-tenseurs. Ceci nous permet de
construire des solutions des équations de contrainte en relativité générale :

Théoreme 1.3. Soir (M, g) une variété asymptotiquement hyperbolique de classe ChB avecl + B > 2.

. . k—1,
1. Soient Lo un 2-tenseur symétrique et sans trace avec Lo € Wj Pravec 2 <k<l, 1 <p<oo et

1
|8 + "p;l - %I < % ethe Wkilfﬁ’p(aoM, T*M). Il existe une unique 1-forme € Wak’p(M, T*M) telle

que, si on définit L= Lo+ Ly:8 — % div(y®)g, alors :
e L est un tenseur symétrique transverse et sans trace
o L(v,.)=>b sur dgM.
2. Soient Lo un 2-tenseur symétrique et sans trace avec Lg € Cg_l’a avec 2 <k+a <, 0<a<l1 et

16 — 2= < 2Ll or p e CKL (9o M, T*M). 1l existe une unique 1-forme ¥ € Ck’a(M, T*M) telle que, si on
2 2 )

définit L= Lo+ Ly:8 — % div(y®)g, alors :

e L est un tenseur symétrique transverse et sans trace ;

o L(v,.)=>b surdgM.

Je remercie Erwann Delay, mon directeur de these, pour ses nombreux conseils et sa relecture attentive des versions
préliminaires de cet article. Je remercie également Piotr Chrusciel et Marc Herzlich pour leurs commentaires qui m’ont
guidés tout au long de ce travail. Enfin, je suis reconnaissant envers Benoit Michel pour son aide sur le contre-exemple
de la section 5.

2. Préliminaires

L’ objectif de cette section est de rappeler les résultats principaux de [15] et [17] ainsi que d’étendre la méthode de
monotonie au cas de sur- et sous-solutions au sens des distributions pour des conditions au bord non linéaires.
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2.1. Variétés asymptotiquement hyperboliques

Soit M" une variété compacte a bord. On suppose que dM est séparé en deux parties ouvertes doo M et dgM
(réunion de composantes connexes). On notera M = M U 3yM. On appelle fonction définissante pour 9., M une
fonction lisse p: M — [0; 00) telle que p~1(0) = 9o M et dp # 0 le long de 3o M. Une métrique g sur M sera dite
conformément compacte de classe C'-# si p2g s’étend en une métrique g € C'-# sur M. Un calcul simple montre alors
que, si g est conformément compacte de classe CHP avec I+ B > 2, la courbure sectionnelle de g tend vers — |d,o|§ au
voisinage de d.c M. On dira donc que g est asymptotiquement hyperbolique si g est conformément compacte avec
|d,o|§_ =1 le long de d,o M. On notera par la suite M, = o 1((0;0)) et Sy, = p~ (o). S, est une sous-variété si o est
assez petit.

2.2. Espaces de fonctions

On fixe un fibré vectoriel géométrique (i.e. associé au fibré principal SO(M)) E sur M. Par la suite, on se fixe k > 0
un entier et 0 < o < 1. On définit tout d’abord 1’espace Cfd;x. C’est I’ensemble des sections f: M — E de classe C5¢
qu’on munit de la norme standard.

On définit ensuite 1’espace de Sobolev Wg "P(M, E). C’est I’espace de Sobolev des sections u € L? telles qu’au

sens des distributions, Vj € {0, ..., k}, VWy € LP. On le munit de la norme :
k 7
_ )y, 1P
lellyir . = (Z [19 dug) :
/ZOM

Puis I’espace de Sobolev a poids W;’p(M, E)=p® Wg’p(M, E) qu’on munit de la norme

el yyior ag gy = 1070y .y

On notera LY = W?’p.

Finalement nous définissons les espaces de Holder a poids. On choisit tout d’abord un nombre fini de cartes
¢ = (p, ol ...,9"’1) au voisinage de 0., M, telles que les domaines de définition des ¢ recouvrent dooc M qu’on
complete avec un nombre fini de cartes dont le domaine de définition est précompact dans M. On note H 1’espace hy-
perbolique vu comme le demi-espace de R” {(x1, ..., x,) | x| > 0} muni de la métrique gy, = é Zeucl €t on définit B,

laboule centrée en (1,0, ..., 0) de rayon r dans H pour la métrique hyperbolique. Si M > pg = ¢_1 (00, 9& e, 96’_1)
est I’image réciproque par une des cartes fixées, on définit les coordonnées de Mobius au voisinage en pg par :

By >=(”“’),91(”)—%‘ 6"1@)—93_1),
0

bo 0 £0

;O : (45;0)’1 (B;) = B,. On introduit ensuite la norme de Holder :
_ ) 1 y—1y*
”“”Cé‘*“(M,E) = piLellz)vlp (o) ((¢po) ) u ”ck-w(Bl)'

L’espace Cg’“ (M, E) est alors I’espace des sections u € C{;g telles que

luall e gpg gy < 00-

2.3. La méthode de monotonie

Pour résoudre I’équation de prescription de la courbure scalaire, nous utilisons la méthode de monotonie adaptée
pour prendre en compte des conditions au bord non linéaires telle qu’elle est décrite dans [19]. Cette méthode nous sera
également utile par la suite pour la résolution de 1’équation de Lichnerowicz (voir section 5). Cependant, contrairement
a [19], nous regardons I’existence de solutions dans les espaces de Holder a poids. Nos sur- et sous-solutions seront
des fonctions lipschitziennes, dérivables dans un voisinage du bord interne dy M, sur- et sous-solutions au sens des
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distributions. Dans tout ce paragraphe, nous fixons une variété (M", g) asymptotiquement hyperbolique de classe C'-#
(I+B>=2),unentierk >2etaunréel, 0 <o < 1telsque 2 < k +a <[+ B. Supposons qu’on souhaite résoudre le
probléme suivant :

—Ap=F(p,9), .1)

ou F: M x Rj — R est une fonction de la forme F(p,¢) = a,-(p)(pﬂ" avec I est un ensemble fini, 8; € R et

iel
a; € Cg’a (M). Notons que si Vi € I, B; =0 ou B; > 1, F se prolonge en une fonction dérivable 8 M x R, ce qui sera
sous-entendu par la suite.

Proposition 2.1. On suppose qu’il existe deux fonctions ¢y et ¢_ appelées respectivement sur-solution et
sous-solution a valeurs dans (€; 00) pour un certain € > 0 petit (ou dans Ry dans le cas ou les B; sont nuls ou
supérieurs ou égaux a 1), continues sur M, o1 > ¢_, telles que

vy € C2(0D), —/¢+Aw>/wF<p,<p+> (resp. —fwmzfsfwnp,w))
M M M

M

alors, si on sait que (estimation a priori) si ¢ est solution avec o_ < ¢ < ¢4, alors ¢ > € > 0 pour un certain €, ona:

1. Probleme de Dirichlet le long de 00 M
Soit h € Ck*(3gM). Si o < h < @y sur dgM, il existe une fonction ¢ € Clg’a, o— < ¢ < @4, solution du probleme
de Dirichlet :

—Ap=F(p,9),
{ ¢o=h surdyM. (2:2)

2. Condition au bord oM non linéaire
On se donne ici une fonction f:90M x R} — R de classe Ck=1 On suppose de plus que 3,95 > f(p, ¢1)

(resp. dvp— < f(p,p-))Vp € dgM. Alors il existe une fonction ¢ € ch% telle que p— < ¢ < ¢4 solution de :
0

—Ap=F(p,¢),
{ e = f(p,p) surdoM. (2.3)

Démontrons le second point, le premier étant plus simple. Notre démonstration est basée sur des lemmes issus
de [15]. Commencons par le lemme suivant :

Lemme 2.2 (Principe du maximum généralisé). Soient M une variété asymptotiquement hyperbolique et f € C>(M)
une fonction majorée. On suppose que f n’atteint pas son maximum en un point de dyM. Alors il existe une suite
pi € M telle que

L. lim; o0 f(pi) =supy f,
2. limj 00 |Vf(pi)|g =0,
3. limsup,_, ., Af(p;) <O0.

Pour la démonstration, nous renvoyons a [15, Théoreme 3.5]. Celle-ci reste néanmoins proche de celle du
Lemme 3.2 qui s’en inspire.

Lemme 2.3. Soit § € R. Si A est assez grand, pour tous g € Cgiz’a(M) et h € Ck=L%(39M), il existe une unique
solution u € C‘];’a a:

—Au+ Au=g,
opu +Au="h surdgM.



R. Gicquaud / J. Math. Pures Appl. 94 (2010) 200-227 205

Démonstration. Posons §2; = p‘l((z, ; 00)). Choisissant i assez grand, on peut supposer que doM C £2;. §2; est

relativement compact donc le probleme :

—Au+Au=g sur$2;,
ou+Au=n sur dg M,
u=>0 sur 982; \ ooM

admet une unique solution u; € C5%(£2;). (On voit facilement que la seule solution du probléme homogene est 0 et
I’opérateur est Fredholm d’index 0.) En constatant que si pg € £2;, Blog2(po) C £2;+1, 0n a, en utilisant les estimations
de Schauder internes [17, Lemme 4.8] et au niveau de dgM [14, Lemme 6.29] :

||Mi||cg-w(9i71) < C(Ilgllcgfz,a(_qi) + 2l gk-te g nry + Nl ”CS’O(.Q,»))
< C(”g”Cgfla(M) + Al cr-1.0 (gomry + ||Mi||cg,0(9[)),

ou C est une constante indépendante de i. Reste a estimer ||u; ||c0‘o( o'
5 i

_ Vo _
—Ap° + Ap® = —p2<Ap3 —(n— 2)<—”, Vp5> ) +Ap°
L g
—0*(3p° 1 Ap +8(5 = DIVI30° 72 = (1 =28V 30" ) + Ap°
= (5(n —1=8)|Vplz+A—8pAp)p’
Donc si A est assez grand, on a —Ap® + Ap® > A,o Maintenant :

Ui

—Au; = —A(p‘su—fs) = —u—fSA,o‘S — <Vp5, Vu—;> - p‘SA—(S,
P P P° g P

g—Aui=——;Ap5—<Vp5,V—;> — P’ A5,
p P° [, p
g uj ui Ap®  [Vp® _u u;
A= —5 V) —A,
P P pd pb PP 0, T

i=”—2< A0° +A> 5<V” v”—g> NN
8

e’ p p° pp P
En distinguant les cas ol | | est max1mal en un point intérieur a £2; et le cas ol le maximum est atteint sur do M,
on a alors que ||p loo < % || slloo + 5 ||h||<>O (ol on a posé B = mmgOM(p‘sA +68p%19,p), B> 0si A est assez

grand, ce qu’on supposera par la suite). Les fonctions #; sont donc bornées en norme Cf’“ sur les compacts de M.
Le théoreme d’ Ascoli et un procédé d’extraction diagonal permettent alors, par une méthode analogue a celle utilisée

dans la preuve de [15, Proposition 3.7], de trouver une fonction u € CO 0(M )n Cloc (M) qui satisfait a :

—Au+Au=g surM,
ou—+Au=nh sur do M.

On a alors u € Cg’a(M ). Par le principe du maximum généralisé (Lemme 2.2), on constate que u est ’'unique
solution de ce probleme. Finalement en utilisant la régularité elliptique [17], ona u € C§’“(M ). O

Revenons maintenant a la preuve de la méthode de monotonie :
Démonstration de la méthode de monotonie (Proposition 2.1). Posons A = miny ¢— et A = maxy ¢4.

Choissisons une constante A assez grande telle que, pour tout p € M, les fonctions ¢ — A¢ + F(p, ¢) soient
croissantes sur [A; A] de méme que les fonctions ¢ — Ag + f(p, ¢) pour tout p € M et telle que le Lemme 2.3
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soit vérifié pour 6 = 0. On peut alors définir une suite (¢;); de fonctions telles que o = ¢4 et telles que @; 1 soit
’unique solution dans Cé’“ (M) de :

—Ap+Ap=Ap; + F(p,¢;) surM,
o +Ap=Ag; + f(p,pi)  surdoM.

L’existence et I'unicité de ¢;4 sont garanties par le Lemme 2.3. La suite des fonctions ¢; est décroissante et
minorée par ¢_. En effet, montrons par exemple qu’'on a ¢; < @9 = ¢+. Ceci revient au méme que montrer que la
fonction ¢ — ¢p est partout négative. Supposons par 1I’absurde qu’il existe un point p € M tel que ¢1(p) — ¢o(p) > 0.
On a trois cas :

e Soit le supremum de ¢; — @ est atteint en un point p € dgM. Dans ce cas d,(p; — ¢9) = 0. Mais
A1 + Apr = f(p, ¢o) + Awo < dpp0 + Agg. Ce qui impose A(gpg — ¢1) > 0 : absurde.

e Soit le supremum de ¢ — @ est atteint en un point intérieur a M et il existe 0 < € < sup,,(¢1 — ¢o) et un compact
K C M tels que sur M \ K, ¢1 — o < supy,(¢1 — @p) — €. Dans ce cas :

/(—Aw + AV (@1 — o) <O Yy eCO.
M

Comme ¢ et ¢ sont localement lipschitziennes et ¥y = 0 au voisinage de dM, on a :

/((VI/A V(g1 — 90)) + A¥ (p1 — 90)) <0

M

2

Par densité, ce résultat reste vrai pour toute fonction i lipschitzienne a support compact. En particulier pour
Ve =max{p; —@o — 5,0} :
€ e\’

/ <‘V(¢1 — 0~ 5) +A(<p1 — 90— 5) ) =/(|we|2+Aw3) <0
{p1200—5) M
absurde car ¥, # 0.
e Sinon, le supremum est atteint a I’infini, posons F' = sup,;(¢1 — ¢o) — (91 — @o). 1l existe une suite de points
pi € M telle que F(p;) — 0. Par hypothese, cette suite sort de tout compact de M. Quitte a extraire une
sous-suite, on peut supposer que p; — p € dooM. On choisit alors une carte (p,0',...,0""") au voisinage
de p. Posons ensuite r; = £ (p D e

(0(p) = p(p))* + 32,07 (p) =607 (pi))?
gi(p)=1- 3 .

On a max(g, >0} |02 &i| < r%_, max{g, >0} |0 0p&i| < r% donc sup(,, >0y 1dgilg < C, supig,>0) 1Agilg < C ou C est

une constante indépendante de i. Soit ¢; un point on £ o atteint son minimum dans {gi > 0}. F(qi) < g’ EZ’; F(pi) <

F(p;) donc F(g;) — 0. On définit ensuite #; = max{0, €; — —} ol mln{gl>0} <€ < 2m1n{gl>o} .Onaalors:

Asup(gi _(PO)/hi §f((vhi,VF)+AFhi)

F
<<Vh,, V— > +(Vh;, Vgi)—
8i

i

+ AFhl')
(—IVhiligi — (VA7 Vi) + €(Vhi, Vgi))

(—IVhiligi + (k7. Agi) — € (hi, Agi)).

E\ E\ E\
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On en déduit en particulier que, pour une certaine constante C > 0,

O</hi<C6i/hi

M M

absurde car €; — 0.

On a donc montré que ¢; < ¢o partout. On a donc A¢; + F(p,¢1) < Apo + F(p,¢eo) et
A1+ f(p,o1) < Apg + f(p, ¢o). Par récurrence, on voit que la suite ¢; est décroissante et une preuve analogue a

la précédente montre que ¢; > ¢_. Montrons maintenant que la suite ¢; est bornée dans Cg’“. Pour cela, constatons
qu’on a I’'inégalité suivante dont la preuve est directe :

2
1 P00 cragagnry < CIF llereqaomias ap (1 + 191 llcreqaonn) s
on en déduit alors 1’inégalité suivante :
l@i+1 IICg,a((M) <C(I—Agiv1 + Agit IICg,a(M) + 10v@i+1 + Agitilicregmy + @it IICg,o(M))
<C(|Fp. o) + Agi ”cg“(M) + | f(p. o) + Ag ||Cl,oc(30M) + llgi+1 IICg,o(M))
1 2
< C'(lill oy, + (10l craaon + 1)+ Igistllgno ),

ou pour obtenir la seconde ligne, on a utilisé le fait que F est uniformément lipschitzienne en ¢ pour A < ¢ < A.

Nous ne pouvons pas utiliser directement 1’inégalité d’interpolation pour majorer ||¢;11|| 2% (ar) a cause du terme
0

quadratique dans I'inégalité précédente. Il nous faut majorer ||¢; ||¢1.¢(5,3r)- Montrons tout d’abord comment cette
majoration permet de conclure. Reprenant 1’inégalité précedente, on en déduit :

@i+l 20 <C"(l@ill 0.0 + 1)
CO CO
<C(Igillgoo +1) + mliillgza  [14, Lemme 6.35]
<D (s llgoo +1) + il e

Choisissant p € (0; 1), on obtient alors par récurrence que ||@; IICz,a est borné indépendamment de i :
0

3
Cii e+l oo + 1)

lillgaa < = =) il
3
Cii e+l oo + 1)
< 1= + ||¢+||C§,Of'

En utilisant les théorémes d’ Ascoli et de Dini, ¢, = inf; ¢; est une fonction Clzof sur M et ¢; converge en norme

(s 2,
C%® sur tout compact de M. On a alors que 0,900 = f (P, ¥c0) €t =A@ = F (P, ¢o0). On en déduit que g € C; “,
En utilisant le Lemme 2.3, on obtient alors! ¥oo € C](; “,
Montrons finalement comment majorer [|¢; [|¢1.«(g,ar)- Pour cela, choisissons £2, £2' des ouverts réguliers, rela-
tivement compacts de M tels que doM C £2 et 22 € £2’. L’estimation a priori pour les espaces de Sobolev sur £2
s’écrit :

lgirillwer@) < C(I—A@it1 + AgitiliLr@) + 19v@it1 + Agiyi IIWI,I,I),p(a 0 + lgivilliLren)-
0

Pour p = 12, on a Iinjection de Sobolev W2P(2) — Ch(2), et :

I Cestici qu’intervient I’hypothese ¢ > € > 0. En effet ¢ — oPi nest pas borné en norme cke qur Rj_ si B <k+oa.
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lgitillere, < C'(|F(p. 9i) + Agi ||LP(Q) + | f(p.oi) + Agi Hw + llgiillr2y)

1
ERACY))

< C//( sup |[F(p. ¢i(p)) + Agi(D)| + || f (P ) + A@i || croggypr) + SUP |(p,-+1(p)|>
peS peg!

< C”( sup |[F(p, 9+(p)) + Ap+(p)| + sup o1 (p)]|
PESR pes’

+ 11 le10 g m s pm.aryy (1 + ||‘pi||C]~°(3oM)))
<CO1+ llgillero))-

En appliquant, comme précédemment, ’inégalité d’interpolation [14, Lemme 6.35], on obtient :

lisillere < tlgillore + € (1 + l@illcoog))
< ullgillere gy + Cl(i3)(1 + ||‘P+||c0,0(§))~

Un raisonnement identique au précédent permet de conclure que les [|@illcia ), donc en particulier les
llgillcregon sont bornés. O

3. Résolution de I’équation de prescription de la courbure scalaire

Nous regardons ici le probleme de 1’existence et de 1’unicité de solutions a 1’équation :

4(n —1 g
—¥A¢+Scal(p:Scad(p’”rl (3.1
n—2
sur une variété M asymptotiquement hyperbolique. Scal désigne ici la courbure scalaire de la métrique g et Scal, la
courbure scalaire de g = ¢* g avec k = %, est une fonction donnée.

3.1. Probleme de Dirichlet le long de oo M

3.1.1. Existence et unicité de la solution
On regarde ici le cas ol on prescrit ¢ = ¢q le long de dgM (¢p > 0). On va montrer le théoréme suivant :

Théoreme 3.1 (Solutions de e I'équation de prescription de la courbure scalaire avec condition au bord de Dirichlet).
Soient deux fonctions Scal, Scal € Cg—z,a (M) (k4o <14 B) avec Scal < 0 et telles que Scal, Scal =5y —n(n—1)
et 9o > 0 une fonction C sur dgM alors il existe une solution unique ¢ € Cg’“ telle que ¢ >0 et ¢ -y m 1, au
probléme de Dirichlet :
4n—1 —
—(72)A<p + Scal ¢ = Scal p“*!,
n—
© =@y surdoM.

(3.2)

Ce théoréme utilise le lemme suivant :
Lemme 3.2. Soit f: M — R une fonction C? bornée. Il existe une suite (pi)ieN, pi € M telle que

1. f(pi)— limsupaooMf;

2. [Vf(pi)lg—> 03

3. limsupi—>oo Af(Pi) <0.

1
1

Démonstration. On choisit une suite de points g; € M1 tels que supy, f — f(g;) < 7. On a donc

f(gi) — limsup,_, f. Quitte a extraire une sous-suite, on peut SUPPOSer que g; CONVerge Vers un point § € doo M.
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1

On pose ensuite F; = supy,, (f) + + — f,ainsi F; > ; sur M;. Comme précédemment, on introduit une carte
(p,0',...,0™ 1) au voisinage de ¢, on pose ensuite r; = %, et
(p(p) = p(@))* + ;67 (p) —67(g:)*
gi(p)=1- - :

T

On a max(g, >0} |0a8i| < % max{g >0 |02088i| < r% donc supy,, >0; 1dgilg < C, supyg,>0) 1A8ilg < C ou C est
une constante indépendante de i. On choisit ensuite un point p; € {g; > 0} tel que g (pi) soit minimal. Remarquons

que g —> g, >0+ 00 donc le minimum est atteint. En un tel point 0 < ?( pi) < Fi(gi) < % par conséquent on a encore
i) — limsup, . On a ensuite :
p PooM

F; VF, Vgl
0= V10g< )(Pz)_ Fi i) — (Pz)

Donc |V flg(pi) = |V Filg(pi) = 'I(P:)IVgllg(p,) < %€ — 0. Ensuite, 0 < A10g( D (pi) = ?(pi)—%(pt)-
On en déduit que —Af(p;) = AF; > Fﬁg’ (pi) — 0. Ce qui montre que limsup;_, Af(p,) <0. O

Démonstration du Théoréme 3.1. La démonstration de ce théoréme repose sur la méthode de monotonie
(Proposition 2.1). L’hypothese Scal < 0 implique que ¢ = A avec A grand est une sur-solution. On peut suppo-
ser de plus que A > ¢p. De méme ¢_ = 0 est une sous-solution naturelle. Cependant, c’est également une solution et
il faut s’assurer que la méthode de monotonie ne converge pas vers cette solution. Nous allons donc modifier ¢_ au
voisinage de d.o M pour obtenir une solution ¢ telle que ¢ — ;. » 1. Pour cela, on introduit :

%o =max{o — p, 0}. (3.3)

Sur M, , si o est assez petit, on a :

4n—1) 4n—-1) , Vol
—————Ag@s +Scalpy = ———p A,o+(n—2)— + Scal(o — p)

4(n—1)

= _ﬁ(_pmp +(n—2)p|Vpl3) +Scal(o — p)

<0 si o assez petit
< Scal(o — p)
< Scal(o — p)< 1.
La derniere inégalité provient du fait que Scal, Scal — oM —h(n — 1) donc miny,, == gca}
choisir o > 0 assez petit tel que (o0 — p)* < o* < mmMa Scal . Ce qui montre que ¢, est une sous-solution sur M,
pour o > 0 assez petit. Fixons un tel o > 0. Quitte a d1m1nuer o, on peut supposer de plus que dp est partout non nul
sur My, . Soit ¢ € CE(M) une fonction test, on a :

—s—0 1. On peut donc

/(—Allf)% =/(V¢, V@s)g (@0 estlipschitzienne)
M

M

:/(V¢,V¢J>g+ f (V{r, Vog),

M, M\M,

= lim+< /(—A%)w+ / UVN, 5, o

o1—0
MU*U] {p=0—01}

T / (~Ago)¥ — / WNM%)

M\Mﬂ‘+61 {p=0+01}
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<~ [wam - [ wae

M,y M\M,

n—2 o
< — | (= Scal Scalp“t!)y,

M

ol on a noté, pour o’ € (0;20), N, la normale unitaire & I’hypersurface {p = o’} pointant dans la direction p
croissant : dp(N,/) > 0. Ainsi ¢, est une sous-solution au sens des distributions. Il existe donc une solution au
probléme de Dirichlet (3.2). Il faut maintenant vérifier que ¢ — 1 sur d,oM. Or il existe une suite p; € M telle
que lim; o0 ¢(pi) = limsup,_ s ¢, limsup;_, ., Ap(p;) < 0. On en déduit, en regardant I’équation (3.1) en p; eten
passant a la limite :

lim Scal@(p;) < lim Scal g(p;)**!,
1—> 00 1—> 00

donc

—n(n — D limsupgp < —n(n — 1) limsupp“ 1,
doo M oo M
ainsi 0 < limsupy )¢ < 1. De la méme facon, on peut trouver une suite p;i € M telle que
lim,-_mogo(p;) = liminfy_a @, liminf; ., Ago(plf) = 0. On trouve alors liminfs,_ s ¢ = 0 ou liminfy ¢ > 1. Ce-
pendant le premier cas est impossible car ¢ > ¢, et limy y ¢ = 0 > 0. Ce qui montre ¢ — 1 au niveau de 9o M.
Par le principe du maximum de Hopf (voir par exemple [14, Théoreme 3.5]), ¢ > 0. Ceci permet de montrer que
@ > € > 0 pour € assez petit, ce qui est I’estimation a priori nécessaire pour montrer la régularité de ¢ : ¢ € Cg’“.
Suivant [12], on peut maintenant poser ¢ = e?. @ vérifie I’équation :
4(n—1 —
—Q(AG +|V613) + Scal = Scal e**.
n—2

Supposons maintenant qu’on a deux solutions 61, 6> de cette équation telles que 8; = 6, = 0 sur doo M, 81 = 0, sur

doM, on a alors en soustrayant :

—% (A61—62) +(V (61 +62), V(61 —62)) ) = Scal(e¥t — <),
Or:
01 1
U — = f &Ydo = () — )k / % dx enposant 6y = (1 — x)0> + x6;.
6 0
N

On conclut alors par le principe du maximum classique que 8, = 6. La solution du probléme de Dirichlet est
donc unique. O

3.1.2. Comportement au voisinage de doo M
Nous souhaitons maintenant étudier le comportement de la solution ¢ au voisinage de doo M. On a le théoreme
suivant :

Théoreme 3.3 ( Comportement a 'infini des solutions de I’équation de prescription de la courbure scalaire). Soient
8 € (0,n) et Scal, Scal € Cy® rels que

Scal, Scal — —n(n —1) auvoisinage de 3o M,
Scal — Scal € ¢}~ *>*

alors la solution ¢ de (3.2) est dans 1 + C’g’a.

La démonstration de ce théoréme repose sur le lemme suivant :
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Lemme 3.4. Si o est assez petit,

e Si AeR, A>1, il existe une sur-solution ¢4 € 1 +C§‘a de (3.1) sur My avec ¢p|s, = A.
e Si 0 < A <1, si on a linégalité % > nAgyr1(1 — X)) avec A, = max{p, w}, il existe une

sous-solution ¢_ € 1 + Cé“a avec ¢_|s, = A.

Montrons tout d’abord comment ce lemme implique le théoréme. Pour cela posons :

Ag =supe,

Ao = ﬁ,fq)

Comme ¢ =1 sur 9,o0M, Ays,As — 1 quand 0 — 0. On peut donc supposer que A, Vérifie I'inégalité

w > nAi+1(1 — Ay). Le lemme fournit alors des fonctions ¢, définies sur M, avec o’ < o, valant res-

pectivement A, et A, sur M, soient des sur- et sous-solutions. En utilisant, comme pour 1’unicité de la solution (a la
fin de la preuve du Théoreme 3.1), les inéquations vérifiées par log ¢ et log ¢4, on obtient ¢_ < ¢ < ¢4 ce qui montre
quep — 1 e Cg‘o. On réécrit alors 1’équation (3.1) sous la forme :

4 —1)

1
A - D+ <Scal — Scal(x + 1) f(x(p +(1—x)° dx) (¢ — 1) = Scal — Scal. (3.4)
0

On a alors (Scal—S/c-El(K + 1) fol (xe + (1 —x)“dx) € Cgfz’“. Finalement, par régularité elliptique (voir
[17, Lemme 4.8]), on obtient ¢ — 1 € Cy*.

Démonstration du Lemme 3.4. Nous allons naturellement chercher des fonctions de la forme :

{§0+:1+K108s
o_=1—kp’.

Pour cela, calculons A,o‘S :
AP’ = p2<&>3 —(n— 2)<7p, §p5> ) =80 —n+1)p°|Vpl3 + 80"t Ap.
g

@4 est une sur-solution si :

4n—1)
-2

Ag, + Scal g > Scal gkt

4(n —1 & Scal
4 2 )‘Au+ + Scaluy > Scal (1 +u3)**" — 1) 4 Scal — Scal,
n—

convexe en U

ottonaposé uy =@, — 1 = Kp®. Ce sera le cas si :

4(n—1) — .
—72Au+ + Scaluy > (k + 1) Scaluy + Scal — Scal,
.
4(n—1) — _
——2Au+ + (Scal — (k + 1) Scal)u > Scal — Scal.
n—
Or:
4(n—1) .
—TAM+ + (Scal — (k + 1) Scal)u 4
n—

[ 4n—1
- [_ﬁ

(86 —n+DIVpl}+8pAp) + (Scal — (k + 1) S/(;l):|[(,08
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[4(71 1)

n—2

8 —n+1)+knn—-1) +o(1)j|K,o

_[4(11—) } 5
=|———=@B+1)(nr—-¥8)+o(l) |Kp°.
n—2

Si on choisit o assez petit, on peut donc supposer que, sur M,

4n—1) — 2(n—1) s
—72Au+ + (Scal— (k + 1)Scal)u+ > 72(6 + D(n—-8)Kp°.
n— n—
Si K est assez grand, on a alors :
4n—1)
—72Au+ + (Scal — (i + 1) Scal)u > Scal — Scal.
n
On veut ensuite que sur Sy, ¢4+ = A ce qui conduit a choisir K = A—l mais, quitte a diminuer ¢ ou a augmenter K,

(7
on peut supposer que c’est le cas.

Pour trouver une sous-solution, il va nous falloir majorer (1 + u )yt — 1 pour u_ € [—1,0] (ou comme précé-
demment, on a posé ¢_ = 1 +u_ avec u_ = —kp?). Admettons pour I’instant 1’inégalité suivante :

A+u)F' =1 = (e + Du_ < Aepqu?. (3.5)
Ona:
Secal[(1 +u—_)*' — 1] > Scal[(c + Du— + Acqru?].
u_ étant minimalen p =0, u_ > X —l et u? < A—=Du_:
Scal[(1 +u_y*t —1] > Scal[(k + Du— — Aey1(1 = Vu_].

Comme précédemment, on aura une sous-solution si :

4(n—1) _ _
—42Au_ + Scalu_ < Scal[(k + Du— — Agq1(1 — Mu—] + Scal — Scal.
n—
Or:
4(n—1) —
_—ZAM_ + Scalu_ — Scal[(K + Du_ — Aer1(1 — )»)u_]
n—

4(n—1)
= T(B + 1D —98) —n(n—DAc1(1=2)+o(D) [k
Si o est assez petit, on peut supposer que
Scal — Scal > —6k,08

pour un certain € > 0. Donc si k est assez grand, ¢_ est une sous-solution et, comme précédemment, on peut supposer
que ¢_ = o le long de S;.
Démontrons maintenant 1’inégalité (3.5). Pour cela dinstingons deux cas :

1. Si k > 1, la fonction x — (1 + x)¥ — 1 est convexe donc elle est toujours au dessus de sa tangente en x = 0,
(14 x)* — 1 > «kx. En intégrant cette inégalité entre u_ et 0, on obtient (3.5).

2. Si0 <k <1,Vx e[—1;0]lafonction k — (1 +x)*T! — 1 — (k + 1)x — (k + 1)x2 est convexe et négative pour
k =0 etk = 1. On en déduit donc I'inégalité (3.5) pour 0 <« < 1. O

3.2. Prescription de la courbure moyenne de doM

Sous une transformation conforme, la courbure moyenne varie de la maniére suivante? :

2 ~
— Vyp—Hp=—Hgp2!
n—1

2 La courbure extrinseque est définie par rapport a la normale N pointant vers I’intérieur de M alors que v est dirigé dans I’autre sens (convention
E.D.P) c’est ce qui explique les signes moins.



R. Gicquaud / J. Math. Pures Appl. 94 (2010) 200-227 213

On constate que la fonction ¢_ construite précédemment (équation (3.3)) reste une sous-solution pour ce probleme
au bord. On souhaite ensuite trouver une sur-solution. Pour cela, constatons qu’on peut toujours supposer qu’on a
H < 0 sur dgM. En effet, il suffit d’effectuer une premiere transformation conforme non triviale uniquement dans un
voisinage du bord dyM. La fonction ¢ = A constante est donc une sur-solution si A est assez grand. On a alors le
théoréme suivant :

Théoreme 3.5 (Solutions de 1’équation de prescription de la courbure scalaire avec courbure moyenne du bord
donnée). Sous les hypothéses du Théoréme 3.1, si H € Cck—l.a (0oM), H > 0, il existe une unique solution ¢ € C](;’a
telle que ¢ > 0 et ¢ =5, m 1 au probleme de la prescription de la courbure scalaire avec courbure moyenne au bord
donnée :

4(n —1 _
—Mmp + Scal g = Scal * !,
n—2
2 (3.6)
—IVVQD—Hq):—H(p%H le long de dgM .
n—

De plus si on a, pour un certain § € (0, n), Scal — Scal € Cé{_z’a, alors p € 1+ Cé"a.

Démonstration. La démonstration est similaire & celle faite pour le probléme de Dirichlet. Nous n’indiquons donc
que les différences entre les deux preuves. Posons y = min{e, 5}, la fonction f(p,¢) = H(p)p — H @7 est de
classe C1Y sur dgM x R?% . La méthode de monotonie fournit alors une solution ¢ € Cé’y(M ),  =>5.m 1. On
sait que ¢ > 0 sur M. Donc ¢ peut étre nulle uniquement sur dyM. Cependant, en un tel point, on doit avoir
0=Hop— H(p%'H = %VN(,O < 0 absurde. Ce qui permet de conclure que ¢ — 1 € Cg’“ (M). On peut donc comme
précédemment poser ¢ = e’ Si @1 et ¢p sont deux solutions de (3.6) alors 6; — 6, satisfait a :

1
4n—1
_%(A(el —62) +(V(61 +62), V(61 — 6’2)>g) =0 — 92)K/6K9x dx,
0
1

2 n=2 [ «
V(1 —92)+H”T / e2=00+x02) (9, — 6,) =0 le long de 9y M,
n_

0

>0

01 —6, =0 lelongde d.ocM.

On a donc 6 = 6 (la démonstration est analogue a celle du Lemme 2.3) et ¢ est unique. 0O
4. Construction de solutions des équations de contrainte avec des horizons apparents
4.1. La méthode Choquet—Bruhat—Lichnerowicz—York

L’ objectif de ce paragraphe est, principalement, de fixer les notations. Nous renvoyons a [5] pour plus de détails.
Les données initiales pour le probleme de Cauchy en relativité générale sont une variété riemanienne (M, g), et un
2-tenseur symétrique K sur M qui s’interprete comme la seconde forme fondamentale du plongement de M dans M,
la solution des équations d’Einstein correspondant a ces données initiales. Par convention, on choisit ici

K(X,Y)=(VxT,Y),
ou T est le vecteur unitaire futur, normal a M. K est relié, dans 1’analyse hamiltonienne de la relativité générale, au
moment 7'/ conjugué a la métrique g;; par :
oL

9(9gij)

Ve(KY — g K).
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Voir par exemple [7]. Ce systéme est contraint et les données initiales doivent vérifier les équations suivantes :

Scaly =24, — |K [ + (iry K)* =0 (contrainte hamiltonienne) 4.1)
dive K —d(trg K) =0 (contraintes moment) 4.2)

ol A, est la constante cosmologique et (divy K); = ViK; j. Décomposons K en deux parties : K =1g + L ol
T= % tr, K et L est un tenseur symétrique sans trace. L’équation (4.2) devient alors :

dive L — (n—1)dt =0.
Si I’on suppose que 7 est une constante, ce qui signifie qu’on impose a notre surface de Cauchy d’étre a courbure
moyenne constante, on obtient donc que divy L = 0. Cette condition est naturelle, voir par exemple [13]. L est donc
un TT-tenseur. Il existe une bijection simple entre les TT-tenseurs de deux métriques conformément équivalentes :

4

Proposition 4.1. Si L est un TT-tenseur pour g alors L= @ 2L est un TT-tenseur pour § = ¢*g oit k = 5.

Ceci suggere la construction suivante. On choisit T une constante, g une métrique sur M et L un TT-tenseur
pour g. On cherche ensuite une fonction ¢ > 0 telle que ¢ = ¢ g, K= @~2L + 1§ soit une solution des équations de
contraintes. L’équation (4.1) donne pour ¢ I’équation de Lichnerowicz :

4n—1)
n—2

Nous allons nous intéresser au cas ol la constante cosmologique A, est négative ou nulle et (n(n — D12 =24, >0.
Par un changement d’echelle, on voit qu’on peut supposer n(n — 1)7> — 2A. = n(n — 1). En particulier |7| < 1. Ce
cas inclut, par exemple, les hypersurfaces asymptotiquement isotropes d’une variété asymptotiquement lorentzienne
pour lesquelles A, =0 et v ==+1 (v = 41, resp. —1, pour les hypersurfaces de Cauchy pour le développement en
temps futur, resp. passé) et le cas 1 =0, 2A. = —n(n — 1), des hypersurfaces de Cauchy a courbure moyenne nulle
dans un espace—temps asymptotiquement anti-de Sitter.

Ag+Scalg — [L3¢™ 7 + (n(n — )% = 24.)p* ' = 0. (4.3)

4.2. La condition au bord d’horizon apparent

Soit (M, g) une variété asymptotiquement hyperbolique avec un bord interne (éventuellement vide). On pose :
oM =|_Joi.
i

ou les o; représentent les composantes connexes de dgM . Pour chaque o}, on fixe €; = 1 qui correspond au choix
d’une la condition d’horizon apparent futur (¢; = —1) ou passé (¢; = +1). Sous une transformation conforme, la trace
de la seconde forme fondamentale H; de o; devient :

o~

H,~=go5<H,~+2

4.4

n—lVNi<p
n—-2 ¢ )

ou N; est la normale sortante de 1’horizon, i.e. pointant vers I’intérieur de M. La condition d’horizon apparent pour
o; s’écrit (voir par exemple [23, section 12.2]) :

[/{\i =Eiagii{\’
K n— 1 VN o~
7 (Hi + 2n — 2L§0) = e,-[(n - Dt —i—(p_ztrgl.L],
2(n—1) € ik
ﬁvNﬁﬂ + Hip =€[(n — Dt ™ — L(N;, Npyo™! 2].
Si on pose v; = —N;, on adonc :
2(n—1) _l_k K
= Vu¢ — Hip =€i[Luye™ 7T — (= Drer™]. 4.5)

3 Par la suite, nous ne considérerons que les équations d’Einstein du vide.
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5. Résolution de I’équation de Lichnerowicz

Comme pour I’étude de la prescription de la courbure scalaire, nous fixons une variété asymptotiquement
hyperbolique (M, g) de classe ClB avec 1 + B > 2, une constante T € [—1; 1], des constantes ¢; = £=1 associées
aux composantes connexes du bord intérieur et un TT-tenseur L sur M.

Nous allons montrer I’existence d’une solution a 1’équation de Lichnerowicz (4.3) dans Cg’a avec 2 <k+a <
I+ 8,0<a<1etde[0;n), satifsaisant au niveau du bord interne a la condition d’horizon apparent (4.5), sous les
hypotheses :

1. Scal+n(n —1) ecg““, Scal+n(n—1) -5 m 0,
2. LeCy (M, TM), L >y, 0,

2
3. L satisfait a ¢; L,,,, > 0 sur chacune des composantes connexes o; du bord interne.

Nous devrons de plus supposer que si €;7 = —1, le bord o; a un invariant de Yamabe )(o;) strictement positif.
Ceci n’impose de restriction que lorsque A, = 0. Ce cas apparait comme un cas critique pour ce probléme et n’est pas
soluble dans le cas général (voir contre-exemple, p. 220). Nous renvoyons au Théoreme 5.3, p. 219, pour un énoncé
plus précis du résultat. La construction est basée sur la méthode de monotonie (Proposition 2.1).

5.0.1. Construction d’une sous-solution
Afin de construire une sous-solution, commengons par constater qu’on a une sous-solution naturelle a 1’intérieur
de M (en oubliant les conditions au bord interne) donnée par la solution de 1’équation de Yamabe :

4n—1
—Lz)Ago_ +Scalgp_ +n(n — Dt =0.
n—

Montrons le lemme suivant :

Lemme S.1. Soient (M, g) une variété asymptotiquement hyperbolique a bord de classe au moins 62 “O0<a<l,
Scal, Scal € CO deux fonctions telles que Scal = Scal — —n(n — 1) au voisinage de 0o M avec Scal < 0. Sie >0

est une constante, on note ¢ € Cg’a la solution du probleme de Dirichlet :

4 1
—Lz)mp + Scal ¢ = Scal !,
@ =¢€ surdoM,

=1 surodsoM.

Alors il existe n > 0 tel que si € > 0 est assez petit, on a au niveau du bord intérieur :

e < —1.
Démonstration. Montrons tout d’abord que si € < €/, ¢ < @e. On a vu (Théoreme 3.1) que @, g > 0. On peut
donc poser 6, = log ¢, (resp. 8 =log@e). O¢, 6 vérifient alors I’équation :
4(n—1)
n—2

En soustrayant les deux équations, on obtient :

(Abeey + [VOe()3) + Scal — Scal ¢€%) = 0.

—

1
_M(A(Qe_96/)+<V(9€+9€/),V(95 0c)),) Scal;c/e""x dx (6 — 0.) =0,
0

n—2

ou on a posé 6, = (1 — x)6¢ + x6c. Par le principe du maximum classique, on a alors 6/ > 6.
Les fonctions ¢, € < €g sont équicontinues sur les compacts de M. En effet, on a :
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I9clcze ary < C(I= e + Agelgneyy, +suploel)
+1
< C(|| (A —Scal)pe —n(n — )¢k ||cg,a(M) + sll‘l/[p |¢)€|>
/
g CGO (”(pé ”Cga(M) + S};}[p |(p€ |>

<cl (s;llp 0| + 1) (inégalité d’interpolation)

SCQL(SLPI%IH).

Les fonctions ¢, tendent donc uniformément sur tout compact vers une fonction ¢p continue. On voit ensuite
facilement que ¢g est dans Cg’a avec ¢g # 0, que @ — ¢o uniformément sur M (les fonctions ¢, sont toujours plus
grandes que la fonction ¢_ définie en (3.3) ce qui permet de montrer que o — 5., m 1 et ¢ converge simplement en
décroissant vers ¢g) et que ¢ est solution du probleme de Dirichlet :

4(n—1 A
—gAq) + Scal g = Scal p**!,
n—2
=0 surdgM,
=1 surdoM.

On a ensuite :

lloe = goll g2 < C(|(=A+ A)(ge — 90) IICg.a + llpe — wollcg.o)
< C'llge = oll po.
0

< C"lge — @0 coo  (inégalité d’interpolation).
0

Posons n = % ming,p |0y ¢ol. Le principe du maximum de Hopf décrit dans [14] permet de montrer n > 0. Si € est
assez petit, I’'inégalité précédente montre que ||@ — ¢o| o2 < %mina0 M 10v¢ol, on a alors 9, < %am <—n. O
0

Pour € assez petit, on a donc sur dgM :

2(n—1) 2(n—1)
ﬁa”% — H; . —ﬁ
< e,-[Lvivie_l_% —(n— 1)re§+1]

-5 £+1
P —(n—=Dryd ]

n— Hie < —€i(n—1rezt!

N

< €[ Ly oe

Ainsi ¢, est une sous-solution pour € assez petit.

5.0.2. Construction d’une sur-solution
Dans toute la suite, on pose dsM = {p € M | dg(p, M) < §}. On choisit 8p assez petit tel que I’application :

r:oxps,M — R,
pr>dg(p, M),
soit non singuliere. Les hypersurfaces » = cste sont alors des sous-variétés compactes de M naturellement difféo-

morphes a dpM. On note H, la trace de la courbure extrinseéque de I’hypersurface r = cste. Rappelons que le laplacien
se décompose en :

92 9
ar=Low ay (5.1)
ar or

ou A, désigne le laplacien associé a la métrique induite sur I’hypersurface r = cste.
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Comme pour la prescription de la courbure scalaire, constatons que si A est une constante assez grande alors
¢4+ = A est une sur-solution de (4.3). Nous allons ensuite modifier ¢4 au voisinage de dpM pour que ¢ soit une
sur-solution pour la condition au bord d’horizon apparent (4.5). Concentrons-nous tout d’abord sur le cas €;7 > —1.
On remarque tout d’abord que, quitte a modifier la métrique par un facteur conforme non trivial au voisinage de dgM,
on peut supposer que H, > 0 et Scal > 0 dans un voisinage de dgM (il suffit de choisir une fonction ¢ = ¢(r) > 0 telle
que 2((”” 21)) @' (0) + Hp(0) > 0 et ¢”(0) < 0 tres grand négativement de sorte & avoir Scal > 0 sur dgM, les fonctions
Scal et H, étant continues, elles restent positives dans un voisinage de dgM).

Soit f la solution de 1’équation différentielle suivante :

f// — wf”l’
fO)=4 5.2)
f©0)=0

f est définie sur [0,8,) pour un certain §4 > 0. En multipliant par f’ et en intégrant entre 0 et x € [0,5,4)
I’équation différentielle, on obtient 1’équation « conservation de 1’énergie » :

(n—

f'@?= (f( )2 — AN, (5.3)
Cette équation du premier ordre s’integre en :
fC)
/ dy n—2
X
k+2 _ Ak+2 2
4 VY
Finalement en posant y = Az :
fx)
A
dZ . n—2 A%
1 2 xAZ.
1

nZ

L’intégrale I = fl est convergente donc f(x) n’est défini que si 12xAT < I, ce qui montre

7K +2 1
= 21 A77

Qultte a prendre une valeur plus grande pour A, on peut supposer que §4 < o et Scal, H, > 0 sur 95, M. Soit
8 € (0; 6 4) adéterminer plus tard. Définissons :

sur M \ oM,

A
o= { f@—=r) surdosM. (5.4)

On a vu que ¢4+ est une sur-solution sur M \ ds M. Vérifions que ¢ est une sur-solution sur ds M. En utilisant la
formule (5.1),ona:

_4m—D |2 —k-3

A@4 + Scalgpy — |L +nn— 1)(,0"Jrl

-2
_An 21)(3 f@—=r)+H 0 f(8—r))+Scal f(§—r) — |L|125f(5_r)_'(_3+n(n—1)f(8—r)K+1
2—%(1”’(5_”_H’f’(‘s_r))+scalf(5_r)—|L|§f(8—r)_"_3+n(n_1)f(5_r)x+1
4(n

WV

_%f//(a —r)+Scal f(6 —r) — |L|§f(5 — ) B n— 1) f(5 — )<t
>Scal f(6—r) — |L|§f(3 )3
> Scal A — |L|§A"“3,

ou, pour obtenir la derniere ligne, on a utilisé Scal > 0 et f(x) > A pour x € [0; §4). Donc, si A est assez grand, on
a que @, est une sur-solution sur 35 M. Maintenant ¢ est de classe C! et ses dérivées partielles sont lipschitziennes.
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Un calcul analogue a celui fait dans la preuve du Théoréme 3.2 montre alors que ¢, est une sur-solution au sens
des distributions de (4.3). Il reste a voir que, pour les conditions au bord (4.5), ¢4 est une sur-solution (pour § bien
choisi) :

K

2(n—1) —1-£ 1+£
jav(p-‘r —Hipy > € [LVivi‘P+ f—(n— Dzo, 2]’
c’est-a-dire :
2(n—1)
n—2

Or, en utilisant I’équation (5.3), ceci revient 2 montrer :

(n— l)m_ H; f($) > Ei[Lviuif(S)_l_% —(n— 1)Tf(5)1+%].

Si on choisit § proche de 6 4, on peut obtenir des valeurs aussi grandes qu’on le souhaite pour f () :

(1= Dy F@F2 = A2 (1= Dt/ )5 = Hif(®) = €L fO) 1S
= - DA+ )2 +0(f(©).

Par hypothese 1 + €;7 > 0 donc en choisissant § assez proche de § 4, on peut supposer que :

(n = 1)y FEFH2 = A2 4 (0 — Dertf 35 — Hi f8) — €1 Ly, f(5) 7175 >0,

@4 est alors une sur-solution.

Traitons maintenant le cas d’un bord pour lequel €;7 = —1. Nous devrons de plus supposer que YV (o;) > 0. Nous
allons procéder exactement comme dans le cas €;7 > —1, c’est-a-dire en modifiant la sur-solution dans un voisinage
du bord o;. Nous n’indiquerons donc que les différences. Remarquons tout d’abord qu’on a le lemme suivant :

K

f/((S) - Hlf(s) > € [LU,-ul-f(S)_l_z — (I’l _ l)Tf(a)H—%]

Lemme 5.2. Il existe une métrique g' conforme a g telle que g’ = g en dehors d’un voisinage relativement compact
de aj, et telle que

Scalf,i est une constante strictement positive et H/(r' =0)=0, 0 H/(r' =0)=0,

ou Scalﬁ,’, est la courbure scalaire de o; muni de la métrique induite par g', r' est la fonction distance a o; pour g’ et
Hi/ est la courbure moyenne des hypersurfaces de niveau {r' = cste}.

Démonstration. La construction de g’ se fait en trois étapes. Tout d’abord on construit un premier facteur conforme
u tel que u = 1 sauf dans un voisinage de o; tel que la métrique g; = u’l‘ restreinte a o; a une courbure scalaire
constante strictement positive. Puis a 1’aide d’un second facteur conforme u, valant 1 au niveau de o;, up =1 en
dehors d’un voisinage de o; et dont la dérivé normale en o; est bien ajustée, on contruit une métrique g = uj g1
telle que la courbure moyenne de o; est nulle (voir formule (4.4)). Finalement, imposer 3, H'(r' = 0) = 0 est plus
délicat car sous un changement conforme les hypersurfaces {r = cste > 0} changent, ce qui change la définition
de 9,. L’astuce est de remarquer que si on note u3 le facteur conforme a déterminer et qu’on pose g’ = uy 2gs,
r'= dg (0, .), ... ona, ennotant S la seconde forme fondamentale du bord o; (les quantités r’, H', ... sont associées
a la métrique g’ alors que N», Ricy, ... sont associées a la métrique g3) :

dH +|S y; = —Ric(N’, N') (équation de Mainardi, voir par exemple [21])

2 Ausz >]
g U3

(transformation conforme du tenseur de Ricci, voir par exemple [6]).

= —u3Ric (N2, Np)

dus

us

H
= —u%[Ricg2<Nz, No) + (n — 2yt 15 ((n )
u3

Choisissant u3 tel que uz(ro =0) =1, 9,,u3(, =0) =0,0ona,enr =0

op H' +|S[g = —Rica(N2, No) — (n — 1)dj,us,
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ce qui permet de déterminer Brzzug de maniére & avoir 3, H' = 0 et, comme pour les étapes précédentes, on peut choisir
u3 non trivial uniquement dans un voisinage de o;. O

Nous allons donc supposer par la suite que g est telle que Scal,, =cste > 0, H;(r =0) =0, et 9, H;(r =0) =0.
Réécrivons ensuite 1’équation (4.3) sous la forme :
4(n—1
——; — ) (8r2€0 + Hoy¢ + Arg) + (Scal, + IS|> —20,H — H2)<p +nn— et = |L|§¢*K*3’ (5.5)
ou Scal, désigne le scalaire de courbure de (la composante connexe associée a o; de) I’hypersurface r = cste, S sa
seconde forme fondamentale et H sa courbure moyenne. Comme précédemment, soit # la solution de 1’équation
différentielle suivante :

nn—2)

h// — 7hx+l + Ah,
Oy — A (5.6)
h'(0)=0,
ou A > 0 est une constante a préciser. L’équation de conservation de 1’énergie devient alors :
oo (n=2) K+2 K+2 2 2
R (x) =T(h(x) — AT+ A(h(x)” — A7), (5.7)

On voit clairement que 7 > f donc h 4 diverge vers 400 en un temps fini 4 avec 0 < uy < 84. Choisissant
Atelque 0 < A < % Scaly,, il est alors aisé de modifier I’argument précédent pour en déduire qu’en posant
¢+ = h(8 — r) dans un voisinage {r < &} de o; pour § assez petit et quitte a choisir A assez grand, on obtient une
sur-solution. Seule pose probleme I’estimation du terme H 9, ¢. Or, en utilisant I’équation (5.7), on voit qu’il existe
une constante B > 0 indépendante de A > 1 telle que A’ (r)2 < Bh*t2(r) pour tout 0 < 7 < 4. On en déduit que

2

K

2B
h(r) < (T(MA - r))

En décomposant le 2% *2 qui apparait dans 1’équation (5.7) en ¥ h2, on obtient :

-2
() < (ZTBW —r)) (),

ce qui prouve qu’il existe une constante C > 0 ne dépendant que de B telle que

W) < h(r).

A—T
Combiné au fait que H(0) = d,H(0) =0, donc que H(r) = o(r), ceci permet de prouver que le terme Hd,¢ est
dominé par le terme linéaire (Scal, + |S |2 —20,H — H? — 451"%21)A)<p pour § assez petit.

En utilisant la méthode de monotonie (section 2.3), on a alors le théoréme suivant :

Théoreme 5.3 (Construction de solutions de I’équation de Lichnerowicz contenant des horizons apparents). Soient
M une variété asymptotiquement hyperbolique de classe P avec | + B > 2 et T € [—1; 1]. Fixons, pour chaque
composante connexe o; de dgM, un réel ¢, = =1 (¢; = —1 pour un horizon apparent futur et €; = +1 pour un
horizon apparent passé). Supposons de plus, lorsque T = %1, que, pour tout i tel que €; = —t, l'invariant de Yamabe
Y(oy) > 0. Soit L € Cgil’“ (M, T*2M) un 2-tenseur symétrique de trace nulle tel que |L|§ — 0 au voisinage de doo M
et tel que €;L,,;,, = 0 sur dgM. Il existe une solution ¢ > 0 au probléme :

4(n—1)
n—2
2(n—1)
N Voo —
n—2 i
ou Scal est le scalaire de courbure de (M, g) et v; la normale a o; sortante (i.e. dirigée vers l'intérieur de I’horizon
apparent) avec ¢ — 1 au voisinage de doocM. De plus si Scal +n(n — 1) € Cé‘_z’a et |L|? € Cg_z’a avec § € [0; n),

A+ Scalg +n(n — 1)< t! —|L|§<p_"_3:0 sur M,
(5.8)
— —1-¢ 241 .
Hip =¢; [Lu,-ul-gﬂ 2 —(n—Drty?2 ] sur o; pour tout i,

alors o — 1 € C(];’a.



220 R. Gicquaud / J. Math. Pures Appl. 94 (2010) 200-227

Un contre-exemple dans le cas €; T = —1. Comme nous I’avons vu, dans le cas limite €;7 = —1, la situation est plus
complexe. Nous allons montrer que 1’existence d’une solution n’est plus garantie. Rappelons que ce cas-ci n’apparait
que lorsque la constante cosmologique A, est nulle. Les difficultés apparaissent dans la construction de la sur-solution.
Nous allons donc nous concentrer sur le cas L = 0. Le probléme que nous souhaitons résoudre est alors le suivant :

4(n—1 °
—MAgp—i—Scalgo—i—n(n—l)(p’(“:O sur M,
zm{b (5.9)
728,,g0—H<p=(n—1)<p7‘H sur doM.

n—

Nous allons considérer le cas d’un horizon a bord torique : M = T x (0; A] (A > 0) muni de la métrique
g = yl—z(dy2 + go) ol y désigne la composante selon (0; A] et go est une métrique sur T"~! invariante sous les
translations. Remarquons que cet espace est la partie du demi-espace de Poincaré « en dessous » de y = A compactifiée
par I’action d’un réseau de R”~!. Le groupe d’isométrie contient T"~!. Les fonctions invariantes sous ce groupe de
symétrie ne dépendent alors que d’une seule coordonnée radiale et I’étude des solutions de (5.9) invariantes sous
I’action se ramene a 1’étude des solutions d’une équation différentielle. Montrons donc le lemme suivant :

Lemme 5.4. Supposons qu’il existe une solution ¢ € Cg’a, ¢ > 0 au probleme (5.9) telle que ¢ — .. m 1, alors il existe
une solution ¢ € C(Sz’a (8 €[0; n)) a (5.9) invariante sous 'action de T" ! telle que 0 < ¢ < ¢, ¢ — o.M L

Démonstration. Reprenons les fonctions ¢, construites dans le Lemme 5.1 dans le cas particulier
Scal=Scal=—n(n —1) :

4(n—1)
—= 5 A —nn = Dge=—n(n = Dt
@ =€ surdpM, (5.10)
@ — 1.

o0

Comme ¢ > 0, on peut choisir € tel que ¢ > € sur dgM. Quitte a diminuer €, on peut supposer, de plus, que @,
est une sous-solution de (5.9). Comme ¢, est I’'unique solution de (5.10), elle est invariante sous 1’action du groupe
d’isométrie. Reprenons la méthode de monotonie (section 2.3), il est possible de construire la suite des itérés en
partant de ¢.. Cette suite est alors croissante et, par récurrence, la suite des itérés ¢; est invariante sous le groupe des
isométries et inférieures a . La fonction limite ¢ = lim;_, o ¢; est alors une solution Cg "* de (5.9) invariante sous le

groupe d’isométries, ¢, < ¢ < ¢. La preuve du Théoréme 3.3 montre alors que ¢ € Cg’“, Vée[0;n). O

Ce lemme montre que nous pouvons nous contenter de montrer qu’il n’existe pas de solution ¢ invariante sous le
groupe des isométries de M. Les tores y = cste ont une courbure moyenne H = n — 1. Introduisons la coordonnée
r =r(y) telle que r soit la distance pour la métrique g au tore y = A. Si ¢ est une fonction de 7, on a (formule (5.1)) :

AG=032G+ H,d,¢=0°¢ + (n — 1)3,¢.
L’équation (5.9) se ramene a :
-2
¢"(r)+(n—D@'(r) + %(@(f) —@*'(") =0 sur[0;c0),
-2 «
0 =5 (3O +570), 11y
o) — 1.
r—00
Posons
=/ n—2_ =541
B(r)y=¢(r)+ T((ﬂ(r) +¢27 ("),

on a alors :
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1 ~1 n—2 ~/ no o« ~/
B'(r)=§"(r)+ T(w () +—¢%")§ (r))

n(n
4

=27 = 1)F () -
=27 ()= 1)Bw).

Or, par hypothése, B(0) =0 donc B(r) =0 pour tout r > 0, ce qui contredit le fait que lim, .o B(r) =n — 2 (car
@(r) — let @' (r) — 0 alinfini).

)(cp() ~K“(r))Jr— )+ 261 (M@ (r)

2
n 71—2
( )~( )(1 ~ )

=—(n—Dg'(r) —

[Nk
[SEed

J(1+¢

6. Construction de TT-tenseurs

Par la suite, on fixe une variété asymptotiquement hyperbolique (M, g) contenant éventuellement un bord interne
doM et on note v la normale sortante de dgpM (dans la section 5, le bord interne correspondra aux horizons apparents
de la donnée initiale, v sera alors la normale entrante de 1’horizon). On fixe un 2-tenseur symétrique de trace nulle
Lo (quelconque) puis on cherche une 1-forme v telle que L;; = Lo;j + fw;g soit un TT-tenseur. On définit donc le
laplacien vectoriel A7 par:

Aty =div(£°w:g),
. 2
ArrYj =AY+ V'V — ;Vj(VkI/fk)

I1 est facile de voir que cet opérateur est elliptique au sens de [1] pour s; = 0 et f; = 2. Une condition au bord natu-
relle pour i est de prescrire Lg,; sur dgM. On introduit donc également 1’opérateur B correspondant aux conditions
au bord :

By =L,:80,.),
2
Byi = Vi + Vi, — ;Vkllfkgw‘-
L’opérateur B satisfait la condition de complémentarité au bord (voir [1]) pour 7, = —1. On pose :

PEPWEP (M, T*M) > WE2P (M, T M) x W57 (agM, T* M),

V= (Arry, BY), (6.1)
Py Cy (M, T*M) — C; (M, T*M) x C*=1* (3oM, T* M),
V= (Arry, BY). (6.2)

Par la suite, nous ne donnerons que les démonstrations dans le cas des espaces de Sobolev, celles dans le cas des
. p c k,
espaces de Holder étant analogues. De plus nous abrégerons P P enP.

6.1. Théoréme de Fredholm

Lemme 6.1 (Calcul des exposants critiques de At ). Les exposants critiques (au sens de [17]) de Art sont s = —2

ets =n — 1. Le rayon indicial de A7t est R = %

Démonstration. Notons
d; p aip _ _y 0o
Uk iP ok JP ok ki
ij__<78j+ o T b Bus o)
Ui’;. satisfait a :

VX! =V, x/ + Ul x*,
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ou V désigne la connexion de Levi-Civita associée a g. Décomposons le calcul en plusieurs étapes :

2
Vi(o*vj) + Vi(p*vi) — ;gijgklvk(/)sz)

_ _ 2 _ 2
Vilp* ;) + V(p*vi) — ;gijgklvk(/)slﬁz) — U,-'}psl/fk — Uf,-/)slﬁk + ;gijgklU/?;Pslﬁm
(g Tt 2 kT 1 5 ot 48 ot — 2 i okl
=p z%-l- ]I//t ngl]g k) +sp az/”/f]‘i‘aj/”/ft ngljg kP
_ . o 2_ . _ _
+2(0; 085 + 9;p8 — 313" 01p) p* llﬁk—;gijgk[(3kp5lm+3m5}f—gkzgmpapp)ps "Ym
. s{<g... . _g kg s—1 . . . _E kl
=p Vle +V</¢l ngt,/g Vi | +sp 3m¢,;+3/p¢l ngt,/g oo
_ . _ 2 -kl s—
+2(0:085 + 0081 — 28" 00)p" W+~ (0 = D28 0" oot
o (w2 Tt — 2 kT N o U 8 ot 4+ 81 ot — 2okl
=p l%-i- ]Wz ngt]g Wi |+ (G +2)p 31/91)0]"'3]:01#1 ngljg koY |.
Si T;; est un tenseur symétrique de trace nulle :
" Tij = p* 8" (Vi Tij — UL Tij — Uy, T

e 9 d; _ =im Sogi 4 L5l gyygim ol
=p2gl’<[vai,~+("—p55+’—p8;’<—gmg”" '"p>sz+< S s~ g mp)Ti]
P p p ror g

=p°8"VT;j — (1 = Dpg" 0T

Finalement :
ik s s 2 kl s
V| Vi(p*v;) + V(e I/fi)—;gijg V(0 1)
ik s(o S 2 us s—1 2y
=g "Vi|p Villfj-i-vjl//i—;gijg Vi |+ (s +2)p 3iP‘/’j+ajP1/fi_;gijg Py
2-iks | sfo S 2 us s—1 2w
=08 "Vi|p Vi¢j+Vj¢i—;gijg Vi |+ (s +2)p 3ip¢j+ajplﬁi_;gijg oY1
oy sik (e L. 2 g
(n—2)pg" okp|p Vﬂﬁ/-i-vﬂﬁz ngljg Vi
s—1 2 kl
+ G +2)p 3i,01/fj+8j,01ﬂi—;gijg oY1
ik P
=(E+2)(s—Dg 3i01/fj+3j01//i—;gijg koY1
~ik P s
— (s + D01 =28 p| dipv; + 0¥ — —8ij8 koYl +o(p*)

i 2_ _
=G +2(s—n+ 1>g'kakp<a,-pw,~ +0jpY — ;gijg“akpwz) +o(p*).

L’ application indiciale [17, Chapitre 4] de Ar7 est donc donnée par :

2 _
ls(ATT)(tlf)=(S+2)(s—n+1)[1//+<1 )W(Vp)dp]-

n

Ce qui montre que les exposants critiques de A7 sonts =—2ets=n—1. O



R. Gicquaud / J. Math. Pures Appl. 94 (2010) 200-227 223

Nous allons tout d’abord montrer que P est semi-Fredholm. Notre démonstration est basée sur celle de [17].

Lemme 6.2 (Estimation L* & Uinfini). Il existe un compact K de M et une constante C > 0 tels que si u € Ccz.(M \ K),
ona:

lull2 < CllATTH| L2
Démonstration. En coordonnées, on a :
. 2
Arryi =g" <Vivj1/fk +ViViyj — ;gjkvivllﬁl>

ij I 2

=g’ViV; Y +g (VkV I/f] R./ik‘ﬁl) - r_tvkv 1
ij - 2 1

=gV Vi + Ricy ¢y + 1—; Vi(Vi).

Donc :

L. 2
/lﬂkATrl/fk = / y* (g”ViVﬂ/fk + Rick ¥ + (1 - ;)Vk(vll//l))
M M
. 2
= —/[(%%)(V'W) + (1 - ;)(vkm)z — Ric¥ wsz].
M

Or, comme M est asymptotiquement hyperbolique Ric ~ —(n — 1)g au voisinage du bord a I’infini. On peut donc
choisir K tel que, sur M \ K, on a —Ric > %g. On a alors :

Il 2 AT Yl L2 2

/ vEATT Y| > / (—Rie) gy > —||w|| m
M M

Lemme 6.3.

n+1

o Soient 8,6 tels que |§ + = — 5 1| < ”H , 18+ — —| <S - avecd—1< 8" < 8. 1l existe une constante

C > 0 telle que VY € Ws p(M, T*M),ona:

1l < c(||ATTw||W§-z<p(M) S L3 I 3 1 173

p

e Soient 8,8 tels que |5 — —| < "+1 , 18/ — | < ”“ avec § — 1 < 8’ < 8. 1l existe une constante C > 0 telle
que Yy € C§ “M,T*M), ona:

IIWIICg.a < C(IIArrl/fIICéc—z,a(M) + 1 BY |l gkt gaom) + IIWIIC;);O).
Démonstration. On choisit une fonction de troncature lisse 1, sur M 2 valeurs dans [0; 1], telle que U = 1 sur

0ooM et us, = 0 au voisinage de dgM. On pose Voo = Uoo¥r et Yo = (1 — uso) Y. Yoo est nulle au voisinage de dg M .
Une application du Corollaire 6.3 de [17] donne alors :

IWroollykr < IIQATT%OII kp + IIT%OII
<C(IATT¥solly, k- zp+I|%o|| o 1p)
(”ATTwoo”W;—lp + III//oolng,),
ou on a utilisé I’inégalité d’interpolation [2] :

[Veolly, kol S SCEONVoollr + €llVoollykr
s 8
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Les opérateurs qui apparaissent ici sont ceux du Corollaire 6.3 de [17] :

~ k=2, k,
Q:W{ =" - WP,
ot k—1, k,
T:wi 7 — w7,

ils vérifient QATTW =9 + fxp. De méme, comme o est a support compact et que 5 satisfait la condition de
complémentarité au bord (voir p. 221), on peut utiliser les résultats de [1] :

y S C(1A k—2p + |1B | + ).
I¥ollwer < C(IIATTYOllwe—2p + | wo”Wk_l_F'P(BOM) I¥ollzr)
En additionant et en utilisant & nouveau I’inégalité d’interpolation :

Wy er < C(IIATTIﬁIIW;—z,p(M) + 1By IIWk_l_%,p(aoM) + IIIPIIL;). O

Corollaire 6.4. P est semi-Fredholm (i.e. ker P est de dimension finie et ImP est fermée).

Démonstration. La démonstration est standard (voir par exemple [19]). On montre tout d’abord que ker P est de
dimension finie. En effet, soit ¥; € ker P une suite d’éléments dans ker P. L’injection W;{

8’ < 8) on peut donc supposer que la suite converge dans Lg’,. Cette suite est en particulier de Cauchy, or :

i = ¥jllyrr < Clivi = Yjllp -

P LgJ, est compacte (car

La suite des ; est donc de Cauchy dans W; "7 Elle converge. Ceci prouve que la boule unité de ker P est compacte

et ker P est de dimension finie. ker P admet donc un complémentaire fermé F dans W; 'P_ Montrons maintenant qu’il
existe une constante C telle que Vi € F :

< ~ —
1 hyer < CUATTY Nyozr ) +IBVI gy

Dans le cas contraire, on peut trouver une suite ; € F telle que ||1p,'||kaz,p(M) =1 et
8
1ATTY Lyt gy + UBY i

Y; converge dans L g, On a alors :

< ll Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que la suite des

1 1
i —lelwéc,p < C<l—. + 7 + i —%‘IIL;)

La suite des v; est donc de Cauchy dans Wak P Elle converge vers un élément de norme 1 tel que P = 0. Absurde.
On en déduit finalement que Im P est fermée (en effet, P: F — ImP est un isomorphisme bicontinu). O

Avant de prouver que P est un isomorphisme, nous allons tout d’abord montrer que :

- Po -1 n-1 1
Lemme 6.5. Soit y € L) avec 1 < pg <00 et [8o + "t — "77| < ol

1. Si:
! Arry € ngiz’p,
1
By ew 7w P

, avec2<k<l+,3,1<p<ooet|8+%—%|<%.AlorsweW§’p.
. Si

Arry € C§‘2’“,
By ect e

avec0<a <1,2<k+a <I+per|s— "5 <™. Alors y e Cy°.
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Démonstration. Comme précédemment, on décompose ¥ = ¥y + V¥oo. Yoo est nulle dans un voisinage de dgM
donc on peut appliquer la Proposition 6.5 de [17]. Remarquons que A77Vo, = A7y au voisinage de doocM.On a :
Yoo € W§ "7 De méme pour Yo, on peut appliquer le Théoreme 10.5 de [1] : ¥ € ch e Wf "7 On en déduit
k,p
YeWsm. O
Ceci montre que si ¥ € ker’P est dans un certain Lgo avec [86p + ”p;ol - %| < 2L alors ¢ € Wg,z. De plus

2
sty e Cg(;o, avec |8p — %| < %, on voit que Y € Lap1 pour §; 1égeérement plus petit que §p et p grand donc en

appliquant ce qui précede ¥ € Wg 2. Ce qui permet de conclure que si ¢ € ker P, ¥ € Wg 2. Montrons finalement le
résultat suivant :

Lemme 6.6. Soit M une variété asymptotiquement hyperbolique. On suppose qu’il n’existe aucun champ de vecteur
de Killing conforme L? sur M. Alors P est un isomorphisme.

Démonstration. Procédons comme [19]. Nous savons tout d’abord que le noyau de Pg’l est égal a celui de Pg 2,
Orsiy e kerPS’z, ona:

0=/<w, Arry) = /(1/f,31ﬂ)—/|f¢ug|§,
M

M QoM

-

M

Eo]//ﬁgi,s

¥? est alors un champ de vecteurs de Killing conforme L>. Ceci montre que Pg’p est injectif. Pour mon-
trer qu’il est surjectif, il suffit de montrer que Pg,z est surjectif. En effet, Cf’O(M, T*M) x CKkO@gM, T*M)
est dense dans W;C_z’p(M,T*M) X Wk_l_ll”p(aoM,T*M). S’il existe une solution ¢ € Wg’z au probleme
Aty =u, By = b avec u € Cé"o(M, T*M) et b € CKO(3gM, T*M) alors le Lemme 6.5 permet alors de
conclure que ¥ € W;’p. Ceci montre alors que ImP{é{’p S CROM, T*M) x CkO(3yM, T*M) est dense dans

WE2P (M, T M) x W*' "5 @M, T* M),

Montrons donc que 733 2. WO2 2 L2(M) x W%’z(ao M) est surjectif. Pour cela, il suffit de montrer que son adjoint
est injectif. Or le dual de L>(M) x W%'Z(BOM) est L2(M) x H? (dgM). Soit (J, b) e ker(Pg’z)*. On a alors [16]
que 1} et b sont de classe C# avec J € Wé’z. Si i est a support compact sur M:

/(% Arrir)e =0.

M

L’opérateur Arr étant formellement autoadjoint, ceci prouve que ATTJ = 0. Si maintenant { € Wg 2 est
quelconque :

0= /(Bw,b>g+/<{/7,Anw>g= /(Bw,b+$>g+/<6&7,w>g.

oM M oM oM

Or il est facile de voir qu’on peut toujours construire des 1-formes i réguliéres telles que |5, et By soient des
fonctions (régulieres) données. On en déduit donc que b + v =0 et By = 0. On a ensuite :

0= [ T0e+ [@arri=- [12:l:
oM M M

1; est un champ de vecteurs de Killing conforme L?. Ce qui montre 1; =0 et, comme b + IZ =0,b=0: Pg,z est
surjectif. O
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6.2. Champs de vecteurs de Killing conformes
Lemme 6.7. Soit X un champ de vecteurs de Killing conforme sur M. Si X € L>*(M, g) alors X = 0.

Démonstration. On a tout d’abord X € W0 (M ). En effet X vérifie 1’équation elliptique A77 X" = 0. Un processus
standard d’itération montre alors que X € Cg ¥(M), 0 < a < 1. On en déduit (en utilisant le Lemme 3.7 de [17])
que X € CO * e C?O) On voit qu’on doit avoir X = 0 sur d,oM car sinon X ¢ L>(M). X est ensuite un champ de

vecteurs de Kllhng conforme sur (M, g). Par la suite nous identifierons le champ X et sa forme duale associée 2 la
métrique g, ainsi X ; = g;; X'. En particulier, on a

ArrX =0.

Donc X € Cfb’? . Les dérivées dans des directions tangentes & d,oM de X sont nulles. Ceci implique que VX = 0 sur

000 M. En effet, soit p € 0o M, qhoisissons une carte ¢ = (p, oL, ...,0" Y au voisinage de p. Par la suite, on notera
09 = p. Quitte a redéfinir les ' pour i > 0, on peut supposer 8ij(p) =68;; (i,j = 0). Les dérivées 9; X ;j(p) pour
i >0, j > 0 correspondent a des dérivations de X dans des directions tangentes a dopM et sont nulles. De plus comme
X(p)=0,V;X;=09;X; (i, j >0). L’équation satisfaite par X en p s’écrit :
2k
0;X;+0;X; ——03"Xyd;; =0.
' n
En particulier, appliquée a i =0 et j > 0, ’équation précédente devient :
0=2090X; +9;Xo
=099X; (car X est nul le long de 9,0 M),

puisai=j=0:
2k
0=200Xo — —0" Xy
n

2 2
=(2-2)a0Xo— =) o5x

k>0
2
=(2——199Xp.
n

Ce qui prouve que toutes les dérivées de X sont nulles en p.

On élargit ensuite (M, g) au niveau de do, M pour avoir une variété (M g) CkP eton prolonge X par 0 a tout M.
X est alors un champ de vecteur de Killing conforme C"!, nul sur le collier qu’on a ajouté a M. Comme ArrX =0
au sens des distributions, X € CX# (M). On conclut alors, en utilisant le théoréme d’unique continuation des champs
de vecteurs de Killing conformes [19, Théoréme 6.4] valable pour les métriques W2? avec p > n, que X=0. O

On en déduit donc le théoréme suivant :

Théoreme 6.8. Soit (M, g) une variété asymptotiquement hyperbolique de classe C-F avec | + B > 2. Les opérateurs

PEPWEP (M, T*M) — WE2P (M, T*M) x W57 (agM. T* M),
v > (Arry, By),

PEeCE (M, T*M) — C 2% (M, T*M) x C<~1(3M, T* M),
V> (Arry, BY)

sont des isomorphismes.
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En particulier, appliquant ce théoreme a I’équation

O0=divL = Arry +div Lo,
b=LWv,.) =By + Lo®,.),

on obtient le théoréme suivant de construction des TT-tenseurs :

Théoreme 6.9 (Construction de TT-tenseurs sur une variété asymptotiquement hyperbolique). Soit (M, g) une variété
asymptotiquement hyperbolique de classe C'"P avec | + g > 2.

. L. -1,
1. Soient Lo un 2-tenseur symétrique et sans trace avec Lg € W; P avec 2 <k<I, 1< p < oo et

1
1§ + "P%l - %I < % etbe Wk_l_ﬁ’p(aoM, T*M). Il existe une unique 1-forme r € Wg’p(M, T*M) telle

que, si on définit L = Lo + Lo',,/,gg, alors :
o L est un tenseur symétrique transverse et sans trace ;
o L(v,.)=0bsurdgM.

2. Soient Lo un 2-tenseur symétrique et sans trace avec Lo € Cé‘*l avec 2 <k+a<l, 0<a<l1 et
|§ — %l < % et b e Ck=L*@3oM, T*M). Il existe une unique 1-forme € C?“(M, T*M) telle que, si on
définit L= Lo+ Eowug, alors :

o L est un tenseur symétrique transverse et sans trace ;
o L(v,.)=>b surdgM.

,o
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