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Résumé

Cet article est consacré à l’étude de deux problèmes sur les variétés asymptotiquement hyperboliques avec un bord interne. Dans
un premier temps, nous examinons le problème de la prescription de la courbure scalaire pour des conditions au bord interne
de Dirichlet et de prescription de la courbure moyenne. On applique ensuite les résultats obtenus à l’étude de l’équation de
Lichnerowicz avec une condition au bord interne d’horizon apparent (passé ou futur). La dernière partie traite de la construction de
TT-tenseurs. On construit ainsi des données initiales, à courbure moyenne constante, pour les équations d’Einstein du vide.
© 2010 Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Two problems concerning asymptotically hyperbolic manifolds with an inner boundary are studied. First, we study scalar
curvature presciption with either Dirichlet or mean curvature prescription interior boundary condition. Then we apply those
results to the Lichnerowicz equation with (future or past) apparent horizon interior boundary condition. In the last part we show
how to construct TT-tensors. Thus we obtain Cauchy data with constant mean curvature for Einstein vacuum equations.
© 2010 Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.
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1. Introduction

Dans cet article, nous étudions deux problèmes : celui de la prescription de la courbure scalaire sur une variété
asymptotiquement hyperbolique et la construction de solutions des équations de contrainte en relativité générale
contenant des horizons apparents.

Dans la première partie, nous rappelons les résultats de [15] et [17], et nous démontrons des variantes du principe
du maximum généralisé tel qu’il apparaît dans [15] et finalement nous étendons la méthode de monotonie au cas
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de sur- et sous-solutions au sens des distributions. Ces résultats nous seront utiles pour résoudre les équations de
prescription de la courbure scalaire et de Lichnerowicz.

Pour le problème de la prescription de la courbure scalaire, nous généralisons les résultats de [12] au cas des variétés
asymptotiquement hyperboliques avec un bord interne (éventuellement vide). Rappelons que pour une métrique
riemannienne g de courbure scalaire Scal, si ϕ est une fonction positive alors la courbure scalaire Ŝcal de ĝ = ϕκg,
avec κ = 4

n−2 est donnée par (voir par exemple [6]) :

Ŝcal = ϕ−κ−1
(

−4(n − 1)

n − 2
�ϕ + Scalϕ

)
.

Par convention, le laplacien est donné par �f = gij (∂i∂j f − Γ k
ij ∂kf ). Nos résultats principaux sont les Théo-

rèmes 3.1 et 3.5 :

Théorème 1.1. Soit (Mn,g) une variété asymptotiquement hyperbolique de classe Cl,β . Soient deux fonctions
Scal, Ŝcal ∈ Ck−2,α

0 (M) (2 < k + α � l + β , 0 < α < 1) avec Ŝcal < 0 telles que Scal, Ŝcal →∂∞M −n(n − 1).

1. Problème de Dirichlet le long de ∂0M (Théorème 3.1) : Soit ϕ0 > 0 une fonction Ck,α sur ∂0M alors il existe une
solution unique ϕ ∈ Ck,α

0 telle que ϕ > 0 et ϕ →∂∞M 1, au problème de Dirichlet :⎧⎨⎩−4(n − 1)

n − 2
�ϕ + Scalϕ = Ŝcalϕκ+1,

ϕ = ϕ0 sur ∂0M.

(1.1)

2. Prescription de la courbure moyenne de ∂0M (Théorème 3.5) : Soient H,Ĥ ∈ Ck−1,α(∂0M), avec Ĥ � 0, il
existe une unique solution ϕ ∈ Ck,α

0 telle que ϕ > 0 et ϕ →∂∞M 1 au problème de la prescription de la courbure
moyenne de ∂0M : ⎧⎪⎨⎪⎩

−4(n − 1)

n − 2
�ϕ + Scalϕ = Ŝcalϕκ+1,

2

n − 1
∇νϕ − Hϕ = −Ĥϕ

κ
2 +1 le long de ∂0M,

(1.2)

où ν désigne la normale à ∂0M sortant de M . De plus si Scal− Ŝcal ∈ Ck−2,α
δ pour un certain δ ∈ [0;n) alors

ϕ − 1 ∈ Ck,α
δ .

Signalons que le problème de la prescription de la courbure scalaire sur une variété à courbure négativement pincée
a été traité dans [4], ce cadre est cependant trop général pour espérer un contrôle de la fonction ϕ à l’infini. Pour des
valeurs δ � n, la fonction ϕ solution de l’équation de prescription de la courbure scalaire n’a plus nécessairement un
comportement asymptotique aussi fort que celui de Ŝcal − Scal, une obstruction importante est alors fournie par la
masse (voir [24,8], mais également [20]).

Dans une seconde partie, nous montrons l’existence de solutions à l’équation de Lichnerowicz avec la condition
au bord d’horizon apparent (passé et futur). Rappelons que l’équation de Lichnerowicz (correspondant à la première
ligne de 1.3) apparaît naturellement dans la construction de données initiales à courbure moyenne constante pour les
équations d’Einstein du vide (voir section 4) :

Théorème 1.2 (Construction de solutions de l’équation de Lichnerowicz contenant des horizons apparents). Soient
M une variété asymptotiquement hyperbolique de classe Cl,β avec l + β � 2 et τ ∈ [−1;1]. Fixons, pour chaque
composante connexe σi de ∂0M , un réel εi = ±1 (εi = −1 pour un horizon apparent futur et εi = +1 pour un
horizon apparent passé). Supposons de plus, lorsque τ = ±1, que, pour tout i tel que εi = −τ , l’invariant de Yamabe
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Y (σi) > 0. Soit L ∈ Ck−1,α
0 (M,T ∗2M) un 2-tenseur symétrique de trace nulle tel que |L|2g → 0 au voisinage de ∂∞M

et tel que εiLνiνi
� 0 sur ∂0M . Il existe une solution ϕ > 0 au problème :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

−4(n − 1)

n − 2
�ϕ + Scalϕ + n(n − 1)ϕκ+1 − |L|2gϕ−κ−3 = 0 sur M̊,

2(n − 1)

n − 2
∇νi

ϕ − Hiϕ = εi

[
Lνiνi

ϕ−1− α
2 − (n − 1)τϕ

α
2 +1] sur σi pour tout i,

(1.3)

où Scal est le scalaire de courbure de (M,g) et νi la normale à σi sortante (i.e. dirigée vers l’intérieur de l’horizon
apparent) avec ϕ → 1 au voisinage de ∂∞M . De plus si Scal+n(n − 1) ∈ Ck−2,α

δ et |L|2 ∈ Ck−2,α
δ avec δ ∈ [0;n),

alors ϕ − 1 ∈ Ck,α
δ .

Remarquons qu’avec nos conventions le cas εiτ = −1 correspond à un horizon apparent futur (resp. passé) dans
les hypersurfaces asymptotiquement isotropes qui sont des surfaces de Cauchy pour le développement en temps futur
(resp. passé). En p. 220 nous montrons que si l’invariant de Yamabe du bord n’est pas strictement positif, il peut ne
pas exister de solution à l’équation (1.3).

Notons que le problème sans bord a déjà été étudié dans [3]. Les horizons apparents sont la version « données
initiales » des horizons des évènements (voir par exemple [23]). Cette construction est la version asymptotiquement
hyperbolique des articles [9–11] et [19]. Le cas des variétés asymptotiquement hyperboliques permet en particulier
de construire des surfaces de Cauchy asymptotiquement isotropes dans une variété lorentzienne asymptotiquement
plate et des surfaces de Cauchy correspondant aux sections à courbure moyenne nulle des espaces asymptotiquement
anti-de Sitter. Signalons également que d’autres auteurs ont construit des métriques contenant des horizons apparents
par des techniques de recollement [22,18].

Lié à l’équation de Lichnerowicz, nous étudions finalement la construction de TT-tenseurs. Notre construction,
basée sur [17], permet d’obtenir l’intervalle des poids optimal pour l’existence de TT-tenseurs. Ceci nous permet de
construire des solutions des équations de contrainte en relativité générale :

Théorème 1.3. Soit (M,g) une variété asymptotiquement hyperbolique de classe Cl,β avec l + β � 2.

1. Soient L0 un 2-tenseur symétrique et sans trace avec L0 ∈ W
k−1,p
δ avec 2 � k � l, 1 < p < ∞ et

|δ + n−1
p

− n−1
2 | < n+1

2 , et b ∈ W
k−1− 1

p
,p

(∂0M,T ∗M). Il existe une unique 1-forme ψ ∈ W
k,p
δ (M,T ∗M) telle

que, si on définit L = L0 + Lψ�g − 2
n

div(ψ�)g, alors :
• L est un tenseur symétrique transverse et sans trace ;
• L(ν, .) = b sur ∂0M .

2. Soient L0 un 2-tenseur symétrique et sans trace avec L0 ∈ Ck−1,α
δ avec 2 � k + α � l, 0 < α < 1 et

|δ − n−1
2 | < n+1

2 , et b ∈ Ck−1,α(∂0M,T ∗M). Il existe une unique 1-forme ψ ∈ Ck,α
δ (M,T ∗M) telle que, si on

définit L = L0 + Lψ�g − 2
n

div(ψ�)g, alors :
• L est un tenseur symétrique transverse et sans trace ;
• L(ν, .) = b sur ∂0M .

Je remercie Erwann Delay, mon directeur de thèse, pour ses nombreux conseils et sa relecture attentive des versions
préliminaires de cet article. Je remercie également Piotr Chruściel et Marc Herzlich pour leurs commentaires qui m’ont
guidés tout au long de ce travail. Enfin, je suis reconnaissant envers Benoît Michel pour son aide sur le contre-exemple
de la section 5.

2. Préliminaires

L’objectif de cette section est de rappeler les résultats principaux de [15] et [17] ainsi que d’étendre la méthode de
monotonie au cas de sur- et sous-solutions au sens des distributions pour des conditions au bord non linéaires.
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2.1. Variétés asymptotiquement hyperboliques

Soit Mn une variété compacte à bord. On suppose que ∂M est séparé en deux parties ouvertes ∂∞M et ∂0M

(réunion de composantes connexes). On notera M = M̊ ∪ ∂0M . On appelle fonction définissante pour ∂∞M une
fonction lisse ρ :M → [0;∞) telle que ρ−1(0) = ∂∞M et dρ �= 0 le long de ∂∞M . Une métrique g sur M sera dite
conformément compacte de classe Cl,β si ρ2g s’étend en une métrique g ∈ Cl,β sur M . Un calcul simple montre alors
que, si g est conformément compacte de classe Cl,β avec l + β � 2, la courbure sectionnelle de g tend vers −|dρ|2g au
voisinage de ∂∞M . On dira donc que g est asymptotiquement hyperbolique si g est conformément compacte avec
|dρ|2g = 1 le long de ∂∞M . On notera par la suite Mσ = ρ−1((0;σ)) et Sσ = ρ−1(σ ). Sσ est une sous-variété si σ est
assez petit.

2.2. Espaces de fonctions

On fixe un fibré vectoriel géométrique (i.e. associé au fibré principal SO(M)) E sur M . Par la suite, on se fixe k � 0
un entier et 0 < α < 1. On définit tout d’abord l’espace Ck,α

(0)
. C’est l’ensemble des sections f :M → E de classe Ck,α

qu’on munit de la norme standard.
On définit ensuite l’espace de Sobolev W

k,p

0 (M,E). C’est l’espace de Sobolev des sections u ∈ Lp telles qu’au
sens des distributions, ∀j ∈ {0, . . . , k}, ∇(j)u ∈ Lp . On le munit de la norme :

‖u‖
W

k,p
0 (M,E)

=
(

k∑
j=0

∫
M

∣∣∇(j)u
∣∣p dμg

) 1
p

.

Puis l’espace de Sobolev à poids W
k,p
δ (M,E) = ρδW

k,p

0 (M,E) qu’on munit de la norme

‖u‖
W

k,p
δ (M,E)

= ∥∥ρ−δu
∥∥

W
k,p
0 (M,E)

.

On notera L
p
δ = W

0,p
δ .

Finalement nous définissons les espaces de Hölder à poids. On choisit tout d’abord un nombre fini de cartes
φ = (ρ, θ1, . . . , θn−1) au voisinage de ∂∞M , telles que les domaines de définition des φ recouvrent ∂∞M qu’on
complète avec un nombre fini de cartes dont le domaine de définition est précompact dans M . On note H l’espace hy-
perbolique vu comme le demi-espace de R

n {(x1, . . . , xn) | x1 > 0} muni de la métrique ghyp = 1
x2

1
geucl et on définit Br

la boule centrée en (1,0, . . . ,0) de rayon r dans H pour la métrique hyperbolique. Si M � p0 = φ−1(ρ0, θ
1
0 , . . . , θn−1

0 )

est l’image réciproque par une des cartes fixées, on définit les coordonnées de Möbius au voisinage en p0 par :

φr
p0

(p) =
(

ρ(p)

ρ0
,
θ1(p) − θ1

0

ρ0
, . . . ,

θn−1(p) − θn−1
0

ρ0

)
,

φr
p0

: (φr
p0

)−1(Br) → Br . On introduit ensuite la norme de Hölder :

‖u‖Ck,α
δ (M,E)

= sup
p0∈M

ρ−δ(p0)
∥∥((φ1

p0

)−1)∗
u
∥∥

Ck,α(B1)
.

L’espace Ck,α
δ (M,E) est alors l’espace des sections u ∈ Ck,α

loc telles que

‖u‖Ck,α
δ (M,E)

< ∞.

2.3. La méthode de monotonie

Pour résoudre l’équation de prescription de la courbure scalaire, nous utilisons la méthode de monotonie adaptée
pour prendre en compte des conditions au bord non linéaires telle qu’elle est décrite dans [19]. Cette méthode nous sera
également utile par la suite pour la résolution de l’équation de Lichnerowicz (voir section 5). Cependant, contrairement
à [19], nous regardons l’existence de solutions dans les espaces de Hölder à poids. Nos sur- et sous-solutions seront
des fonctions lipschitziennes, dérivables dans un voisinage du bord interne ∂0M , sur- et sous-solutions au sens des
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distributions. Dans tout ce paragraphe, nous fixons une variété (Mn,g) asymptotiquement hyperbolique de classe Cl,β

(l + β � 2), un entier k � 2 et α un réel, 0 < α < 1 tels que 2 < k + α � l + β . Supposons qu’on souhaite résoudre le
problème suivant :

−�ϕ = F(p,ϕ), (2.1)

où F :M × R
∗+ → R est une fonction de la forme F(p,ϕ) = ∑

i∈I ai(p)ϕβi avec I est un ensemble fini, βi ∈ R et

ai ∈ Ck,α
0 (M). Notons que si ∀i ∈ I , βi = 0 ou βi � 1, F se prolonge en une fonction dérivable à M × R+, ce qui sera

sous-entendu par la suite.

Proposition 2.1. On suppose qu’il existe deux fonctions ϕ+ et ϕ− appelées respectivement sur-solution et
sous-solution à valeurs dans (ε;∞) pour un certain ε > 0 petit (ou dans R+ dans le cas où les βi sont nuls ou
supérieurs ou égaux à 1), continues sur M , ϕ+ � ϕ−, telles que

∀ψ ∈ C 2
c (M̊), −

∫
M

ϕ+�ψ �
∫
M

ψF(p,ϕ+)

(
resp. −

∫
M

ϕ−�ψ �
∫
M

ψF(p,ϕ−)

)

alors, si on sait que (estimation a priori) si ϕ est solution avec ϕ− � ϕ � ϕ+, alors ϕ � ε > 0 pour un certain ε, on a :

1. Problème de Dirichlet le long de ∂0M

Soit h ∈ Ck,α(∂0M). Si ϕ− � h � ϕ+ sur ∂0M , il existe une fonction ϕ ∈ Ck,α
0 , ϕ− � ϕ � ϕ+, solution du problème

de Dirichlet : {−�ϕ = F(p,ϕ),

ϕ = h sur ∂0M.
(2.2)

2. Condition au bord ∂0M non linéaire
On se donne ici une fonction f : ∂0M × R

∗+ → R de classe Ck−1,α . On suppose de plus que ∂νϕ+ � f (p,ϕ+)

(resp. ∂νϕ− � f (p,ϕ−)) ∀p ∈ ∂0M . Alors il existe une fonction ϕ ∈ Ck,α
0 telle que ϕ− � ϕ � ϕ+ solution de :{−�ϕ = F(p,ϕ),

∂νϕ = f (p,ϕ) sur ∂0M.
(2.3)

Démontrons le second point, le premier étant plus simple. Notre démonstration est basée sur des lemmes issus
de [15]. Commençons par le lemme suivant :

Lemme 2.2 (Principe du maximum généralisé). Soient M une variété asymptotiquement hyperbolique et f ∈ C 2(M)

une fonction majorée. On suppose que f n’atteint pas son maximum en un point de ∂0M . Alors il existe une suite
pi ∈ M telle que

1. limi→∞ f (pi) = supM f ,
2. limi→∞ |∇f (pi)|g = 0,
3. lim supi→∞ �f (pi) � 0.

Pour la démonstration, nous renvoyons à [15, Théorème 3.5]. Celle-ci reste néanmoins proche de celle du
Lemme 3.2 qui s’en inspire.

Lemme 2.3. Soit δ ∈ R. Si A est assez grand, pour tous g ∈ Ck−2,α
δ (M) et h ∈ Ck−1,α(∂0M), il existe une unique

solution u ∈ Ck,α
δ à : {−�u + Au = g,

∂νu + Au = h sur ∂0M.
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Démonstration. Posons Ωi = ρ−1(( 1
2i ;∞)). Choisissant i assez grand, on peut supposer que ∂0M ⊂ Ωi . Ωi est

relativement compact donc le problème :{−�u + Au = g sur Ωi,

∂νu + Au = h sur ∂0M,

u = 0 sur ∂Ωi \ ∂0M

admet une unique solution ui ∈ Ck,α(Ωi). (On voit facilement que la seule solution du problème homogène est 0 et
l’opérateur est Fredholm d’index 0.) En constatant que si p0 ∈ Ωi , Blog 2(p0) ⊂ Ωi+1, on a, en utilisant les estimations
de Schauder internes [17, Lemme 4.8] et au niveau de ∂0M [14, Lemme 6.29] :

‖ui‖Ck,α
δ (Ωi−1)

� C
(‖g‖Ck−2,α

δ (Ωi)
+ ‖h‖Ck−1,α(∂0M) + ‖ui‖C 0,0

δ (Ωi)

)
� C

(‖g‖Ck−2,α
δ (M)

+ ‖h‖Ck−1,α(∂0M) + ‖ui‖C 0,0
δ (Ωi)

)
,

où C est une constante indépendante de i. Reste à estimer ‖ui‖C 0,0
δ (Ωi)

:

−�ρδ + Aρδ = −ρ2
(

�ρδ − (n − 2)

〈∇ρ

ρ
,∇ρδ

〉
ḡ

)
+ Aρδ

= −ρ2(δρδ−1�ρ + δ(δ − 1)|∇ρ|2ḡρδ−2 − (n − 2)δ|∇ρ|2ḡρδ−2)+ Aρδ

= (
δ(n − 1 − δ)|∇ρ|2ḡ + A − δρ�ρ

)
ρδ.

Donc si A est assez grand, on a −�ρδ + Aρδ � A
2 ρδ . Maintenant :

−�ui = −�

(
ρδ ui

ρδ

)
= − ui

ρδ
�ρδ −

〈
∇ρδ,∇ ui

ρδ

〉
g

− ρδ�
ui

ρδ
,

g − Aui = − ui

ρδ
�ρδ −

〈
∇ρδ,∇ ui

ρδ

〉
g

− ρδ�
ui

ρδ
,

g

ρδ
− A

ui

ρδ
= − ui

ρδ

�ρδ

ρδ
−

〈∇ρδ

ρδ
,∇ ui

ρδ

〉
g

− �
ui

ρδ
,

g

ρδ
= ui

ρδ

(
−�ρδ

ρδ
+ A

)
− δ

〈∇ρ

ρ
,∇ ui

ρδ

〉
g

− �
ui

ρδ
.

En distinguant les cas où | ui

ρδ | est maximal en un point intérieur à Ωi et le cas où le maximum est atteint sur ∂0M ,

on a alors que ‖ ui

ρδ ‖∞ � 2
A

‖ g

ρδ ‖∞ + 1
B

‖h‖∞ (où on a posé B = min∂0M(ρδA + δρδ−1∂νρ), B > 0 si A est assez

grand, ce qu’on supposera par la suite). Les fonctions ui sont donc bornées en norme C 2,α
δ sur les compacts de M .

Le théorème d’Ascoli et un procédé d’extraction diagonal permettent alors, par une méthode analogue à celle utilisée
dans la preuve de [15, Proposition 3.7], de trouver une fonction u ∈ C 0,0

δ (M) ∩ C 2,0
loc (M) qui satisfait à :{−�u + Au = g sur M,

∂νu + Au = h sur ∂0M.

On a alors u ∈ C 2,α
δ (M). Par le principe du maximum généralisé (Lemme 2.2), on constate que u est l’unique

solution de ce problème. Finalement en utilisant la régularité elliptique [17], on a u ∈ Ck,α
δ (M). �

Revenons maintenant à la preuve de la méthode de monotonie :

Démonstration de la méthode de monotonie (Proposition 2.1). Posons λ = minM ϕ− et Λ = maxM ϕ+.
Choissisons une constante A assez grande telle que, pour tout p ∈ M , les fonctions ϕ �→ Aϕ + F(p,ϕ) soient
croissantes sur [λ;Λ] de même que les fonctions ϕ �→ Aϕ + f (p,ϕ) pour tout p ∈ ∂0M et telle que le Lemme 2.3
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soit vérifié pour δ = 0. On peut alors définir une suite (ϕi)i de fonctions telles que ϕ0 = ϕ+ et telles que ϕi+1 soit
l’unique solution dans C 2,α

0 (M) de : {−�ϕ + Aϕ = Aϕi + F(p,ϕi) sur M,

∂νϕ + Aϕ = Aϕi + f (p,ϕi) sur ∂0M.

L’existence et l’unicité de ϕi+1 sont garanties par le Lemme 2.3. La suite des fonctions ϕi est décroissante et
minorée par ϕ−. En effet, montrons par exemple qu’on a ϕ1 � ϕ0 = ϕ+. Ceci revient au même que montrer que la
fonction ϕ1 −ϕ0 est partout négative. Supposons par l’absurde qu’il existe un point p ∈ M tel que ϕ1(p)−ϕ0(p) > 0.
On a trois cas :

• Soit le supremum de ϕ1 − ϕ0 est atteint en un point p ∈ ∂0M . Dans ce cas ∂ν(ϕ1 − ϕ0) � 0. Mais
∂νϕ1 + Aϕ1 = f (p,ϕ0) + Aϕ0 � ∂νϕ0 + Aϕ0. Ce qui impose A(ϕ0 − ϕ1) � 0 : absurde.

• Soit le supremum de ϕ1 −ϕ0 est atteint en un point intérieur à M et il existe 0 < ε < supM(ϕ1 −ϕ0) et un compact
K ⊂ M̊ tels que sur M \ K , ϕ1 − ϕ0 � supM(ϕ1 − ϕ0) − ε. Dans ce cas :∫

M

(−�ψ + Aψ)(ϕ1 − ϕ0) � 0 ∀ψ ∈ C 2,0
c .

Comme ϕ0 et ϕ1 sont localement lipschitziennes et ψ = 0 au voisinage de ∂M , on a :∫
M

(〈∇ψ,∇(ϕ1 − ϕ0)
〉+ Aψ(ϕ1 − ϕ0)

)
� 0.

Par densité, ce résultat reste vrai pour toute fonction ψ lipschitzienne à support compact. En particulier pour
ψε = max{ϕ1 − ϕ0 − ε

2 ,0} :∫
{ϕ1�ϕ0− ε

2 }

(∣∣∣∣∇(
ϕ1 − ϕ0 − ε

2

)∣∣∣∣2 + A

(
ϕ1 − ϕ0 − ε

2

)2)
=

∫
M

(|∇ψε |2 + Aψ2
ε

)
� 0

absurde car ψε �= 0.
• Sinon, le supremum est atteint à l’infini, posons F = supM(ϕ1 − ϕ0) − (ϕ1 − ϕ0). Il existe une suite de points

pi ∈ M telle que F(pi) → 0. Par hypothèse, cette suite sort de tout compact de M . Quitte à extraire une
sous-suite, on peut supposer que pi → p̂ ∈ ∂∞M . On choisit alors une carte (ρ, θ1, . . . , θn−1) au voisinage
de p̂. Posons ensuite ri = ρ(pi)

2 et

gi(p) = 1 − (ρ(p) − ρ(pi))
2 +∑

j (θ
j (p) − θj (pi))

2

r2
i

.

On a max{gi�0} |∂αgi | � 2
ri

, max{gi�0} |∂α∂βgi | � 2
r2
i

donc sup{gi�0} |dgi |g � C, sup{gi�0} |�gi |g � C où C est

une constante indépendante de i. Soit qi un point où F
gi

atteint son minimum dans {gi � 0}. F(qi) � gi(qi )
gi (pi )

F (pi) �
F(pi) donc F(qi) → 0. On définit ensuite hi = max{0, εi − F

gi
} où min{gi�0} F

gi
< εi < 2 min{gi�0} F

gi
. On a alors :

A sup(ϕ1 − ϕ0)

∫
M

hi �
∫
M

(〈∇hi,∇F 〉 + AFhi

)
�

∫
M

(〈
∇hi,∇ F

gi

〉
gi + 〈∇hi,∇gi〉F

gi

+ AFhi

)

�
∫
M

(−|∇hi |2ggi − 〈∇h2
i ,∇gi

〉+ εi〈∇hi,∇gi〉
)

�
∫ (−|∇hi |2ggi + 〈

h2
i ,�gi

〉− εi〈hi,�gi〉
)
.

M
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On en déduit en particulier que, pour une certaine constante C > 0,

0 <

∫
M

hi � Cεi

∫
M

hi

absurde car εi → 0.

On a donc montré que ϕ1 � ϕ0 partout. On a donc Aϕ1 + F(p,ϕ1) � Aϕ0 + F(p,ϕ0) et
Aϕ1 + f (p,ϕ1) � Aϕ0 + f (p,ϕ0). Par récurrence, on voit que la suite ϕi est décroissante et une preuve analogue à
la précédente montre que ϕi � ϕ−. Montrons maintenant que la suite ϕi est bornée dans C 2,α

0 . Pour cela, constatons
qu’on a l’inégalité suivante dont la preuve est directe :∥∥f (p,ϕi)

∥∥
C1,α(∂0M)

� C‖f ‖C 1,α(∂0M×[λ;Λ])
(
1 + ‖ϕi‖C 1,α(∂0M)

)2
,

on en déduit alors l’inégalité suivante :

‖ϕi+1‖C 2,α
0 ((M)

� C
(‖−�ϕi+1 + Aϕi+1‖C 0,α

0 (M)
+ ‖∂νϕi+1 + Aϕi+1‖C 1,α(∂0M) + ‖ϕi+1‖C 0,0

0 (M)

)
� C

(∥∥F(p,ϕi) + Aϕi

∥∥
C 0,α

0 (M)
+ ∥∥f (p,ϕi) + Aϕi

∥∥
C 1,α(∂0M)

+ ‖ϕi+1‖C 0,0
0 (M)

)
� C′(‖ϕi‖C 0,α

0 (M)
+ (‖ϕi‖C 1,α(∂0M) + 1

)2 + ‖ϕi+1‖C 0,0
0 (M)

)
,

où pour obtenir la seconde ligne, on a utilisé le fait que F est uniformément lipschitzienne en ϕ pour λ � ϕ � Λ.
Nous ne pouvons pas utiliser directement l’inégalité d’interpolation pour majorer ‖ϕi+1‖C 2,α

0 (M)
à cause du terme

quadratique dans l’inégalité précédente. Il nous faut majorer ‖ϕi‖C 1,α(∂0M). Montrons tout d’abord comment cette
majoration permet de conclure. Reprenant l’inégalité précedente, on en déduit :

‖ϕi+1‖C 2,α
0

� C′′(‖ϕi‖C 0,α
0

+ 1
)

� C(3)
μ

(‖ϕi‖C 0,0
0

+ 1
)+ μ‖ϕi‖C 2,α

0
[14, Lemme 6.35]

� C(3)
μ

(‖ϕ+‖C 0,0
0

+ 1
)+ μ‖ϕi‖C 2,α

0
.

Choisissant μ ∈ (0;1), on obtient alors par récurrence que ‖ϕi‖C 2,α
0

est borné indépendamment de i :

‖ϕi‖C 2,α
0

�
C

(3)
μ (‖ϕ+‖C 0,0

0
+ 1)

1 − μ

(
1 − μi

)+ μi‖ϕ+‖C 2,α
0

�
C

(3)
μ (‖ϕ+‖C 0,0

0
+ 1)

1 − μ
+ ‖ϕ+‖C 2,α

0
.

En utilisant les théorèmes d’Ascoli et de Dini, ϕ∞ = infi ϕi est une fonction C 2,α
loc sur M et ϕi converge en norme

C 2,α sur tout compact de M . On a alors que ∂νϕ∞ = f (p,ϕ∞) et −�ϕ∞ = F(p,ϕ∞). On en déduit que ϕ∞ ∈ C 2,α
0 .

En utilisant le Lemme 2.3, on obtient alors1 ϕ∞ ∈ Ck,α
0 .

Montrons finalement comment majorer ‖ϕi‖C 1,α(∂0M). Pour cela, choisissons Ω , Ω ′ des ouverts réguliers, rela-
tivement compacts de M tels que ∂0M ⊂ Ω et Ω � Ω ′. L’estimation a priori pour les espaces de Sobolev sur Ω

s’écrit :

‖ϕi+1‖W 2,p(Ω) � C
(‖−�ϕi+1 + Aϕi+1‖Lp(Ω) + ‖∂νϕi+1 + Aϕi+1‖

W
1− 1

p ,p
(∂0M)

+ ‖ϕi+1‖Lp(Ω ′)
)
.

Pour p = n
1−α

, on a l’injection de Sobolev W 2,p(Ω) ↪→ C 1,α(Ω), et :

1 C’est ici qu’intervient l’hypothèse ϕ � ε > 0. En effet ϕ �→ ϕβi n’est pas borné en norme Ck,α sur R
∗+ si βi < k + α.
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‖ϕi+1‖C 1,α(Ω) � C′(∥∥F(p,ϕi) + Aϕi

∥∥
Lp(Ω)

+ ∥∥f (p,ϕi) + Aϕi

∥∥
W

1− 1
p ,p

(∂0M)
+ ‖ϕi+1‖Lp(Ω ′)

)
� C′′( sup

p∈Ω

∣∣F (
p,ϕi(p)

)+ Aϕi(p)
∣∣+ ∥∥f (p,ϕi) + Aϕi

∥∥
C1,0(∂0M)

+ sup
p∈Ω ′

∣∣ϕi+1(p)
∣∣)

� C′′( sup
p∈Ω

∣∣F (
p,ϕ+(p)

)+ Aϕ+(p)
∣∣+ sup

p∈Ω ′

∣∣ϕ+(p)
∣∣

+ ‖f ‖C 1,0(∂0M×[m,M])
(
1 + ‖ϕi‖C 1,0(∂0M)

))
� C(3)

(
1 + ‖ϕi‖C 1,0(Ω)

)
.

En appliquant, comme précédemment, l’inégalité d’interpolation [14, Lemme 6.35], on obtient :

‖ϕi+1‖C 1,α(Ω) � μ‖ϕi‖C 1,α(Ω) + C(3)
μ

(
1 + ‖ϕi‖C 0,0(Ω)

)
� μ‖ϕi‖C 1,α(Ω) + C(3)

μ

(
1 + ‖ϕ+‖C 0,0(Ω)

)
.

Un raisonnement identique au précédent permet de conclure que les ‖ϕi‖C 1,α(Ω), donc en particulier les
‖ϕi‖C 1,α(∂0M) sont bornés. �
3. Résolution de l’équation de prescription de la courbure scalaire

Nous regardons ici le problème de l’existence et de l’unicité de solutions à l’équation :

−4(n − 1)

n − 2
�ϕ + Scalϕ = Ŝcalϕκ+1 (3.1)

sur une variété M asymptotiquement hyperbolique. Scal désigne ici la courbure scalaire de la métrique g et Ŝcal, la
courbure scalaire de ĝ = ϕκg avec κ = 4

n−2 , est une fonction donnée.

3.1. Problème de Dirichlet le long de ∂0M

3.1.1. Existence et unicité de la solution
On regarde ici le cas où on prescrit ϕ = ϕ0 le long de ∂0M (ϕ0 > 0). On va montrer le théorème suivant :

Théorème 3.1 (Solutions de l’équation de prescription de la courbure scalaire avec condition au bord de Dirichlet).
Soient deux fonctions Scal, Ŝcal ∈ Ck−2,α

0 (M) (k +α � l +β) avec Ŝcal < 0 et telles que Scal, Ŝcal →∂∞M −n(n−1)

et ϕ0 > 0 une fonction Ck,α sur ∂0M alors il existe une solution unique ϕ ∈ Ck,α
0 telle que ϕ > 0 et ϕ →∂∞M 1, au

problème de Dirichlet : ⎧⎨⎩−4(n − 1)

n − 2
�ϕ + Scalϕ = Ŝcalϕκ+1,

ϕ = ϕ0 sur ∂0M.

(3.2)

Ce théorème utilise le lemme suivant :

Lemme 3.2. Soit f : M → R une fonction C 2 bornée. Il existe une suite (pi)i∈N, pi ∈ M telle que

1. f (pi) → lim sup∂∞M f ;
2. |∇f (pi)|g → 0 ;
3. lim supi→∞ �f (pi) � 0.

Démonstration. On choisit une suite de points qi ∈ M 1
i

tels que supM 1
i

f − f (qi) � 1
i
. On a donc

f (qi) → lim sup∂ M f . Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que qi converge vers un point q̂ ∈ ∂∞M .
∞
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On pose ensuite Fi = supM 1
i

(f ) + 1
i

− f , ainsi Fi � 1
i

sur M 1
i
. Comme précédemment, on introduit une carte

(ρ, θ1, . . . , θn−1) au voisinage de q̂ , on pose ensuite ri = ρ(qi )
2 , et

gi(p) = 1 − (ρ(p) − ρ(qi))
2 +∑

j (θ
j (p) − θj (qi))

2

r2
i

.

On a max{gi�0} |∂αgi | � 2
ri

, max{gi�0} |∂α∂βgi | � 2
r2
i

donc sup{gi�0} |dgi |g � C, sup{gi�0} |�gi |g � C où C est

une constante indépendante de i. On choisit ensuite un point pi ∈ {gi > 0} tel que Fi

gi
(pi) soit minimal. Remarquons

que Fi

gi
→gi→0+ ∞ donc le minimum est atteint. En un tel point 0 � Fi

gi
(pi) � Fi(qi) � 2

i
par conséquent on a encore

f (pi) → lim sup∂∞M f . On a ensuite :

0 = ∇ log

(
Fi

gi

)
(pi) = ∇Fi

Fi

(pi) − ∇gi

gi

(pi).

Donc |∇f |g(pi) = |∇Fi |g(pi) = |Fi

gi
|(pi)|∇gi |g(pi) � 2C

i
→ 0. Ensuite, 0 � � log(

Fi

gi
)(pi) = �Fi

Fi
(pi)− �gi

gi
(pi).

On en déduit que −�f (pi) = �Fi � Fi�gi

gi
(pi) → 0. Ce qui montre que lim supi→∞ �f (pi) � 0. �

Démonstration du Théorème 3.1. La démonstration de ce théorème repose sur la méthode de monotonie
(Proposition 2.1). L’hypothèse Ŝcal < 0 implique que ϕ+ = Λ avec Λ grand est une sur-solution. On peut suppo-
ser de plus que Λ � ϕ0. De même ϕ− = 0 est une sous-solution naturelle. Cependant, c’est également une solution et
il faut s’assurer que la méthode de monotonie ne converge pas vers cette solution. Nous allons donc modifier ϕ− au
voisinage de ∂∞M pour obtenir une solution ϕ telle que ϕ →∂∞M 1. Pour cela, on introduit :

ϕσ = max{σ − ρ,0}. (3.3)

Sur Mσ , si σ est assez petit, on a :

−4(n − 1)

n − 2
�ϕσ + Scalϕσ = −4(n − 1)

n − 2
ρ2

(
−�ρ + (n − 2)

|∇ρ|2ḡ
ρ

)
+ Scal(σ − ρ)

= −4(n − 1)

n − 2

(−ρ2�ρ + (n − 2)ρ|∇ρ|2ḡ
)

︸ ︷︷ ︸
�0 si σ assez petit

+Scal(σ − ρ)

� Scal(σ − ρ)

� Ŝcal(σ − ρ)κ+1.

La dernière inégalité provient du fait que Scal, Ŝcal →∂∞M −n(n − 1) donc minMσ
Scal
Ŝcal

→σ→0 1. On peut donc

choisir σ > 0 assez petit tel que (σ − ρ)κ � σκ � minMσ
Scal
Ŝcal

. Ce qui montre que ϕσ est une sous-solution sur Mσ

pour σ > 0 assez petit. Fixons un tel σ > 0. Quitte à diminuer σ , on peut supposer de plus que dρ est partout non nul
sur M2σ . Soit ψ ∈ C 2

c (M) une fonction test, on a :∫
M

(−�ψ)ϕσ =
∫
M

〈∇ψ,∇ϕσ 〉g (ϕσ est lipschitzienne)

=
∫

Mσ

〈∇ψ,∇ϕσ 〉g +
∫

M\Mσ

〈∇ψ,∇ϕσ 〉g

= lim
σ1→0+

( ∫
Mσ−σ1

(−�ϕσ )ψ +
∫

{ρ=σ−σ1}
ψ∇Nσ−σ1

ϕσ

+
∫

M\Mσ+σ

(−�ϕσ )ψ −
∫

{ρ=σ+σ1}
ψ∇Nσ+σ1

ϕσ

)

1
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� −
∫

Mσ

(ψ�ϕσ ) −
∫

M\Mσ

(ψ�ϕσ )

� n − 2

4(n − 1)

∫
M

(−Scalϕσ + Ŝcalϕκ+1
σ

)
ψ,

où on a noté, pour σ ′ ∈ (0;2σ), Nσ ′ la normale unitaire à l’hypersurface {ρ = σ ′} pointant dans la direction ρ

croissant : dρ(Nσ ′) > 0. Ainsi ϕσ est une sous-solution au sens des distributions. Il existe donc une solution au
problème de Dirichlet (3.2). Il faut maintenant vérifier que ϕ → 1 sur ∂∞M . Or il existe une suite pi ∈ M telle
que limi→∞ ϕ(pi) = lim sup∂∞M ϕ, lim supi→∞ �ϕ(pi) � 0. On en déduit, en regardant l’équation (3.1) en pi et en
passant à la limite :

lim
i→∞ Scalϕ(pi) � lim

i→∞ Ŝcalϕ(pi)
κ+1,

donc

−n(n − 1) lim sup
∂∞M

ϕ � −n(n − 1) lim sup
∂∞M

ϕκ+1,

ainsi 0 � lim sup∂∞M ϕ � 1. De la même façon, on peut trouver une suite p′
i ∈ M telle que

limi→∞ ϕ(p′
i ) = lim inf∂∞M ϕ, lim infi→∞ �ϕ(p′

i ) � 0. On trouve alors lim inf∂∞M ϕ = 0 ou lim inf∂∞M ϕ � 1. Ce-
pendant le premier cas est impossible car ϕ � ϕσ et lim∂∞M ϕσ = σ > 0. Ce qui montre ϕ → 1 au niveau de ∂∞M .
Par le principe du maximum de Hopf (voir par exemple [14, Théorème 3.5]), ϕ > 0. Ceci permet de montrer que
ϕ � ε > 0 pour ε assez petit, ce qui est l’estimation a priori nécessaire pour montrer la régularité de ϕ : ϕ ∈ Ck,α

0 .
Suivant [12], on peut maintenant poser ϕ = eθ . θ vérifie l’équation :

−4(n − 1)

n − 2

(
�θ + |∇θ |2g

)+ Scal = Ŝcal eκθ .

Supposons maintenant qu’on a deux solutions θ1, θ2 de cette équation telles que θ1 = θ2 = 0 sur ∂∞M , θ1 = θ2 sur
∂0M , on a alors en soustrayant :

−4(n − 1)

n − 2

(
�(θ1 − θ2) + 〈∇(θ1 + θ2),∇(θ1 − θ2)

〉
g

) = Ŝcal
(
eκθ1 − eκθ2

)
.

Or :

eκθ1 − eκθ2 = κ

θ1∫
θ2

eκθ dθ = (θ1 − θ2)κ

1∫
0

eκθx dx

︸ ︷︷ ︸
�0

en posant θx = (1 − x)θ2 + xθ1.

On conclut alors par le principe du maximum classique que θ2 = θ1. La solution du problème de Dirichlet est
donc unique. �
3.1.2. Comportement au voisinage de ∂∞M

Nous souhaitons maintenant étudier le comportement de la solution ϕ au voisinage de ∂∞M . On a le théorème
suivant :

Théorème 3.3 (Comportement à l’infini des solutions de l’équation de prescription de la courbure scalaire). Soient
δ ∈ (0, n) et Scal, Ŝcal ∈ Ck,α

0 tels que{
Scal, Ŝcal → −n(n − 1) au voisinage de ∂∞M,

Scal − Ŝcal ∈ Ck−2,α
δ

alors la solution ϕ de (3.2) est dans 1 + Ck,α
δ .

La démonstration de ce théorème repose sur le lemme suivant :
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Lemme 3.4. Si σ est assez petit,

• Si Λ ∈ R, Λ > 1, il existe une sur-solution ϕ+ ∈ 1 + Ck,α
δ de (3.1) sur Mσ avec ϕ+|Sσ = Λ.

• Si 0 � λ < 1, si on a l’inégalité 4(δ+1)(n−δ)
n−2 > nAκ+1(1 − λ) avec Ap = max{p,

p(p−1)
2 }, il existe une

sous-solution ϕ− ∈ 1 + Ck,α
δ avec ϕ−|Sσ = λ.

Montrons tout d’abord comment ce lemme implique le théorème. Pour cela posons :⎧⎨⎩
Λσ = sup

Mσ

ϕ,

λσ = inf
Mσ

ϕ.

Comme ϕ = 1 sur ∂∞M , Λσ ,λσ → 1 quand σ → 0. On peut donc supposer que λσ vérifie l’inégalité
4(δ+1)(n−δ)

n−2 > nAκ+1(1 − λσ ). Le lemme fournit alors des fonctions ϕ±, définies sur Mσ ′ avec σ ′ � σ , valant res-
pectivement Λσ et λσ sur Mσ ′ soient des sur- et sous-solutions. En utilisant, comme pour l’unicité de la solution (à la
fin de la preuve du Théorème 3.1), les inéquations vérifiées par logϕ et logϕ±, on obtient ϕ− � ϕ � ϕ+ ce qui montre
que ϕ − 1 ∈ C 0,0

δ . On réécrit alors l’équation (3.1) sous la forme :

−4(n − 1)

n − 2
�(ϕ − 1) +

(
Scal − Ŝcal(κ + 1)

1∫
0

(
xϕ + (1 − x)

)κ
dx

)
(ϕ − 1) = Ŝcal − Scal. (3.4)

On a alors (Scal− Ŝcal(κ + 1)
∫ 1

0 (xϕ + (1 − x))κ dx) ∈ Ck−2,α
0 . Finalement, par régularité elliptique (voir

[17, Lemme 4.8]), on obtient ϕ − 1 ∈ Ck,α
δ .

Démonstration du Lemme 3.4. Nous allons naturellement chercher des fonctions de la forme :{
ϕ+ = 1 + Kρδ,

ϕ− = 1 − kρδ.

Pour cela, calculons �ρδ :

�ρδ = ρ2
(

�ρδ − (n − 2)

〈∇ρ

ρ
,∇ρδ

〉
ḡ

)
= δ(δ − n + 1)ρδ|∇ρ|2ḡ + δρδ+1�ρ.

ϕ+ est une sur-solution si :

−4(n − 1)

n − 2
�ϕ+ + Scalϕ+ � Ŝcalϕκ+1+ ,

−4(n − 1)

n − 2
�u+ + Scalu+ � Ŝcal

(
(1 + u+)κ+1 − 1

)︸ ︷︷ ︸
convexe en u+

+ Ŝcal−Scal,

où on a posé u+ = ϕ+ − 1 = Kρδ . Ce sera le cas si :

−4(n − 1)

n − 2
�u+ + Scalu+ � (κ + 1) Ŝcalu+ + Ŝcal−Scal,

−4(n − 1)

n − 2
�u+ + (

Scal− (κ + 1) Ŝcal
)
u+ � Ŝcal−Scal.

Or :

−4(n − 1)

n − 2
�u+ + (

Scal− (κ + 1) Ŝcal
)
u+

=
[
−4(n − 1)(

δ(δ − n + 1)|∇ρ|2ḡ + δρ�ρ
)+ (

Scal− (κ + 1) Ŝcal
)]

Kρδ
n − 2
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=
[
−4(n − 1)

n − 2
δ(δ − n + 1) + κn(n − 1) + o(1)

]
Kρδ

=
[

4(n − 1)

n − 2
(δ + 1)(n − δ) + o(1)

]
Kρδ.

Si on choisit σ assez petit, on peut donc supposer que, sur Mσ :

−4(n − 1)

n − 2
�u+ + (

Scal− (κ + 1) Ŝcal
)
u+ � 2(n − 1)

n − 2
(δ + 1)(n − δ)Kρδ.

Si K est assez grand, on a alors :

−4(n − 1)

n − 2
�u+ + (

Scal− (κ + 1) Ŝcal
)
u+ � Ŝcal−Scal.

On veut ensuite que sur Sσ , ϕ+ = Λ ce qui conduit à choisir K = Λ−1
σ δ mais, quitte à diminuer σ ou à augmenter K ,

on peut supposer que c’est le cas.
Pour trouver une sous-solution, il va nous falloir majorer (1 + u−)κ+1 − 1 pour u− ∈ [−1,0] (où comme précé-

demment, on a posé ϕ− = 1 + u− avec u− = −kρδ). Admettons pour l’instant l’inégalité suivante :

(1 + u−)κ+1 − 1 − (κ + 1)u− � Aκ+1u
2−. (3.5)

On a :

Ŝcal
[
(1 + u−)κ+1 − 1

]
� Ŝcal

[
(κ + 1)u− + Aκ+1u

2−
]
.

u− étant minimal en ρ = σ , u− � λ − 1 et u2− � (λ − 1)u− :

Ŝcal
[
(1 + u−)κ+1 − 1

]
� Ŝcal

[
(κ + 1)u− − Aκ+1(1 − λ)u−

]
.

Comme précédemment, on aura une sous-solution si :

−4(n − 1)

n − 2
�u− + Scalu− � Ŝcal

[
(κ + 1)u− − Aκ+1(1 − λ)u−

]+ Ŝcal−Scal.

Or :

−4(n − 1)

n − 2
�u− + Scalu− − Ŝcal

[
(κ + 1)u− − Aκ+1(1 − λ)u−

]
= −

[
4(n − 1)

n − 2
(δ + 1)(n − δ) − n(n − 1)Aκ+1(1 − λ) + o(1)

]
kρδ.

Si σ est assez petit, on peut supposer que

Ŝcal−Scal � −εkρδ

pour un certain ε > 0. Donc si k est assez grand, ϕ− est une sous-solution et, comme précédemment, on peut supposer
que ϕ− = σ le long de Sσ .

Démontrons maintenant l’inégalité (3.5). Pour cela dinstingons deux cas :

1. Si κ � 1, la fonction x �→ (1 + x)κ − 1 est convexe donc elle est toujours au dessus de sa tangente en x = 0,
(1 + x)κ − 1 � κx. En intégrant cette inégalité entre u− et 0, on obtient (3.5).

2. Si 0 � κ � 1, ∀x ∈ [−1;0] la fonction κ �→ (1 + x)κ+1 − 1 − (κ + 1)x − (κ + 1)x2 est convexe et négative pour
κ = 0 et κ = 1. On en déduit donc l’inégalité (3.5) pour 0 � κ � 1. �

3.2. Prescription de la courbure moyenne de ∂0M

Sous une transformation conforme, la courbure moyenne varie de la manière suivante2 :

2

n − 1
∇νϕ − Hϕ = −Ĥϕ

κ
2 +1.

2 La courbure extrinsèque est définie par rapport à la normale N pointant vers l’intérieur de M alors que ν est dirigé dans l’autre sens (convention
E.D.P.) c’est ce qui explique les signes moins.
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On constate que la fonction ϕ− construite précédemment (équation (3.3)) reste une sous-solution pour ce problème
au bord. On souhaite ensuite trouver une sur-solution. Pour cela, constatons qu’on peut toujours supposer qu’on a
H � 0 sur ∂0M . En effet, il suffit d’effectuer une première transformation conforme non triviale uniquement dans un
voisinage du bord ∂0M . La fonction ϕ+ = Λ constante est donc une sur-solution si Λ est assez grand. On a alors le
théorème suivant :

Théorème 3.5 (Solutions de l’équation de prescription de la courbure scalaire avec courbure moyenne du bord
donnée). Sous les hypothèses du Théorème 3.1, si Ĥ ∈ Ck−1,α(∂0M), Ĥ � 0, il existe une unique solution ϕ ∈ Ck,α

0
telle que ϕ > 0 et ϕ →∂∞M 1 au problème de la prescription de la courbure scalaire avec courbure moyenne au bord
donnée : ⎧⎪⎨⎪⎩

−4(n − 1)

n − 2
�ϕ + Scalϕ = Ŝcalϕκ+1,

2

n − 1
∇νϕ − Hϕ = −Ĥϕ

κ
2 +1 le long de ∂0M.

(3.6)

De plus si on a, pour un certain δ ∈ (0, n), Scal− Ŝcal ∈ Ck−2,α
δ , alors ϕ ∈ 1 + Ck,α

δ .

Démonstration. La démonstration est similaire à celle faite pour le problème de Dirichlet. Nous n’indiquons donc
que les différences entre les deux preuves. Posons γ = min{α, κ

2 }, la fonction f (p,ϕ) = H(p)ϕ − Ĥϕ1+ κ
2 est de

classe C 1,γ sur ∂0M × R
∗+. La méthode de monotonie fournit alors une solution ϕ ∈ C 1,γ

0 (M), ϕ →∂∞M 1. On
sait que ϕ > 0 sur M̊ . Donc ϕ peut être nulle uniquement sur ∂0M . Cependant, en un tel point, on doit avoir
0 = Hϕ − Ĥϕ

κ
2 +1 = 2

n−2∇Nϕ < 0 absurde. Ce qui permet de conclure que ϕ − 1 ∈ Ck,α
0 (M). On peut donc comme

précédemment poser ϕ = eθ . Si ϕ1 et ϕ2 sont deux solutions de (3.6) alors θ1 − θ2 satisfait à :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−4(n − 1)

n − 2

(
�(θ1 − θ2) + 〈∇(θ1 + θ2),∇(θ1 − θ2)

〉
g

) = (θ1 − θ2)κ

1∫
0

eκθx dx,

2

n − 2
∇ν(θ1 − θ2) + Ĥ

n − 2

2

1∫
0

e
κ
2 ((1−x)θ1+xθ2) dx

︸ ︷︷ ︸
�0

(θ1 − θ2) = 0 le long de ∂0M,

θ1 − θ2 = 0 le long de ∂∞M.

On a donc θ1 = θ2 (la démonstration est analogue à celle du Lemme 2.3) et ϕ est unique. �
4. Construction de solutions des équations de contrainte avec des horizons apparents

4.1. La méthode Choquet–Bruhat–Lichnerowicz–York

L’objectif de ce paragraphe est, principalement, de fixer les notations. Nous renvoyons à [5] pour plus de détails.
Les données initiales pour le problème de Cauchy en relativité générale sont une variété riemanienne (M,g), et un
2-tenseur symétrique K sur M qui s’interprète comme la seconde forme fondamentale du plongement de M dans M,
la solution des équations d’Einstein correspondant à ces données initiales. Par convention, on choisit ici

K(X,Y ) = 〈∇XT ,Y 〉,
où T est le vecteur unitaire futur, normal à M . K est relié, dans l’analyse hamiltonienne de la relativité générale, au
moment πij conjugué à la métrique gij par :

πij = ∂L
∂(∂g )

= √
g
(
Kij − gijK

)
.

ij
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Voir par exemple [7]. Ce système est contraint et les données initiales doivent vérifier les équations suivantes3 :

Scalg −2Λc − |K|2g + (trg K)2 = 0 (contrainte hamiltonienne) (4.1)

divg K − d(trg K) = 0 (contraintes moment) (4.2)

où Λc est la constante cosmologique et (divg K)j = ∇ iKij . Décomposons K en deux parties : K = τg + L où
τ = 1

n
trg K et L est un tenseur symétrique sans trace. L’équation (4.2) devient alors :

divg L − (n − 1) dτ = 0.

Si l’on suppose que τ est une constante, ce qui signifie qu’on impose à notre surface de Cauchy d’être à courbure
moyenne constante, on obtient donc que divg L = 0. Cette condition est naturelle, voir par exemple [13]. L est donc
un TT-tenseur. Il existe une bijection simple entre les TT-tenseurs de deux métriques conformément équivalentes :

Proposition 4.1. Si L est un TT-tenseur pour g alors L̂ = ϕ−2L est un TT-tenseur pour ĝ = ϕκg où κ = 4
n−2 .

Ceci suggère la construction suivante. On choisit τ une constante, g une métrique sur M et L un TT-tenseur
pour g. On cherche ensuite une fonction ϕ > 0 telle que ĝ = ϕκg, K̂ = ϕ−2L + τ ĝ soit une solution des équations de
contraintes. L’équation (4.1) donne pour ϕ l’équation de Lichnerowicz :

−4(n − 1)

n − 2
�ϕ + Scalϕ − |L|2gϕ−κ−3 + (

n(n − 1)τ 2 − 2Λc

)
ϕκ+1 = 0. (4.3)

Nous allons nous intéresser au cas où la constante cosmologique Λc est négative ou nulle et (n(n − 1)τ 2 − 2Λc) > 0.
Par un changement d’echelle, on voit qu’on peut supposer n(n − 1)τ 2 − 2Λc = n(n − 1). En particulier |τ | � 1. Ce
cas inclut, par exemple, les hypersurfaces asymptotiquement isotropes d’une variété asymptotiquement lorentzienne
pour lesquelles Λc = 0 et τ = ±1 (τ = +1, resp. −1, pour les hypersurfaces de Cauchy pour le développement en
temps futur, resp. passé) et le cas τ = 0, 2Λc = −n(n − 1), des hypersurfaces de Cauchy à courbure moyenne nulle
dans un espace–temps asymptotiquement anti-de Sitter.

4.2. La condition au bord d’horizon apparent

Soit (M,g) une variété asymptotiquement hyperbolique avec un bord interne (éventuellement vide). On pose :

∂0M =
⋃
i

σi,

où les σi représentent les composantes connexes de ∂0M . Pour chaque σi , on fixe εi = ±1 qui correspond au choix
d’une la condition d’horizon apparent futur (εi = −1) ou passé (εi = +1). Sous une transformation conforme, la trace
de la seconde forme fondamentale Hi de σi devient :

Ĥi = ϕ− κ
2

(
Hi + 2

n − 1

n − 2

∇Ni
ϕ

ϕ

)
, (4.4)

où Ni est la normale sortante de l’horizon, i.e. pointant vers l’intérieur de M . La condition d’horizon apparent pour
σi s’écrit (voir par exemple [23, section 12.2]) :

Ĥi = εi t̂rσi
K̂,

ϕ− κ
2

(
Hi + 2

n − 1

n − 2

∇Ni
ϕ

ϕ

)
= εi

[
(n − 1)τ + ϕ−2 t̂rσi

L
]
,

2(n − 1)

n − 2
∇Ni

ϕ + Hiϕ = εi

[
(n − 1)τϕ

κ
2 +1 − L(Ni,Ni)ϕ

−1− κ
2
]
.

Si on pose νi = −Ni , on a donc :

2(n − 1)

n − 2
∇νi

ϕ − Hiϕ = εi

[
Lνiνi

ϕ−1− κ
2 − (n − 1)τϕ

κ
2 +1]. (4.5)

3 Par la suite, nous ne considèrerons que les équations d’Einstein du vide.
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5. Résolution de l’équation de Lichnerowicz

Comme pour l’étude de la prescription de la courbure scalaire, nous fixons une variété asymptotiquement
hyperbolique (M,g) de classe Cl,β avec l + β � 2, une constante τ ∈ [−1;1], des constantes εi = ±1 associées
aux composantes connexes du bord intérieur et un TT-tenseur L sur M .

Nous allons montrer l’existence d’une solution à l’équation de Lichnerowicz (4.3) dans Ck,α
δ avec 2 � k + α �

l + β , 0 < α < 1 et δ ∈ [0;n), satifsaisant au niveau du bord interne à la condition d’horizon apparent (4.5), sous les
hypothèses :

1. Scal+n(n − 1) ∈ Ck−2,α
δ , Scal+n(n − 1) →∂∞M 0,

2. L ∈ Ck−2,α
δ
2

(M,T ∗2M), L →∂∞M 0,

3. L satisfait à εiLνiνi
� 0 sur chacune des composantes connexes σi du bord interne.

Nous devrons de plus supposer que si εiτ = −1, le bord σi a un invariant de Yamabe Y (σi) strictement positif.
Ceci n’impose de restriction que lorsque Λc = 0. Ce cas apparaît comme un cas critique pour ce problème et n’est pas
soluble dans le cas général (voir contre-exemple, p. 220). Nous renvoyons au Théorème 5.3, p. 219, pour un énoncé
plus précis du résultat. La construction est basée sur la méthode de monotonie (Proposition 2.1).

5.0.1. Construction d’une sous-solution
Afin de construire une sous-solution, commençons par constater qu’on a une sous-solution naturelle à l’intérieur

de M (en oubliant les conditions au bord interne) donnée par la solution de l’équation de Yamabe :

−4(n − 1)

n − 2
�ϕ− + Scalϕ− + n(n − 1)ϕκ+1− = 0.

Montrons le lemme suivant :

Lemme 5.1. Soient (M,g) une variété asymptotiquement hyperbolique à bord de classe au moins C 2,α , 0 < α < 1,
Scal, Ŝcal ∈ C 0,α

0 deux fonctions telles que Scal = Ŝcal → −n(n − 1) au voisinage de ∂∞M avec Ŝcal < 0. Si ε > 0

est une constante, on note ϕε ∈ C 2,α
0 la solution du problème de Dirichlet :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

−4(n − 1)

n − 2
�ϕ + Scalϕ = Ŝcalϕκ+1,

ϕ = ε sur ∂0M,

ϕ = 1 sur ∂∞M.

Alors il existe η > 0 tel que si ε > 0 est assez petit, on a au niveau du bord intérieur :

∂νϕε � −η.

Démonstration. Montrons tout d’abord que si ε � ε′, ϕε � ϕε′ . On a vu (Théorème 3.1) que ϕε,ϕε′ > 0. On peut
donc poser θε = logϕε (resp. θε′ = logϕε′ ). θε, θε′ vérifient alors l’équation :

−4(n − 1)

n − 2

(
�θε(′) + |∇θε(′)|2g

)+ Scal− Ŝcal eκθε(′) = 0.

En soustrayant les deux équations, on obtient :

−4(n − 1)

n − 2

(
�(θε − θε′) + 〈∇(θε + θε′),∇(θε − θε′)

〉
g

)− Ŝcalκ

1∫
0

eκθx dx (θε − θε′) = 0,

où on a posé θx = (1 − x)θε′ + xθε . Par le principe du maximum classique, on a alors θε′ � θε .
Les fonctions ϕε , ε � ε0 sont équicontinues sur les compacts de M . En effet, on a :
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‖ϕε‖C 2,α
0 (M)

� C
(
‖−�ϕε + Aϕε‖C 0,α

0 (M)
+ sup

M

|ϕε |
)

� C
(∥∥(A − Scal)ϕε − n(n − 1)ϕκ+1

ε

∥∥
C 0,α

0 (M)
+ sup

M

|ϕε |
)

� C′
ε0

(
‖ϕε‖C 0,α

0 (M)
+ sup

M

|ϕε |
)

� C′′
ε0

(
sup
M

|ϕε | + 1
)

(inégalité d’interpolation)

� C′′
ε0

(
sup
M

|ϕε0 | + 1
)
.

Les fonctions ϕε tendent donc uniformément sur tout compact vers une fonction ϕ0 continue. On voit ensuite
facilement que ϕ0 est dans C 2,α

0 avec ϕ0 �= 0, que ϕε → ϕ0 uniformément sur M (les fonctions ϕε sont toujours plus
grandes que la fonction ϕ− définie en (3.3) ce qui permet de montrer que ϕ0 →∂∞M 1 et ϕε converge simplement en
décroissant vers ϕ0) et que ϕ0 est solution du problème de Dirichlet :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

−4(n − 1)

n − 2
�ϕ + Scalϕ = Ŝcalϕκ+1,

ϕ = 0 sur ∂0M,

ϕ = 1 sur ∂∞M.

On a ensuite :

‖ϕε − ϕ0‖C 2,α
0

� C
(∥∥(−� + A)(ϕε − ϕ0)

∥∥
C 0,α

0
+ ‖ϕε − ϕ0‖C 0,0

0

)
� C′‖ϕε − ϕ0‖C 0,α

0

� C′′‖ϕε − ϕ0‖C 0,0
0

(inégalité d’interpolation).

Posons η = 1
2 min∂0M |∂νϕ0|. Le principe du maximum de Hopf décrit dans [14] permet de montrer η > 0. Si ε est

assez petit, l’inégalité précédente montre que ‖ϕε − ϕ0‖C 2,α
0

� 1
2 min∂0M |∂νϕ0|, on a alors ∂νϕε � 1

2∂νϕ0 � −η. �
Pour ε assez petit, on a donc sur ∂0M :

2(n − 1)

n − 2
∂νϕε − Hiϕε � −2(n − 1)

n − 2
η − Hiε � −εi(n − 1)τε

κ
2 +1

� εi

[
Lνiνi

ε−1− κ
2 − (n − 1)τε

κ
2 +1]

� εi

[
Lνiνi

ϕ
−1− κ

2
ε − (n − 1)τϕ

κ
2 +1
ε

]
.

Ainsi ϕε est une sous-solution pour ε assez petit.

5.0.2. Construction d’une sur-solution
Dans toute la suite, on pose ∂δM = {p ∈ M | dg(p, ∂0M) < δ}. On choisit δ0 assez petit tel que l’application :

r : ∂2δ0M → R,

p �→ dg(p, ∂0M),

soit non singulière. Les hypersurfaces r = cste sont alors des sous-variétés compactes de M naturellement difféo-
morphes à ∂0M . On note Hr la trace de la courbure extrinsèque de l’hypersurface r = cste. Rappelons que le laplacien
se décompose en :

�f = ∂2f

∂r2
+ Hr

∂f

∂r
+ �rf, (5.1)

où �r désigne le laplacien associé à la métrique induite sur l’hypersurface r = cste.
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Comme pour la prescription de la courbure scalaire, constatons que si Λ est une constante assez grande alors
ϕ+ = Λ est une sur-solution de (4.3). Nous allons ensuite modifier ϕ+ au voisinage de ∂0M pour que ϕ+ soit une
sur-solution pour la condition au bord d’horizon apparent (4.5). Concentrons-nous tout d’abord sur le cas εiτ > −1.
On remarque tout d’abord que, quitte à modifier la métrique par un facteur conforme non trivial au voisinage de ∂0M ,
on peut supposer que Hr � 0 et Scal > 0 dans un voisinage de ∂0M (il suffit de choisir une fonction ϕ = ϕ(r) > 0 telle
que 2(n−1)

(n−2)
ϕ′(0) + Hϕ(0) > 0 et ϕ′′(0) < 0 très grand négativement de sorte à avoir Scal > 0 sur ∂0M , les fonctions

Scal et Hr étant continues, elles restent positives dans un voisinage de ∂0M).
Soit f la solution de l’équation différentielle suivante :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

f ′′ = n(n − 2)

4
f κ+1,

f (0) = Λ,

f ′(0) = 0.

(5.2)

f est définie sur [0, δΛ) pour un certain δΛ > 0. En multipliant par f ′ et en intégrant entre 0 et x ∈ [0, δΛ)

l’équation différentielle, on obtient l’équation « conservation de l’énergie » :

f ′(x)2 = (n − 2)2

4

(
f (x)κ+2 − Λκ+2). (5.3)

Cette équation du premier ordre s’intègre en :

f (x)∫
Λ

dy√
yκ+2 − Λκ+2

= n − 2

2
x.

Finalement en posant y = Λz :

f (x)
Λ∫

1

dz√
zκ+2 − 1

= n − 2

2
xΛ

κ
2 .

L’intégrale I = ∫ ∞
1

dy√
zκ+2−1

est convergente donc f (x) n’est défini que si n−2
2 xΛ

κ
2 < I , ce qui montre

δΛ = 2I
n−2Λ− κ

2 .
Quitte à prendre une valeur plus grande pour Λ, on peut supposer que δΛ < δ0 et Scal,Hr > 0 sur ∂δΛM . Soit

δ ∈ (0; δΛ) à déterminer plus tard. Définissons :

ϕ+ =
{

Λ sur M \ ∂δM,

f (δ − r) sur ∂δM.
(5.4)

On a vu que ϕ+ est une sur-solution sur M \ ∂δM . Vérifions que ϕ+ est une sur-solution sur ∂δM . En utilisant la
formule (5.1), on a :

−4(n − 1)

n − 2
�ϕ+ + Scalϕ+ − |L|2gϕ−κ−3+ + n(n − 1)ϕκ+1+

= −4(n − 1)

n − 2

(
∂2
r f (δ − r) + Hr∂rf (δ − r)

) + Scalf (δ − r) − |L|2gf (δ − r)−κ−3 + n(n − 1)f (δ − r)κ+1

= −4(n − 1)

n − 2

(
f ′′(δ − r) − Hrf

′(δ − r)
) + Scalf (δ − r) − |L|2gf (δ − r)−κ−3 + n(n − 1)f (δ − r)κ+1

� −4(n − 1)

n − 2
f ′′(δ − r) + Scalf (δ − r) − |L|2gf (δ − r)−κ−3 + n(n − 1)f (δ − r)κ+1

� Scalf (δ − r) − |L|2gf (δ − r)−κ−3

� ScalΛ − |L|2gΛ−κ−3,

où, pour obtenir la dernière ligne, on a utilisé Scal > 0 et f (x) � Λ pour x ∈ [0; δΛ). Donc, si Λ est assez grand, on
a que ϕ+ est une sur-solution sur ∂δM . Maintenant ϕ+ est de classe C 1 et ses dérivées partielles sont lipschitziennes.
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Un calcul analogue à celui fait dans la preuve du Théorème 3.2 montre alors que ϕ+ est une sur-solution au sens
des distributions de (4.3). Il reste à voir que, pour les conditions au bord (4.5), ϕ+ est une sur-solution (pour δ bien
choisi) :

2(n − 1)

n − 2
∂νϕ+ − Hiϕ+ � εi

[
Lνiνi

ϕ
−1− κ

2+ − (n − 1)τϕ
1+ κ

2+
]
,

c’est-à-dire :
2(n − 1)

n − 2
f ′(δ) − Hif (δ) � εi

[
Lνiνi

f (δ)−1− κ
2 − (n − 1)τf (δ)1+ κ

2
]
.

Or, en utilisant l’équation (5.3), ceci revient à montrer :

(n − 1)

√
f (δ)κ+2 − Λκ+2 − Hif (δ) � εi

[
Lνiνi

f (δ)−1− κ
2 − (n − 1)τf (δ)1+ κ

2
]
.

Si on choisit δ proche de δΛ, on peut obtenir des valeurs aussi grandes qu’on le souhaite pour f (δ) :

(n − 1)

√
f (δ)κ+2 − Λκ+2 + (n − 1)εiτf (δ)1+ κ

2 − Hif (δ) − εiLνiνi
f (δ)−1− κ

2

= (n − 1)(1 + εiτ )f (δ)1+ κ
2 + O

(
f (δ)

)
.

Par hypothèse 1 + εiτ > 0 donc en choisissant δ assez proche de δΛ, on peut supposer que :

(n − 1)

√
f (δ)κ+2 − Λκ+2 + (n − 1)εiτf (δ)1+ κ

2 − Hif (δ) − εiLνiνi
f (δ)−1− κ

2 � 0.

ϕ+ est alors une sur-solution.
Traitons maintenant le cas d’un bord pour lequel εiτ = −1. Nous devrons de plus supposer que Y (σi) > 0. Nous

allons procéder exactement comme dans le cas εiτ > −1, c’est-à-dire en modifiant la sur-solution dans un voisinage
du bord σi . Nous n’indiquerons donc que les différences. Remarquons tout d’abord qu’on a le lemme suivant :

Lemme 5.2. Il existe une métrique g′ conforme à g telle que g′ = g en dehors d’un voisinage relativement compact
de σi , et telle que

Scal′σi
est une constante strictement positive et H ′

i (r
′ = 0) = 0, ∂r ′H ′

i (r
′ = 0) = 0,

où Scal′σi
est la courbure scalaire de σi muni de la métrique induite par g′, r ′ est la fonction distance à σi pour g′ et

H ′
i est la courbure moyenne des hypersurfaces de niveau {r ′ = cste}.

Démonstration. La construction de g′ se fait en trois étapes. Tout d’abord on construit un premier facteur conforme
u1 tel que u1 = 1 sauf dans un voisinage de σi tel que la métrique g1 = uκ

1 restreinte à σi a une courbure scalaire
constante strictement positive. Puis à l’aide d’un second facteur conforme u2 valant 1 au niveau de σi , u2 = 1 en
dehors d’un voisinage de σi et dont la dérivé normale en σi est bien ajustée, on contruit une métrique g2 = uκ

2g1
telle que la courbure moyenne de σi est nulle (voir formule (4.4)). Finalement, imposer ∂r ′H ′(r ′ = 0) = 0 est plus
délicat car sous un changement conforme les hypersurfaces {r = cste > 0} changent, ce qui change la définition
de ∂r . L’astuce est de remarquer que si on note u3 le facteur conforme à déterminer et qu’on pose g′ = u−2

3 g2,
r ′ = dg′(σi, .), . . . on a, en notant S la seconde forme fondamentale du bord σi (les quantités r ′, H ′, . . . sont associées
à la métrique g′ alors que N2,Ric2, . . . sont associées à la métrique g2) :

∂r ′H ′ + ∣∣S′∣∣2
g′ = −Ric′(N ′,N ′) (équation de Mainardi, voir par exemple [21])

= −u2
3 Ric′(N2,N2)

= −u2
3

[
Ricg2(N2,N2) + (n − 2)

HessN2,N2 u3

u3
−

(
(n − 1)

∣∣∣∣du3

u3

∣∣∣∣2
g2

− �u3

u3

)]
(transformation conforme du tenseur de Ricci, voir par exemple [6]).

Choisissant u3 tel que u3(r2 = 0) = 1, ∂r2u3(r2 = 0) = 0, on a, en r = 0 :

∂r ′H ′ + |S|2g = −Ric2(N2,N2) − (n − 1)∂2
r u3,
2
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ce qui permet de déterminer ∂2
r2

u3 de manière à avoir ∂r ′H ′ = 0 et, comme pour les étapes précédentes, on peut choisir
u3 non trivial uniquement dans un voisinage de σi . �

Nous allons donc supposer par la suite que g est telle que Scalσi
= cste > 0, Hi(r = 0) = 0, et ∂rHi(r = 0) = 0.

Réécrivons ensuite l’équation (4.3) sous la forme :

−4(n − 1)

n − 2

(
∂2
r ϕ + H∂rϕ + �rϕ

)+ (
Scalr +|S|2 − 2∂rH − H 2)ϕ + n(n − 1)ϕκ+1 = |L|2gϕ−κ−3, (5.5)

où Scalr désigne le scalaire de courbure de (la composante connexe associée à σi de) l’hypersurface r = cste, S sa
seconde forme fondamentale et H sa courbure moyenne. Comme précédemment, soit h la solution de l’équation
différentielle suivante : ⎧⎪⎨⎪⎩

h′′ = n(n − 2)

4
hκ+1 + Ah,

h(0) = Λ,

h′(0) = 0,

(5.6)

où A > 0 est une constante à préciser. L’équation de conservation de l’énergie devient alors :

h′(x)2 = (n − 2)2

4

(
h(x)κ+2 − Λκ+2)+ A

(
h(x)2 − Λ2). (5.7)

On voit clairement que h � f donc hΛ diverge vers +∞ en un temps fini μΛ avec 0 < μΛ < δΛ. Choisissant
A tel que 0 < A < n−2

4(n−1)
Scalσi

, il est alors aisé de modifier l’argument précédent pour en déduire qu’en posant
ϕ+ = h(δ − r) dans un voisinage {r � δ} de σi pour δ assez petit et quitte à choisir Λ assez grand, on obtient une
sur-solution. Seule pose problème l’estimation du terme H∂rϕ. Or, en utilisant l’équation (5.7), on voit qu’il existe
une constante B > 0 indépendante de Λ > 1 telle que h′(r)2 � Bhκ+2(r) pour tout 0 � r < μΛ. On en déduit que

h(r) �
(

2B

κ
(μΛ − r)

)− 2
κ

.

En décomposant le hκ+2 qui apparaît dans l’équation (5.7) en hκh2, on obtient :

hκ+2(r) �
(

2B

κ
(μΛ − r)

)−2

h2(r),

ce qui prouve qu’il existe une constante C > 0 ne dépendant que de B telle que

h′(r) � C

μΛ − r
h(r).

Combiné au fait que H(0) = ∂rH(0) = 0, donc que H(r) = o(r), ceci permet de prouver que le terme H∂rϕ est
dominé par le terme linéaire (Scalr +|S|2 − 2∂rH − H 2 − 4(n−1)

n−2 A)ϕ pour δ assez petit.
En utilisant la méthode de monotonie (section 2.3), on a alors le théorème suivant :

Théorème 5.3 (Construction de solutions de l’équation de Lichnerowicz contenant des horizons apparents). Soient
M une variété asymptotiquement hyperbolique de classe Cl,β avec l + β � 2 et τ ∈ [−1;1]. Fixons, pour chaque
composante connexe σi de ∂0M , un réel εi = ±1 (εi = −1 pour un horizon apparent futur et εi = +1 pour un
horizon apparent passé). Supposons de plus, lorsque τ = ±1, que, pour tout i tel que εi = −τ , l’invariant de Yamabe
Y (σi) > 0. Soit L ∈ Ck−1,α

0 (M,T ∗2M) un 2-tenseur symétrique de trace nulle tel que |L|2g → 0 au voisinage de ∂∞M

et tel que εiLνiνi
� 0 sur ∂0M . Il existe une solution ϕ > 0 au problème :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

−4(n − 1)

n − 2
�ϕ + Scalϕ + n(n − 1)ϕκ+1 − |L|2gϕ−κ−3 = 0 sur M̊,

2(n − 1)

n − 2
∇νi

ϕ − Hiϕ = εi

[
Lνiνi

ϕ−1− α
2 − (n − 1)τϕ

α
2 +1] sur σi pour tout i,

(5.8)

où Scal est le scalaire de courbure de (M,g) et νi la normale à σi sortante (i.e. dirigée vers l’intérieur de l’horizon
apparent) avec ϕ → 1 au voisinage de ∂∞M . De plus si Scal+n(n − 1) ∈ Ck−2,α

δ et |L|2 ∈ Ck−2,α
δ avec δ ∈ [0;n),

alors ϕ − 1 ∈ Ck,α
δ .
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Un contre-exemple dans le cas εiτ = −1. Comme nous l’avons vu, dans le cas limite εiτ = −1, la situation est plus
complexe. Nous allons montrer que l’existence d’une solution n’est plus garantie. Rappelons que ce cas-ci n’apparaît
que lorsque la constante cosmologique Λc est nulle. Les difficultés apparaissent dans la construction de la sur-solution.
Nous allons donc nous concentrer sur le cas L = 0. Le problème que nous souhaitons résoudre est alors le suivant :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

−4(n − 1)

n − 2
�ϕ + Scalϕ + n(n − 1)ϕκ+1 = 0 sur M̊,

2(n − 1)

n − 2
∂νϕ − Hϕ = (n − 1)ϕ

κ
2 +1 sur ∂0M.

(5.9)

Nous allons considérer le cas d’un horizon à bord torique : M = T
n−1 × (0;A] (A > 0) muni de la métrique

g = 1
y2 (dy2 + g0) où y désigne la composante selon (0;A] et g0 est une métrique sur T

n−1 invariante sous les
translations. Remarquons que cet espace est la partie du demi-espace de Poincaré « en dessous » de y = A compactifiée
par l’action d’un réseau de R

n−1. Le groupe d’isométrie contient T
n−1. Les fonctions invariantes sous ce groupe de

symétrie ne dépendent alors que d’une seule coordonnée radiale et l’étude des solutions de (5.9) invariantes sous
l’action se ramène à l’étude des solutions d’une équation différentielle. Montrons donc le lemme suivant :

Lemme 5.4. Supposons qu’il existe une solution ϕ ∈ C 2,α
0 , ϕ > 0 au problème (5.9) telle que ϕ →∂∞M 1, alors il existe

une solution ϕ̃ ∈ C 2,α
δ (δ ∈ [0;n)) à (5.9) invariante sous l’action de T

n−1 telle que 0 < ϕ̃ � ϕ, ϕ̃ →∂∞M 1.

Démonstration. Reprenons les fonctions ϕε construites dans le Lemme 5.1 dans le cas particulier
Scal = Ŝcal = −n(n − 1) : ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

−4(n − 1)

n − 2
�ϕε − n(n − 1)ϕε = −n(n − 1)ϕκ+1

ε ,

ϕε = ε sur ∂0M,

ϕε →
∂∞M

1.

(5.10)

Comme ϕ > 0, on peut choisir ε tel que ϕ > ε sur ∂0M . Quitte à diminuer ε, on peut supposer, de plus, que ϕε

est une sous-solution de (5.9). Comme ϕε est l’unique solution de (5.10), elle est invariante sous l’action du groupe
d’isométrie. Reprenons la méthode de monotonie (section 2.3), il est possible de construire la suite des itérés en
partant de ϕε . Cette suite est alors croissante et, par récurrence, la suite des itérés ϕi est invariante sous le groupe des
isométries et inférieures à ϕ. La fonction limite ϕ̃ = limi→∞ ϕi est alors une solution C 2,α

0 de (5.9) invariante sous le

groupe d’isométries, ϕε � ϕ̃ � ϕ. La preuve du Théorème 3.3 montre alors que ϕ̃ ∈ C 2,α
δ , ∀δ ∈ [0;n). �

Ce lemme montre que nous pouvons nous contenter de montrer qu’il n’existe pas de solution ϕ̃ invariante sous le
groupe des isométries de M . Les tores y = cste ont une courbure moyenne H = n − 1. Introduisons la coordonnée
r = r(y) telle que r soit la distance pour la métrique g au tore y = A. Si ϕ̃ est une fonction de r , on a (formule (5.1)) :

�ϕ̃ = ∂2
r ϕ̃ + Hr∂r ϕ̃ = ∂2

r ϕ̃ + (n − 1)∂r ϕ̃.

L’équation (5.9) se ramène à :⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ϕ̃′′(r) + (n − 1)ϕ̃′(r) + n(n − 2)

4

(
ϕ̃(r) − ϕ̃κ+1(r)

) = 0 sur [0;∞),

−ϕ̃′(0) = n − 2

2

(
ϕ̃(0) + ϕ̃

κ
2 +1(0)

)
,

ϕ̃(r) →
r→∞ 1.

(5.11)

Posons

B(r) = ϕ̃′(r) + n − 2

2

(
ϕ̃(r) + ϕ̃

κ
2 +1(r)

)
,

on a alors :
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B ′(r) = ϕ̃′′(r) + n − 2

2

(
ϕ̃′(r) + n

n − 2
ϕ̃

κ
2 (r)ϕ̃′(r)

)
= −(n − 1)ϕ̃′(r) − n(n − 2)

4

(
ϕ̃(r) − ϕ̃κ+1(r)

) + n − 2

2
ϕ̃′(r) + n

2
ϕ̃

κ
2 (r)ϕ̃′(r)

= n

2

(
ϕ̃

κ
2 (r) − 1

)
ϕ̃′(r) − n(n − 2)

4
ϕ̃(r)

(
1 − ϕ̃

κ
2
)(

1 + ϕ̃
κ
2
)

= n

2

(
ϕ̃

κ
2 (r) − 1

)
B(r).

Or, par hypothèse, B(0) = 0 donc B(r) = 0 pour tout r � 0, ce qui contredit le fait que limr→∞ B(r) = n − 2 (car
ϕ̃(r) → 1 et ϕ̃′(r) → 0 à l’infini).

6. Construction de TT-tenseurs

Par la suite, on fixe une variété asymptotiquement hyperbolique (M,g) contenant éventuellement un bord interne
∂0M et on note ν la normale sortante de ∂0M (dans la section 5, le bord interne correspondra aux horizons apparents
de la donnée initiale, ν sera alors la normale entrante de l’horizon). On fixe un 2-tenseur symétrique de trace nulle
L0 (quelconque) puis on cherche une 1-forme ψ telle que Lij = L0ij + L̊ψ�g soit un TT-tenseur. On définit donc le
laplacien vectoriel �T T par :

�T T ψ = div
(

L̊ψ�g
)
,

�T T ψj = �ψj + ∇ i∇jψi − 2

n
∇j

(∇kψk

)
.

Il est facile de voir que cet opérateur est elliptique au sens de [1] pour si = 0 et tj = 2. Une condition au bord natu-
relle pour ψ est de prescrire L0νi sur ∂0M . On introduit donc également l’opérateur B correspondant aux conditions
au bord :

Bψ = L̊ψ�g(ν, .),

Bψi = ∇νψi + ∇iψν − 2

n
∇kψkgνi .

L’opérateur B satisfait la condition de complémentarité au bord (voir [1]) pour rh = −1. On pose :

P k,p
δ :Wk,p

δ

(
M,T ∗M

) → W
k−2,p
δ

(
M,T ∗M

)× W
k−1− 1

p
,p(

∂0M,T ∗M
)
,

ψ �→ (�T T ψ, Bψ), (6.1)

P k,α
δ : Ck,α

δ

(
M,T ∗M

) → Ck−2,α
δ

(
M,T ∗M

)× Ck−1,α
(
∂0M,T ∗M

)
,

ψ �→ (�T T ψ, Bψ). (6.2)

Par la suite, nous ne donnerons que les démonstrations dans le cas des espaces de Sobolev, celles dans le cas des
espaces de Hölder étant analogues. De plus nous abrégerons P k,p

δ en P .

6.1. Théorème de Fredholm

Lemme 6.1 (Calcul des exposants critiques de �T T ). Les exposants critiques (au sens de [17]) de �T T sont s = −2
et s = n − 1. Le rayon indicial de �T T est R = n+1

2 .

Démonstration. Notons

Uk
ij = −

(
∂iρ

ρ
δk
j + ∂jρ

ρ
δk
i − ḡij ḡ

kl ∂lρ

ρ

)
.

Uk
ij satisfait à :

∇iX
j = ∇iX

j + U
j
Xk,
ik
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où ∇ désigne la connexion de Levi-Civita associée à ḡ. Décomposons le calcul en plusieurs étapes :

∇i

(
ρsψj

)+ ∇j

(
ρsψi

)− 2

n
gij g

kl∇k

(
ρsψl

)
= ∇i

(
ρsψj

)+ ∇j

(
ρsψi

)− 2

n
gij g

kl∇k

(
ρsψl

)− Uk
ijρ

sψk − Uk
jiρ

sψk + 2

n
gij g

klUm
kl ρ

sψm

= ρs

(
∇iψj + ∇jψi − 2

n
gij g

kl∇kψl

)
+ sρs−1

(
∂iρψj + ∂jρψi − 2

n
gij g

kl∂kρψl

)
+ 2

(
∂iρδk

j + ∂jρδk
i − ḡij ḡ

kl∂lρ
)
ρs−1ψk − 2

n
ḡij ḡ

kl
(
∂kρδm

l + ∂lρδm
k − gklḡ

mp∂pρ
)
ρs−1ψm

= ρs

(
∇iψj + ∇jψi − 2

n
gij g

kl∇kψl

)
+ sρs−1

(
∂iρψj + ∂jρψi − 2

n
gij g

kl∂kρψl

)
+ 2

(
∂iρδk

j + ∂jρδk
i − ḡij ḡ

kl∂lρ
)
ρs−1ψk + 2

n
(n − 2)ḡij ḡ

klρs−1∂kρψl

= ρs

(
∇iψj + ∇jψi − 2

n
gij g

kl∇kψl

)
+ (s + 2)ρs−1

(
∂iρψj + ∂jρψi − 2

n
gij g

kl∂kρψl

)
.

Si Tij est un tenseur symétrique de trace nulle :

gik∇kTij = ρ2ḡik
(∇kTij − Ul

kiTlj − Ul
kjTil

)
= ρ2ḡik

[
∇kTij +

(
∂kρ

ρ
δl
i + ∂iρ

ρ
δl
k − ḡki ḡ

lm ∂mρ

ρ

)
Tlj +

(
∂kρ

ρ
δl
j + ∂iρ

ρ
δl
k − ḡkj ḡ

lm ∂mρ

ρ

)
Til

]
= ρ2ḡik∇Tij − (n − 2)ρḡik∂kρTij .

Finalement :

gik∇k

[
∇i

(
ρsψj

)+ ∇j

(
ρsψi

)− 2

n
gij g

kl∇k

(
ρsψl

)]
= gik∇k

[
ρs

(
∇iψj + ∇jψi − 2

n
gij g

kl∇kψl

)
+ (s + 2)ρs−1

(
∂iρψj + ∂jρψi − 2

n
gij g

kl∂kρψl

)]
= ρ2ḡik∇k

[
ρs

(
∇ iψj + ∇jψi − 2

n
gij g

kl∇kψl

)
+ (s + 2)ρs−1

(
∂iρψj + ∂jρψi − 2

n
gij g

kl∂kρψl

)]
− (n − 2)ρḡik∂kρ

[
ρs

(
∇iψj + ∇jψi − 2

n
gij g

kl∇kψl

)
+ (s + 2)ρs−1

(
∂iρψj + ∂jρψi − 2

n
gij g

kl∂kρψl

)]
= (s + 2)(s − 1)ḡik

(
∂iρψj + ∂jρψi − 2

n
ḡij ḡ

kl∂kρψl

)
− (s + 2)(n − 2)ḡik∂kρ

(
∂iρψj + ∂jρψi − 2

n
ḡij ḡ

kl∂kρψl

)
+ o

(
ρs

)
= (s + 2)(s − n + 1)ḡik∂kρ

(
∂iρψj + ∂jρψi − 2

n
ḡij ḡ

kl∂kρψl

)
+ o

(
ρs

)
.

L’application indiciale [17, Chapitre 4] de �T T est donc donnée par :

Is(�T T )(ψ) = (s + 2)(s − n + 1)

[
ψ +

(
1 − 2

n

)
ψ(∇ρ)dρ

]
.

Ce qui montre que les exposants critiques de �T T sont s = −2 et s = n − 1. �
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Nous allons tout d’abord montrer que P est semi-Fredholm. Notre démonstration est basée sur celle de [17].

Lemme 6.2 (Estimation L2 à l’infini). Il existe un compact K de M et une constante C > 0 tels que si u ∈ C 2
c (M \K),

on a :

‖u‖L2 � C‖�T T u‖L2 .

Démonstration. En coordonnées, on a :

�T T ψk = gij

(
∇i∇jψk + ∇i∇kψj − 2

n
gjk∇i∇ lψl

)
= gij∇i∇jψk + gij

(∇k∇iψj − Rl
jikψl

)− 2

n
∇k∇ lψl

= gij∇i∇jψk + Ricl
k ψl +

(
1 − 2

n

)
∇k

(∇ lψl

)
.

Donc : ∫
M

ψk�T T ψk =
∫
M

ψk

(
gij∇i∇jψk + Ricl

k ψl +
(

1 − 2

n

)
∇k

(∇ lψl

))

= −
∫
M

[
(∇iψj )

(∇ iψj
)+

(
1 − 2

n

)(∇kψk

)2 − Rickl ψkψl

]
.

Or, comme M est asymptotiquement hyperbolique Ric � −(n − 1)g au voisinage du bord à l’infini. On peut donc
choisir K tel que, sur M \ K , on a −Ric � n−1

2 g. On a alors :

‖ψ‖L2‖�T T ψ‖L2 �
∣∣∣∣ ∫
M

ψk�T T ψk

∣∣∣∣ �
∫
M

(−Ric)klψkψl � n − 1

2
‖ψ‖2

L2 . �

Lemme 6.3.

• Soient δ, δ′ tels que |δ + n−1
p

− n−1
2 | < n+1

2 , |δ′ + n−1
p

− n−1
2 | < n+1

2 avec δ − 1 < δ′ < δ. Il existe une constante

C > 0 telle que ∀ψ ∈ W
k,p
δ (M,T ∗M), on a :

‖ψ‖
W

k,p
δ

� C
(‖�T T ψ‖

W
k−2,p
δ (M)

+ ‖Bψ‖
W

k−1− 1
p ,p

(∂0M)
+ ‖ψ‖L

p

δ′
)
.

• Soient δ, δ′ tels que |δ − n−1
2 | < n+1

2 , |δ′ − n−1
2 | < n+1

2 avec δ − 1 < δ′ < δ. Il existe une constante C > 0 telle

que ∀ψ ∈ Ck,α
δ (M,T ∗M), on a :

‖ψ‖Ck,α
δ

� C
(‖�T T ψ‖Ck−2,α

δ (M)
+ ‖Bψ‖Ck−1,α(∂0M) + ‖ψ‖C 0,0

δ′
)
.

Démonstration. On choisit une fonction de troncature lisse u∞ sur M à valeurs dans [0;1], telle que u∞ = 1 sur
∂∞M et u∞ = 0 au voisinage de ∂0M . On pose ψ∞ = u∞ψ et ψ0 = (1 − u∞)ψ . ψ∞ est nulle au voisinage de ∂0M .
Une application du Corollaire 6.3 de [17] donne alors :

‖ψ∞‖
W

k,p
δ

� ‖Q̃�T T ψ∞‖
W

k,p
δ

+ ‖T̃ ψ∞‖
W

k,p
δ

� C
(‖�T T ψ∞‖

W
k−2,p
δ

+ ‖ψ∞‖
W

k−1,p

δ′

)
� C′(‖�T T ψ∞‖

W
k−2,p
δ

+ ‖ψ∞‖L
p

δ′
)
,

où on a utilisé l’inégalité d’interpolation [2] :

‖ψ∞‖
W

k−1,p � C(ε)‖ψ∞‖L
p
′ + ε‖ψ∞‖

W
k,p .
δ′ δ δ′
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Les opérateurs qui apparaissent ici sont ceux du Corollaire 6.3 de [17] :

Q̃ :Wk−2,p
δ → W

k,p
δ ,

T̃ :Wk−1,p
δ → W

k,p

δ′ ,

ils vérifient Q̃�T T ψ = ψ + T̃ ψ . De même, comme ψ0 est à support compact et que B satisfait la condition de
complémentarité au bord (voir p. 221), on peut utiliser les résultats de [1] :

‖ψ0‖Wk,p � C
(‖�T T ψ0‖Wk−2,p + ‖Bψ0‖

W
k−1− 1

p ,p
(∂0M)

+ ‖ψ0‖Lp

)
.

En additionant et en utilisant à nouveau l’inégalité d’interpolation :

‖ψ‖
W

k,p
δ

� C
(‖�T T ψ‖

W
k−2,p
δ (M)

+ ‖Bψ‖
W

k−1− 1
p ,p

(∂0M)
+ ‖ψ‖L

p

δ′
)
. �

Corollaire 6.4. P est semi-Fredholm (i.e. ker P est de dimension finie et Im P est fermée).

Démonstration. La démonstration est standard (voir par exemple [19]). On montre tout d’abord que ker P est de
dimension finie. En effet, soit ψi ∈ ker P une suite d’éléments dans ker P . L’injection W

k,p
δ ↪→ L

p

δ′ est compacte (car
δ′ < δ) on peut donc supposer que la suite converge dans L

p

δ′ . Cette suite est en particulier de Cauchy, or :

‖ψi − ψj‖W
k,p
δ

� C‖ψi − ψj‖L
p

δ′
.

La suite des ψi est donc de Cauchy dans W
k,p
δ . Elle converge. Ceci prouve que la boule unité de ker P est compacte

et ker P est de dimension finie. ker P admet donc un complémentaire fermé F dans W
k,p
δ . Montrons maintenant qu’il

existe une constante C̃ telle que ∀ψ ∈ F :

‖ψ‖
W

k,p
δ

� C̃
(‖�T T ψ‖

W
k−2,p
δ (M)

+ ‖Bψ‖
W

k−1− 1
p ,p

(∂0M)

)
.

Dans le cas contraire, on peut trouver une suite ψi ∈ F telle que ‖ψi‖W
k−2,p
δ (M)

= 1 et

‖�T T ψ‖
W

k−2,p
δ (M)

+ ‖Bψ‖
W

k−1− 1
p ,p

(∂0M)
� 1

i
. Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que la suite des

ψi converge dans L
p

δ′ . On a alors :

‖ψi − ψj‖W
k,p
δ

� C

(
1

i
+ 1

j
+ ‖ψi − ψj‖L

p

δ′

)
.

La suite des ψi est donc de Cauchy dans W
k,p
δ . Elle converge vers un élément de norme 1 tel que P ψ = 0. Absurde.

On en déduit finalement que Im P est fermée (en effet, P :F → Im P est un isomorphisme bicontinu). �
Avant de prouver que P est un isomorphisme, nous allons tout d’abord montrer que :

Lemme 6.5. Soit ψ ∈ L
p0
δ0

avec 1 < p0 < ∞ et |δ0 + n−1
p0

− n−1
2 | < n+1

2 .

1. Si : {
�T T ψ ∈ W

k−2,p
δ ,

Bψ ∈ W
k−1− 1

p
,p

avec 2 � k � l + β , 1 < p < ∞ et |δ + n−1
p

− n−1
2 | < n+1

2 . Alors ψ ∈ W
k,p
δ .

2. Si : {
�T T ψ ∈ Ck−2,α

δ ,

Bψ ∈ Ck−1,α

avec 0 < α < 1, 2 � k + α � l + β et |δ − n−1
2 | < n+1

2 . Alors ψ ∈ Ck,α
δ .
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Démonstration. Comme précédemment, on décompose ψ = ψ0 + ψ∞. ψ∞ est nulle dans un voisinage de ∂0M

donc on peut appliquer la Proposition 6.5 de [17]. Remarquons que �T T ψ∞ = �T T ψ au voisinage de ∂∞M . On a :
ψ∞ ∈ W

k,p
δ . De même pour ψ0, on peut appliquer le Théorème 10.5 de [1] : ψ0 ∈ W

k,p
c ⊂ W

k,p
δ . On en déduit

ψ ∈ W
k,p
δ . �

Ceci montre que si ψ ∈ ker P est dans un certain L
p
δ0

avec |δ0 + n−1
p0

− n−1
2 | < n+1

2 , alors ψ ∈ W
2,2
0 . De plus

si ψ ∈ C 0,0
δ0

, avec |δ0 − n−1
2 | < n+1

2 , on voit que ψ ∈ L
p
δ1

pour δ1 légèrement plus petit que δ0 et p grand donc en

appliquant ce qui précède ψ ∈ W
2,2
0 . Ce qui permet de conclure que si ψ ∈ ker P , ψ ∈ W

2,2
0 . Montrons finalement le

résultat suivant :

Lemme 6.6. Soit M une variété asymptotiquement hyperbolique. On suppose qu’il n’existe aucun champ de vecteur
de Killing conforme L2 sur M . Alors P est un isomorphisme.

Démonstration. Procédons comme [19]. Nous savons tout d’abord que le noyau de P k,l
δ est égal à celui de P 2,2

0 .

Or si ψ ∈ ker P 2,2
0 , on a :

0 =
∫
M

〈ψ,�T T ψ〉 =
∫

∂0M

〈ψ, Bψ〉 −
∫
M

∣∣L̊ψ�g
∣∣2
g

= −
∫
M

∣∣L̊ψ�g
∣∣2
g
,

ψ� est alors un champ de vecteurs de Killing conforme L2. Ceci montre que P k,p
δ est injectif. Pour mon-

trer qu’il est surjectif, il suffit de montrer que P 2,2
0 est surjectif. En effet, Ck,0

c (M,T ∗M) × Ck,0(∂0M,T ∗M)

est dense dans W
k−2,p
δ (M,T ∗M) × W

k−1− 1
p

,p
(∂0M,T ∗M). S’il existe une solution ψ ∈ W

2,2
0 au problème

�T T ψ = u, Bψ = b avec u ∈ Ck,0
c (M,T ∗M) et b ∈ Ck,0(∂0M,T ∗M) alors le Lemme 6.5 permet alors de

conclure que ψ ∈ W
k,p
δ . Ceci montre alors que Im P k,p

δ ⊃ Ck,0
c (M,T ∗M) × Ck,0(∂0M,T ∗M) est dense dans

W
k−2,p
δ (M,T ∗M) × W

k−1− 1
p

,p
(∂0M,T ∗M).

Montrons donc que P 2,2
0 :W 2,2

0 → L2(M)×W
1
2 ,2(∂0M) est surjectif. Pour cela, il suffit de montrer que son adjoint

est injectif. Or le dual de L2(M) × W
1
2 ,2(∂0M) est L2(M) × H− 1

2 (∂0M). Soit (ψ̃, b) ∈ ker(P 2,2
0 )∗. On a alors [16]

que ψ̃ et b sont de classe Cl,β avec ψ̃ ∈ W
2,2
0 . Si ψ est à support compact sur M̊ :∫

M

〈ψ̃,�T T ψ〉g = 0.

L’opérateur �T T étant formellement autoadjoint, ceci prouve que �T T ψ̃ = 0. Si maintenant ψ ∈ W
2,2
0 est

quelconque :

0 =
∫

∂0M

〈Bψ,b〉g +
∫
M

〈ψ̃,�T T ψ〉g =
∫

∂0M

〈Bψ,b + ψ̃〉g +
∫

∂0M

〈Bψ̃,ψ〉g.

Or il est facile de voir qu’on peut toujours construire des 1-formes ψ régulières telles que ψ |∂0M et Bψ soient des
fonctions (régulières) données. On en déduit donc que b + ψ̃ = 0 et Bψ̃ = 0. On a ensuite :

0 =
∫

∂0M

〈Bψ̃, l〉g +
∫
M

〈ψ̃,�T T ψ̃〉g = −
∫
M

∣∣L̊ψ�g
∣∣2
g
.

ψ̃ est un champ de vecteurs de Killing conforme L2. Ce qui montre ψ̃ = 0 et, comme b + ψ̃ = 0, b = 0 : P 2,2
0 est

surjectif. �
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6.2. Champs de vecteurs de Killing conformes

Lemme 6.7. Soit X un champ de vecteurs de Killing conforme sur M . Si X ∈ L2(M,g) alors X = 0.

Démonstration. On a tout d’abord X ∈ W
2,2
0 (M). En effet X vérifie l’équation elliptique �T T X� = 0. Un processus

standard d’itération montre alors que X ∈ C 0,α
0 (M), 0 < α < 1. On en déduit (en utilisant le Lemme 3.7 de [17])

que X ∈ C 0,α
α−1 ↪→ C 0,α

(0) . On voit qu’on doit avoir X = 0 sur ∂∞M car sinon X /∈ L2(M). X est ensuite un champ de

vecteurs de Killing conforme sur (M, ḡ). Par la suite nous identifierons le champ X et sa forme duale associée à la
métrique ḡ, ainsi Xj = ḡijX

i . En particulier, on a

�T T X = 0.

Donc X ∈ Cl,β

(0) . Les dérivées dans des directions tangentes à ∂∞M de X sont nulles. Ceci implique que ∇X = 0 sur

∂∞M . En effet, soit p̂ ∈ ∂∞M , choisissons une carte φ = (ρ, θ1, . . . , θn−1) au voisinage de p̂. Par la suite, on notera
θ0 = ρ. Quitte à redéfinir les θi pour i > 0, on peut supposer ḡij (p̂) = δij (i, j � 0). Les dérivées ∂iXj (p̂) pour
i > 0, j � 0 correspondent à des dérivations de X dans des directions tangentes à ∂0M et sont nulles. De plus comme
X(p̂) = 0, ∇iXj = ∂iXj (i, j � 0). L’équation satisfaite par X en p̂ s’écrit :

∂iXj + ∂jXi − 2

n
∂kXkδij = 0.

En particulier, appliquée à i = 0 et j > 0, l’équation précédente devient :

0 = ∂0Xj + ∂jX0

= ∂0Xj (car X0 est nul le long de ∂∞M),

puis à i = j = 0 :

0 = 2∂0X0 − 2

n
∂kXk

=
(

2 − 2

n

)
∂0X0 − 2

n

∑
k>0

∂kXk

=
(

2 − 2

n

)
∂0X0.

Ce qui prouve que toutes les dérivées de X sont nulles en p̂.
On élargit ensuite (M, ḡ) au niveau de ∂∞M pour avoir une variété (M̃, g̃) Ck,β et on prolonge X par 0 à tout M̃ .

X̃ est alors un champ de vecteur de Killing conforme C 1,1, nul sur le collier qu’on a ajouté à M . Comme �̃T T X = 0
au sens des distributions, X̃ ∈ Ck,β(M̃). On conclut alors, en utilisant le théorème d’unique continuation des champs
de vecteurs de Killing conformes [19, Théorème 6.4] valable pour les métriques W 2,p avec p > n, que X̃ = 0. �

On en déduit donc le théorème suivant :

Théorème 6.8. Soit (M,g) une variété asymptotiquement hyperbolique de classe Cl,β avec l +β � 2. Les opérateurs

P k,p
δ :Wk,p

δ

(
M,T ∗M

) → W
k−2,p
δ

(
M,T ∗M

)× W
k−1− 1

p
,p(

∂0M,T ∗M
)
,

ψ �→ (�T T ψ, Bψ),

P k,α
δ : Ck,α

δ

(
M,T ∗M

) → Ck−2,α
δ

(
M,T ∗M

)× Ck−1,α
(
∂0M,T ∗M

)
,

ψ �→ (�T T ψ, Bψ)

sont des isomorphismes.
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En particulier, appliquant ce théorème à l’équation{
0 = divL = �T T ψ + divL0,

b = L(ν, .) = Bψ + L0(ν, .),

on obtient le théorème suivant de construction des TT-tenseurs :

Théorème 6.9 (Construction de TT-tenseurs sur une variété asymptotiquement hyperbolique). Soit (M,g) une variété
asymptotiquement hyperbolique de classe Cl,β avec l + β � 2.

1. Soient L0 un 2-tenseur symétrique et sans trace avec L0 ∈ W
k−1,p
δ avec 2 � k � l, 1 < p < ∞ et

|δ + n−1
p

− n−1
2 | < n+1

2 , et b ∈ W
k−1− 1

p
,p

(∂0M,T ∗M). Il existe une unique 1-forme ψ ∈ W
k,p
δ (M,T ∗M) telle

que, si on définit L = L0 + L̊ψ�g, alors :
• L est un tenseur symétrique transverse et sans trace ;
• L(ν, .) = b sur ∂0M .

2. Soient L0 un 2-tenseur symétrique et sans trace avec L0 ∈ Ck−1,α
δ avec 2 � k + α � l, 0 < α < 1 et

|δ − n−1
2 | < n+1

2 , et b ∈ Ck−1,α(∂0M,T ∗M). Il existe une unique 1-forme ψ ∈ Ck,α
δ (M,T ∗M) telle que, si on

définit L = L0 + L̊ψ�g, alors :
• L est un tenseur symétrique transverse et sans trace ;
• L(ν, .) = b sur ∂0M .
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