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Sei M eine endliche Gruppe, p eine Primzahl und S eine p-Sylowgruppe
von M mit folgender FEigenschalft:

(P) Keine nichttriviale charakteristische Untergruppe von S ist
normal in M.

Die Bestimmung der Hauptfaktoren von M bezeichnet man als das
Pushing up-Problem fiir M. Im Falle M/O,(M)~SL(2, p*) wurde das
Pushing up-Problem von Baumann [1] fir p=2 und unabhingig davon
dann von Niles [13] fiir beliebiges p gelost. Mit Hilfe der sogenannten
Amalgam-Methode gelang es Stellmacher [14], einen elementaren Beweis
fiir den Satz von Baumann-Niles anzugeben.

Pushing up-Probleme treten haufig bei der Untersuchung p-lokaler
Untergruppen endlicher (einfacher) Gruppen auf. Sei z.B. M eine maximale
2-lokale Untergruppe einer endlichen Gruppe H. Dann ist eine wesentliche
Frage, ob M den Normalisator einer 2-Sylowgruppe von H enthilt. Ist dies
nicht der Fall, so gilt (P). Bei der Untersuchung quasidiinner Gruppen
stieB Mason auf ein solches Problem, wobei M/O,(M) ~ Sp(4, 2) war. In
dicser Arbeit wenden wir dic Amalgam-Methode an, um diesen Fall unter
den folgenden allgemeineren Voraussetzungen zu ldsen.

(A) p=2, M=M/O(M), M/d(M)~ Sp(4, 2°), und O(M)=1.
Dazu beweisen wir den folgenden Satz:

SATZ. M erfiille (A) und (P). Sei M = O*(M) und V = O,(M). Dann gilt
eine der folgenden Aussagen:

(i) B~ Sp(4, 2~

(i) M/V~A, V ist ein natirlicher Sp(4,2)-oder natiirlicher
0(5, 2Y-Modul fiir M, und es existiert ein Komplement zu V in M.
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(ii) M/V~Ag, V ist ein irreduzibler Ag-Modul der Ordnung 2° fiir
M, und es existiert ein Komplement zu V in M.

(iv) M/V ~Sp(4,4), V ist ein natiirlicher Sp(4, 4)-Modul fiir M, und
es existiert kein Komplement zu V in M.

Ist weiterhin ¢ ein Automorphismus ungerader Ordnung von S, dann ist
Ve < 0,(M).

Zu jedem der im Satz angegebenen Fille existieren Beispiele. Im Fall (i)
ist die Gruppe Sp(4,2*) seibst ein Beispiel. Fir die anderen Fille sei
G = Aut(U(4, 3)), Aut(He) oder U(16, 3). Dann besitzt G eine Untergruppe
M, die (ii), (iii), bzw. (iv) erfiillt. Aullerdem existiert ein 2-Element
x € N(S) und eine maximale Untergruppe P von M, die S enthilt, so daB3
P'=Pund G'<{M, x) gilt.

Fiir die Idee, die zu dem Beispicl U(16,3) fiihrte, bin ich Herrn
Th. Meixner dankbar.

1. KAPITEL

In diesem Kapitel beweisen wir einige Eigenschaften der Sp(4, 2") und
ithrer GF(2)-Moduln.

(1.Y) Sei p eine Primzahl, K ein Kérper der Charakteristik p, G eine
endliche Gruppe und V ein endlichdimensionaler K[G]l-Modul. Gilt
V=<{C(S)|SeSyl,(G)), dann ist V=[V,G] C,(G).

Beweis. Sei S e Syl (G) fest gewidhlt. Aus V= (C,(S)|Se€Syl,(G)) folgt
die Existenz von Elementen x,, ..., x,, aus C,(S), so daB fir V;=<{x¢) gilt:
V=V,V,---V,. Offensichtlich geniigt es, die Behauptung fiir jedes V, zu
zeigen. Sei dazu V,= (1) der natiirliche Permutationsmodul von G auf
den Nebenklassen von S, d.h. es existiert eine Basis {a,|He S\G} von V,
mit (a,)® =a,, fir alle ge G. Dann folgt

C,,O(G)={/l( 5y a,,))teK},
He S\G
[VO,G]={ S inanlinek T ;.,,:o}.

He S\G He $\G

Aus char K=p und ggt(|G:S|,p)=1 folgt C,(G)n[V,,G]=1 und
Vo= [V, G1x Cy(G).

Nun ist offensichtlich V; ein Faktormodul von ¥V fiir jedes ie {1, .., n}.
und es folgt V,=[V,,G] C,(G)und V=[V,G] C,{(G). 1



432 ULRICH MEIERFRANKENFELD

(1.2) Sei p eine Primzahl, A eine elementarabelsche p-Gruppe und V
ein treuer GF(p)[A)-Modul mit |V/C (A) <|A4].
Dann existiert eine Untergrupe B< A mit:

(1) |V/CAB)<I|B|, B#1,
(i) [V,B, B]=1.

Beweis. Sei d:=max{|C/B)|-|B||B<A} und X:={B<A|B#1,
|Cy(B)| -|B|=d}. Wegen | V/C (A)| <|A|istd=|V].

Wie in [6, 8.2.4] zeigt man nun: Ist Be X, ve ¥V und M = [v, B], dann
gilt |MC(B)||Csg(M)|=|C,{B)|-|B|=d Wir zeigen nun, dal
Cy(M)+#1 ist. Andernfalls folgt |MC (B)|=d>|V|, also V=MC,(B)
und [v, B]< [V, B]=[M, B]=[v, B, B], im Widerspruch zu [10, 4.2].
Somit ist Cyz(M)+# 1, und aus [MC,(B), Cx(M)]=1 folgt Cx(M)e X.

Sei nun Be X mit | B| minimal, dann ist Czx(M)=B und [v, B, B]=1
fiir alle ve V. Also ist [V, B, B] =1, und wegen |C(B)||B|=d=|V]| ist
lvicuB)<|8|. 1

(1.3) Sei G eine endliche Gruppe, p ein Primzahl, V ein treuer
GF(p) G-Modul und A eine nichttriviale elementarabelsche p-Untergruppe
von G. Es gelte:

(i) [V/CAA)N<14].
(i) OP(G)Y< {y°"D> fiir alle ye A*.
(iii) Ist p=3, so besitzt G keine Untergruppen N, und N, mit
N,<aN,, O(G)< N, und N,/N, ~ SL(2, 3).
Dann ist [0,(G), O"(G)]=1.

Beweis. Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch. Sei (G, V, A) ein
Gegenbeispiel mit |G|+ | 4| + | V| minimal.
(1) V ist ein irreduzibler G-Modul.

Sei ¥, ein Kompositionsfaktor von V' mit V, # V. Operiert A nicht treu
auf V,, so folgt aus (i) [V,, O°(G)]=1. Operiert 4 treu auf V,, so ist
| Vo/Cyy(A) <|A|; und aus | Vy| <| V]| folgt wegen der minimalen Wahl,
daB [V, [0,(G), O?(G)]]=1 ist.

Also operiert [0,(G), O?(G)] trivial auf jedem Kompositionsfaktor von
V, und aus [6, 5.3.2] folgt [O,(G), O”(G)]=1, im Widerspruch zur
Annahme.

(2) |4l=p.
Aus der minimalen Wahl und (1.2) folgt [V, 4, A]= 1. Wir nehmen nun
an [A4]>p. Sei H< A mit |A/H|=p, dann ist | V/C (H)| > | H| wegen der
Minimalitdt von |G|+ |A|+|V]|. Nun ist C,(4A)<C,(H) und somit
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C/H)=C/(A4). Aus [10, 722] folgt 0,(G)=<Co,(H)IH<A,
| A/H| =p). Somit ist C,(A4) invariant unter O,(G).

Sei W=C,(A) oder V/C,(A). Dann ist [W,4]=1 und somit
[W,A4,0,(G)]=1und [W, 0,(G), A]=1. Aus dem Drei-Untergruppen
Lemma [6, 2.2.3] folgt

[W, [4,0,(G)]]=1

Also ist [V,[4,0,(G)]]1=1 und [4,0,(G)]=1, aus (i) folgt
[0,(G), 0?(G)] =1, im Widerspruch zur Annahme.
(3) G=<4%).
Andernfalls wire ((A¢), V, A) ein Gegenbeispiel mit

<A +IVI+14]<|G+|V]+]4].

Aus (1), (2), (3) folgt: G operiert irreduzibel auf ¥ und wird von Trans-
vektionen erzeugt. Aus [11] folgt:

G ~ SL(n, p), Sp(2n, p), 2., 0%(2n,2) oder O (2n,2);

Wegen (iii) ist G 2 SL(2, 3) und wir erhalten [0,(G), O”(G)] =1, im
Widerspruch zur Annahme.

(1.4) Sei G eine endliche Gruppe mit G/®(G) ~ X und O(G)=1.
Dann ist ®(G) = ®(0*(G)).

Beweis. Sei H:=0?(G), wir nehmen an &(H)s @&(G). Dann ist
H/®(G)~As und &(G) <« @(H). Also existiert eine maximale
Untergruppe M von H mit &(G)« M und H=®(G)M. Sei V:=
&(G) n M. Da &(G) nilpotent ist, folgt H=Ng4(V), und V ist ein maximaler
Normalteiler von H in @(G). Insbesondere ist &(G)/V elementarabelsch.

Ist V<1 G, so folgt aus dem Satz von Gaschiitz [8,1.17.4], dall &(G)/V
ein Komplement in G/V besitzt. Also ist ¥ kein Normalteiler in G. Sei
1€ G\H mit t>=1. Dann ist &(G)=VV" und H=MM" Es folgt:
|M/MAM® | =|MM* /M| =|H/M|=|D(G)/VI]; [V/VaV I =|VVV'|=
|®(GY V]| und |S(GYMAM)I)MNM|=|D(G)/PG)nMnM| =
|BG) VAV =|®(G)/V|*=|HMnM|.

Also ist H = ®(GYM n M*) und G = &(G)(MAM)1)), im
Widerspruch zur Definition der Frattinigruppe. |

(1.5) Sei G eine endliche Gruppe, A <G eine nichttriviale elemen-
tarabelsche 2-Gruppe und V ein treuer GF(2)[G}-Modul. Es gelte:
(i) G/®(G) =~ Sp(4,2") und 0,(G)=1,
(i) |V/CA4)<]4].



434 ULRICH MEIERFRANKENFELD

Dann ist &(G)=1 oder k=1 und G~ZX, wobei X, definiert ist durch
D(2y) > Cy und Xo/P(2) = 2.

Beweis. Wegen (i), (ii), und (1.4) sind offensichtlich die Vorausset-
zungen von (1.3) fiir p =2 erfiillt. Wegen O0,(G)=1 ist &(G)= 0,(G) und
somit [H(G), 0X(G)]=1.

Falls k> 1, so ist 0?(G)=G und G ist eine Schursche Erweiterung von
Sp(4, 2%). Nun ist fiir k> 1 nach [7, Tafel 4.1] der Schurmultiplikator von
Sp(4, 2%) trivial, also ist @(G) = 1.

Falls k=1, so ist O*(G)/®(G) ~ A¢. Der Schurmultiplikator von A4 ist
isomorph zu Cy [7, Tafel 4.1], so daBl mit O,(G)=1 folgt: #(G)=1 oder
&(G)= C;. Im letzteren Fall ist 0%(G) ~ A, und G~ %,. |

(1.6) DEFINITION. Set G~2Xy oder Sp(4,2"). Sei V ein treuer
GF(2)[G]-Modul und H die von G induzierte Gruppe von linearen
Abbildungen. Es existiere ein Korper K, so dal V ein k-dimensionaler
Vektorraum iiber X ist.

(a) Ist k=2, K~GF(4) und H=1I'L(V, K), so heillt V natiirlicher
G-Modul.

(b) Ist k=4, K~GF(2) und existiert eine nichtausgeartete
quadratische Form f auf V iiber K, so dall H=0(V, K, f) ist, so heilit V
orthogonaler G-Modul.

(c) Ist k=4, K~GF(2") und existiert eine nichtausgeartete sym-
plektische Form s auf V iber K, so daB H=Sp(V, K, s) ist, so heiit V
natiirlicher G-Modul.

(d) Ist k=5, K~GF(2") und existiert eine nichtausgeartete
quadratische Form f auf V iiber K, so dal H=0(V, K, f) ist, so heilit V
orthogonaler G-Modul.

Bemerkung. Im Fall (a) und (b) ist G~ 2, im Fall (c) und (d) ist
G~5p(4,2). |

Ohne Beweis geben wir an (vgl. [9]):

(1.7) (a) Sei V ein irreduzibler GF(2)[2s]-Modul, dann ist V
isomorph zum trivialen, natirlichen oder orthogonalen X -Modul.
(b) Sei V ein irreduzibler GF(2)[ 2 ]-Modul, dann ist | V| = 2", oder
V ist isomorph zum trivialen oder einem natiirlichen X - Modul.

(1.8) Sei V ein itreuer, direkt unzerlegbarer GF(2)[X,]-Modul.
Operieren die Transpositionen als Transvektionen, so ist V isomorph zu
einem der folgenden X -Moduln.
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(i) V,=<ay,ay,..,aqy mit linear unabhingigen a,, .., a; und
(a)" =ayy,, fir alle te Xy, 1 <i<6.
(ii) Vz = VI/CVI(Eé)'
(iil) Vi=[V, 2], Vs ist ein orthogonaler X¢-Modul.
(iv) Va=V;3/Cy(Z¢), V4 ist ein natirlicher X -Modul.

Beweis. Da sich die Xy von fiinf Transpositionen erzeugen l4dfBt, ist
[ VICAZ ) <25, [V, 2611 <2° und 24°<| V| <25 Sei H~X5 und von
Transpositionen erzeugt. Aus (1.7)(a) und da H von vier Transpositionen
erzeugt wird folgt:

(x) V=[V,H]®C,(H)und [V, H] ist ein orthogonaler X';~-Modul.

Sei nun | V| =2% aus (1.7)(b) folgt V'~ V,. Sei | V| =2°und C,(Z)=1.
Aus (x) folgt, daB eine Bahn der Linge 6 existiert, also ist V'~ V,. Sei
[V|=2°, Cy(Xs)#1 und V* der zu V duale Modul. Aus dem
vorangegangenen Schritt folgt V* ~ V,, also ¥V~ V,. Sei nun | V| =25 Da
V direkt unzerlegbar und |[V, 21| <2% ist, ist |C(Z4) =2 und
[V, 261l =27

Aus (x) folgt die Existenz einer Bahn der Liange 6 in V\[V, 2], also ist
VeV, |

(1.9) Sei V ein treuer GFQ)[2¢]-Modul mit |V|<2° und
C(Z)=1, dann gilt:

| V| =2%und V ist ein natirlicher Modul,

oder

| V| = 2% und V ist dual zu einem orthogonalen X ;-Modul.

Beweis. Aus (1.7) folgt | V| > 2* und V ist ein natiirlicher Modul, falls
| V] =2%ist.

Sei nun | V| =25 Wegen C,(X¢)=1 und (1.7)(b) ist |[V, Zc]| =2° Die
16 Elemente in V\ [V, 2] zerfallen in Bahnen der Lingen 10 und 6. Also
ist ¥ dual zu einem orthogonalen Modul.

Falls | V| =25 so ist wegen C (A4¢)=1, |[V, 45]| =2 Also existieren
drei unter 4, invariante Unterrdume U,, U,, U; der Ordnung 2°. In jedem
U, existiert nun eine Bahn {a} |1 <k <6} der Linge 6. Dabei scien die
Bezeichnungen so gewihlt, daBB C , (a})=C,(af) fir 1<i,j<3, 1<k<6
ist.

Dann ist x, :=a} + a} +aje [V, A¢] und wird von einer A4 zentralisiert.
Da [V, 4¢] keine Bahn der Linge 6 enthilt, folgt x, = 1. Sei y' :=a} + a’.
Dann ist y'e [V, 4¢], und y* wird von C 4 (a}) N C 4 (ab) ~ A, zentralisiert.
Dadurch ist y' cindeutig bestimmt, insbesondere ist y!=j)?=jy*=y! 4
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y2+y>. Andererseits ist y' +y*+p*=x, +x,=1. Also kommt der Fall
| V| =2° nicht vor. |

(1.10) Sei G~ Sp(4,q), q=2* und V ein natiirlicher G-Modul.
Gemadf3 der Definition eines natiirlichen Moduls fassen wir V als sym-
plektischen Raum iiber GF(q) auf. Dann gilt:

(i) Ist HSV eine Hyperebene, so ist |Cz(H)| =q.
(ii) Ist ASG und |[V, A]| =gq, so gilt | V/C (A)| =q.
(i) Ist ASG und [V, A, Al1=1, so zentralisiert A eine isotrope
Ebene in V.
(iv) Ist HSV eine isotrope Ebene, so gilt fir T=Cg(H): |T|=¢° T
ist elementarabelsch und H=C (T)=[V, T].
(v) Sei SeSyl,(G), x, ye S mit [x,y]1#1. Dann ist [V, [x, y]] die
von S normalisierte isotrope Ebene.
(vi) Sei SeSyl,(G), A <aS und [V, A, A1=1. Dann zentralisiert A
die von S normalisierte isotrope Ebene.
(vii) Sei SeSyl,(G). Dann ist |[V, S1=q°, [V, S, S] ist eine isotrope
Ebene und |[V, S, S, S]l=g.

Beweis. Alle Aussagen folgen durch leichte Rechnungen aus den
Definitionen. ||

(L11) Sei G~ Sp(4, 2%), A< G eine nichttriviale elementarabelsche
2-Gruppe und V ein treuer GF(2)[G]-Modul. Es gelte:

(1) 1V/CAI<|A].
(i) V=<Cu(S5)| SeSyl,(G)>.
Dann ist V/C (G) ein natiirlicher Sp(4, 2¥)-Modul.

Beweis. Aus (i) folgt mit einem Resultat von B. Cooperstein [3], da3
jeder nichttriviale Kompositionsfaktor von V ein natiirlicher G-Modul
ist. Enthdlt V zwei nichttriviale Kompositionsfaktoren, so folgt
| V/C(A)| =q¢° also |A|>g* und aus (1.10)(i) folgt | V/C,(A4)| =q* im
Widerspruch dazu, da3 4 elementarabelsch ist.

Aus (ii) und (1.1) folgt V=V, G]1C (G).

Falls k > 1 ist, so ist G = O*(G), und V/C,(G) ist der nichttriviale Kom-
positionsfaktor von ¥, also ein natiirlicher G-Modul.

Falls k£ =1 ist, so existiert ein Element de G mit {d| =3 und [[V, d]| =4.
Nun 148t sich 0%(G) mit Hilfe von drei Konjugierten von d erzeugen, also
ist [V, 0%(G)]| <2% Wegen [V,G]=[V,G,G]ist [V,G]=[V, O%G)].
(1.9), angewandt auf den zu [V, G] dualen Modul, liefert, dal [V, G] ein
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natiirlicher oder orthogonaler Modul ist. Also ist auch fir k=1, V/C(G)
ein natiirlicher G-Modul. |

(1.12) Sei (V,, s) ein 4-dimensionaler, nichtausgearteter symplektischer
Raum iiber GF(g) mit g=2% Sei G=Sp(V,, GF(q),s) und V:=
GF(2*)x V,. Fiir x, y, Ae GF(q), v, we V, und g€ G definieren wir:

(v,o)+(x,w):=(x+y+s(v,w),v+w)
My, v):
(y,v)*:

(A%y, i)
(¥, v%)

Weiterhin definieren wir f: V' — GF(q) durch
Sy 0)) =y

Dann ist (V,f) ein orthogonaler Raum iiber GF(g), und V ist ein
orthogonaler Modul fiir G.

Beweis. Die Behauptungen folgen unmittelbar aus der Definition. ||

(1.13) Sei G~ Sp(4,2%) und V ein GF(2)[G]-Modul. Ist ¥ =V/C,(G)
ein natiirlicher G-Modul, so ist [V, G] isomorph zu einem Faktormodul
cines orthogonalen G-Moduls.

Beweis. Wir nehmen 0.B.d.A. an, dall V' =[V, G] ist. Falls k=1 ist, so
folgt die Behauptung aus (1.9) durch Betrachtung des zu V dualen Moduls.
Sei also im folgenden k > 1.

(1) Sei SeSyly(G), dann ist C,(S) = C,(S).

Sei P:=C(Cp(S)), wegen k>1 ist O*(P)=P. Sei U das Urbild von
Ci(S) in V. Dann ist [U, P1<C{G), also [U, P, P1=1 und, wegen
P=0%*P), {U, P]=1. Wegen S<P folgt U= C,(S) und C,(S)=Cy(S).
AuBerdem haben wir gezeigt:

(2) [Cu(S), P]=1.

(3) Sei W mit C{G)< W und W ist isotrope Ebene in V. Sei
P,=N(W). Dann ist W=C{G)®[W, P,].

Aus (1) folgt [W, O,(P,;)]=1. Nunist P, := P,/O,(P,)~ GL(2, 2¥) und
[W,Z(P,)]=W. Aus dem Satz von Maschke folgt U= C,(G)®
[U, Z(P,)] und damit dic Behauptung.

(4) Sei B:=J,.c[W, P,]% Dann existiert eine Bijektion ¢: V- B
mit @(x*¥) = @(x)* fir alle xe ¥ und ge G. Sei h(x, y) :=p(x+y)+ o(x) +
o(y). Dann ist A(x, y}e C(G). Jedes Element ve V' 148t sich eindeutig
schreiben als v=c+ ¢(x) mit ce C,{G) und xe V.
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Aus (2) und (3) folgt ndmich | B| = ¢* mit g=2*. Also ist BN C(G)=
{1} und BC(G)/C,(G)= V. Hieraus folgen sofort alle Behauptungen.

(5) Sei s die symplektische Form auf 7, dann ist A(x, y) = A(s(x, y))
mit einer geeigneten Abbildung

k. GF(q) = C(G).

Aus (3) folgt zunichst h(x, y) =0 falls s(x, y)=0. Seien nun x, y, X, e V
mit s(x, y) = s(X, ) # 0. Dann existiert ein g € G mit x* =% und y* =, und
es folgt

hx,y)=o(x+y)+o(x)+o(y)=[e(x+y)+o(x)+o(y)]*
=@(X+F)+ o(X) + ()= h(X, 7).

Also hidngt A(x, v) nur von s(x, y) ab.
(6) A(%+p)=Hh(A)+h(u) fir alle 4, ue GF(g).
Seien x, ye V mit s(x, y) =1, dann folgt
A+ 1) =h(x, (A+ ) y)=@(x + iy + uy) + o(Ay + uy) + o(x)
=h(x +Ap, W)+ o(x + 2y) + o(w) + ¢(4y) + o(wy) + ¢(x)
= h(p) + h(x, 4y) + @(x) + @(4y) + o(4p) + @ (x)
= h(p) + h(4).

Sei nun V,=GF(g)x ¥V der in (1.12) beschriebene orthogonale G-

Modul.
Wir definieren @:V, -V durch &((y, x):=h
X

D((y, x)%) = B((p, x*)) = h(y) + @(x*) = (h(y) + o(
D((y, x)+ (U, v))=D((y+u+s(x,v), x+v)

h(y)+ h(u) + h(s(x, v)) + o(x + v)

A(y)+ h(u) + h(x, v) + o(x + v)

=h(y)+h(u)+ @(x) + @(v) = B(y, x) + P(u, v).

v)+ ¢(x). Dann ist
=(P((y, x)))* und

Also ist @ mit der Operation von G vertriglich und GF(2)-linear. Somit ist
V,/Kern @ ~Im & als GF(2)[G]-Modul.

Nun ist Im @ invariant unter G, also wegen V=[V,G], Im &=V, und
V ist isomorph zu einem Faktormodul des orthogonalen Moduls V. |

(1.14) Sei G~ Sp(4,q), g=2* und V ein orthogonaler G-Modul.
Wir nennen x € G Transvektion, falls | V/C,(x)| = ¢ ist. Dann gilt:
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(i) Sei X< G, dann ist C (X)/CAG)=Cp(X) mit V=V/C/G).

(i1) Sei ASG mit [V,A,A]1=1 und |V/C,(A)| <|A}|, dann ist
CA{G)Y< [V, A], oder q=2 und A wird von ein oder zwei Transvektionen
erzeugl.

(iii) Wir definieren folgende Typen von quadratisch operierenden
Gruppen:

(Typl) [Al=q und |V/C(A)|=¢q.

(Typll) |A4|=q% A enthilt genau eine Untergruppe B vom
(Typ 1), und B enthdlt alle Transvektionen in A.

(TypIll) |A|=q° und A enthilt genau zwei Untergruppen vom
(Typ I).

(TypIV) |A|=q? und A enthilt keine Transvektionen.

(TypV) [4|=¢".

Dann gelten folgende Aussagen:
(1) Ist A vom (Typl), so gilt \[V,A]|=q> falls q>2, und
LV, A1 =2, falls g=2.
(2) 1Ist A vom (Typ1l), so gilt |[V, A]|=4".
(3) Ist A vom (TypIll), so gilt |[V,A)l=q> falls q>2, und
[V, A1l =4, falls q=2. Weiterhin liegen alle Transvektionen in A in einer
der beiden Gruppen vom (Typl) in A.

(4) Ist A vom (Typ1V), so gilt |[V, Al =4°,

(5) Ist Avom (Typ V), so enthilt A alle Transvektionen in N (A) und
wird von diesen erzeugt. Weiterhin ist |[V, A]| =q’.

(iv) Sei SeSyl,(G). Dann enthilt S genau zwei maximale elemen-
tarabelsche Untergruppen E und T. Dabei ist T die eindeutige Gruppe vom
(Typ V) in S, und fir E gilt:

(a) E enthalt genau eine Untergruppe A vom (Typl), und es gilt
A< Z(S).
(b) [V, E]l=q" und |[Ci(A), E]| =¢.
(v) Seien S, T und E wie in (iv) und A< S vom (TypI).
Ist ASE, so gilt Cg({V,A])=Ng(Cp(4))=Cg(A4)=S.
Ist A € E, so gilt Cg([V, A])=N4(C,(4))=CxA)=T.

(vi) Seien S und T wie in (iv), und A < S eine quadratisch operierende

Gruppe. Dann ist [V, A1n C(T) £ C,(G).
Beweis. (i) folgt unmittelbar aus (1.12).

(ii) Sei Amit [V, 4,A]=1, |V/C, (4)|<|A4| und C,(G) £ [V, 4].
Dann normalisiert 4 eine zu C,(G) komplementdre Hyperebene H.

481/112/2-12
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Schrinkt man die quadratische Form f auf H ein, so sieht man, daB} 4 in
einer der orthogonalen Gruppen O*(4, ¢) liegt. Nach (1.10)(iii), (iv) sind
die quadratisch operienden Gruppen diejenigen, die eine isotrope Ebene
zentralisieren. Damit rechnet man die Behauptung leicht nach.

(iii) Wegen (it) bleibt nur noch zu zeigen, daBB A alle Transvektionen
in Ng(A4) enthilt, wobei 4 vom (Typ V) sei. Nun ist Cp(A) eine isotrope
Ebene und N ;(4)= N ;Cp(A)). Eine Transvektion, die eine isotrope
Ebene normalisiert, zentralisiert diese und liegt in 4. Die Transvektionen in
A sind diejenigen, deren Kommutatorgruppe in C,(A4) liegen. Man
iiberlegt sich leicht, daBl 4 von diesen Transvektionen erzeugt wird.

(iv) DaB § genau zwei maximale elementarabelsche Untergruppen
enthalt, ist eine wohlbekannte Tatsache. E 14Bt sich definieren als

Cy(X*/X),  wobei X=Cg(S)

ist. Ist also 4 <E vom Type I, so folgt C(4)=X"* und [V, 4]=X. Also
ist A< Z(S). [V, E]|=4q" und |[C}(A4), E]| = q folgt aus (1.12).
(v) und (vi) priift man durch leichte Rechnungen nach. ||

(1.15) Sei G~Sp(4,q), q=2% und V ein natiirlicher G-Modul.
Dann gilt:

(i) Seigq>2, Tvom (Typl) und SeSyl,(G) mit (T, S)=G. Dann ist
KT, ®&(S)) der Zentralisator eines Punktes in V, und aus ®(S)< A< S und
A, T>#G folgt, daBb A die von S normalisierte Ebene zentralisiert.
Insbesondere ist | A| < q°.

(ii) SeiteG?* mit t*=1.
Dann ist {®(S)|{S, t> =G, SeSyl,(G))>=0*G).

(iii) Sei t eine Transvektion, ye G*, | y| =2 und y keine Transvektion.
Sei [t,y]=1. Dann existiert eine 2-Sylowgruppe S und ein T<S vom
(Typ V) mit {S,t>=G=<T,y>.

(iv) SeiyeG*, y>=1, SeSyl,(G) und ye S. Dann existiert ein te G
mit ?=1, te{y,y'> und {S,y"'>=G.

Beweis. (1) Sei T,<®(S) vom (Typl). Wegen (7,S)>=G ist
E=C/(Ty)n CAT) eine anisotrope Ebene und {7, T,) = Cc(E) =~ L,(q).
Wegen C (DB(S)<C(Ty) ist U=EnCy(P(S))#1 und {&(S), T>=
Cg(U). Nun ist UC,(S) die von S normalisierte isotrope Ebene, und aus
DH(S)<A<S und KT,A>#G  folgt (T,A>=C4U) und
Luc,(S), A1=1.

(ii) Dies priift man fiir jede der drei Konjugiertengklassen von
Involutionen durch einfaches Rechnen nach.
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(ili) Man tiberlegt sich leicht, daB die maximalen Untergruppen von
G die ein T vom (Typ V) enthalten, von der Form Ng(X) mit X< C(T)
sind. Man wihlt nun T< G mit C(T) " C(y)=1. Dann folgt <T, y> =G.
Wegen [y, t]=1 st [V, t}1<C(y)<Cy(t). Man wihit nun
Ze Cy (T)\C (). Dann gilt fiir S:=Cyx(Z)n Ng(Ci(T)), daB T< S und
(S, t>=0G ist.

(iv) Man wihle eine Diedergruppe der Ordnung 2r mit n ungerade,
die y enthilt, und in keiner der beiden maximalen Untergruppen von G, die
S enthalten, liegt. Dann folgt unmittelbar die Behauptung. |

(1.16) Sei P eine endliche Gruppe, N<iP, A<P, Sei fir X<P
X := XN/N. Existiert ein te P mit P= (A4, A*), so gibt es ein te P mit
Jfolgenden Eigenschaften:
(i) 1=r,
(ii) te<dA, A".
Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion iiber |N|. Falls
| N| =1 ist, so ist die Behauptung trivialerweise richtig.

Sei ty€ P mit fy=1. Sei Py= {4, A*). Falls Py= P ist, so folgt sofort (i)
und (ii). Sei also P,+# P. Wegen f,=1 ist P{N=P und P,/N,~ P mit
No=NnP;. Sei 1, das Urbild von 7t wunter dem kanonischen
Isomorphismus von Py/N, nach P. Nun ist |N,{<|N| und nach
Induktionsannahme existiert ein te Py mit te {A4’, 4> und tNy/N,=1,.
Dann ist tN/N =1 und die Behauptungen bewiesen. |

(1.17) Sei G~ X und U ein treuer GF(2)[G]-Modul. U heift ein
natiirlicher £ -Modul, falls ein zu GF(4) isomorpher Kérper K existiert, so
dafi U ein 3-dimensionaler Vektorraum iiber K ist, G eine Gruppe von
semilinearen Abbildungen von U iiber K induziert und G ein Hyperoval in der
zu U gehorigen projektiven Ebene iiber K normalisiert (vgl. (12, S.7-9 und
61-631).

Sei nun S € Syl,(G), A< S eine elementarabelsche Untergruppe und V ein
treuer GF(2)[G]-Modul. Es gelte:

(a) |V/ICAA)<|A], 4#1,
(b) V'={CuS)|SeSylL(G)).
Dann gilt:

(i) V=[V,Gl1®CG), und [V, G] ist ein natiirlicher X Modul
fiir G,

(i) A<1S,|A|=4 und A<H, wobei H=0%*G)~ A, ist.
(1) S<NG([V, A1), Cs([V, A1) = A, und | V/C\(A4)| =4.
(iv) Sei geG mit (A%, S>=G. Dann ist [A%, C(S)] € C (A).
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Beweis. Durch Inspektion der elementarabelschen Untergruppen von G
liberlegt man sich leicht, daB aus (a) | V/C,(H)| < 2° folgt. Nun ist wegen
D(G)~Cy V=[V,D(G)]® C(D(G)). Aus (b) folgt nun C (P(G))=
C,(G) und somit [V, d(G)]=[V, G].

Wegen [H,®(G)]=1 und L,(4)~C,, Ly(4)~As folgt |V]|=25
G/P(G) ~ X, operiert nun auf den 21-Punkten der projektiven Ebene tiber
GF(4). Es existiert dann eine Bahn der Linge 6, und diese bildet ein
Hyperoval. Also gilt (i).

(ii) Da die Elemente aus X4\ A¢ nur als semilineare Abbildungen
operieren, iiberlegt man sich leicht, daB aus (a) folgt: 4 < H. Die elemen-
tarabelschen Untergruppen von H liegen nun in einer der beiden
Konjugiertenklassen von maximalen elementarabelschen Untergruppen der
L.(4). Es folgt, |V/Cy(4)|=4 bzw. |V/C,(A)) =16. Also ist 4 in S
eindeutig bestimmt und 4 <1 S, |4]| =4

(i) S=aNg([V, A]) folgt aus 4 < S, und C([V, A])= A4 folgt aus
(i), denn fiir B= Cq([V, A]) gilt ebenfalls | V/C,(B)| < B.

(iv) Mit [A48 C,(S)]1<Cy(A) folgt aus der GF(4)-Linearitit, daB
[48, CAT)]<C,(A4) ist, wobei T=5n H sei. Wegen (A%, S)=G folgt
CAT)C (A%)=V, also ist [A% C(T)]=[A% V], und es folgt
G= (A% SY><N4HC(A4)), im Widerspruch zur Irreduzibilitit des
natiirlichen £¢-Moduls. ||

2. KAPITEL

Wir fiihren nun die grundlegenden Begriffe fiir die weitere Arbeit ein.

Sei SeSyl,(M), H=S-Aut(S) das semidirekte Produkt von § mit
Aut(S) und G=H x¢ M das freie amalgamierte Produkt von H und M
iiber S.

Sei I'=I'(G, H, M) der rechte Nebenklassengraph von G beziiglich der
Untergruppen H und M.

Eine genaue Erliduterung dieser Begriffe findet sich in [5].

(2.1) (i) G operiert kanten-, aber nicht eckentransitiv auf I
(ii) I ist ein Baum.
(iii) I ist bipartit, I'= H® v M°.
(iv) Fir Ae V(I') gilt G, ~ H oder M.
(v) G, operiert transitiv auf A(A) fir alle A€ V(I').
(vi) Sind a und B benachbarte Ecken, so enthilt Gzn G, keinen
nichttrivialen Normalteiler von G.

(vit) G operiert treu auf IT.
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Beweis. Die Aussagen (i)—(v) finden sich in [5]. Zum Beweis von (vi)
konnen wir annehmen a=M und f=H, dann ist G,nGz=S, und ein
Normalteiler von G in § ist eine charakteristische Untergruppe von S, die
normal in M ist.

(vii) Folgt aus (vi), denn G liegt in G,nG;. |

Im folgenden bezeichne » immer eine zu M konjugierte Ecke und f§ eine
zu H konjugierte Ecke.
Sei d die Ubliche Abstandmetrik auf I,

A'(A):={6el|d(4, 6)=1i}, ieV(I).
Fiir 4, 6 e V(I') sei y(4, 8) der eindeutig bestimmte Weg von A nach 4.

Gil) = m Gé,

SeA(A)
Q,.:=G, Sp = G;”, H,:=0%G,)Q,
Z, = 2(Z(S))| Se Syl (G,)),
X, =2,(Z(Q,)),
V,:=(Zs|0e4*(x)),
Vo= (Z,15€ (),
b:=min{d(x, 2')|Z, £ GV, a'e V(IN)}.

Wir nennen (o, ') kritisch, falls d(a, «')=b und Z, £ GV ist. Sei

o, ' y=(a, x+ 1,242, .., a+b—1,0+b)
=(a'—ba' —b+1,.,a —1,2a)

(22) (i) Sp=GznG,eSyl(G,) fir alle ae A(B).

(i) Q.= 0,(G,)=G®.

(i) [Q,,Z,]=1

(iv) b ist gerade, a ~a'.

v) [Z,,0%G,)]#1.

vi) [Z2,,Z2,1#1,2,<G,,Z,<G,.

(vii) Z,<X,, falls b>0 ist, inshesondere ist Z, elementarabelsch.
(vill) X,<GY fiir alle Ae V(I') mit d(4, a) < b.

(ix) («', &) ist ein kritisches Paar.
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Beweis. (i) Sei 0.BdA. B=H und a=M, dann ist GyNG,=
S<H=G; Also ist GonG,=GznG;=GY) fiir alle ded(f) und
Gy G,eSyl,(G,).

(1) Q,=Npeaw GpNGi=gec, S¥=0,(G,) und Q,<GyNG,=
Sp<G; fir alle de A(B), fe d(a), also ist 0, <GP <G =0,.

(iii) folgt sofort aus Q, = 0,(G,) und der Definition von Z,,.

(iv) Nehmen wir an b ist ungerade, also o'~ f. Dann folgt
Z, £ GP=S,. Also ist wegen Q, ,<S,, Z,€£Q,_ =G¢ |, im
Widerspruch zur Minimalitédt von b.

(v) Aus [Z,,0%(G,)]=1 folgt ,(Z(S;))<<Gy,G,>=G fiir
B e A(2), im Widerspruch zu (2.1)(vi).

(vi) Aus der Minimalitdt von b folgt Z, <G, und Z,<G,. Aus
[Z,,Z,]=1 folgt wegen Z, £ G'V’= @, und der Struktur von G, ~ M,
daB [Z,, 0*(G,)] =1 ist, im Widerspruch zu (v).

(vii) Aus b>0folgt Z,<Q, und Q,(Z(S)) < X,=2,(Z(Q,)) fir alle
SeSyly(G,), also ist Z, < X,,.

(viii) Nehmen wir an X, £ GV fir ein Ae V(") mit d(4, a) <b. Sei
zusétzlich 2 mit d(4, 2) minimal beziiglich X, £ G%V. Analog wie in (iv) gilt
A~a. Aus [X,, Z,]=1 folgt wie in (vi) [Z;, 0*(G;)] =1, im Widerspruch
zu (v), also ist [X,,Z,]#1 und Z, € Q,=G'", im Widerspruch zur
Minimalitit von b.

(ix) Wegen [Z,,Z,]#1 und [Z,,Q,]=1 ist Z, £ Q,, also ist
(o, &) kritisch. ||

(2.3) Sei b>0 und (a, o') kritisch, dann gilt:

(i) G./Cs(Z,)=~Sp(4,q), oder q=2 und G,/C;(Z,) ~ Z.
() Z,/Z,nZ(G,) is ein natiirlicher G,/C;(Z,)-Modul.
i) [Z,,Z,1<Z,nZ, wd[Z,,Z,,Z,]=1.
(V) 1Z,0./0.1=12,Q./Q.1€{q, ¢°}.
(V) Z.nQ,=C,(Z,)
Beweis. (iii) folgt unmittelbar aus (2.2)(v) und (2.2)(vi). (v) folgt aus
(2.2)(ix) und der Struktur von G, .
Zum Beweis von (i) nehmen wir 0.Bd.A. an, daB |Z,/C,(Z,)| <
|Z,/C,(Z,)| ist. Dann folgt die Behauptung aus (1.5).
(i1) folgt wegen Z,= {C,(S)|SeSyl,(G,)) aus (1.11) und (1.17).
(iv) folgt aus (iii), (v), (1.13), (1.14)(i) und (1.10)(i), (iii) bzw. (1.17). §
Den Fall Gm/CGa(ZG,)zEA6 behandeln wir im 6. Kapitel. Wir nehmen

deshalb bis dahin an, daB G,/C;(Z,)~ Sp(4, g) ist. AuBerdem sei im
folgenden immer b > 0.
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24) Sei |Z2,0,/Q.1=9q. Dann ist X,=Z,, oder q=2 und
X,=U®C mit C<Z(G,), wobei U isomorph zu einem der in (1.8)
angegebenen Moduln ist.

Beweis. Aus [Z,nQ,, X,]=1 folgt mit (1.10)(i):
q= lXa’Qa/Qal = |X0('/CX<,’(Zm)| .

Falls ¢>2 ist, so wird G,/Q, von vier Konjugierten von Z,0./0.
erzeugt, also ist | X, /X, nZ(G,)| <q¢*, und wegen |Z,/Z, N Z(G,)|=q*
folgt X, =27,

Falls ¢ =2 ist, so induziert Z, Transvektionen auf X, und die Behaup-
tung folgt aus (1.8). |

(2.5) Sei (a, o) kritisch. Dann definieren wir:

5 {Z,, falls q> 2, oder Z,Q /0, nicht vom (Typ II1) ist,
“T\CL (1) fallsq=2,und Z,0Q,./Q, vom (Typ I11) ist.

Dabei sei 1€ S, _| so gewdhlt, daf t als Transvektion auf Z, operiert, d.h.
|Za’/CZ,'(T)| ={q, und Zaz<‘[> Qa’/Qa' vom (Typ V) iSI'

(2.6) Sei (o, o') kritisch. Dann gilt:

(i) Z,Q./Q. ist vom (Typ1), (Typ II), (Typ III) oder (Typ IV).

(i1) Z,0,/Q, ist vom gleichen Typ wie Z,0,/Q,.

(iii) Fallsq=2und Z,Q,/Q, vom (TypIll)ist, soist Z,=Z,nH,.
@) Ist 12,0./Q.1=q> und T:=C;([Z,,2Z,]) dann ist

[T’ Z(x’] = [Zaz’ Z:z]

Beweis. Wir zeigen zunichst (i) und (ii). Falls |Z,0,/0,.|=q ist, so
folgt aus (1.10)(i), daB Z,Q,/Q, und Z,Q,/Q, vom (TypI) sind.

Sei also |Z,0,/Q0.1=¢"=1Z2,0.,/Q,|. Existiert ein teZ,, das als
Transvektion auf Z,. operiert, so gilt fir Y:=C, (z), daB | YQ,/Q.|=¢
und [Y, {t)(Z,nQ,)]=1 ist, also ist YQ,/Q, vom(TypI). Ebenso ist
dann C(Y) Q,/Q, vom (TypI).

Enthalt Z \YQ, keine Transvektionen, so sind Z,Q,/Q, und
Za'Qaz/Q:x vom (Type II)

Enthélt Z,\ YQ, Transvektionen, so sind Z,0,./Q0, und Z,.0,/0,
vom (Typ III).

Enthilt Z, keine Transvektionen, so sind Z,0Q,/Q, und Z,.0Q,/0,
vom (Typ IV).

Wir zeigen nun (iii) und (iv).



446 ULRICH MEIERFRANKENFELD

Falls g#2 oder Z,Q,/Q, nicht vom (Typ III) sind, so folgt (iv) aus
(1.10) und (1.14)(iii).

Sei g=2 und Z,0,/Q, vom (TypIll). Dann ist Z,0, = <{7,,7,> @,
wobei 7, und 1, als Transvektionen auf Z, operieren. Sei t wie in der
Definition von Z,.. Dann ist T= {t,, 15, > Q, und [t;, C (t)]#1, also
[Ti’ Z:x] = [Tia Zoc] AISO ist [T’ Z:x’] = [<Tl’ TZ>’ Za] = [Zau Za’] und
[Z,,Z,]=4. Da wegen (ii) auch Z,.Q,/Q, vom (TypIII) ist, folgt
Z,=Z,nH, |

3. KAPITEL

In diesem Kapitel zeigen wir, daB b <4 ist.

Wir definieren zunichst noch:
T;:=Cs([Z., Sp» SsD fiir aed(p).

Dann ist T%/Q, vom (Typ V), und wird von den Elementen in §; erzeugt,
die als Transvektionen auf Z, operieren.

(3.1) Sei b>2, (a, a') kritisch, x—1e A(x) mit {S, |, Z,>=G,
und o —2eAla—1)Ymit Z, ,Z,<0 G,.
Ist (x—2, o’ —2) nicht kritisch, so gilt:
(i) g=2
(i) 1Z2,Q./Qx|=2.
(lll) [Z:x -2 Zm‘ M Qu] sZ(C;oz)7 I[Zoz~—29 Zm’ N Qu:” = 2

(iv) Qu€ T2} und |Z,/Z,nZ, ,|=8, oder |Q,Q, 2/Q. 2=
2=|Za/zamza 2"

(V) [21—2’ Saz—l]Zat<Goc'
(vi) Es gibt einen Weg (0, B, y) mit [Z5,Sg]1Z, <0 G,.
(i) X,=Z,.

Beweis. ()[Z, 5.2, Z,Z, .

Andernfalls folgt Z, ,Z, <1 {S, |, Z,)»=G,, im Widerspruch zu den
Voraussetzungen.

(2) 12,0.,/Q.1=4
Aus |Z,0,/Q,|=q* folgt mit [Z, ,, [Z,, Z,]1=1 und (2.6)(iv), daB
[Z2, ,, 2,]1<Z,ist, im Widerspruch zu (1).

3) X,=2,.
Falls ¢ > 2, so folgt X, = Z, aus (2) und (2.4). Falls g =2 ist, so erhilt man
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falls X, # Z, ist, aus (2.4) die Struktur von X,. Man erhilt durch leichte
Rechnung:

[Za—Z’ Zaz’] S [Zaza Zot‘][Zaz -2y Xcz’ N Qac] <Zotzx 2

im Widerspruch zu (1).
Seinun X:=Z2,nQ,.
4) [Z, ,, X]#1
Andernfalls folgt aus (1.10)(i), daB Z, ,<Z,Q, ist, im Widerspruch
zu (1).
Wegen QI(Z(Sc( 1))Sza—2 und <S<z 15Zaz’>=G1 ISt Za<21~~~2ro"
Nun ISt |Za--2Q:x‘/ZazQaz’| = |Za—2/CZ,_2(X)|’ alSO gllt

(5) 1Z, 20./Q.1€{q’ ¢’}

(6) Z, , operiert quadratisch auf Z ..
Andernfalls ist |Z,/C,(Z,_,)| =¢°, denn die 2-Sylowgruppen des Zen-
tralisators einer anisotropen oder isotropen Ebene operieren quadratisch
auf dem natiirlichen Modul. Also ist [XQ, ,/Q, | =|X/CZ, ;)| =4*
und  |[Z, ,,X]|=4¢>~ Andererseits folgt aus (1.14)(iv), daB
I[Z, 5, X]l=gq ist.

(1) XQ, 2/Qs,ist vom (TypI).
Falls |Z,_,0./0Q.|=q’ ist, folgt aus (6), daB Z,_,Q,/Q, vom (Type V)
ist und von Gruppen vom (Typl) erzeugt wird, also ist [Z,_,,Z,]<
[Z,,Z 12, ,,Z,nQ,] im Widerspruch zu (1). Also ist

1Z, 20./Qsl=¢" und |Z, ,/C, (X)|=¢q.

Sei R:=[Z,_,,X], T=C,,_(R), und Y=C,, _(X). Wegen (1.14)(iii)
ist T=S,_; oder 7% 2. In jedem Fall ist Y<aT und Y<Z,Q,.. Also ist
v,Zz,1<2,, YZ,<<(T,Z,>=:Lund [R,L]=1.

(8) ISt QagT;w%7 SO ISt 'QzQa 2/Qx 2|=q und |Z:z/ZaLmZ<z 2|

Sei R,:=R[Y,Q,], dann ist R,<tL. Wegen Q,<T*-? ist
| Z,/Z,"Z,_,|€{q,q*}. Nehmen wir an |Z,/Z,nZ,_,|=4¢*> Man
tiberlegt sich leicht wegen Q,<S, ;, daB R,<S, , ist, und
[Z,..nZ,,S, (1<R, gilt. Also ist Rp<a<{S,_,,L>=G, und Ry<Z,.
Also ist Ry<Z(G,)und [Z,_,nZ,,S,_,1<Z(G,), im Widerspruch zu
(1.14)4)und Z,_,nZ, £ Z(S,_,).

Also ist| Z,/Z, N Z, | =q und |Q,Q,_»/Q,_>| =g nach (1.10)(i).

) Ist Q,<T32%, s0ist [Z, 5, Z,nQ,1<Z(G,)

Aus (8) folgt [Z, ,,Z,nQ,1<Z(S,. ) und somit

(Zoo2, 2o N Q]S Z({S -1, 22 0)=Z(G,).
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(10) Ist Q, T3, so ist [Z, ,, S, 1Z,<G,, \Z,JZ,n
Zaz 2| = q3 und [Z:x 2 Za’ i Qat] gZ(Gac)

Aus Q, € T3 -3 folgt |S,_1/Q,T* _}| <gq, so daB wegen &(S, )< T??
und (1.15)(i) folgt: LQ,=G,. Nun ist @, ,<L, un somit {(QF: ,>=
(@t _,>< L, also ist 0¥(G,) < L.

Aus YZ,<L folgt [Y,0%(G,)]1<2Z, Ist Y<hS, , so folgt
[Z, .., 0(G)]=[KY* '), 0%G,)>1<Z,, also ist Z, ,Z,<G,, im
Widerspruch zu den Voraussetzungen.

Also ist Y<1S, ; und [Z, ,,S, 1Z, = YZ, < G,. Dann ist
[Za-~ 2 Zoz N Qa] S Z(Sa-‘ l)’ alSO [Za— 29 Zaz’ N Q:x] <Z((;::z)

(i1) g=2.
Nehmen wir an ¢>2. Falls [X,Z,_,] €« [Z,, Z, ], so folgt aus (6) und
(1.14)(iii), daB [Z,. ,,Z,]1<[X, Z, .,]1Z,,Z,] gilt, im Widerspruch
zu (1).

Alsoist [X, Z, ,]<[Z,, Z,]. Nun operiert X als Gruppe vom (Typ 1)
auf Z, , und Z, als Gruppe vom (TypI) auf Z ., also ist |[X, Z, ,]| =
I[Z.. Z,]| und

[Zaa Za] = [X’ Zaz . 2] SZ(G:;)

Wir konnen nun (3.1) beweisen. (i) und (ii) folgen aus (11) und (2), (iii),
(iv), und (v) folgen aus (8), (9), und (10) (beachte dabei, daB
{Zd Z/Zu—lnza( =21 [Za— Z’Sa 1]<Za und Somit [Za 2 Sa-l] Zaz < ch
impliziert). (vii) folgt aus (3).

Es bleibt noch (vi) zu beweisen. Nehmen wir an [Z;, S;] Z, <G, fiir
jeden Weg (9, B, 7). Dann folgt [Z,., S, (]2, ,=1[2Z,,8, ;]1Z,_,fir
ein ped(a’ —3). Also gilt [[Z,,S,_,).Z,)J=1und X=[Z,, S,_,]
Q4(Z(G,)). Weiterhin gilt [Z,,S, ;1Z,_,=12Z,,S, s1Z,_, mit
red(a'~5), also [[Z,,Sy 31, Z,_,]1=1 und, da [Z,_,,Z, ,]=1
nach Voraussetzung, [[Z,,S, ], Z,_,]1=1 und [X,Z, ,]=1, im
Widerspruch zu (4). |

(3.2) Sei b>2 und (o, &') kritisch. Dann gilt:
(l) ZazZaz+24:1 Ga+2 und ZatZ::z+2<*‘J Goc'
(1) Seia—led(x)mit {S,_,2,>=G,, dannist V,_, € Q, .
Beweis. ()Z,Z2,,., <0 G, .

Aus Z2,Z7,,,<G, ., folgt Z,Z2, ,=2,Z,,, fir ein ped(a+3), also ist
{(z,,21<1Z,Z,,,, Z,1=1, im Widerspruch zu (2.2)(v).

Wir zeigen nun (ii): Wir nehmen an V,_;<Q, . Aus (1) folgt die
Existenz eines d € A(x— 1) mit Z;Z_<h G,. Aus (3.1)(vi) folgt die Existenz
eines a—2ed(a—1) mit [Z, ,,S,. ] Z,<uG,. Dann ist auch
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Z, ,Z,sG,, und aus (3.1)(v) folgt (x—2,a —2) ist kritisch, im
Widerspruch zur Annahme.

Aus (ii) folgt nun induktiv die Existenz eines o — 2ie A*(x —2i+ 2) mit
(o0 — 20, a' — 2i) kritisch.

a=b+2 a=-2i a=21+2 a=2 o a+2  a'-21 a'-2i+2 a'-2 o

Insbesondere existiert ein «—b+2 mit (¢ —b+2, 0+ 2) kritisch und
aey(a—b+2, a+2) Aussage (1), angewandt auf (« + 2, 2 — b+ 2), liefert
Z,22, 46, 1

(33) Seib>2undy(2—2,a'y=(a—2,a— 1,0, a+1,..,0' —1, a)
ein Weg der Lange b+2 mit (a—2, o' —2) kritisch, (o, a') kritisch und
(S, 1,Z2,>=G,. Sei teG, , mit (S, |, Z'.. ,>=G,_,. Dann ist
(a, (o' — 4)') kritisch.

Beweis. Wegen (3.2)(i) ist Z,Z, ,<h G, ,. Wir haben folgende
Situation vor uns:

a-2 o=l a :x"—Z a'

Ist nun (a, (¢’ —4)') nicht kritisch, so folgt aus (3.1)(iii) angewandt auf das
kritische Paar (x—2,(a'—2)"), daB 1#R:=[Z!. ,nQ, ,, Z,]<
Z(G,_,) und R<Z! _, ist. Wegen b>2 ist [R,Z!,]=1, also auch
[R,Z,]1=1, [R, (S,_, Z,>]=1 und R<Z(G,), im Widerspruch zu
(1.14)4). 1

(34) Sei b>2 und y(a—2,%') wie in (3.3). Dann gilt eine der
Jfolgenden Aussagen:
(1) [Zaz 2’21'—2]<Z(G1)
(ll) ! Va er’mZ/Qa‘ - 2| 2 qz'

(111) l(VamQa’~2)Qa’/Qa’|>q2 Qa { T: - %’ und
[Zx ZGQa' 2 Z:z':] { Za'
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Beweis. Wir nehmen an, keine der drei Aussagen ist richtig. Es folgt:

(1) 1Z2,-2Q.-2/Qu_>l=qund V.0, >=2Z, ,Q, .
Sei R:=[2Z, ,,Z, ,]1=[V,,Z,_,]
(2) RLZ(S, )
Aus R<Z(S, ,) folgt [R (S, ,Z,>]=1 und R<Z(G,), im
Widerspruch zur Annahme.
Sei nun Q,<T:23 Zu Ped(x) mit {S4 Z,>=G, existiert nach
(3.2)(ii) ein 6(B) e A(B) mit Zs5) £ Q, », also ist R=[Z;, Z, ,] und

[R9 <Tz(ﬁ) I<Sﬁ’ Zat'> = Goc > Qoz] = 1

Aus (1.15)(i1) folgt R< Z(H,), also mit (24), R< Z(G,), im Widerspruch
zu (2).

Alsoist O, £ T* 2.Sei Y=2Z, ,nQ, rund L={T* 2 Z. > Da (iii)
nach Voraussetzung nicht gilt, ist [Y,Z,]<Z,, denn sonst ist
[Y,Z,nQ,]#1und | Y/CAZ, N Q,) 2q, also | YZ,0,/0.|>q"

Nach (1.15)(i) ist LQ,=G, und, wie frither, O*G,)<L. Nun ist
[¥,Z2,1<Z,, YZ,<L und [Y,0*G,)]1<Z, Wegen (1) und (2) ist
Y4 S, ; und [Z, ,, O%G)]=[KY* '), 0%G,)]1<Z, Also ist
z,7Z, ,<aG,, im Widerspruch zu (3.2)(i). |

(3.5) Sei (x, a') kritisch. Ist |V, _,0,/0.|>q% so ist b<4. Ist
(Va0 Qai2) @./Q,1 =47 50 ist b<6.

Beweis. Sei Y:=V,_, bzw. V,.nQ,,,. Wir nehmen an »>4 bzw.
b>6. Sei a—led(a) mit (S, ,,Z,>=G, und (T*_,,Y>=G,. Ein
derartiges o — 1 existiert nach (1.15)(iii).

Sei a —2€ (e —1) mit («— 2, 2" — 2) kritisch.

(*) SeiteG, ,mit<{S,_,, 2% ,>=G, 5, te{Z,_,, 2. ,> und
?eQ, ,.

Ein solches ¢ existiert nach (1.15)(iv) und (1.16). Aus (3.3) folgt nun
(o, a''—4) ist kritisch. Sei R:=[Z,,Z! ,]. Wegen b>4 ist [R,{Z'. _,,
Z, »»>]=1und R'=R Wegen b>4 bzw. b>6 ist [R, Y']=1. Somit
ergibt sich [R, Y]=1 und C,(T? ,)<Z(G,), im Widerspruch zu
(1.14)(vi). 1

(3.6) Es gilt b<4

Beweis. Wir nehmen an 5> 4. Sei y(a —2, a’) wie in (3.3) und teG, »
wie in (3.5)(x). Also ist (a, (' —4)) kritisch und R=R’ fir R=[Z,,
Z:. ,] Aus (3.5) folgt | Z5Q5/0Qs | = q fiir jedes kritische Paar (8, ¢'), denn
andernfalls ist b <4.



PUSHING UP 451

(1) RLZ(S,_))

Andernfalls folgt wegen [R, Z'.]=1,daB [R, Z, ] =1 und R<Z(G,) ist.
(2) =60, ,&T, ,und [Z,nQ% _,, ZL_,]1& Z, .

Dies ist eine unmittelbare Folge von (1), (3.4) und (3.5).

Sei L=<Z! _,, T%_,>. Dann ist mit (1.15)(i)

LQa 2=Ga—2 Und 02(G1-2)<L'

Sei Y=Z,nQ. ,, X=2Z',_,nQ,. Dann ist wegen (2) und (1.10)(i)
[X,Y]#1.

(3) XZ, _,<T; .
Wegen b> 2 ist XZ!. , elementarabelsch. Aus (1) und (1.14)(v) folgt dann
die Behauptung. Sei R, :=[X, Y]J[Z! ,,Z,], L,:=<T* ,,Z,>.

(4) [R,Li]=1und [R,,L]=1
Aus R, <Z! ,Z. , und b>4 folgt [R,, {(Z.\ ,, Z, ,>]=1, also
Ry=R{.[R,,Z, J=1und [R,Z,]=1. Aus (3) folgt dann die Behaup-
tung.

(5) [Z,,T; 1=G, ,.

Aus (4) folgt [R,, 0*(G, .,)]=1 und R, < S,_,, denn aus R, < S, ,
folgt R, <G, und R, <Z(G,), im Widerspruch zu (1). Nun ist [ (R5*-1),
0*G, ,)]=1und (R} 'y <aG, ,. Man iiberlegt sich nun leicht, aus der
Definition von R, dal} (R{*-'> =[Z,, T* ] gilt.

Wegen r’eQ, , folgt aus (S, ,, Z! ,>=G,_,, daB (S._,,
fo'-—2> =Ga 2 iSt.

Aus (3.3) folgt (o', 2" —4) ist kritisch. Sei se G!, mit se {Z. ,,Z, 4>
und <S¢, Z5> =G,

or.t (cz—l)t a-2 oa-1 a o+2 a+h al

Sei Ry:=[Z,_,, Z5]. Analog zu (1) gilt:
(6) Ry < Z(S;, )

a1
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Aus @, ,€T,., folgt Z, ,nZ,=Q(Z(S, ), also gilt auch
Z, nZ,<Z(S;_,) Nunist wegen |Z, ,0,/0;|1=q, Ro<[T7, > Z3]=
[T ,,Z,]. Aus (5) folgt [Z,, T2 | 1=[Z., (T*_))'1<Z,, also ist

Ry<s(Zy)y=2Z, und R,<Z,.nZ, ,<Z(S, |), im Widerspruch zu
6). 1

4. KAPITEL

In diesem Kapitel fiihren wir den Fall h=4 zum Widerspruch. Wir
nehmen im ganzen Kapitel an, daB b =4 ist.

41) oV,)=V,<Z(V,) und V,< T fiir jeden Weg (9, B, ).

Beweis. Wir nehmen an V., £ Z(V,), dann existieren Wege (%, f,, J,)
i=1,2,3 mit R:=[[Z;,Z;], Z;]#1. Wegen b=4 ist Z;<G;, 1 <]
j<3,und R Z; nZs5,nZ;,. Also gilt:

(1) [R’ <Za|aZ()z>]=1’
aus R #1 folgt
(2) [Zs,Z5] € Q5.

Aus (1) und (1.10)(v) folgt {Z;,, Zs,> < Tgﬂ;, im Widerspruch zu (2).

Also ist Vi, < Z(V,). Da V, von elementarabelschen Gruppen erzeugt
wird, ist V., =®(V,). Aus V, < Z(V,) folgt nun, daB V', quadratisch auf Z;
operiert. Wegen V', <1 S, folgt aus (1.10)(vi), daB V, < T§ist. |

Wir nehmen zundchst an, daB ein kritisches Paar (o, ') mit
| Za Qa’/Qa’] = q2 existiert.

(42) Sei a—led(x) mit {S, ,Z,>=G, und a —2¢€ A(a—1)
mlt [Z:x Z’S:x ]]Z:t<h Gz‘ Dann lS’[ |Zoz—2Qaz’ -2/Qa’ 2|=q2'

Beweis. Aus [Z, ,,S, 1Z,< G, folgt Z,Z, ,<h G, so daB aus
(3.1) folgt: (x—2, o' — 2) ist kritisch.

Nehmen wir an |Z, ,0, ,/0Q, .l=¢. Sei Y:=Z, ,nQ, .,. Aus
[Y,[Z,,Z,]1]1=1und (2.6)iv) folgt [ Y, Z, 1< Z,. Sei T:=Ng,_ (Y)und
L=<T,Z,>. Also ist YZ,<L. Aus T=S, , folggt L=G, und
[z, .., ,1Z,=YZ,<G,, im Widerspruch zur Voraussetzung.

Also ist mit (1.14)(v) T=T%"2. Aus Q, < T folgt mit (1.15)(i) G,=LQ,
und O*G,)<L. Also ist [Y,0%G,)]1<Z, und [Z,_,, 0*(G,)]=
[KYS=>, 0X(G,)]<Z,, und somit Z, ,Z,<1G,, im Widerspruch zu
(3.2)(1).

Also ist Q,<T. Sei R=[Z, ,,Z, ,][Y,Q,]. Man iiberlegt sich
leicht, daB R<S, , ist und R Z(S,_;) ist. Nun ist
R<a{S, ,L>=G, und R<X,, also ist R<Z(H,). Nach (2.4) ist
Z(H,)=2(G,), also R<Z(S, ), im Widerspruch zu R € Z(S,. ). |
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4.3) V,/Z, enthilt genau einen nicht zentralen Kompositionsfaktor.

Beweis. Wegen Z,Z,,,<1 G, enthilt V', mindestens einen nichtzen-
tralen Kompositionsfaktor.

Nehmen wir an, es existieren zwei verschiedene Kompositionsfaktoren
M, und M, von V_/Z, Nunist [V,nQ,,., [Z,, Z,]]1=1. Also gilt
nach (26)(iv) [(V.N Q. 2) Zo/Zs, Z, ] = 1.

Wegen (4.1) ist |V, /V,nQ,,,|<q’. Also gilt fiir mindestens ein
ie{1,2}, daB | M,/C,(Z,)| <¢> Also folgt aus (1.5), (1.11), und (1.17),
daB M, ein natiirlicher Sp(4. ¢)-Modul ist. Falls ¢>2 ist, so ist Z,=2Z,
und |Z, Q,/Q,|=¢° Falls g=2, soist |Z,Q,/Q.|=4 oder Z.<H,. In
jedem Fall erhalten wir einen Widerspruch zu (1.10)(i). |

44) [V,, Q.1<Z(V,) und &(V,)< X,.

Beweis. Nach (43) ist [V,, 0(G,)]<[V,.Q,1Z, oder [[V,, 0,],
0%(G,)1< Z,.

Im ecrsten Fall ist V,=V, [V,,Q,]. Nun ist wegen »bh>2,
Vei1<0,,., also ist

[fo’ Q:x] Qot~0 2= VazQa-f—.’Z’ [Vo(’ Qaz] <Qaz+2 Und [[Vaz’ Qz]’ Zm’] SZ&

Also ist [V,, Q,, 0%(G,)1<Z, und [V,, 0%G,)]< Z,, ein Widerspruch
zu (4.3).
Also ist [[V,, @,], O(G,)] < Z, und somit

[V:za Qa]g[Vw Qa] Zac: [Vaz+l’ Qaz]ZazS V1+l'

Es folgt [V,, 0,1< Npeam Vs<Z(V,), denn es gilt V, = (VglBed(x))
und Vj;=1. Nun folgt [V,,Q,,V,]=1 und [Q,,V,, V,]=1, also
ergibt sich mit Hilfe des “Drei-Untergruppen Lemma” [6,22.3]
[V V,. O, ]=1 Somit ist ®(V )=V, <X,. |

(4'5) q=29 ¢(Va)<Z(H1)’ ro+ 2<HamH1‘ und Z(Hm)?éZ(Goz)

Beweis. (1)<S,.1, 8, 1>=G,,>-

Andernfalls ist |V, /V,nS, ,|<q. Wegen [V,nS, ,Z,]1<Z, erhalten
wir einen Widerspruch zu (1.5) und (1.11) bzw. (1.17).
(2) g=2.

Wegen (44) ist [Z,,Z,]2,(Z2(G,))=C,(Q,,,)<S,,,- Aus ¢>2 und
(1.14)(i1) folgt [Z,, G, 1N Z(G,)<[Z,,Z,] und somit [Z,,Z,]<S, ..
Ebenso ist [Z,,Z,]<S, |, und wir erhalten [Z,Z,6]<
(8441584 1) =G, . Dies impliziert [[Z,, Z, ], 0%G,,,)] =1, und aus
(44) folgt [Z,,Z,]1<Z(G,,,), im Widerspruch zu [Z,, Z,] £ Z(S,, ).
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Wir  wihlen nun a—1led(x) mit S, ,,Z,>=G, und
(T*_,,Z,>=0G,. Dies ist moglich nach (1.15)(iii). Sei a — 2 € A(a — 1) mit
(0—2, a—1, )~ (o, ' — 1, a+2). Nach (42)ist {Z,_»Q,.+/Qu.>2l =4

SeiR:=[Z, ,,Z,,,])-Falls R S,_,ist,folgt Z,,,0, ,#0.0. 1,
und wegen Q,<T*-? gt Q,Q0, ,=T2 }=T> ,. Also st
[R,(T* ,,Z,>]=1und R<Z(G,), im Widerspruch zu R € Z(S, ).

Alsoist R<S, ,und R<a{S, ,,Z,>=G,. Also [R, 0*(G,)]=1 und
R<Z(H,). Wegen R &£ Z(S,_,) folgt Z(H,)#Z(G,), Q,.,<H, und
Q...<H, Aus Symmetriegrinden gilt auch Q,,,<H,. Also ist
|ZQ1Q+2Q1’/Q41’|=|Q1+2Qa/Qa|=47 Q1+2Q1’221Q1’7 und Qa*2Q1=

AlSO iSt [Za’Za]<l<Saz 17Sac’ 1>=Gan [[szac’l Oz(Ga+2)]=1
und [Zau Za’] < Z(Haz+ 2)'

Wegen Z(H,)#Z(G,) und (2.4) gilt nun |Z;0,/Q0s| =4 fiir jedes
kritische Paar (4, '), also ist

Vi=o(V,)<Z(H,). 1

4.6) Sei te[Z,,S, IN\[Z,,S, . Sy 11Z(G,). Dann ist
[V, t,t]=1

Beweis. Wegen t*=1 ist [V, t,t]<®(V,)<Z(H,). Andererseits ist
[V, 11€0,,:<Z,0Q,. Also ist [V, ,t,t]=[Z,t] mit Z<Z,. Somit
folgt [Z,t]<Z(H,)NZ,<Z(G,) und aus (1.14)(i) folgt [Z,t]=1. |

(4.7) Sei t wie in (4.6) und V := (1) Z, ,,. Sei BV definiert
durch Z,,,<B und B/Zat2=CV/ZHZ(OZ(GHZ)). Dann ist V=V/B
ein natirlicher X¢ oder Xg-Modul fir G,,,, |V/VnQ,|=4 und
[Vm Qa” Vat'] =1

Beweis. Wegen [1, S, A<I[2,,Z,1<Z(H,,,)ist [t, S, ;]=1und
[V, Qus2l=1

Also gilt:

(1) [V,Q,,2]1=1und V=<{Cy(S)|S€Syly(G, )

Sei nun o' +2e4*’), so daB (a'+2,x+2) kritisch ist. Es folgt
[Vﬁ Qa” Zaz’+2] < [Z:z'+2a Za+2] < Zat + 2 Nun ISt | V/Vf'\ Q:zl <4, also
gilt

(2) 1VICHAZy o)l <4und | Z, 50,.2/Q0r2] =4
(3) [V, 04G,.2)]1#1.

Andernfalls folgt {Z,, S, 1Z,,.<1G,,,und [[Z,, S, _1] Z,)=1,

im Widerspruch zu (1.10)(i).
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Aus (1.5), (1.11), und (1.17) folgt nun, daB ¥ ein natiirlicher X oder
X -Modul ist.

Aus (2), (1.10)i) und (1.17) folgt nun |V/CAZ,.,)|=4 und
| V/VnQ, =4 Nun ist V,0,,,=Z,,:0,,, also [VnQ,,V,]
=1. ]

(4.8) Ist (a, o') kritisch, so gilt | Z,0./Q0.|1=q.

Beweis. Nehmen wir an |Z,0,/0.|=q>. Wegen (4.5) ist ¢g=2 und
|ZsQ5/Qs| =4 fiir jedes kritische Paar (4,’). Wegen (3.2)(ii) und
(1.15)(iii) konnen wir daher 0.B.d.A. annehmen, dal3

(T310 T3 30 =G,y ist.

Seien V und ¢ wie in (4.7). Wegen [V,, 4, t]=1, Q,,,<H, und
(1.10)(i) ist [V,,1]<VAnQ,. Nun ist |P/VnQ,. =4 und
VaQ,<S, ,. Falls ¥V ein natiirlicher X¢-Modul ist, folgt
(VnQ,, T3 ]1=1und [[V,, 1], T*;3]=1, also ist [V,, f]=1. Wegen
(.S, ;1=1folgtf=1und V=1.

Also ist ¥ ein natiirlicher -Modul. Wegen [V~ Q,, V,]=1 erhalten
wir einen Widerspruch zu (1.17)(iv). |

49) [V, 0,1<Z(V,) und &(V,)< X,.

Beweis. Nehmen wir an [V,,0,] <« Z(V,). Dann existieren
6y,0,e4(a) mit [[Z;,,Q,], Z5,]1# 1. Nun ist [Z;, Q,]1<Zs,, und wir
erhalten einen Widerspruch zu (4.8) und (1.10)(v).

Aus [V, 0,1<2(V,) folgt [V, V, Q,]=1 mittels des “Drei-
Untergruppen Lemma”.

(4.10) Sei (7, B, 0) ein Weg der Lange zwei mit Q;<T} und
Z,Z; <1 G;s. Dann ist |Q5Q,/Qs] =4

Beweis. Wir nehmen an (4.10) ist falsch. Aufgrund von (3.3) und
(1.15)(1v) existiert ein kritisches Paar («, «’) mit folgenden Eigenschaften:

(1) a"=afiirein te{Q,, Q,>.
2) (a+l,a+2)~(y, B, 0).

Sei a—led(x) mit <S, ,,Z,>=G, und (T%_,,T*,,>=G,. Ein
solches o — 1 existiert nach (1.15)(iii).

Seia—2€ed(a—1) mit (¢ —2, 00— 1, )~ (y, B, 6). Dann ist (a —2, a +2)
kritisch aufgrund von (3.1)(iv). Sei X:=Z,nQ,, Y:=Z, ,nQ,,, und
R:=[X Y]
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Sei zundchst R=1. Dann ist wegen (1.10)(i) Y<Z,Q0, und
[Y,Z,]1<Z, Sei T:=Ng,_(Y), L:={T,Z,) Dann ist YZ,<lL,
[Y’ Qz] <1 L und [[Zaz PO 2]’ L] =1

Sei Ry =[Z, ,,Z,,,][Y,Q,] Dannist R, <« L. Man iiberlegt sich nun
leicht, daBB R, <0 S, , | ist. Also ist R, <« G,,. Aus der Definition von R, folgt
wegen IQaQa+2/Qa¢ HZI >4, daB [Za 2 Saz ] 3] gRl ist.

Nun gllt [Zaz ZnXau Saz vl] = [CZ, Z(Qoz), Sa l] = [Zx 2 Soz 1 3] <
R,. Wegen R, <G, folgt [Z, ,nX,,S, 11<Z(G,), und (2.4) impliziert
Z, ,nX,<Z(S, ), im Widerspruch zu Q,<T* 2.

Also ist R#1. Falls R<Z(S, ) ist, folgt, wegen [R,Z,]=1,
R<Z(G,). Wegen (1) folgt R<Z(G, ), im Widerspruch zu (1.14)(i).

Also ist R € Z(S, ). Andererseits ist wegen Q;< T},

R<Z, ;n X, nX,,.nZ, und R'=R,

also R<Z,und R<Z,nZ, ,. Somitist |Z,/Z,nZ, ,|=q° und wegen
(2) |Zoz/ZanZat+2| =q2' Nun iSt Rs [Zaz” an \LZ]’ also

RLZ, ;nZ,nZ,.,nZ,.

Aus (T*,,,T* ,>=G, folgt R<Z(G,), im Widerspruch zu
RLZ(S, ) 1

A11) (V)< Z(G,) und | V,05)0;| < q fir alle e AX(a).

Beweis. Sei (a, o) kritisch. Falls [Z,,Z,] € Z(S,.,) ist, so folgt
Qa+2<T:+l' Aus (410) fOIgt ’QzQa+2/Q1| =49, und Somit [Zxaza’]<
[Q:x+2’ Zaz] < Z(Sa + 1)~

Also ist [Z,,Z,]1<Z(S,,,) und V,,.Q0,=2Z,0,. Wir wihlen
BeA(a+2) mit (S4, S, >=G,,,und de 4(f) mit (9, «') kritisch. Dann
1st

[Z(S’Zm‘]:[zw Zaz’] und [[Z:S’Za’]’ <S/], Saz% 1>]=1
Also ist [Z,, Z,1<Z(G,,,) und V,,,=B(V, )< Z(G, ). |

412) [Z;,S4]1Z, <G, fiir jeden Weg (6, B, ).

Beweis. Sei (o, ') ein kritisches Paar mit:

(1) a'=a'fiirein teV,, V5=V, V,>.
Ein solches kritisches Paar existiert wegen (3.3), (1.15)(iv), und (1.16).
Sei a—leA(x) mit (S, ,Z,>=G, und a—2eA(a-—-1) mit
(a—zy x— 17 “)N (63 ﬂa “)
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Wir nehmen an, daB [Z;, S;]1Z, <t G, ist. Dann ist auch Z;Z, <1 G,
und aus (3.1)(iv) folgt: (e — 2, x+ 2) ist kritisch.
Sei X:=Z,nQ,, Y'=Z, ;nQ,,,,und R:=[X, Y]

(2) R£Z(S, ()
Andernfalls folgt wegen [R,Z,]=1, daB R<Z(G,), R=R' und
R< Z(G,) ist. Also ist nach (1.14)(i) R=1 und nach (1.10)(i) Y<Z,0,..
Esfolgt [Z, ,.S, 1Z,=YZ,<{(S, ,Z,)=0G,, im Widerspruch zur
Annahme.

Nun ist wegen (4.11), [¥, V,]=1, also auch [R, V,]=1. Wegen R<Z,
ist [R,V,]=1, so dal} aus (1) folgt: R*=R und R<Z,. Aus (2) folgt
\Z, 2/Z, ,nZ,|<q* Also ist Q,<T* ,. Wegen (4.10) gilt
10,0, /O, »l=¢,und [Y, X]1<[Y, Q,]=1, im Widerspruch zu (2).

(4.13) Sei (a, 2') kritisch. Dann gilt:
(1) [ch [Zaz" Su’ I]]<¢(V1)<Z(Gz)
(11) [meQac+2’[Za"Su’—1]]=1a meQa«»ZgzaQat"
(ii) Sei B, definiert durch Z,<B,<V, und V,/B,= Cy.,z(0%(G,)).
Dann ist V,=V,/B,~Z /Z N Z(G,) als G,-Modul.
Beweis. Sei X=V_ oder V,nQ,,,. Dann gilt:
[x,(Z,,S, ;J1<[X, [Z,, Sy. 1] Z,,,]=:D. Aufgrund von (4.12) ist
D=[X,[Z,, S,,,1Z,,,]fiir ein ped(a+1). Wegen X<V, und (4.11)
gllt D= [X’ Zoz-}' 2]' AISO ISt [Vaz’ [Z:!" Sz’ 1]] s [Vat7 Zat+2] <¢(V1)<
Z(G) und [V,n0,,s, [Z,, Sy-1]]1=1, und aus (1.10)(i) folgt

VimQa+2<Za(Q1"
Es folgt [V, nQy13, Z,]1<Z, und

(1) |V./C(Z)<q.

Nunist [V, 0,1<V,n 0.5 [V, Qs Z,,]=1 und somit
2) [V.,.0.]=L

Wegen (4.12) folgt:
(3) V.=<Cp(S)|SeSyl(G.)).

Damit folgt (iii) aus (1.5), (1.11), und (1.17). |

(414) SeiteZ,\[Z,, S, 1Z(G,). Dann ist [V,, t,¢]=1.

Beweis. Wegen 1> =1,ist [V,, 1, t]<D(V,)< Z(G,). Nuniist [V, t]<
Ve Q, 2, und aus (4.13)(ii) folgt [V,, ¢, t]=[Z,¢] firein Z< Z,.

Also ist [Z, t}<Z(G,), und aus (1.14)(i) folgt [Z, t]=1, also
[Vt t]1=1. |
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(4.15) bH+#4.
Beweis. Sei (a, «’) ein kritisches Paar mit

(1) <Vaz’ S:z’—1>=Got+2'
Sei ¢ wie in (4.14). Dann ist te V', ,. Sei t:=1tB, /B, ,,. Wegen (4.12) ist
(S, 1]<B,.5aso[t,S,_1=1Aus [V, t,t]=1und V,nQ,,,<
ZaQa’ fOIgt [Vaz’ t] < Qoz'
Aus (4.13)(iii) und (1) folgt [V,, {1=[V,, V,+,1<V,,>NQ,, also ist
Vyi2nQu<alV,S, >=G,,,, im Widerspruch zu

[Vaia/Var20Qul=q und  (413)(iii). 1

5. KAPITEL

Wir zeigen in diesem Kapitel, daB, im Falle =2, [Q,, 0%(G,)]1<Z,
gilt. Wir nehmen im ganzen Kapitel an, daB [Q,, 0*(G,)] £ Z, ist.
Sei (a, a') ein kritisches Paar, f:=a+1 und T:=Tj.

(5'1) Zaz n Zaz < Z(Sﬂ)’ IZoz Qa/Q:zl =q und [Zou sz'] < Z(Sﬁ)

Beweis. Aus |Z,/Z,nZ,|<q? folgt wegen [Z,,Q,]=1,daB Q,<T
ist. Also ist [Q,,Z,]<Z, und [Q,, 0(G,)]1< Z,, im Widerspruch zur
Annahme.

Also ist Z,nZ, < Z(S;). Wegen [Z,,Z,]12Z,n Z, folgen die beiden
anderen Behauptungen unmittelbar. [

Sei nun reG, mit (S84, Z,>=(Z.,S;>=G,. Ein solches ¢ existiert
nach (1.15)(iv). Sei N< S, definiert durch N# T und N/Q, ist elemen-
tarabelsch der Ordnung ¢°. Also sind N/Q, und T/Q, die maximalen
elementarabelschen Untergruppen von S;/Q,..

Sei Y=[Z,,S3] QUZ(G,))=2Z,nQ,, X:=[Y,5,]1Q,(Z(G,))=
C,(T), Y,:=Y,und X, :=X".

(52) XZ, 4 G,, [X, Y, 1#1, Y, <N, Y, T=35; und
1 X10,/Qx | =¢%

Beweis. Aus XZ, <G, folgt XZ,=X,Z, und [X, Y, ]=1. Also ist
Y,<Tund [Y,,Z,]<X Esfolgt Y,\Z,=Y,XZ,<<(S},Z,>=0G,. Aus
[Q,,Z,]<Y, folgt nun [Q,,0%G,)]1<Z, im Widerspruch zu den
Voraussetzungen.

Aus [X, Y] =1 folgt wegen (1.10)(i) X< Z,Q% und [X, Z,.]< Z,, also
ist XZ,<{8;.2,>=G,.

Aus [X, Y ]# 1 folgt | Y,/Cy(X) =q, also | Y,T/T|=qund Y, T=S5,.
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Da Y, elementarabelsch ist, folgt ¥, < N. Nun ist auch [X,, Y]s#1 und
| X,/Cx(Y)| =g Alsoist | X,0,/0.1=4" |
Sei nun L := {Y%) und K := (X%,
(53) LO, =N, [K,Q,]=®(L)=[Y,Y,] < Z(G,) und
DP(LYNZ(G,)=1.
Beweis. (1) L=<Y%).
Sei Ly= (Y{#). Dann ist fiir ge S,
(Lo, ZE1< [S§,Z5) < Y§< Lo.
Aus (Z!,, Sg> =G, und der Struktur von G, folgt nun
AZ)*> Q. =G,
Alsoist Ly<aG, und L= L.
(2) (Y, YI<Z(Sy), [Y,,Y]nZ(G,)=1und [X,Q,]=[Y,, Y].

Wegen Y, <N ist [Y,,Y]<[N, Y] Nun ist [X,S;]=[X, TN]=
[X, NJS[N,Y]. Wegen (l.14)(iv) ist |[N, Y]/=gq, insbesondere
[N, Y]nZ(G,)=1. Da [X,Y,]#1 ist, folgt [X,Y,]=[N, Y]=
[Y,,Y]=[X, Q,] und damit die Behauptungen. Analog zu [Y, ¥,]<
Z(Sp) gilt [Y, Y, 1< Z(8)), also ist [V, ¥,]1< Z(G,).

Wegen (1) ist [Y, Y,]1=[L, Y] und somit &(L)=[Y, Y,].

Wegen [X, 0, ]=[Y,, Y] folgt [K,Q,]=1[Y,, Y]. Aus Y, <N und (1)
folgt LS N. Aus Z, <L, L<aSz;und LT=S; folgt LQ, =N. |

(54) L=K und K/Z  ist isomorph zu einem Faktormodul eines
orthogonalen Sp(4, q)-Moduls fiir G,.

Beweis. Sei K,=<{[Z,,S;,S51°°) Z,.. Dann gelten die entsprechen-
den Aussagen iiber K auch fiir K. Insbesondere nach (5.2) und (5.3):

(1) [Q.,K\1<Q2(Z(G,))<Z,und |K,0,/0,|>¢".
(2) Sei L=L/Z,. Dann ist |L/Cr(K,)| < q¢>

(LN (Z.0.), K\1<[Z,, K, 1[Q., Ky1<Z, und |L/L N (Z,0,)| = ¢*.

(3) L=K
Wegen (2) enthélt L genau einen nichtzentralen Kompositionsfaktor. Aus
(5.2) folgt [K, O*(G,)]+#1. Also ist [L, 0*(G,)]<K und L= YK. Nun
folgt wegen Y=[L, Z,.] Z(G,) und
[(L,Z,1={YK Z, 1=K, Z,]<K, daB Y<K, und L=K gilt.

(4) K=({C(8)|SeSyl,(G)), [K, Q.]=1, und K=[K, G,].
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Wegen [X, S51<2,(Z(S5)) < Z, gilt die erste und damit auch die zweite
Aussage.

Nun ist [¥, S;]1=1X, also X< [X, G,}, und K=[KX, G,].

Aus (2) und (4) folgt mit Hilfe von (1.5), (1.11), (1.13), und (1.17), daB3
K isomorph zu einem Faktormodul des orthogonalen Moduls ist. |

(5.5) Sei B definiert durch Z,< B und B/Z,= Cg(G,). Dann ist
B<Z(K) und &(B)=1.

Beweis. (1) L<Z(K).
Zunichst ist B < Z,Q,, denn sonst folgt wegen B <1 S5, X <
[B, Z,] Z(G,)<B. Also ist [B, X]=1 und B< Z(X).
(2) ®([KK =1
Auf Grund von (5.3) gilt: ?([K, K, ])<SP(KnK)<PK)NnD(K|)<
S(K)nZ(G,)=1.
(3) B<Z[K K]
Wegen [K, K,, K,1<[0.,K,1<Z(G,)<Z, ist [K K, K;]=1. Nun ist
|K,Q,/Q.|=q> so daB die Behauptung aus (1.14)(iii) folgt.
Aus (1), (2), und (3) folgt nun &(B)=1. |

(56) [Q.,0%G,)]=[2Z,,G,] falls b=2 gil.

Beweis. Aus (5.4) folgt, daBb G, transitiv auf K/B operiert. Da in K\ B
Involutionen existieren, folgt aus (5.5), daB @(K)=1 ist, im Widerspruch
v d(K)y=d(L)#1. |

6. KAPITEL

In diesem Kapitel zeigen wir, dall aus G‘,I/C(;z(Zm)z}f6 folgt:
[Q,, 0%(G.)1=[Z,,G.].

(6.1) Sei b>2, (a,a') ein kritisches Paar und a—1¢e A(x) mit
(S, ,Z,>=G,. Sei a—2eda—1) mit Z,Z,_,<h G,. Dann ist
Z, & Gy, und (a—2,a' —2) ist ein kritisches Paar.

Beweis. Nehmen wir an Z, ,<G,, dann folgt aus
[Z, ..[Z4,Z,])=1 und (1.17), daB [Z,_,,Z,]1<[Z,,Z,]1<Z, ist.
Also folgt Z,_,Z,<a{S,_,,Z,>=G,, im Widerspruch zur Vorausset-
zung. Aus Z, , &G, folgt Z,_, € Q, ,, also ist (x—2,a'—2)
kritisch. |I
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(6.2) Sei (a,a”) kritisch und b> 2. Dann gilt:
Zezzczz-*—24:l G1+2 und Zasz+2<b Gaz'

Beweis. Aus Z,Z,,,<1G,,,folgt Z,Z, ,=Z,Z,,, mit pe A(a+3),
alsoist [Z,,Z,1<[Z,Z,,,, Z,]=1, im Widerspruch zu (2.2)(v).

Aus (6.1) folgt nun induktiv die Existenz eines kritischen Paares
(x+2—b, a+2) mit xey(x+2—b, x+2). Dann gilt aufgrund der schon
bewiesenen Aussage

Z,,Z, G, 1

(63) b<4.

Beweis. Wir nehmen an, 6>4. Sei a —1ed(x) mit (S, ,,Z,>=G,
und o—2ed(a—1) mit (x—2,a'—2) Kkritisch. Sei reG,_, mit
(8 ,Z% ,>=G,_ ,. Aus (62) folgt Z, ,Z, <1 G,. Also gilt wegen
(6.1), daB (o, (a' —4)) kritisch ist. Sei R:=[Z,, Z.. _,]. Wegen (1.17) ist
R<S, (. Wegen b>2ist [R,Z!. ,]=1 Alsoist R<{(S,_(,Z, ,>=
G, ,. Wegen b>4 ist [R,Z.]=1 Also auch [R,Z,]=1 und
R<ad{S, ,Z,>=G,. 1

(6.4) b#4.
Beweis. Sei («, o) kritisch. Aus (6.1), (6.2), und (1.17) folgt:

(1) ‘VaQaz+2/Qoz+2|=4'
(2) [Vatme', Za’]sza

Denn: [V, nG,, [Z,,Z,]]=tund V,nG,.<Z,0Q, nach (1.17).
(3) <V<x,Sot' 1>=Gu¢2'

Andernfalls ist | V,/V,n S, ,1<2und Z, zentralisiert eine Hyperebene
in V,/Z,, im Widerspruch zu (1.5), (1.11), und (1.17).

4) [V,,0.1<Z(V,)und V, < X,.

Aus (1) und (2) folgt, daB V,/Z, genau ecinen nichtzentralen Kom-
positionsfaktor besitzt. Also ist [V,, O%(G,)]<[V,,Q,1Z, oder
[[V.. 0.1, 0%(G)1< Z,.

Im ersten Fall folgt V, =V, [V, Q,) und V,0,.,,/Qu.>=
[V.0.]0..2/Q, ., Dies impliziert V,<Q,,,, im Widerspruch zu (1).

Also ist [[V,,Q,], O%G)I<Z, und [V,,0,1<[V,r1, Q] 2,
Somit ist [Van Qa] < Vu+1 und [ch’ Qa] < nﬂed(a) VBSZ( Va)

Aus dem “Drei-Untergruppen Lemma” folgt [V, V,, Q,]1=1, also
V<X,.

(5) [[Zasza’]a Ha+2]=1'



462 ULRICH MEIERFRANKENFELD

Wegen (3) und (1.17) gilt [Z,, Z,]<a1{S,, 1, Sy 10=G,,,. Also gilt
[[Z,,Z.,], OXG,,2)]=1 Wegen (4) ist [[Z,,Z,], Q.]=1 und
[[Zau Zz']’ H1+2]= 1

Aus (5) folgt nun |S,,,/Cs ([Z,,Z,])]<2, im Widerspruch zu
(L.17). 1

(65) Sei b=2. Dann ist [Q,, 0G,)]1<Z,.

Beweis. Sei (a, 2') kritisch. Aus [Q,,[Z,,Z,]]=1 folgt mit (1.17)
0,<Z,0,.Alsoist [Q,, Z,]<Z, und somit gilt [Q,, 0} (G,)]1<Z,. |

7. KAPITEL

Wir zeigen in diesem Kapitel, daB » =2 nur fiir ¢ <4 mdglich ist. Wir
nehmen dazu an, dall ¢ > 2 ist. Wegen (5.6) sei ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit &(G,/Q,)=1.

Sei (a, B, «') ein Weg der Linge zwei mit (a,a’) kritisch. Wir definieren
Sy :=8,n0%G,), D, :=C,,(0%G,)), und 4, :=[Z,, G, 1" Z(G,).

(7.1) 0,(0%G,)=[Z,,G.].

Wegen [Z,,G,1=[Z,, 0%G,)] ist [Z,, G,] <O,(0O*G,)). Somit ist
H:=0%G,)/[Z,,G,] eine Schursche Erweiterung der Sp(4, g). Nach [7,
Tafel 4.1] ist der Schur Multiplikator von Sp(4, q) fiir ¢=2* und k> 1
trivial. Also folgt O,(H)=1 und 0,(0%*G,))=[Z,, G,].

(72) 12,0,/QvI=qund [Z,,S]1<Q,.

Nach (23)(3v) ist |Z,0,/Q.|€{q ¢°}. Nehmen wir an
| Z,Q:/Qu | =q° dann ist [Z,,S5]1 € Q, und Z,0,/0, Z(S5/Q.)=
T3/Q,. Wegen q>2 ist Z(Sy/Q,)=[T%/Q., Ss]. Nun ist Z, <1 Sy, also
folgt Z,Q, = T}, und wir erhalten den Widerspruch |Z,Q.,/Q,|= q.

Ebenso gilt |Z, 0,/0,| =g und wegen Z, < S, folgt [Z,, S51<Q,.

(13) 1Z,/Z,NZy)=q, 10,Q2/Q.) =q und [Z,, S4]1=1Z,, §;]
= [Zoc’s Sﬂ]

Wegen (7.1) und (72) ist [Z,,8;1<0,n0%G)nQ,=1Z,,S,].
Aufgrund von (1.10) geniigtes also, [Z,, S‘,,] =[Z,,S5] zu zeigen.
Andernfalls folgt wegen S; <1 S;, daB S, < T% und §;<Q, gilt.

Nun ist $§;0,=S,, S;,=§;g[§,,, 0,10, und [8;, 0,1<Z, Die
Struktur von S,/Q, impliziert Z,Q,./Q, N {[x, ]l x, y€ Sp/Q, } = 1. Also
ist [8;,0.,1<Q, und S30Q,=0,0,. Andererseits ist Z,<S;Q, und
somit [Z,,Z,]1<[0Q,, Z,]1<0Q.,. Aus (5.6) und dem Drei-Untergruppen
Lemma folgt Q) < D,, und wir erhalten den Widerspruch [Z,, Z,.]<D,.
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(74) 1Q./D,1=4¢* (85 D,1=1 und §;nD,=8,nD,=4,=
A,.
Da G,/Q, von vier Konjugierten von Z,Q,/Q, erzeugt wird, folgt
|Q./D,| =q* sofort aus (7.3). Wegen (7.2) ist 4,=8;nD,.

Aus  (1.12) folgt A,=Z(Sp)n([Z,, Sg]\{[x, y]|xe[Za,SB]
Ve S, [x, y];él} ) und (7. 3) impliziert A,=A4,. Mit (7.3) erhalten wir
weiter <Q,, also Sﬁr\D —[Za,G ]nD =[Z,, SglnD,=
[Za,S,,»]mD =A,

Sei Z<[Za,G] m1t D,.D ,=ZD,. Dann ist [S,,,D = [S,,,Z]
Andererseits ist [S,,,D ]<S,,mD =A,=A, und (1.14)(i) impliziert
[glx's D,]= [glf’ Z]=1

(1.5) G,/D, erfiillt die Voraussetzung (P) des Satzes.

Sei ¢ € Aut(Sy) mit a* =«'. Dann ist («°_, a)=(x,2')¢_" cin kritisches
Paar. Fiir S;: —S,,/A gilt nach (7.4): SB—S,,XD —§ﬁxD“’ L

Also existiert ein Automorphismus ¥ von S, mit Y’|§ =id und
Y|D,=¢ '|D,. Sei ¢o=W¥-¢, dann folgt [Z,, G, ]‘PO—[Za,G 1°=
(z,, G,] und D#=(D¢ 'y*=D,. Wir erhalten also einen
Automorphismus @q: Sg/D, — S4z/D, mit (Q,/D,)*+#Q,/D,. Da Q,/D,
der einzige nichttriviale Normalteiler von G,/D, in S;/D, ist, folgt die
Behauptung.

(7.6) g=4.

Wir nehmen an: ¢ >4. Wegen (7.5) sei 0.B.d.A. D,=1. Dann ist Q,=
Z,=12,,G,]. Sei Q:=C;(Z(S5)) und N=0,Q). Es folgt
&N)=Z,nZ,, N:=N/Z,~nZ, ist elementarabelsch, und N/Z, Z,. ist
ein natiirlicher L,(¢)-Modul fiir Q. Da Z, und Z, die einzigen maximalen
elementarabelschen Untergruppen in Z,Z, sind, ist Z,<xQ und
(Z2,Z,,0]1<Z,nZ,. Wie in (1.13) zeigt man: [N, Q] ist ein natiirlicher
O(3, ¢)-Modul fiir Q. Insbesondere ist |[[N, Sz1NZ,Z,|=q. Sei
B :=N;/(Ss). Dann operiert B irreduzible auf Z, und Z, Z,/Z,. Wegen
g>4 ist Z, nicht isomorph zu Z_Z,/Z, als GF(2) B-Modul. Somit
existieren genau zwei unter B invariante Unterrdume der Ordnung ¢ in
Z,Z,.Da Z, und Z, unter B invariant sind, folgt [N, S;]1nZ,Z,=Z,.

Sei @eAut(S;) mit a*=o«. Dann folgt (Z,NnZ,)*=Z,nZ,,
(Z2,2,)°=(Cs(2,n2,))*=Z2Z,Z, und N¢ = (Csﬂ(Z NZ,]Z(8g))*=N.
Also gilt Z‘P—([N SpgInZ,Z,)?=27Z,, und wir erhalten den Wlder-
spruch Z,=Z27,..

(1.7) G,/D, ist eine nichtzerfallende Eerweiterung der Sp(4,4) um
einen natiirlichen Modul.
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Sei 0.B.d.A. D, =1. Wir nehmen an es existiert ein Komplement K zu Z,
in Sg. Sei Ky:=Z,Z,,nK. Dann ist K, elementarabelsch und somit
Ky<Z,. Nun ist [Ky, K]=1, und KZ,/Z, ist nicht elementarabelsch.
Andererseits zentralisiert K die anisotrope Ebene K,Z(Sj;) in Z,, im
Widerspruch zu den Eigenschaften eines natiirlichen Moduls.

8. KAPITEL

In diesem Kapitel beweisen wir den Satz. Nach (2.2)(iv), (4.15), (6.3),
(6.4), und (7.6) ist entweder =0, oder es gilt b=2 und g€ {2,4}.

(8.1) Sei b=0. Dann gilt Aussage (i) des Satzes.

Beweis. Wegen Z, € Q,und [Z,, 0, ]=1ist [Q,, O*(G,)] = 1. Somit
ist 0%G,)~Sp(4,q) oder SL(2,9). Im letzteren Fall wire fiir eine 2-
Sylowgruppe S von G,, O*(S) eine charakteristische Untergruppe von S
normal in G,, im Widerspruch zu den Voraussetzungen.

Sei nun b=2. Nach (5.6) und (6.5) ist [Q,, O*(G,)]1<Z,. Sei (a, B, ')
ein Weg der Linge zwei mit («, «') kritisch, ¢oeCy mit a”=ao"
A4=1[Z,,G,]1nZ(G,), B=[Z,, Cs([Z,, Ss1)], D.=Cp(0%(G,)), §y=
Sy 0%G,), C definiert durch C/D,=Cgy »(Cs([Z,, Ss])) und
T;;: CS/‘([Z,“ S[h 2]).

(82) Seib=2,q9g=2und G,/C;(Z,)~2¢. Dann gilt Aussage (ii)
des Satzes.

Beweis. Wir nechmen an, Aussage (ii) des Satzes ist falsch. Dann ist
H,/Z,D,~SL(2,9) oder O*G,) enthilt eine zu SL(2,9) isomorphe
Untergruppe.

Sei zunichst |Z,0Q,/Q.|=4. Dann ist Tj=Cy([Z,,Z,])=T;,
Ss « T3, und [8;,Z,]1<0%G,) und [S;Z,]< Q,. Da Z, elemen-
tarabelsch ist, erhalten wir einen Widerspruch zur Struktur der SL(2, 9).

Sei nun' |Z,0,/0.1=2 und xeZ \Z,nQ,. Dann existiert ein
yE §,,<x>, so daBl [x, y]#1 und entweder [x, y]¢ C oder [x, y]e Z(G,)
gilt. Im ersten Fall erhalten wir einen Widerspruch zu
[x,yle[Z,, S;1<C, im zweiten Fall folgt [x, y]e[Z,, Z,1n Z(G,)=1.

(8.3) Seib=2, q=2und G,/C;(Z,)~Z. Dann gilt Aussage (iii)
des Satzes.

Beweis. Dies beweist man wie im ersten Abschnitt von (8.2).
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(84) Sei b=2 und q=4. Dann gilt Aussage (iv) des Satzes.

Beweis. Wegen (7.7) miissen wir nur noch 4 =1 zeigen. Wir nehmen
A#1 an. Wegen 4<Z(G,) existiert ein y € G5 mit AY £ D,. Aus (74)
folgt, daB («, &) fir §=a¥ nicht kritisch ist. Wegen S;=5;D, und
[S5, D,]=1 ist §,05=15, oder D,Q;=Ss. Im zweiten Fall ist AY <
[D,,Z;1<D,. Also ist [S4,Z,]1=[84,2,1=[S842Z,1. Es folgt
[Zx’ Ga] ﬂD(;"—‘Aw, |[Z:z’ Ga] mD&I = |[Za’ Ga] szI und Q6=ZaD5'
Somit ist [Q,, @51< D5, [Q, Z51=1, @, =Q; und Z, =2,(Z(Q,)) = Z;.
Es folgt

A* =[Z,, Sg1n Z(SP\{[x, y1Ix€ Z,, ye Sy} =(47)"
im Widerspruch zur Annahme.

(8.5) || ist gerade, d.h. es gilt die zweite Behauptung des Satzes.
Beweis. Wir nehmen an, daB | ¢ | ungerade ist.

Sei zunichst | Z,Q,./Q, | = 4. Dann ist wegen (2.6)(ii) Z¢ 'Q,=Z7.0,.
Es folgt, daB Z,.D,/D, und Z¢-'D,/D, in der selben maximalen
elementarabelschen  Untergruppe von Z,Q,/D, liegen. Wegen
T%= Csp([Za, Z,1)=T3folgt S, & T% und S, « T¥ '. Die Struktur von
G,/D, liefert:

[Z2 ', Sp] Z(Sp)=[Z., Ss] Z(Sp).
Da | ¢ | ungerade ist, erhalten wir den Widerspruch
[Z,, SplZ(Sp)=[Z,, Sp1 Z(Sp).

Also gilt |Z,0,/0,|=2 und
(1) 1Z,0¢"/Q¢"| <2 und [Z,, C°"] < D?" fiir alle ne N.
Weiterhin gilt, da Z,. elementarabelsch ist, Z,, < CZ¢~! und somit
(2) Z2"<C®'Z¢" " fiir alle ne N,
Wir zeigen nun durch Induktion iiber n, daB Z¢” < Q, gilt. Fiir n=0 ist
dies trivialerweise richtig. Aus (1), (2), und der Induktionsannahme folgt
() [z¢"2,]<[C* ',z (2 Z2,1<Dy" "
Ist Z¢" <« Q, so folgt wegen (1) [Z¢",Z,]=B. Wegen
B=[Z,, Z,]=B” und (3) erhalten wir den Widerspruch B< D,.

Also gilt Z?”"<Q, fiir alle n und da |@| ungerade ist, folgt Z¢=
Z,.<Q,, im Widerspruch zu den Voraussetzungen.
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