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Sei A4 eine endliche Gruppe, p eine Primzahl und S eine p-Sylowgruppe 
von A4 mit folgender Eigenschaft: 

(P) Keine nichttriviale charakteristische Untergruppe von S ist 
normal in M. 

Die Bestimmung der Hauptfaktoren von M bezeichnet man als das 
Pushing up-Problem fiir M. Im Falle M/O,(M) L X(2, p”) wurde das 
Pushing up-Problem von Baumann [ I] fur p = 2 und unabhangig davon 
dann von Niles [ 131 fur beliebiges p gel&t. Mit Hilfe der sogenannten 
Amalgam-Methode gelang es Stellmacher [ 141, einen elementaren Reweis 
fiir den Satz von Baumann-Niles anzugeben. 

Pushing up-Probleme treten haufig bei der Untersuchung p-lokaler 
Untergruppen endlicher (einfacher) Gruppen auf. Sei z.B. M eine maximale 
2-lokale Untergruppe einer endlichen Gruppe H. Dann ist eine wesentliche 
Frage, ob M den Normalisator einer 2-Sylowgruppe von H enthllt. 1st dies 
nicht der Fall, so gilt (P). Bei der IJntersuchung quasidiinner Gruppen 
stieB Mason auf ein solches Problem, wobei M/O,(M) u Sp(4,2) war. In 
dicser Arbeit wenden wir die Amalgam-Methodc an, urn diesen Fall unter 
den folgenden allgemeineren Voraussetzungen zu losen. 

(A) p = 2, A= M/O,(M), I@/@(@) z Sp(4, 2k), und O(M) = 1. 
Dazu beweisen wir den folgenden Satz: 

SATZ. M erfille (A) und (P). Sei I@= O”(M) und V= O,(B). Dunn gilt 
eine der foigenden Aussugen: 

(i) ti 1: Sp(4, 2k)‘. 
(ii) a/V- A,, V ist ein natiirlicher Sp(4, 2)‘-oder nutiiriicher 

O(5, 2)‘-Modul ftir I@, und es existiert ein Komplement zu V in L@. 
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(iii) fi/V- A6, V ist ein irreduzibler a,-Modul der Ordnung 2’ ,fir 
iii, und es existiert ein Komplement zu V in M. 

(iv) fi/V- Sp(4, 4), V ist ein natiirlicher Sp(4,4)-Modulfiir I@, und 
es existiert kein Komplement zu V in M. 

1st weiterhin cp ein Automorphismus ungerader Ordnung von S, dann ist 
VW d 02(M). 

Zu jedem der im Satz angegebenen Falle existieren Beispiele. Im Fall (i) 
ist die Gruppe Sp(4, 2’) selbst ein Beispiel. Fur die anderen Falle sei 
G = Aut( U(4, 3)), Aut(He) oder U( 16, 3). Dann besitzt G eine Untergruppe 
M, die (ii), (iii), bzw. (iv) erfiillt. AuWerdem existiert ein 2-Element 
.Y E N,(S) und eine maximale Untergruppe P von M, die S enthalt, so da13 
P-‘ = P und G’ < (M, x) gilt. 

Fur die Idee, die zu dem Beispiel U( 16, 3) fiihrte, bin ich Herrn 
Th. Meixner dankbar. 

1. KAPITEL 

In diesem Kapitel beweisen wir einige Eigenschaften der Sp(4, 2”) und 
ihrer GF(2)-Moduln. 

(1.1) Sei p eine Primzahl, K ein Kiirper der Charakteristik p. G eine 
endliche Gruppe und V ein endlichdimensionaler K[G]-Modul. Gilt 
V= (C,,(S)1 SE Syl,(G)), dann ist V= [V, G] C,.(G). 

Beweis. Sei SE Syl,( G) fest gewahlt. Aus V = ( C,.( S)l SE Syl,( G) ) folgt 
die Existenz von Elementen x r, . . . . x,, aus C,(S), so dab fur Vi = (~7) gilt: 
V= V, V, . V,,. Offensichtlich geniigt es, die Behauptung fur jedes V, zu 
zeigen. Sei dazu V0 = (1 L7)” der natiirliche Permutationsmodul von G auf 
den Nebenklassen von S, d.h. es existiert eine Basis {a,, 1 HE S\G} von V,, 
mit (a!,)” = a,,R fur alle g E G. Dann folgt 

Aus char K=p und ggt(lG: Sl,p)= 1 folgt CV,(G)n [V,), G] = 1 und 
Vo = C Vo, Gl x C,(G). 

Nun ist offensichtlich Vi ein Faktormodul von V0 fur jedes iE { 1, . . . . n}. 
und es folgt Vi= [Vi, G] C,(G) und V= [V, G] C,.(G). 1 
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(1.2) Sei p eine Primzahl, A eine elementarahelsche p-Gruppe und V 
ein treuer GF(p)[A]-Modul mit 1 V/C,(A)1 < 1 A 1. 

Dann existiert eine Untergrupe B< A mit: 

0) I VC,(B)I 6 IBI, Bf 1, 
(ii) [V,B,B]=l. 

Beweis. Sei d:=max{IC,(B)~~~BI~BdA} und X:={B<AIB#l, 
lC,(B)I.IBI=d}. Wegen IV/C,(A)I<IAl istd2IVl. 

Wie in [6, 8.2.41 zeigt man nun: 1st BE X, u E V und M= [o, B], dann 
gilt IMC,,(B)I IC,(M)I = IC,,(B)I .IBI =d. Wir zeigen nun, dag 
C,(M) # 1 ist. Andernfalls folgt I MC,,( B)I = d 2 I VI , also V= MC,(B) 
und [r, B] d [V, B] = [M, B] = [q B, B], im Widerspruch zu [lo, 4.21. 
Somit ist C,(M) # 1, und aus [MC,,(B), C,(M)] = 1 folgt C,(M) E X. 

Sei nun BE X mit I B I minimal, dann ist C,(M) = B und [z;, B, B] = 1 
fiirallev~V.Als~ist [V,B,B]=l,und wegen IC,(B)IIBI=d>IVJ ist 
I W’v(B)I G I BI. I 

(1.3) Sri G eine endliche Gruppe, p ein Primzahl, V ein treuer 
GF(p) G-Modul und A eine nichttriviale elementarabelsche p-Untergruppe 
von G. Es gelte: 

(i) I v/C,4A)I 6 I A I. 
(ii) OP(G) < ( y”P(G)) fir alle y E A #. 

(iii) Ist p = 3, so hesitzt G keine Untergruppen N, und N, mit 
N, a NZ, 03(G) 6 N2 und N,/N, z SL(2,3). 

Dann ist [O,.(G), O”(G)] = 1. 

Beweis. Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch. Sei (G, V, A) ein 
Gegenbeispiel mit I G 1 + I A I + I VI minimal. 

(1) V ist ein irreduzibler G-Modul. 
Sei V0 ein Kompositionsfaktor von V mit V0 # V. Operiert A nicht treu 

auf V,, so folgt aus (i) [ VO, Or’(G)] = 1. Operiert A treu auf V,, so ist 
I V,/C,(A)I < I A I ; und aus 1 V, 1 < 1 VI folgt wegen der minimalen Wahl, 
da13 [V,, [O,(G), Op(G)]] = 1 ist. 

Also operiert [O,(G), Op( G)] trivial auf jedem Kompositionsfaktor von 
I’, und aus [6, 5.3.21 folgt [O,(G), O”(G)] = 1, im Widerspruch zur 
Annahme. 

(2) IAl=p. 

Aus der minimalen Wahl und (1.2) folgt [V, A, A] = 1. Wir nehmen nun 
an(A(>p.SeiH<Amit (A/HI=p,dannist jV/C,(H)\>JH( wegender 
Minimalitlt von 1 GI + 1 Al + I VI. Nun ist C,.(A)< C,(H) und somit 
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C,(H)=C,(A). Aus [lo, 7.221 folgt O,,(G)= (C,,,,,(H)IH<A, 
1 A/HI =p). Somit ist C,(A) invariant unter O,.(G). 

Sei W= C,(A) oder V/C.(A). Dann ist [W, A] = 1 und somit 
[ W, A, O,(G)] = 1 und [ W, O,(G), A] = 1. Aus dem Drei-Untergruppen 
Lemma [6, 2.2.31 folgt 

CW CA, ~,Wll= 1. 

Also ist [V, [A, O,(G)]] = 1 und [A, U,(G)] = 1, aus (i) folgt 
[O,.(G), OP(G)] = 1, im Widerspruch zur Annahme. 

(3) G= (A”). 

Andernfalls ware ((A”), P’, A) ein Gegenbeispiel mit 

I~~“~I+l~I+I~I~I~I+/~I+l~l. 

Aus (1) (2), (3) folgt: G operiert irreduzibel auf V und wird von Trans- 
vektionen erzeugt. Aus [ 111 folgt: 

G = SUn, P), aJm PI, 2‘,,, 0+(2n, 2) oder 0 (2n, 2); 

Wegen (iii) ist G $ SL(2, 3) und wir erhalten [O,(G), OP(G)] = 1, im 
Widerspruch zur Annahme. 

(1.4) Sei G eine endliche Gruppe mit G/@(G) N C, und O,(G) = 1. 
Dunn ist Q(G) = @(O’(G)). 

Beweis. Sei H := O*(G), wir nehmen an Q(H) # Q(G). Dann ist 
H/@(G) N A, und @P(G) 4 Q(H). Also existiert eine maximale 
Untergruppe M von H mit Q(G) 4 M und H= Q(G) M. Sei V := 
Q(G) n M. Da Q(G) nilpotent ist, folgt H = NH( I’), und V ist ein maximaler 
Normalteiler von H in Q(G). Insbesondere ist @(G)/V elementarabelsch. 

1st Vu G, so folgt aus dem Satz von Gaschiitz [8,1.17.4], da13 @(C)/V 
ein Komplement in G/V besitzt. Also ist V kein Normalteiler in G. Sei 
z E G\H mit r2 = 1. Dann ist @(G) = VI” und H= MM’. Es folgt: 
lM/MnM’I=1MM’/MI=IH/MI=I~(G)/VI; IV/VnV’I=IVV’/V’I = 
I @(GV’l und I@(G)(MnM”‘)/MnM’I = I@(G)/@(G)nMnM’I = 
I~(G)/VnVTi=I~(G)/Vl’=IH/MnM’I. 

Also ist H = @(G)(M n M’) und G = O(G)((MnM’)(~)), im 
Widerspruch zur Definition der Frattinigruppe. 1 

(1.5) Sei G eine endliche Gruppe, A < G eine nichttriviale elemen- 
tarabelsche 2-Gruppe und V ein treuer GF(2)[G]-Modul. Es gelte: 

(i) G/@(G) N Sp(4, 2k) und O,(G) = 1, 
(ii) I V/C,(A)1 < I A I. 



434 ULRICH MEIERFRANKENFELD 

Dann ist @s(G) = 1 oder k = 1 und G N f6, wohei f6 definiert ist durch 
@(f,,) z C, und fO/@(fO) 2: Z,. 

Beweis. Wegen (i), (ii), und (1.4) sind offensichtlich die Vorausset- 
zungen von (1.3) fur p = 2 erfiillt. Wegen O?(G) = 1 ist Q(G) = O,.(G) und 
somit [D(G), O’(G)] = 1. 

Falls k > 1, so ist 02(G) = G und G ist eine Schursche Erweiterung von 
Sp(4, 2k). Nun ist fiir k > 1 nach [7, Tafel4.11 der Schurmultiplikator von 
Sp(4, 2k) trivial, also ist Q(G) = 1. 

Falls k = 1, so ist 02(G)/@(G) N A,. Der Schurmultiplikator von A, ist 
isomorph zu C, [7, Tafel4.11, so dal3 mit O,(G) = 1 folgt: Q(G) = 1 oder 
Q(G) = C3. Im letzteren Fall ist O’(G) N a6 und G N 2,. 1 

(1.6) DEFINITION. Sei G N L’, oder Sp(4, 2”). Sei V ein treuer 
GF(2)[G]-Modul und H die von G induzierte Gruppe von linearen 
Abbildungen. Es existiere ein K&-per K, so da0 T/ ein k-dimensionaler 
Vektorraum iiber K ist. 

(a) 1st k = 2, K= GF(4) und H= /‘L( V, K), so heil3t V naturlicher 
G-Modul. 

(b) 1st k = 4, Kr GF(2) und existiert eine nichtausgeartete 
quadratische Form f auf V iiber K, so da13 H= 0( V, K,f) ist, so heil3t V 
orthogonaler G-Modul. 

(c) 1st k = 4, K 2: GF(2”) und existiert eine nichtausgeartete sym- 
plektische Form s auf V iiber K, so da13 H = S,D( V, K, s) ist, so heil3t V 
natiirlicher G-Modul. 

(d) 1st k = 5, K ‘v GF(2”) und existiert eine nichtausgeartete 
quadratische Form f auf V iiber K, so dal3 H = 0( V, K, f) ist, so heil3t I/ 
orthogonaler G-Modul. 

Bemerkung. Im Fall (a) und (b) ist G N 2’,, im Fall (c) und (d) ist 
G N Sp(4, 2”). 1 

Ohne Beweis geben wir an (vgl. [9]): 

(1.7) (a) Sei V ein irreduzibler GF(2)[.L,]-Modul, dann ist V 
isomorph zum trivialen, natiirlichen oder orthogonalen C,-Modul. 

(b) Sei Vein irreduzibler GF(2)[Z‘,]-Modul, dann ist 1 VI = 2’“, oder 
V ist isomorph zum trivialen oder einem natiirlichen Z,-Modul. 

(1.8) Sei V ein treuer, direkt unzerlegbarer GF(2)[Z,]-Modul. 
Operieren die Transpositionen als Transvektionen, so ist V isomorph zu 
einem der folgenden z’,-Mod&. 
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(i) V, = (al, al, . . . . as) mit linear unahhiingigen a,, . . . . ab und 
(a,)‘=a(,,,fiir afle TCEC~, 16i<6. 

(ii) V, = V,/C,,(Z:,). 
(iii) V, = [V,, C,], V, ist ein orthogonaler C,-Modul. 
(iv) V, = V3/CcJ,(Z6), V, ist ein natiirlicher Z,-Modul. 

Beuleis. Da sich die C, von fiinf Transpositionen erzeugen laDt, ist 
I V/CJC,)I <25, I[V, C,]l62’, und 24< I V) Q26. Sei H1: C, und von 
Transpositionen erzeugt. Aus (1.7)(a) und da H von vier Transpositionen 
erzeugt wird folgt: 

(x) V = [V, H] 0 C,.(H) und [V, H] ist ein orthogonaler ,Z:,-Modul. 
Sei nun I VI =24, aus (1.7)(b) folgt V* V,. Sei 1 VI =25 und C,(C,)= 1. 

Aus (x) folgt, dab eine Bahn der Lange 6 existiert, also ist V N V,. Sei 
I VI = 25, C,(x,) # 1 und V* der zu V duale Modul. Aus dem 
vorangegangenen Schritt folgt V* z Vz, also V N V,. Sei nun 1 VI = 26. Da 
V direkt unzerlegbar und I[ V, x611 < 25 ist, ist ( C,(Z6)I =2 und 
[[V, L-,11 =2”. 

Aus (x) folgt die Existenz einer Bahn der Lange 6 in V\[ V, X6], also ist 
v-2. v,. i 

(1.9) Sei V ein treuer GF(Z)[Z’,]-Modul mit I VI ~2~ und 
C,.(Z,) = 1, dann gilr: 

I VI = 24 und V ist ein natiirlicher Modul, 

oder 

I VI = 2’ und V ist dual zu einem orthogonalen Z’,-Modul. 

Beweis. Aus ( 1.7) folgt I VI b 24 und V ist ein nattirlicher Modul, falls 
1 V/) = 24 ist. 

Sei nun I VI = 2’. Wegen CV(c6) = 1 und (1.7)(b) ist ) [V, C,]l = 24. Die 
16 Elemente in V\ [ V, c6] zerfallen in Bahnen der Langen 10 und 6. Also 
ist V dual zu einem orthogonalen Modul. 

Falls I VI = 2”, so ist wegen C,(A,) = 1, I [ V, A611 = 24. Also existieren 
drei unter A6 invariante Unterraume U, , UZ, U3 der Ordnung 2’. In jedem 
U, existiert nun eine Bahn (ai I 1 <k < 6) der Lange 6. Dabei seien die 
Bezeichnungen so gewlhlt, dab C,,(ai) = C,,(aL) fur 1 < i, j< 3, 1 d k < 6 
ist. 

Dann ist ,xk := ai + ai + ai E [ V, ,4,] und wird von einer A, zentralisiert. 
Da [V, A61 keine Bahn der Lange 6 enthllt, folgt xk = 1. Sei yi := a’, + a;. 
Dann ist y’ E [V, A6], und yi wird von C,,,(a;) n C,,(ai) N A, zentralisiert. 
Dadurch ist yi eindeutig bestimmt, insbesondere ist y ’ =y2 = y3 = y’ + 
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y2 +y3. Andererseits ist y’ + y’ +y3 =x, +x2 = 1. Also kommt der Fall 
( V( = 26 nicht vor. 1 

(1.10) Sei G 1: Sp(4, q), q = 2k und V ein natiirlicher G-Modul. 
Gem&I der Definition eines natiirlichen Mod& fassen wir V als sym- 
plektischen Raum iiber GF(q) auJ: Dann gilt: 

(i) Zst H < V eine Hyperebene, so ist 1 C,(H)1 = q. 
(ii) ZstAdGundI[V,A]I=q,sogift IV/C,(A)I=q. 
(iii) Ist A <G und [V, A, A] = 1, so zentralisiert A eine isotrope 

Ebene in V. 
(iv) Ist H< V eine isotrope Ebene, so gilt fir T= Co(H): I TI = q3, T 

ist elementarabelsch und H = C,(T) = [ V, T] . 
(v) Sei S~syl,(G), x, YES mit [x,y] # 1. Dann ist [V, [x,y]] die 

von S normalisierte isotrope Ebene. 
(vi) Sei SE Syl,(G), A _a S und [V, A, A] = 1. Dann zentralisiert A 

die van S normalisierte isotrope Ebene. 

(vii) Sei SE Syl,(G). Dunn ist 1 [V, S]l = q3, [V, S, S] ist eine isotrope 
Ebene und I [ V, S, S, S] ( = q. 

Beweis. Alle Aussagen folgen durch leichte Rechnungen aus den 
Delinitionen. 1 

(1.11) Sei G N Sp(4, 2k), A 6 G eine nichttriviale elementarabelsche 
2-Gruppe und V ein treuer GF(2)[G]-Modul. Es gelte: 

0) IW’v(41~IAl. 
(ii) V= (C,(S)1 SE Syl,(G)). 

Dann ist V/C,(G) ein natiirlicher Sp(4, 2k)-Modul. 

Beweis. Aus (i) folgt mit einem Resultat von B. Cooperstein [3], da0 
jeder nichttriviale Kompositionsfaktor von V ein natiirlicher G-Modul 
ist. Enthllt V zwei nichttriviale Kompositionsfaktoren, so folgt 
I V/C,,(A)] aq2, also ) Al >q2 und aus (1.10)(i) folgt I V/C,(A)J >q4 im 
Widerspruch dazu, da13 A elementarabelsch ist. 

Aus (ii) und (1.1) folgt V= [V, G]C,(G). 
Falls k > 1 ist, so ist G = G’(G), und V/C,,(G) ist der nichttriviale Kom- 

positionsfaktor von V, also ein nattirlicher G-Modul. 
Falls k = 1 ist, so existiert ein Element d E G mit ( d ( = 3 und / [ V, d] ( = 4. 

Nun la& sich 02(G) mit Hilfe von drei Konjugierten von d erzeugen, also 
ist I [V, O’(G)]] d 26. Wegen [ V, G] = [V, G, G] ist [V, G] = [V, O’(G)]. 
(1.9) angewandt auf den zu [V, G] dualen Modul, liefert, da13 [IV, G] ein 
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natiirlicher oder orthogonaler Modul ist. Also ist such fur k = 1, V/C,(G) 
ein natiirlicher G-Modul. 1 

(1.12) Sei ( V,, s) ein 4-dimensionaler, nichtausgearteter symplektischer 
Raum iiber GF(q) mit q = 2k. Sei G = SP( V,, GF(q), s) und V:= 
GF(2k) x V,. Fur x, y, j* E GF(q), u, w E VO und g E G definieren wir: 

(~,n)+(x,w):=(x+y+.s(u,M’),u+W) 

A( y, u) := (l.‘y, iv) 

(y, a)” := (JJ, u”) 

Weiterhin definieren wir f: V -+ GF(q) durch 

f((y, 0)) :=y. 

Dann ist (V,f) ein orthogonaler Raum i.iber GF(q), und V ist ein 
orthogonaler Modul fur G. 

Beweis. Die Behauptungen folgen unmittelbar aus der Definition. 1 

(1.13) Sei G- Sp(4, 2k) und V ein GF(Z)[G]-Modul. 1st P= V/C,(G) 
ein natiirlicher G-Modul, so ist [V, G] isomorph zu einem Faktormodul 
eines orthogonalen G-Moduls. 

Beweis. Wir nehmen 0.B.d.A. an, da13 V= [V, G] ist. Falls k= 1 ist, so 
folgt die Behauptung aus (1.9) durch Betrachtung des zu V dualen Moduls. 
Sei also im folgenden k > 1. 

(1) Sei S~syl~(G), dann ist C,(S)=C,(S). 
Sei P := C,(CV(S)), wegen k > 1 ist O’(P) = P. Sei U das Urbild von 

C,,(S) in V. Dann ist [V, P] 6 C,,(G), also [ IY/, P, P] = 1 und, wegen 
P=O’(P), [V, P]=l. Wegen S<P folgt U=C,(S) und C,(S)=CB(S). 
AuBerdem haben wir gezeigt: 

(2) IIc,49, PI = 1. 
(3) Sei W mit C,,(G) < W und m ist isotrope Ebene in V. Sei 

P,=iV,(m). Dann ist W=Cv(G)@[W, P,]. 

Aus (1) folgt [W, O,(P,)] = 1. Nun ist P, := P,/O,(P,) = GL(2, 2k) und 
[ @, Z(P,)] = 6’. Aus dem Satz von Maschke folgt U = C.(.G) 0 
[U, Z(P,)] und d amit die Behauptung. 

(4) Sei B := lJnoc;[ W, P,IR. Dann existiert eine Bijektion cp: P-+ B 
mit 9(x”) = q(x)” fur alle x E V und ge G. Sei h(x, y) := cp(x +y) + v(x) + 
q(y). Dann ist h(.u, y)~ C,(G). Jedes Element UE V 1lBt sich eindeutig 
schreiben als a=c+cp(.u) mit ~EC,(G) und XE J? 
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Aus (2) und (3) folgt namich 1 Bj = q4 mit q= 2k. Also ist Bn C,(G) = 
{ 1 } und BC,,(G)/C.(G) = f? Hieraus folgen sofort alle Behauptungen. 

(5) Sei s die symplektische Form auf v, dann ist h(x, JJ) = fi(s(x, y)) 
mit einer geeigneten Abbildung 

h: GF(q) -+ CV(G). 

Aus (3) folgt zunachst h(x, y) = 0 falls s(x, .Y) = 0. Seien nun x, y, 2, j? E P 
mit s(x, .v) = ~(2, j) # 0. Dann existiert ein I: E G mit .Y” = 1 und y” = J, und 
es folgt 

w, u) = dx +.v) + v(x) + cp(Y) = C&x +v) + dx) + 44Y)lY 
=cp(~+~)+cp(~)+cp(~)=h(.~,~). 

Also hlngt h(x, .v) nur von s(x, y) uh. 
(6) fi(i, + ,a) = h(i) + h(p) fiir alle i, p E GF(q). 

Seien x, 4’ E P mit s(.Y, y ) = 1, dann folgt 

h(i.+p)=h(x, (~+~)~~)=(p(x+i~~+~~)++(E.~~+~~)+gD(,~) 

=4.x + i.v, p.v.v) + 44x + j-y) + (p&v) + cp(jb.v) + dpy) + q(x) 

= h(p) + h(x, j-y) + q(x) + cp(i,v) + cp(2.v) + q(x) 

= h(p) + L(i). 

Sei nun V, = GF(q) x P der in (1.12) beschriebene orthogonale G- 
Modul. 

Wir delinieren @: V, -+ V durch @((I,, x) := L(y) + q(x). Dann ist 
@((Y, x)“) = @((.v, -xx)) = Kv) + CPW) = (4~) + cp(+~))~ = (@((Y, x))Y- und 

~((y,x)+(u,v))=~((y+u+.s(x,v),x+v) 

= h(y) + h(u) + li(s(x, v)) + cp(x + v) 

= ii(y) + h(u) + h(x, v) + cp(x -I- 2;) 

= h(y) + h(u) + q(x) + q(v) = @(y, x) + @(u, v). 

Also ist @ mit der Operation von G vertfglich und GF(2)-linear. Somit ist 
V,/Kern @N Im C@ als GF(2)[G]-Modul. 

Nun ist Im @ invariant unter G, also wegen V= [V, G], Im @ = V, und 
V ist isomorph zu einem Faktormodul des orthogonalen Moduls Vi. 1 

(1.14) Sei G z Sp(4, q), q= 2k und V ein orthogonaler G-Modul. 
Wir nennen I E G Transvektion, falls 1 V/C,.(x)1 = q ist. Dann gilt: 
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(i) Sei Xc G, dann ist C,(X)/C,(G)= C,(X) mit P= V/C.(G). 
(ii) Sei A<G mit [k’,A,A]=l ud IV/C,(A)(<IAl, hn ist 

C,,.(G) < [V, A], oder q = 2 und A wird von em oder zwei Transvektionen 
erzeugt. 

(iii) Wir definieren folgende Typen von quadratisch operierenden 
Gruppen : 

(TYP I) 1 A 1 = q und ) V/C.(A)/ = q. 
(Typ II) 1 A 1 = q2, A enthiilt genau eine Untergruppe B vom 

(Typ I), und B enthiilt alle Transvektionen in A. 
(Typ III) (Al = q2 und A enthiilt genau zwei Untergruppen vom 

(TYP I). 
(Typ IV) 1 A 1 = q2 und A enthiilt keine Trunsvektionen. 

(TYPV) IAI =q3. 
Dunn gelten folgende Aussagen: 

(1) Zst A vom (TypI), so gilt I[V,A]l=q2, falls q>2, und 
I[V, A]1 =2, fulls q=2. 

(2) Zst A vom (Typ II), so gilt I [V, A]1 = q3. 
(3) Ist A vom (Typ III), so gilt I[ V, A]1 = q3, falls q > 2, und 

I [V, A] I = 4, fulls q = 2. Weiterhin liegen alle Trunsvektionen in A in einer 
deer heiden Gruppen vom (Typ I) in A. 

(4) Zst A vom (Typ IV), so gilt I [ V, A]1 = q3, 
(5) Zst A vom (Typ V), so enthiilt A alle Transvektionen in N,(A) und 

wird von diesen erzeugt. Weiterhin ist I [V, A]) = q3. 
(iv) Sei SE Syl,(G). Dann enthtilt S genau zwei maximale elemen- 

tarahelsche Untergruppen E und T. Dahei ist T die eindeutige Gruppe vom 
(Typ V) in S, und ftir E gilt: 

(a) E enthiilt genau eine Untergruppe A vom (Typ I), und es gilt 
A Q Z(S). 

(b) ICK Eli =q4 und ICC,(A), El1 =q. 
(v) Seien S, T und E wie in (iv) und A 4 S vom (Typ I). 

Zst AGE, so gilt C,([V, A])=N,(C.(A))=C,(A)=S. 
IstA 4 E,sogilt C,([V,A])=N,(C.(A))=C,(A)=T. 

(vi) Seien S und T wie in (iv), und A 6 S eine quadratisch operierende 
Gruppe. Dunn ist [V, A] n C,(T) & C,(G). 

Beweis. (i) folgt unmittelbar aus (1.12). 
(ii) SeiAmit [V,A,A]=l,IV/C,(A)I<IAIundC,(G)&[V,A]. 

Dann normalisiert A eine zu C,(G) komplementlre Hyperebene H. 

481’312’2-12 
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Schrankt man die quadratische Form f auf H ein, so sieht man, dal3 A in 
einer der orthogonalen Gruppen O’(4, q) liegt. Nach (l.lO)(iii), (iv) sind 
die quadratisch operienden Gruppen diejenigen, die eine isotrope Ebene 
zentralisieren. Damit rechnet man die Behauptung leicht nach. 

(iii) Wegen (ii) bl ei ‘b t nur noch zu zeigen, da13 A alle Transvektionen 
in N,(A) enthllt, wobei A vom (Typ V) sei. Nun ist Cp(A) eine isotropy 
Ebene und N,(A)=N,(C,(A)). Eine Transvektion, die eine isotrope 
Ebene normalisiert, zentralisiert diese und liegt in A. Die Transvektionen in 
A sind diejenigen, deren Kommutatorgruppe in C,(A) liegen. Man 
ilberlegt sich leicht, daB A von diesen Transvektionen erzeugt wird. 

(iv) Dal3 S genau zwei maximale elementarabelsche Untergruppen 
enthllt, ist eine wohlbekannte Tatsache. E 1aDt sich definieren als 

c,w’Im, wobei X= C,(S) 

ist. 1st also A 6 E vom Type I, so folgt C,(A) =X’- und [P, A] = X. Also 
ist A <Z(S). I[ V, E]l =q4 und ([C,(A), El/ =q folgt aus (1.12). 

(v) und (vi) priift man durch leichte Rechnungen nach. 1 

(1.15) Sei G ‘v Sp(4, q), q= 2k und V ein natiirlicher G-Modul. 
Dunn gilt: 

(i) Sri q > 2, T vom (Typ I) und SE Syl,(G) mit (T, S) = G. Dann ist 
(T, Q(S)) der Zentralisator eines Punktes in V, und aus Q(S) < A d S und 
(A, T) # G folgt, da13 A die von S normalisierte Ebene zentralisiert. 
Insbesondere ist 1 A 1 < q3. 

(ii) Sei teG# mit t2= 1. 
Dann ist (@(S)((S, t)=G, s~Syl,(G))=0’(G). 

(iii) Sei t eine Transvektion, y E G#, 1 y 1 = 2 und y keine Transvektion. 
Sei [t, y] = 1. Dann existiert eine 2-Sylowgruppe S und ein Tb S vom 
(TypV)mit (S,t)=G=(T,y). 

(iv) Sei y E G#, y2 = 1, SE Syl,(G) und y E S. Dann existiert ein t E G 
mit t2=1, tE(y,y’) und (S,y’)=G. 

Beweis. (i) Sei TO< Q(S) vom (Typ 1). Wegen (T, S) =G ist 
E= C,( T,,) n C,(T) eine anisotrope Ebene und (T, TO) = C,(E) = L,(q). 
Wegen C,(cD(S))<C,(T,,) ist U=EnC,(@(S))#l und (G(S), T)= 
C,(U). Nun ist UC,(S) die von S normalisierte isotrope Ebene, und aus 
@(S)6A<S und <T,A)#G folgt (T,A)=C,(U) und 
[UC,(S), A] = 1. 

(ii) Dies priift man fur jede der drei Konjugiertengklassen von 
Involutionen durch einfaches Rechnen nach. 
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(iii) Man iiberlegt sich leicht, da13 die maximalen Untergruppen von 
G die ein T vom (Typ V) enthalten, von der Form NJX) mit X6 C,.(T) 
sind.ManwlhltnunT~GmitC,(T)nC,(y)=l.Dannfolgt(T,y)=G. 
Wegen [y, t] = 1 ist [I’, t] < C,(y) d C,(t). Man wlhlt nun 
ZEC~(T)\CJ~). Dann gilt fiir S:=C,(Z)nN,(C.(T)), da13 T<S und 
(S, t) = G ist. 

(iv) Man wahle eine Diedergruppe der Ordnung 2n mit n ungerade, 
die y enthalt, und in keiner der beiden maximalen Untergruppen von G, die 
S enthalten, liegt. Dann folgt unmittelbar die Behauptung. 1 

(1.16) Sei P eine endliche Gruppe, N a P, A < P, Sei fiir X Q P - - 
X := XN/N. Existiert ein T E P mit P = (A, A’>, so gibt es ein t E P mit 
folgenden Eigenschaften: 

(i) i= z, 
(ii) tE (A, A’). 

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion iiber ( N( . Falls 
1 N 1 = 1 ist, so ist die Behauptung trivialerweise richtig. 

Sei t, E P mit f,, = z. Sei P, = (A, A’O). Falls PO = P ist, so folgt sofort (i) 
und (ii). Sei also P, # P. Wegen &, = r ist PON = P und PO/N, E P mit 
N,=NnP,. Sei z,, das Urbild von t unter dem kanonischen 
Isomorphismus von P,/N, nach i? Nun ist 1 N,, ) < ( N( und nach 
Induktionsannahme existiert ein t E P, mit t E (A’, A) und tN,,/N, = TV. 
Dann ist tN/N = 7 und die Behauptungen bewiesen. 1 

(1.17) Sei G N 2, und U ein treuer GF(2)[ G]-Modul. U he@ ein 
natiirlicher f’,-Modul, falls ein zu GF(4) isomorpher K&per K existiert, so 
daJ U ein 3-dimensionaler Vektorraum iiber K ist, G eine Gruppe von 
semilinearen Abbildungen von U iiber K induziert und G ein Hyperoval in der 
zu U gehiirigen projektiven Ebene iiber K normah’siert (vgl. [ 12, S. 7-9 und 
61-631). 

Sei nun SE Syl,(G), A 6 S eine elementarabelsche Untergruppe und V ein 
treuer GF(2)[G]-Modul. Es gelte: 

(a) I W.tA)I 6 IA I, A# 1, 
(b) V= (C,(S)l SE SyMG)). 

Dunn gilt: 

(i) V = [V, G] 0 C,(G), und [V, G] ist ein natiirlicher f’,-Modul 
fiir G. 

(ii) A a S, ) A I = 4 und A <H, wobei H = O’(G) N A6 ist. 

(iii) S<N,([V, A]), C,([V, A])=A, und ) V/C.(A)/ =4. 

(iv) Sei gE G mit (A”, S) = G. Dann ist [Ag, C,(S)] & C,(A). 
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Beweis. Durch Inspektion der elementarabelschen Untergruppen von G 
iiberlegt man sich leicht, da13 aus (a) 1 V/C,(H)I < 26 folgt. Nun ist wegen 
Q(G) N C3 V= [V, Q(G)] 0 C,(@(G)). Aus (b) folgt nun C,(O(G)) = 
C,(G) und somit [V, Q(G)] = [V, G]. 

Wegen [H, Q(G)] = 1 und L,(4) 1: C3, L,(4) =A, folgt ) VI =26. 
G/@(G) N_ C, operiert nun auf den 21-Punkten der projektiven Ebene iiber 
GF(4). Es existiert dann eine Bahn der Lange 6, und diese bildet ein 
Hyperoval. Also gilt (i). 

(ii) Da die Elemente aus ,?,\a, nur als semilineare Abbildungen 
operieren, iiberlegt man sich leicht, daB aus (a) folgt: A <H. Die elemen- 
tarabelschen Untergruppen von H liegen nun in einer der beiden 
Konjugiertenklassen von maximalen elementarabelschen Untergruppen der 
L,(4). Es folgt, ( V/C&4)( =4 bzw. ( V/C.(A))1 = 16. Also ist A in S 
eindeutig bestimmt und A u S, 1 A I = 4. 

(iii) S4N,([V,/,]) folgt aus AaS, und C,([V,A])=A folgt aus 
(ii), denn fur B = C,( [ V, A]) gilt ebenfalls I V/C,(B)1 4 B. 

(iv) Mit [Ag, C,(S)] Q C,(A) folgt aus der GF(4)-Linearitat, da13 
[AR, C,(T)] < C,(A) ist, wobei T=Sn H sei. Wegen (Ag, S) = G folgt 
C,(T) C,(Ag)= I’, also ist [AR, C.(T)]= [AR, I’], und es folgt 
G = (A”, S) d Nti(CV(A)), im Widerspruch zur Irreduzibilitat des 
natiirlichen J?‘,-Moduls. 1 

2. KAPITEL 

Wir fiihren nun die grundlegenden Begriffe fur die weitere Arbeit ein. 
Sei SE Syl,(M), H= S. Aut(S) das semidirekte Produkt von S mit 

Aut(S) und G = H *s M das freie amalgamierte Produkt von H und M 
iiber S. 

Sei r = T(G, H, M) der rechte Nebenklassengraph von G beziiglich der 
Untergruppen H und M. 

Eine genaue Erlluterung dieser Begriffe fmdet sich in [5]. 

(2.1) (i) G operiert kanten-, aber nicht eckentransitiv auf r. 

(ii) r ist ein Baum. 
(iii) I- ist bipartit, I’= HG u M”. 
(iv) Fiir >” E V(T) gilt G1 N H oder M. 
(v) GI operiert transitiv auf A(L) fir alle ;1 E V(T). 
(vi) Sind u und /? benachbarte Ecken, so enthSilt G, n G, keinen 

nichttrivialen Normalteiler von G. 
(vii) G operiert treu auf r. 
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Beweis. Die Aussagen (i)-(v) finden sich in [5]. Zum Beweis von (vi) 
kiinnen wir annehmen a=M und /?= H, dann ist G,nGg=S, und ein 
Normalteiler von G in S ist eine charakteristische Untergruppe von S, die 
normal in M ist. 

(vii) Folgt aus (vi), denn Gr liegt in G, n G,, 1 

Im folgenden bezeichne LY immer eine zu A4 konjugierte Ecke und b eine 
zu H konjugierte Ecke. 

Sei d die i.ibliche Abstandmetrik auf f. 

A’(%) := {6Erld(l,6)=i}, I E V(f). 

Fur j., 6 E V(T) sei y(%, 6) der eindeutig bestimmte Weg von Iti nach 6. 

G(i) := 
i. n G, 

6 E A’(A) 

Ql := G;“, S, := Ga’, H, := O*(G,) Q, 

Z, := (Q,(z(S))l SE Syl,(G,)), 

J’, := Q,(Z(Q,)), 
v, := (z,l6EA*(a)), 

v/3 := <Z,l6E4P)L 

h := min{d(r, &)I Z, $ GI!), a’s V(T)}. 

Wir nennen (a, a’) kritisch, falls d(a, a’) = h und Z, 4 Gh?) ist. Sei 

y(a, a’) = (a, a + 1, s( + 2, . . . . a + b - 1, a + b) 

= (a’ - b, a’ -b + 1, . . . . a’ - 1, a’). 

(2.2) (i) S, = G, n G, E Syl,(G,) fiir de a E A(/?). 

(ii) Q, = O,(G,) = Gy). 
(iii) [Q,, Z,] = 1. 
(iv) b ist gerade, a N a’. 

(~1 CZ,, 02(G,)l # 1. 
(vi) CL Z,,] # 1, Z, < G,,, Z,. G G,. 

(vii) Z, d X,, falls b > 0 ist, insbesondere ist Z, elementarabelsch. 

(viii) A’, d G$‘) fiir alle 1 E V(T) mit d(%, a) < b. 

(ix) (a’, a) ist ein kritisches Paar. 
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Beweis. (i) Sei 0.B.d.A. fi = H und c( = M, dann ist G, n G, = 
SaH=Gg. Also ist GgnG,=GgnG,=G~) fur alle JELI(/?) und 
G, n 6 E SYNC. 

(ii) Q%=n ~~~~~~ G,nG,= ngcG, Sg= 02(Gm) und &<G,n G,= 
S, < Gs fur alle 6 E d(b), j? E d(a), also ist Ql < GL*) 6 Gh’) = Q,. 

(iii) folgt sofort aus Q, = O,(G,) und der Definition von Z,. 
(iv) Nehmen wir an b ist ungerade, also a’- fi. Dann folgt 

Z 4 Gh!) = S,.. Also ist wegen Q,, 
W:derspruch zur Minimalittit von b. 

, <S,,, Z, 4Z Q,, -1 =G$L,, im 

(v) Aus [Z,, @(G,)] = 1 folgt B,(Z(SP)) 4 (Gp, G,) = G fur 
PEA(E), im Widerspruch zu (2.l)(vi). 

(vi) Aus der Minimalitat von b folgt Z, < G,, und Z,. Q G,. Aus 
[Z,, Z,,] = 1 folgt wegen Z, $ GL!)= Q,, und der Struktur von G,. N IV, 
da13 [Z,,, @(CU.)] = 1 ist, im Widerspruch zu (v). 

(vii) Ausb>OfolgtZ,~Q,und~,(Z(S))<X,=~,(Z(Q,))fiiralle 
SE Syl,(G,), also ist Z, < X,. 

(viii) Nehmen wir an X, & G, (l) fur ein E. E V(T) mit d(ll., a) <b. Sei 
zudtzlich I. mit d(i, a) minimal beziiglich X, 4 Gj’). Analog wie in (iv) gilt 
,I - Q. Aus [X,, Z,] = 1 folgt wie in (vi) [Z,, 02(G,) J = 1, im Widerspruch 
zu (v), also ist [X,, Z,] # 1 und Z, 4 Q,= Gil), im Widerspruch zur 
Minimalitlt von 6. 

(ix) Wegen [Z,,, Z,] # 1 und [Z,, QM] = 1 ist Z,, 4 Q,, also ist 
(a’, U) kritisch. 1 

(2.3) Sei b > 0 und (a, a’) kritisch, dam gilt: 

(i) G,/C,(Z,) N Sp(4, q), oder q = 2 und G,/C,(Z,) N f6. 

(ii) Z,/Z, n Z(G,) is ein natiirlicher G,/C,z(Z,)-Modul. 

(iii) [Z,, Zms] <Z, n Z,. und [Z,, Z,,, Z,.] = 1. 

(iv) I Z, Q,JQ,) I = I &Q,/Q, I E (4, q2 1. 
(v 1 Z, n Q,, = Cz&G ). 

Beweis. (iii) folgt unmittelbar aus (2.2)(v) und (2.2)(vi). (v) folgt aus 
(2.2)(ix) und der Struktur von G, . 

Zum Beweis von (i) nehmen wir 0.B.d.A. an, daI3 1 Z,/C,(Z,,)l < 
I Z,,/C,~.(Z,)l ist. Dann folgt die Behauptung aus (1.5). 

(ii) folgt wegen Z,= (C,(S)ISES~~,(G,)) aus (1.11) und (1.17). 
(iv) folgt aus (iii), (v), (1.13), (1.14)(i) und (1.10)(i), (iii) bzw. (1.17). a 

Den Fall G,/CGB(Z,) N L?.6 behandeln wir im 6. Kapitel. Wir nehmen 
deshalb bis dahin an, daf3 G,/C,X(Z,) N Sp(4, q) ist. AuDerdem sei im 
folgenden immer b > 0. 
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(2.4) Sei IZ,QS,/Q,SI =q. Dann ist X,=Z,, oder q=2 und 
X, = U@ C mit Cd Z(G,), wobei U isomorph zu einem der in (1.8) 
angegehenen Moduln ist. 

Beweis. Aus [Z, n QaS, X,] = 1 folgt mit (1.10)(i): 

q = I J-,,QJQ, I = I x,&,K)l . 

Falls q > 2 ist, so wird G,./Ql. von vier Konjugierten von ZolQaS/Ql, 
erzeugt, also ist I X,,/X,, n Z(G,) < q4, und wegen I Z,./Z,. n Z(G,)I = q4 
folgt x,. = Z,, . 

Falls q = 2 ist, so induziert Z, Transvektionen auf X,,, und die Behaup- 
tung folgt aus (1.8). 1 

(2.5) Sei (a, CI’) kritisch. Dann definieren wir: 

2,, := 
1 

Zd falls q > 2, oder Z,Qa,/QzS nicht vom (Typ III) ist, 

C,.(z) falZs q = 2, und Z,Q,,/Q,, vom (Typ III) ist. 

Dabei sei z E S,, _, so gewahlt, da,0 z als Transvektion auf Z,, operiert, d.h. 
I -GICz,(~)l = 4, und z,(t) Q,dQ,, vom (TYP V) ist. 

(2.6) Sei (x, a’) kritisch. Dunn gilt: 

(i) Z,Q,,/Q,, ist vom (Typ I), (Typ II), (Typ III) oder (Typ IV). 
(ii) Z,.Q,/Ql ist vom gleichen Typ wie ZIQ,,/Qar. 

(iii) Fails q = 2 und Z,QIP/Q,, vom (Typ III) ist, so ist 2,. = Z,. n H,. 

(iv) Zst IZ,Q,,/QzcI = q2 und T:= Co,,([ZIr Z,,]) dann ist 
CT, -%I = Ez,, &I. 

Beweis. Wir zeigen zunlchst (i) und (ii). Falls I Z,QIS/Q,, I = q ist, so 
folgt aus (1.10)(i), da8 Z,Q,*/Q,, und Z,Q,,/Q,lS vom (Typ I) sind. 

Sei also I Z,Q,,/Qz, I = q2 = I Z,,QJQ, 1. Existiert ein r E Z,, das als 
Transvektion auf Z,. operiert, so gilt fur Y := C,.(r), da13 I YQJQ, I = q 
und [Y, (z)(Z, n Q,,)] = 1 ist, also ist YQ,/Q, vom(Typ I). Ebenso ist 
dann C,( Y) Q,,/Qas vom (TYP I). 

Enthalt Z,,\ YQ, keine Transvektionen, so sind ZIQtlS/Q,, und 
-%C?d2, vom (Type II). 
Enthllt Z,.\ YQ, Transvektionen, so sind Z,Q,,/QilS und Za,Q,/Ql 
vom (Typ III). 
Enthalt Z, keine Transvektionen, so sind ZIQ,,/Q,, und ZISQ,/Ql 
vom (Typ IV). 

Wir zeigen nun (iii) und (iv). 
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Falls q # 2 oder Z,Q,,/Q3, nicht vom (Typ III) sind, so folgt (iv) aus 
(1.10) und (l.l4)(iii). 

Sei q = 2 und Z,Q,,/Q,, vom (Typ III). Dann ist Z,Q,, = (z,, rz) Q,,, 
wobei ri und r2 als Transvektionen auf Z,, operieren. Sei r wie in der 
Definition von z,.. Dann ist T= (r,, t2, r) Ql, und [ti, C&r)] # 1, also 
[TV, z,.] = [ri, Z,,]. Also ist CT, L?,,] = [(s,, tz), z,,] = [Z,, Z,,] und 
I[Z,, z,,]/ =4. Da wegen (ii) such Z,,Q,/Q, vom (Typ III) ist, folgt 
.&=Z,,nH,. 1 

3. KAPITEL 

In diesem Kapitel zeigen wir, dal.3 h 6 4 ist. 

Wir delinieren zunlchst noch: 

q := C.q( c-c, s,, q-II) fur CI E d(B). 

Dann ist q/Q, vom (Typ V), und wird von den Elementen in S, erzeugt, 
die als Transvektionen auf Z, operieren. 

(3.1) Sei b>2, (a,a’) kritisch, sc-led(r) mit (S, ,,p.3LI)=Gz 
unda-2EA(a--1) mit Z, zZ,4z G,. 

Ist (a - 2, a’ - 2) nicht kritisch, so gilt: 

(i) q=2. 

(ii) I Z, Qz4Qxs I = 2. 

(iii) [Z, -2, Z,,nQ,l <Z(G,), ICZ, -2, z,,nQ,ll =2. 
(iv) Qcl S TZ f und jZ,/Z,nZ, 2 I = 8, o&r I Q,Qz 2/Qz 2 I = 

2=lZ,/U% 21. 

(v) C-C-z,Sx--llZn~G,. 
(vi) Es gibt einen Weg (6, /?, 7) mit [Z,, S,] Z, 4 G,. 
(vii) X, = Z,. 

Beweis. (1) [Z, 2,&,] 4: Z,Z, 2. 

Andernfalls folgt Z, _ 2Z1 4 (S, , , ,?,,) = G,, im Widerspruch zu den 
Voraussetzungen. 

(2) I&Q,dQ,,l =q. 
Aus I Z,Q,,/Q,, ( = q2 folgt mit [Z, *, [Z,, Z,,]] = 1 und (2.6)(iv), da13 
[Z, 2, z,,] < Z, ist, im Widerspruch zu (1). 

(3) x,=z,. 
Falls q > 2, so folgt X, = Z, aus (2) und (2.4). Falls q = 2 ist, so erhllt man 
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falls X, #Z, ist, aus (2.4) die Struktur von X,. Man erhllt durch leichte 
Rechnung: 

im Widerspruch zu (1). 
Sei nun X := Z,, n Ql. 

(4) cz, 2vaz1. 

Andernfalls folgt aus (1.10)(i), da13 Z, 2 < Z,Q,. ist, im Widerspruch 
zu (1). 

Wegen Q,(Z(S, ,))<Z,-, und (S, l,Z3L.)=G3L ist Z,dZ,..,Qx,. 
Nun ist I Z, . 2 QZ,/Z,Q31, I = I Z, _ 2/Cz,-2(X)I , also gilt 

(5) 1-G 2Q,4Q,,I E {q2, q3b 
(6) Z, 2 operiert quadratisch auf Z,. . 

Andernfalls ist I Z,,/C,T,(Z,- 2)1 = q3, denn die 2-Sylowgruppen des Zen- 
tralisators einer anisotropen oder isotropen Ebene operieren quadratisch 
auf dem natiirlichen Modul. Also ist I XQl-2/Ql 2 1 = I X/C,(Z, -2)1 > q2 
und I[Z, 2, X]l bq2. Andererseits folgt aus (l.l4)(iv), da13 
III-G 29 X] I = q ist. 

(7) XQ, 2/Ql-- 2 ist vom (TYP I). 
Falls I Z, _ 2 Q,,/Q,, I = q3 ist, folgt aus (6), da13 Z, _ ,Q,,/Q,, vom (Type V) 
ist und von Gruppen vom (Typ I) erzeugt wird, also ist [Zzm2, Z,,] < 
cc 2 &I c-c 2, Z,. n Q,] im Widerspruch zu ( 1). Also ist 

I Z, 2 Q,,/Q,, I = q2 und I z, 2/G-,@-)I = 4. 

Sei R := [Zae2, X], T= C,-,(R), und Y= C,z-,(X). Wegen (l.l4)(iii) 
ist T=S,_ 1 oder T; -:. In jedem Fall ist Y a T und Y < Z,Q,,. Also ist 
[Y,Z,,]<Z,, YZ,a(T,Z,,)=:Lund [R,L]=l. 

(8) 1st Q,<T:--?, so ist lQIQll 2/Ql 21=4 und IUZ,~Z, 2l 
= q. 

Sei R, := R[ Y, Q,], dann ist R, a L. Wegen Q, < T;: f ist 
I Z,/Z, n Z, _ 2 I E {q, q’}. Nehmen wir an I Z,/Z, n Z, _ 2 I = q2. Man 
iiberlegt sich leicht wegen Q, a S, i, dab R, a S, , ist, und 
[Za..2nZ,,S, ,]QR, gilt. Also ist R,a(S,-,,L)=G, und R,,<Z,. 
Also ist R, < Z(G,) und [Z, _ 2 n Z,, S, _, ] < Z( G,), im Widerspruch zu 
(1.14)(i) und Z,-,nZ, 4 Z(S,-,). 

Also istlZ,/Z,nZ, .21 =q und IQ,Q,-,/Q,-,I =q nach (1.10)(i). 
(9) 1st Qtl<T;:f, so ist [Z,-,,Z,,nQ,]<Z(G,). 

Aus (8) folgt [Z, 2, Z,. n QJ < Z(S, _ 1 ) und somit 
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(10) 1st Q, & T:-?, so ist [Z, 2, S, ,] Z, Q G,, JZ,/Z,n 
ZZ ?I =q3 und [Z, 2p -G n QJ d ZW,). 

Aus QI & Tz::folgt IS,-.l/Q,T;-fJ <q, so daB wegen @(S, ,)< r;-: 
und (1.15)(i) folgt: LQ,=G,. Nun ist Q,..z<L, un somit (Qzy2)= 
(Qk..,) d L, also ist O’(G,) < L. 

Aus YZ, 4 L folgt [Y, O’(G,)] < Z,. 1st Y cb S, , so folgt 
[Z, -2, 02(G,)]= [( Ysz ‘), 02(G,))]<ZZ,, also ist Z, 2Za~G,, im 
Widerspruch zu den Voraussetzungen. 

Also ist Ya S, 1 und [Z, 2, S, ,]Z, = YZ, CI G,. Dann ist 
E-L 2,&n Q,l <Z(S,-. ,I, also [Z,- 2, Z,, n Q,] <Z(G,). 

(II) q=2. 
Nehmen wir an q> 2. Falls [X, Z,-,] 4 [Z,, Z,,], so folgt aus (6) und 
(l.l4)(iii), da13 [Z, 2, Z,,] d [X, Z, ,][Z,, Z,.] gilt, im Widerspruch 
zu (1). 

Also ist [X, Z,. 2] 6 [Z,, Z,,]. Nun operiert X als Gruppe vom (Typ I) 
auf Z, 2 und Z, als Gruppe vom (Typ I) auf Z,., also ist 1 [IX, 2, 2]1 = 
I CZ,, ZJ und 

CL, &I = CX Z, 21 <ZZ(G,). 

Wir kiinnen nun (3.1) beweisen. (i) und (ii) folgen aus (11) und (2), (iii), 
(iv), und (v) folgen aus (8), (9), und (10) (beachte dabei, daD 
IZ, 2/Zrr-2nZIl=2, CZa-2,Sz ,IdZ, undsomit CZ, 2,Sa-,] Z,--GG, 
impliziert). (vii) folgt aus (3). 

Es bleibt noch (vi) zu beweisen. Nehmen wir an [Z,, S,] Z:, 4 G, fiir 
jeden Weg (6, /I, y). Dann folgt [Z,,, S,, ,] Z,, ,z = [Z,, S,, j] Z,,-z fiir 
ein p~Ed(ol’-3). Also gilt [[Z,,,S,,-,],Z,]=l und X= [Z,,, S,,-,J 
n,(Z(G,,)). Weiterhin gilt [Z,, S,. 3]Zer,-4 = [Z,, S,, s]Z,,-4 mit 
1 E d(r’ - 5), also [[Z,, S,. j], Z,-,I=1 und, da [Zx,-2rZe J=l 
nach Voraussetzung, [[Z,., S,, ,], Z,-,] = 1 und [X, Z, 2] = 1, im 
Widerspruch zu (4). 1 

(3.2) Sei h > 2 und (~1, a’) kritisch. Dam gilt: 

(i) Z,-K+2~ G1+2 und Z,Z,+2~ G,. 
(ii) Seia-lEd(r) mit (S,-,,~t,p)=G,, dann ist V,-, 4 Qzrw2. 

Beweis. (l)Z,Z,+, Q G,+2. 

Aus Z321+2dG1+2 folgt ZzZa+2=ZlcZ1+2 fiir ein ~~d(cc+3), also ist 
cz,, &I G czpza+2> Z,.] = 1, im Widerspruch zu (2.2)(v). 

Wir zeigen nun (ii): Wir nehmen an V,_ 1 <Q,, 2. Aus (1) folgt die 
Existenz eines 6 E n(a - 1) mit Z,Z, Q G,. Aus (3.l)(vi) folgt die Existenz 
eines a-2~d(a-1) mit [Z, 2,SI .,I Z,Q G,. Dann ist such 
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Z,-zz, 43 G,, und aus (3.1)(v) folgt (a-2, a’-2) ist kritisch, im 
Widerspruch zur Annahme. 

Aus (ii) folgt nun induktiv die Existenz eines cl--2i~n’(x -2i+ 2) mit 
(c( - 2i, CI’ - 2i) kritisch. 

,-.,---C----)--C- -Ad 
s-b+2 o-2i u-2i+2 .x-2 u a+2 a’-2i a’-2i+2 xl-2 21 

Insbesondere existiert ein u-h + 2 mit (CI - b +2, LY + 2) kritisch und 
x E y(r - h + 2, u + 2). Aussage (l), angewandt auf (a + 2, cx - h + 2), liefert 
Z r+2&43 G,. I 

(3.3) Seih>2undy(r-2,cc’)=(cc-2,n-l,cc,r+l,..., cc’-1,a’) 
ein Weg der Liinge h + 2 mit (a - 2, xl- 2) kritisch, (a, M(‘) kritisch und 
(S, ,,zxs)=G,. Sei tEG, 2 mit (S,.. ,, 2$ z)=G,-2. Dann ist 
(a, (a’ - 4)‘) kritisch. 

Beweis. Wegen (3.2)(i) ist Z,Z, 2Q G,. 2. Wir haben folgende 
Situation vor uns: 

1st. nun (CX, (a’ - 4)‘) nicht kritisch, so folgt aus (3.l)(iii) angewandt 
kritische Paar (1x-2, (x’-2)‘), da13 1 #R:= [Z;.. *nQze2, 

auf das 
-&I d 

Z(G, _ 2) und R 6 Z:,- z ist. Wegen b > 2 ist [R, Z;.] = 1, also such 
CR &I = 1, CR CL 1, .%>I = 1 und R<Z(G,), im Widerspruch zu 
(1.14)(i). 1 

(3.4) Sri b > 2 und y(a - 2, 3’) wie in (3.3). Dunn gilt eine der 
folgenden Aussagen: 

0) IZ 2, G-J G Z(G,). 
(ii) I KQr*z...2/Q,~ 2l Bq*. 
(iii) l(V;~~~~-$2g’Q~~lBq2 Qu 4 T: Y, und 

IIZ, 2nQ,, cxf a 
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Beweis. Wir nehmen an, keine der drei Aussagen ist richtig. Es folgt: 

(1) I-L 2Q,s-2/Q,p-21 =q und V,Q,! 2=Z1 -2Qsrs -*. 
Sei R := [Z, 2, z,, -21 = [V,, Z&J. 

(2) R & Z(S,-1). 
Aus R < Z(S, ,) folgt [R, (S, r, p,.)] = 1 und R < Z(G,), im 
Widerspruch zur Annahme. 

Sei nun Q,< T;:f. Zu BE d(r) mit (S,, 2,.) = G, existiert nach 
(3.2)(ii) ein Sod mit Z,,p, $ Qas 2, also ist R= [Z,,p,, Z,, *] und 

[R, (T~(B)I(S,~,~~,)=G,>Q,]=l. 

AUS (l.l5)(ii) folgt R<Z(H,), also mit (2.4), R< Z(G,), im Widerspruch 
zu (2). 

AlsoistQ,a Tz ~:.Sei Y=Z, 2nQl,.,undL=(c :,Z,,)Da(iii) 
nach Voraussetzung nicht gilt, ist [ Y, Z,,] < Z,, denn sonst ist 
C Y, Z,, n QJ f 1 und I Y/C,(Z,, n QJ 3 q, also I YZ,QEs/Q,, I B q2. 

Nach (1.15)(i) ist LQ, = G, und, wie friiher, O’(G,) <L. Nun ist 
[Y, Z,,] <Z,, YZ, a L und [Y, O*(G,)] <Z,. Wegen (1) und (2) ist 
YQS, 1 und [Z, *, O’(G,)] = [( YsX I), 02(G,)] <Z,. Also ist 
z&-x z CI G,, im Widerspruch zu (3.2)(i). 1 

(3.5) Sei (x, a’) kritisch. Ist I V,, _ ,Q,/Q, 1 2 q2, so ist h < 4. Ist 
I(V,snQ,+2) QJQ,I >q2, so ist h<6. 

Beweis. Sei Y := V,, _ 2 bzw. V,, n Q, + 2. Wir nehmen an h > 4 bzw. 
h>6. Sei a- led(a) mit (S, r, T,.)=G, und (Tz-,, Y)=G,. Ein 
derartiges CI - 1 existiert nach (l.lS)(iii). 

Sei x - 2 E d(a - 1) mit (a - 2, X’ - 2) kritisch. 
(*) Sei tEG, 2 mit (S%-r, 2:, 2)=G, *, te(,??,s-2, 2:. 2) und 

t2EQ,. 2. 
Ein solches t existiert nach (l.l5)(iv) und (1.16). Aus (3.3) folgt nun 

(a, a” -4) ist kritisch. Sei R := [Z,, Z;, 4]. Wegen b>4 ist [R, (Z:,-,, 
Zd *)I=1 und R’=R. Wegen b>4 bzw. b>6 ist [R, Y’]=l. Somit 
ergibt sich [R, Y] = 1 und C,(T; r) 6 Z(G,), im Widerspruch zu 
(l.l4)(vi). 1 

(3.6) Es gilt b < 4. 

Beweis. Wir nehmen an b > 4. Sei y(a - 2, a’) wie in (3.3) und t E G, 2 
wie in (3.5)(*). Also ist (a, (~‘-4)‘) kritisch und R= R’ fur R = [Z,, 
Z$ 4]. Aus (3.5) folgt I Z,Q,,/Q,C 1 = q fur jedes kritische Paar (6, 6’), denn 
andernfalls ist b d 4. 



PUSHING UP 451 

(1) R 4 Z(S,-1). 
Andernfalls folgt wegen [R, Z:.] = 1, da13 [R, Z,,] = 1 und R < Z(G,) ist. 

(2) JJ=~,Q, z%T, 1 und CZ,nQhs-4, Z;,-,I & Z, *. 
Dies ist eine unmittelbare Folge von (1) (3.4) und (3.5). 
Sei L= (Z$.,, T;-, ). Dann ist mit (1.15)(i) 

LQz 2=G2-2 und 02(G,-2) < L. 

Sei Y=Z,nQ;, 4, X=Z;,-,nQ,. Dann ist wegen (2) und (1.10)(i) 
[‘K Yl # 1. 

(3) XZ:,-,< T: .I. 
Wegen h > 2 ist XZ$ 4 elementarabelsch. Aus (1) und (1.14)(v) folgt dann 
die Behauptung. Sei R, := [X, Y][Z$ 4, Z,], L, := (T; 1, Z,.). 

(4) [R,,L,]=l und [R,,L]=l. 

Aus R, <Z:. 2Z;s 4 und h>4 folgt [R,, (Z:. .2r Z,, 2)]= 1, also 
R, = R’,. [R,, Z:,] = 1 und [R,, Z,,] = 1. Aus (3) folgt dann die Behaup- 
tung. 

(5) E-L, T:..,l==Gz 2. 

Aus (4) folgt [R,, 02(G, .*)I= 1 und R,~I Sx-,, denn aus R, aSa , 
folgt R,aG, und R,<Z(G,), im Widerspruch zu (1). Nun ist [(Rp-I), 
O’(G, 2)] = 1 und (Rp 1) a G, *. Man tiberlegt sich nun leicht, aus der 
Definition von R,, daD (R;“-I> = [Z,, c ,] gilt. 

Wegen ~‘EQ, z folgt aus (Sr-r, Z:. 2)=G,-2, daD (S:,_,, 
Z tll _ 2) = G, 2 ist. 

Aus (3.3) folgt (a’, r’ - 4) ist kritisch. Sei s E G; mit s E (Z”,. -4, Z,. 4) 
und (S; ,, Z$) =G,t 

Sei R, := [Zcre2, Z;]. Analog zu (1) gilt: 

(6) R, 4 Z(Sr, 1). 
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Aus Q,.., 4 Tam, folgt Z,_,nZ,=SZ,(Z(S, i)), also gilt such 
Z, 2nZ;<Z(S:,-1).NunistwegenIZ, zQ~/Q~I=q,Ro~[~~.,,,,Z:]= 
[T; ,, Z,]“. Aus (5) folgt [Z,, T; ,] = [Zk, (T; _ ,)‘I d Z,,, also ist 
R,< (Z,,)” = Z,, und R,< Z,, n Z, 2 6 Z(SL ,), im Widerspruch zu 
(6). I 

4. KAPITEL 

In diesem Kapitel fiihren wir den Fall h = 4 zum Widerspruch. Wir 
nehmen im ganzen Kapitel an, dab h = 4 ist. 

(4.1) @(V,) = Vx < Z( V,) und V, < T$ fiir jeden Weg (6, fl, x). 

Beweis. Wir nehmen an I?; 4 Z( V,), dann existieren Wege (r, /Ii, Si) 
i= 1, 2, 3 mit R := [[Z,,, Zs2], Z,,] # 1. Wegen h=4 ist Zg,<Ga,, 1 <i, 
j< 3, und R < Zg, n Za, n Z,,. Also gilt: 

(1) CR, (Z,,, Zcj2)l = 1; 
aus R # 1 folgt 

(2) C-G,, Z,J 4 Qcjq 

Aus (1) und (1.10)(v) folgt (Zhl, Z,,> d Tg, im Widerspruch zu (2). 
Also ist V:, 6 Z( V,). Da V, von elementarabelschen Gruppen erzeugt 

wird, ist V:, = @(V,). Aus Vj, < Z( V,) folgt nun, da13 I’, quadratisch auf Zs 
operiert. Wegen I’, u S,] folgt aus (l.lO)(vi), da13 I/, d T; ist. 1 

Wir nehmen zunlchst an, dab ein kritisches Paar (CC, LX’) mit 
1 ZIQz,/Ql, 1 = q2 existiert. 

(4.2) Sei a - 1 Ed mit (S, ,,&)=G, und ~~-22Ed(~-l) 
mit [Z, ?, S, ,] Z, 41 G,. Dunn ist I Z, _ 2Qlr 2/Qls 2 1 = q2. 

Beweis. Aus C-C 2, S, i] Z, 4 G, folgt Z,Z,-, + G,, so da13 aus 
(3.1) folgt: (r - 2, X’ - 2) ist kritisch. 

Nehmen wir an 1 Z, zQl, JQ%, 2 I= q. Sei Y := Z, z n Q,, 2. Aus 
[Y, [Z,, Z,,]] = 1 und (2.6)(iv) folgt [Y, z,.] Q Z,. Sei T := N,-,( Y) und 
L = (T, z,.). Also ist YZ, CI L. Aus T= S, i folgt L = G, und 
czz 2, s, i ] Z, = YZ, 4 G,, im Widerspruch zur Voraussetzung. 

Also ist mit (1.14)(v) T= T;:T. Aus Q, $ Tfolgt mit (1.15)(i) G,=LQ, 
und O’(G,)<L. Also ist [Y,02(G,)]<Z3L und [Z,-,,O’(G,)]= 
[( Ysz -I), O’(G,)] <Z,, und somit Z, 2ZIu G,, im Widerspruch zu 
(3.2)(i). 

Also ist Qr d T. Sei R = [Z,, 2, Z, 2] [ Y, Q,]. Man tiberlegt sich 
leicht, da13 Ra S, 1 ist und R 4 Z(S,-,) ist. Nun ist 
Ra (Sa..l, L)=G, und R<X,, also ist R < Z(H,). Nach (2.4) ist 
.Z(H,) = Z( G,), also R $ Z( S, , ), im Widerspruch zu R & Z(S, 1). 1 
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(4.3) VJZ, enthdt genau einen nicht zentralen Kompositionsfaktor. 

Beweis. Wegen Z, Z, + z 4 G, enthalt V, mindestens einen nichtzen- 
tralen Kompositionsfaktor. 

Nehmen wir an, es existieren zwei verschiedene Kompositionsfaktoren 
M, und M, von VJZ,. Nun ist [V,n Q,, 2, [Z,, Z,.]] = 1. Also gilt 
nach (2.6)(iv) [(V, n Q,,,) Z,/Z,, 2,,] = 1. 

Wegen (4.1) ist 1 V,/V, n Q, +. 2 1 < q’. Also gilt fur mindestens ein 
ie (1, 2}, da13 lM,/C,,(p,,)I <q*. Also folgt aus (1.5), (l.ll), und (1.17), 
da13 Mi ein natiirlicher Sp(4. q)-Modul ist. Falls q > 2 ist, so ist 2,, = Z,. 
und I Z,,Q,/Q, I = q*. Falls q = 2, so ist I 2,.Q,/Qtl 1 = 4 oder 2,, 6 H,. In 
jedem Fall erhalten wir einen Widerspruch zu (1.10)(i). 1 

(4.4) [V,,Q,l<Z(V,, und@(V,)GJ-,. 

Beweis. Nach (4.3) ist CV,, O*(G,)l6 CV,, Q,lZ, oder [CL’,, Q,], 
O’(G,)l 6 Z,. 

Im ersten Fall ist V, = V, + , [ V,, Q,]. Nun ist wegen h > 2, 
V 1+ 1 GQ ? + *, also ist 

CV,, QJ Q,., 2= VxQx+z, CV,, QJ G Qn+? und CCV,, Q,l, %I d Z,. 

Also ist [V,, Q,, G*(G,)] 6 Z, und [V,, O*(G,)] 6 Z,, ein Widerspruch 
zu (4.3). 

Also ist [[V,, Q,], O*(G,)] d Z, und somit 

IV,, Q,lG[V,, QJ Z,= CV,+,, Q,lz,~ Vz+,. 

Es fokt C V,, QJ d n BEn(l) VLj<Z(V,), denn es gilt V,= (VIIIB~~(cxO) 
und Vb = 1. Nun folgt [V,, Q,, V,] = 1 und [Q,, V,, V,] = 1, also 
ergibt sich mit Hilfe des “Drei-Untergruppen Lemma” [6, 2.2.31 
[V,, V,,Q,]=l. Somit ist @(Vu)= V:,<X,. 1 

(4.5) q=& @(V,)6Z(H,), Q xt 2 < H, A H,, und Z( H,) # Z( G,). 

Beweis. (1) (Sr+i,Sz9 i)=G,+?. 
Andernfalls ist I V,/V, n S, i 1 6 q. Wegen [ V, n S,. , , T,,] d Z, erhalten 
wir einen Widerspruch zu (1.5) und (1.11) bzw. (1.17). 

(2) q=2. 
Wegen (4.4) ist [Z,, Z,,] Qi(Z(G,)) = C,(QI + *) 4 S,, , . Aus q > 2 und 
(1.14)(C) folgt [Z,, G,] n Z(G,) < [Z,, Z,,] und somit [Z,, Z,,] u S,, 1. 
Ebenso ist [Z,, Z,,] Q S,, I, und wir erhalten [Z,, Z,,] 4 

Dies impliziert [[Z,, Z,.], G2(G, +2)] = 1, und aus 
;4S$rdl,“;&~; :Z(G z + *), im Widerspruch zu [Z,, Z,,] & Z(S, + i). 
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Wir wlhlen nun a-lEA(sr) mit (S,-,,p,.)=G, und 
(~~I,Z,~)=G,.Diesistmijglichnach(1.15)(iii).Seia-2~d(a-1)mit 
(a-2, a- 1, %)%(a’, a’- 1, a+2). Nach (4.2) ist jZa-2Q,+2/Q,+21 =4. 

Sei R:=[Z, 2,Zl+2]. Falls R+ S,-l ist, folgt Zzt2Qr ,#QIQm ?, 
und wegen Q,<c:: gilt QzQsr-2=c f=T; 1. Also ist 
CR> CT: 1, Z,,)] = 1 und R Q Z(G,), im Widerspruch zu R $ Z(S, ,). 

Also ist R - S, , und Ra (S, ,, 2,,) = G,. Also [R, O*(G,)] = 1 und 
R < Z(H,). Wegen R 4 Z(S,-,) folgt Z(H,) # Z(G,), Q, 2 < H, und 
Q Aus Symmetriegriinden gilt such Ql + 2 6 H,,. Also ist 
Ii::2%%,I = IQz+,Q,/Q,I =4, Qx+zQx,=Z,Qz,t und Qx+2Ql= 
&Qa. 

Also ist [Z,, Z,,] a (S, 1, S,. 1) = G,, CCL -&I, @(G,+,)l= 1 
und CZ,, .%I G Z(H, + d 

Wegen Z(H,) # Z(G,) und (2.4) gilt nun 1 Z,QsC/Qs9 1 = 4 fur jedes 
kritische Paar (6, S’), also ist 

V: = @(V,) <-WI,). I 

(4.6) Sei TV [Z,,, S,.. l]\[Z,s,S,. ,, S,, ,] Z(G,.). Dunn ist 
[V,,t,t]=l. 

Beweis. Wegen t* = 1 ist [ V,, t, t] 6 @( V,) < Z(H,). Andererseits ist 
CVz, tl~Qx+2~z,Q,,. Also ist [V,, t, t] = [Z, t] mit 26 Z,. Somit 
folgt [Z, t] d Z(H,) n Z, 6 Z(G,) und aus (1.14)(i) folgt [Z, t] = 1. I 

(4.7) Sei t wie in (4.6) und V := (fzi2) Z, + 2. Sei B< V definiert 
durch Z Z+2GB und W,+2= CvIzu,2 (O*(G,+,)). Dunn ist P= V/B -~ 
ein natiirlicher .E6- oder f’,-Modul fiir G, + 2, 1 V/V n Q,, 1 = 4 und 
[ Vn QZs, V,,] = 1. 

Beweis. Wegen [t, S,, , ] < [Z, , Z,.] 6 Z( H, + *) ist [t, S,, , ] = 1 und 
C K Q,+,l = 1. 

Also gilt: 

(1) Cry Q2+J= 1 und r= (Gv(S)ISESY~~(G,+~)). 
Sei nun a’ + 2 E d2(r’), so daI3 (a’ + 2, a + 2) kritisch ist. Es folgt 

[VnQa,, Z,s+2]<[Z,r+2,Za+2]<Za+2. Nun ist ( V/VnQZ.I<4, also 
gilt 

(2) I ~/CP(Z~~+~)I <4 und 1Zr+2Q1+2/Ql+21 =4. 
(3) Cry O*(G,+,)l Z 1. 

Andernfalls folgt [Z,,, S,! r] Za+2 a G,, 1 und [[Z,,, S,.- r], Z,] = 1, 
im Widerspruch zu (1.10)(i). 
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Aus ( 1.5), ( 1.1 1 ), und ( 1.17) folgt nun, da13 P ein natiirlicher C,- oder 
i‘,-Modul ist. 

AUS (2), (1.10)(i) und (1.17) folgt nun 1 p/GV(Z,,+,)l =4 und -- 
IV/VnQasI=4. Nun ist V~,Qz+z=Za~tZQ,+z, also [VnQIs, V,] 
=l. 1 

(4.8) 1st (a, r’) kritisch, so gilt I Z, Q,,/QZs I = q. 

Beweis. Nehmen wir an ) Z,Q,,/Q,, I= q*. Wegen (4.5) ist q = 2 und 
1 Z,Q6,/Q,, I = 4 fur jedes kritische Paar (6, 6’). Wegen (3.2)(ii) und 
(l.lS)(iii) kijnnen wir daher 0.B.d.A. annehmen, da13 

Seien I/ und t wie in (4.7). Wegen [V,, t, t] = 1, Q,,, B H,, und 
(1.10)(i) ist 

-- 
[V,, t] 6 Vn Q,,. Nun ist I V’/VnQzsI =4 und 

Vn Q,, u S,! , . Falls V ein natiirlicher Z‘,-Modul ist, folgt 
[ Vn Q,,, T:,+*,] = 1 und [[V,, i], T:;:] = 1, also ist [V,, 71 = 1. Wegen 
CC S,, ,] = 1, folgt i= 1 und P= 1. 

Also ist F ein natiirlicher f’,-Modul. Wegen [ Vn Q,, V,,] = 1 erhalten 
wir einen Widerspruch zu (l.l7)(iv). 1 

(4.9) CJ’,, QJGz(vz, wd @(v,)GX, 

Beweis. Nehmen wir an [V,, Q,] & Z( V,). Dann existieren 
6,, &~d’(a) mit [[Z,,, Q,], Z,,] # 1. Nun ist [Z,,, Q,] <Zd,, und wir 
erhalten einen Widerspruch zu (4.8) und (1.10)(v). 

Aus [V,, QX] < Z( V,) folgt [IV,, V,, Q,] = 1 mittels des “Drei- 
Untergruppen Lemma”. 

(4.10) Sei (7, p, 6) ein Weg der Liinge zwei mit Qb 6 T$ und 
Z,Zg 4 Cd. Dunn ist ) QaQ,/Qs I = q. 

Beweis. Wir nehmen an (4.10) ist falsch. Aufgrund von (3.3) und 
(l.l5)(iv) existiert ein kritisches Paar (2, ~1’) mit folgenden Eigenschaften: 

(1) r”=x fiir ein TV (Q?, Q,,). 
(2) (%x+1,1+2)-(‘/,8,6). 

Sei r - 1 Ed mit (S, ,,Z1,)=G, und (Tz-,, T:+,)=G,. Ein 
solches x - 1 existiert nach (l.lS)(iii). 

Seisr-2Ed(sl-l)mit (~~-2,a-l,cr)-(y,B,6).Dannist(a-2,cc+2) 
kritisch aufgrund von (3.l)(iv). Sei X := Z,, n QX, Y := Z, 2 n Q, , 2 und 
R := [X, Y]. 

481 II? ?-I3 
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Sei zunachst R = 1. Dann ist wegen (1.10)(i) Y<Z,QZ, und 
[Y, Z,,] <Zz,. Sei T:=IV,~.,(Y), L := (T, Z,.). Dann ist YZ,aL, 
CK QJ 4L und CC-% 2, Z, + A, Ll= 1. 

Sei R, = [Z, z, Z, + 2] [ Y, Qcl]. Dann ist R, CI L. Man tiberlegt sich nun 
leicht, daD R, -a S, , , ist. Also ist R, u G,. Aus der Definition von R, folgt 
ween IQnQ,+2/Qz+21>q, dd.3 CZ, 2,Sz ,,316R, ist. 

Nun gilt [Z, z n X,, S, , I= CC,% ,(QJ, S, II= C-C 2> s, 1,316 
RI. Wegen R, a G, folgt [Z, 2 n X,, S, , ] 6 Z( G,), und (2.4) impliziert 
ZZ 2nX,<Z(S, ,), im Widerspruch zu Q, ,< T: f . 

Also ist R # 1. Falls R < Z(S, ,) ist, folgt, wegen [R, Z,.] = 1, 
R 6 Z(G,). Wegen (1) folgt R < Z(G,,), im Widerspruch zu (1.14)(i). 

Also ist R 4 Z(S, ,). Andererseits ist wegen Q, d T$, 

R<ZZ, 2nX,nX,,2nZ,s und R’= R, 

also RGZ, und RGZ,nZ,. 2. Somit ist ( Z,/Z, n Z, 2 ( = q2 und wegen 
(2) 1 Z,,/Z,, n Z, + 2 I = q2. Nun ist R d [Z,,, Q, + ?I, also 

RGZZ, lnZ,nZZ,.znZ,.. 

AUS ( Tz i , , Tz 1 ) = G, folgt R 6 Z(G,), im Widerspruch zu 
R 4 Z(S,.. ,). I 

(4.11) @(V,)<Z(G,) und ( V,Qd/Q61 dqfir de 6d2(c(). 

Beweis. Sei (x, a’) kritisch. Falls [Z,, Z,.] & Z(S, + ,) ist, so folgt 
Q r+2GT:+,. Aus (4.10) folgt ) Q,Qa+?/Qll =q, und somit [Z,, Z,,] 6 
IIQ x+23 Z,l Gas, 6 1). 

Also ist [Z,, Z,,] <Z(S,+ ,) und V,, ?QX, = Z,Q,,. Wir wahlen 
fl~d(cl+2)mit (S,,S,, ,)=GXt2 und 6 E d(b) mit (6, LX’) kritisch. Dann 
ist 

cz,, &I = CL, &I und cc.&, &It <s/I, L ,>I = 1. 

Also ist [Z,,Z,,]6Z(G,+z) und Vz+,.z=@(V,,2)<Z(G,+2). 1 

(4.12) cz,, S,I z, u G, fiir jeden Weg (S, /I, x). 

Beweis. Sei (~1, r’) ein kritisches Paar mit: 

(1) ~~‘=~~‘fiirein te(V,, V;)=(V,, V,,). 
Ein solches kritisches Paar existiert wegen (3.3), (l.l5)(iv), und (1.16). 

Sei a--lgn(%) mit (S, ,,Z%.)=G, und ~-2~~f(a--l) mit 
(CY - 2, x - 1, x) - (8, p, x). 
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Wir nehmen an, da13 [Z,, S,] Z, Q G, ist. Dann ist such Z&Z, 4 G, 
und aus (3.l)(iv) folgt: (a - 2, r + 2) ist kritisch. 

Sei X := Z,, n Q,, Y:= Z, z n Qm +*, und R := [X, Y]. 

(2) R 4 Z(S, I). 
Andernfalls folgt wegen [R, Z,,] = 1, daD R < Z(G,), R = R’ und 
R<Z(G,,) ist. Also ist nach (1.14)(i) R = 1 und nach (1.10)(i) Y<Z,O,.. 
Es folgt [Z, 2, S, r ] Z, = YZ, 4 (S, I, Z,, ) = G,, im Widerspruch zur 
Annahme. 

Nun ist wegen (4.1 l), [Y, V,] = 1, also such [R, V,] = 1. Wegen R<ZZ,. 
ist [R, V,,]= 1, so da13 aus (1) folgt: R’=R und RgZ,. Aus (2) folgt 
/Z, JZ,.. z n Z, I < q2. Also ist Q, < c. ,. Wegen (4.10) gilt 
1 Q,Q, 2/Ql 2 1 = q, und [Y, X] < [Y, Q,] = 1, im Widerspruch zu (2). 

(4.13) Sei (a, a’) kritisch. Dunn gilt: 

(i) CV,, C&,& ill~@(~,)~Z(G,). 
(ii) CVxnQl+2y [I&,S,s. ,ll=l, VInQ,+2<ZzQrs. 
(iii) Sei B, definiert durch Z,< B,< V, und V,/B,= C,,,z(02(G,)). 

Dann ist P, = VJB, N ZJZ, n Z(G,) ah G,-Mod& 

Beweis. Sei X= V, oder Vs n Q, + ?. Dann gilt: 

[X, [Z,., S,, ,]I d [X, [Z,,, S,, ,] Z,+z] =: D. Aufgrund von (4.12) ist 
D= CX CZ,, &+ ,I &+21 f iir ein p~E(cc+ 1). Wegen X< V, und (4.11) 
gilt D=[X,Z,,,]. Also ist [V,, [Z,,, S,, l]]<[V,, Z,+21Q@(V,)< 
Z(G,) und [ V,n Q,, 2, [Z,,, S,. _ ,]I = 1, und aus (1.10)(i) folgt 
KnQl+2GZrQ,- 

Es folgt [V, n Q, + 2, Z,,] Q Z, und 

(1) I UG~(Z,~)l G 4. 
Nun ist [V,, Q,] < V,n Ql+z, [p%,, Q,, Z,,] = 1 und somit 

(2) Cv;,, QJ = 1. 
Wegen (4.12) folgt: 

(3) px= (CV~(S)ISESY~,(G,)). 

Damit folgt (iii) aus (1.5), (l,ll), und (1.17). 1 

(4.14) Sei t~Z,,\[z,,, S,,._,] Z(G,,). Dam ist [V,, t, t]=l. 

Beweis. Wegen t* = 1, ist [V,, t, t] < @(V,) < Z(G,). Nun ist [I/,, t] < 
VInQl+2, und aus (4.13)(ii) folgt [V,, t, t] = [Z, t] fur ein Z<Z,. 

Also ist [Z, t] <Z(G,), und aus (1.14)(i) folgt [Z, t] = 1, also 
cv,, t, tl = 1. I 
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(4.15) b # 4. 

Beweis. Sei (a, a’) ein kritisches Paar mit 

(1) (Vw&--l)=Gs+2. 
Sei r wie in (4.14). Dann ist TV V,,,. Sei t:= tBx+2/Ba+2. Wegen (4.12) ist 
Cc & -11 GB,+z, also [i,S,,.-,]=l.Aus [V,,t,t]=l und VznQ,+z< 
Z,Q,, folgt CV,, tl6 Qa. 

Aus (4.13)(iii) und (1) folgt [V,, i]= [V,, Pl+z]< Va+ZnQ,,, also ist 
V r+2nQ,~-a(Vz,S,~ ,)=G,+*, im Widerspruch zu 

I K+2/Va+2nQm~I =q und (4.13)(iii). 1 

5. KAPITEL 

Wir zeigen in diesem Kapitel, da& im Falle b = 2, [Q,, O*(G,)] 6 Z, 
gilt. Wir nehmen im ganzen Kapitel an, daD [Qa, O*(G,)] & Z, ist. 

Sei (a, cr’) ein kritisches Paar, /? := a + 1 und T := T;‘. 

(5.1) Z, n Z,. < Z(Sp), I Z,QEs/Q,, I = q und [Z,, Z,,] 6 Z(S,). 

Beweis. Aus 1 Z,,/Z, n Z,, 1 d q* folgt wegen [Z,, Qcl] = 1, daI3 Q, < T 
ist. Also ist [Q,, Z,.] <Z, und [Qa, G*(G,)] <Zz,, im Widerspruch zur 
Annahme. 

Also ist Z, n Z,, < Z(Sp). Wegen [Z,, Z,,] > Z, n Z,. folgen die beiden 
anderen Behauptungen unmittelbar. 1 

Sei nun t E G, mit (S’b, Z,,) = (Zi., S,) = G,. Ein solches t existiert 
nach (l.l5)(iv). Sei N< S, definiert durch N # T und N/Q,, ist elemen- 
tarabelsch der Ordnung q3. Also sind N/Q,, und T/Q,, die maximalen 
elementarabelschen Untergruppen von S,/Q,, . 

Sei Y= [Z,,, S,] IR,(Z(G,,)) = Z,. n Q,, X := [Y, S,] SZ,(Z(G,,)) = 
C,,(T), Y, := Y’, und X, := X’. 

(5.2) XZ, 4 G,, [X, Y,] # 1, Y, < N, Y, T = S, und 
I XI QJQ,, I = q2. 

Beweis. Aus XZ, 4 G, folgt XZ, = X, Z, und [X, Y, ] = 1. Also ist 
Y,<Tund [Yr,Z,,]<X. Esfolgt Y,Z,=YIXZ,d(S;lrZ.~)=GI. Aus 
[QI, Z,,] < Y, folgt nun [Q,, G*(G,)] <Z,, im Widerspruch zu den 
Voraussetzungen. 

Aus [X, Y,] = 1 folgt wegen (1.10)(i) Xb Z,QL, und [X, Z;.] d Z,, also 
ist XZ,a<SB.Z;,)=G,. 

Aus [X, Y,] # 1 folgt 1 Y,/C,,(X)I 3 q, also 1 Y, T/T/ > q und Y1 T= S,. 
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Da Y, elementarabelsch ist, folgt Y, <N. Nun ist such [Xi, Y] # 1 und 
1 X,/C,,( Y)( 2 q. Also ist ( Xi Q,,/Q,. I = q2. 1 

Sei nun L := ( P1) und K := (Xc%). 

(5.3) LQ,, = N, [K, Q,] = @(L) = [Y, Y,] < Z(G,) und 
@i(L) n Z(G,s) = 1. 

Beweis. (1) L = ( Yffi). 

Sei LO = ( YSp ). Dann ist fur g E S,, 

[L”, zg] < [S&Z,?] < Y:‘< LO. 

Aus (Z:,, S,) = G, und der Struktur von G, folgt nun 

((Z$)“Q Q. = G,. 

Also ist LO Q G, und L, = L. 

(2) CY,, Yl<Z(SB), CY,, Y1nZ(G,s)=l und Cx,Q,l=[Y,, I’]. 
Wegen Y,< N ist [Y,, Y] < [N, Y]. Nun ist [X, S,] = [X, TN] = 
[X, N] < [N, Y]. Wegen (l.l4)(iv) ist I [N, Y] 1 = q, insbesondere 
[N, Y] n Z(G,.) = 1. Da [X, Y,] # 1 ist, folgt [X, Y,] = [N, Y] = 
[Y,, Y] = [X, Q,] und damit die Behauptungen. Analog zu [Y, Y,] d 
Z(S,) gilt [Y, Y,] Q Z(S;), also ist [Y, Y,] d Z(G,). 

Wegen (1) ist [Y, Y,] = [L, Y] und somit Q(L)= [Y, Y,]. 
Wegen [X, Q.] = [Y,, Y] folgt [K, Q,] = [Y,, Y]. Aus Y, 6 N und (1) 

folgt L 6 N. Aus Z, d L, L (I S, und LT= S, folgt LQ,, = N. 1 

(5.4) L = K und K/Z, ist isomorph zu einem Faktormodul eines 
orthogonalen Sp(4, q)-Mod& fiir G,. 

Beweis. Sei K, = ( [Z,, S,, S,] “*’ ) Z,,. Dann gelten die entsprechen- 
den Aussagen iiber K such fur K, . Insbesondere nach (5.2) und (5.3): 

(1) CQxsv K,l G~I(Z(G,s))QZ, und IKIQ,/Qzl >q*. 
(2) Sei t= L/Z,. Dann ist I L/CL(K1)I <q*. 

CLn(Z,Q,,),K,16CZ,,K,I[Q,,,K11~Z,und IL/Ln(Z,Q,,)l=q’. 

(3) L=K. 
Wegen (2) enthllt J? genau einen nichtzentralen Kompositionsfaktor. Aus 
(5.2) folgt [K, O*(G,)] # 1. Also ist [& O*(G,)] <R und L= YK. Nun 
folgt wegen Y= [L, Z,,] Z(G,.) und 

[L, Z,,] = [ YK, Z,.] = [K, Z,.] GK, da13 Y< K, und L = K gilt. 

(4) R= (CR(S)1 SE Syl,(G)), CR, Q,] = 1, und R= [R, G,]. 
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Wegen [X, S,] < !2,(Z(S,)) <Z, gilt die erste und damit such die zweite 
Aussage. 

Nun ist [Y, S,] =X, also x< [K, G,], und R= [K, G,]. 
Aus (2) und (4) folgt mit Hilfe von (1.5), (l.ll), (1.13), und (1.17), dal3 

R isomorph zu einem Faktormodul des orthogonalen Moduls ist. 1 

(5.5) Sei B definiert durch Z, < B und BfZ, = CR(G,). Dann ist 
B< Z(K) und @(B) = 1. 

Beweis. ( 1) L < Z(K). 
Zunlchst ist B < Z,Q,,, denn sonst folgt wegen B 4 S,, X d 
[B, Z,,] Z(G,.) < B. Also ist [B, X] = 1 und B 6 Z(K). 

(2) @(CK K,l)= 1. 
Auf Grund von (5.3) gilt: @([K, K,]) < @(Kn K,) d O(K) n @(K,) 6 
a(K) n Z(G,.) = 1. 

(3) BGZ,CK K,l. 
Wegen [K, K,, K,] < [Q,., K,] < Z(G,.)<Z, ist [x, K,, K,] = 1. Nun ist 
I K, Qas/Q,, I = q3, so dal3 die Behauptung aus (l.l4)(iii) folgt. 

Aus (l), (2), und (3) folgt nun Q(B)= 1. 1 

(5.6) [Q,, 02(G,)] = [Z,, G,] falls h = 2 gilt. 

Beweis. Aus (5.4) folgt, da13 G, transitiv auf K/B operiert. Da in K\ B 
Involutionen existieren, folgt aus (5.5), daI3 @(K) = 1 ist, im Widerspruch 
zu @(K)=@(L)#l. i 

6. KAPITEL 

In diesem Kapitel zeigen wir, da0 aus G,/C,JZ,) 2: f6 folgt: 
CQ,, O’(G,)l= C-G Gal. 

(6.1) Sei b > 2, (oz, a’) ein kritisches Paar und tl- 1 E A(a) mit 
(Sz 1,Z,.> =G,. Sei cl-2~A(u-1) mit Z,Z,-*41 G,. Dann ist 
Z z-2 4 G,,, und (cc - 2, a’ - 2) ist ein kritisches Paar. 

Beweis. Nehmen wir an Z,-,dG,,, dann folgt aus 
cz, 2, [Z,, Z,.]] = 1 und (1.17), dal3 [Zap*, Z,,] < [Z,, Z,,] <Zz, ist. 
Also folgt Z, _ 2 Z, 4 (S, _, , Z,! ) = G,, im Widerspruch zur Vorausset- 
zung. Aus Z, -2 6 G,, folgt Z,- 2 4 Q., *, also ist (s( - 2, LX’ - 2) 
kritisch. 1 
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(6.2) Sei (cc&) kritisch und h > 2. Dann gilt: 

Z,Z,,,~ Gx+z und Z,Z,+2~ G,. 

Beweis. Aus Z3Z3t2aGZ+2 folgt Z3LZI+2=ZpZ1+2 mit p~A(cr+3), 
also ist [Z,, Z,,] < [Z,Z,+ 2, Z,,] = 1, im Widerspruch zu (2.2)(v). 

Aus (6.1) folgt nun induktiv die Existenz eines kritischen Paares 
(3+2-h, sr+2) mit sc~~((~+2-h, x+2). Dann gilt aufgrund der schon 
bewiesenen Aussage 

(6.3) h 64. 

Beweis. Wir nehmen an, h > 4. Sei x - 1 E A(x) mit (S, , , Z,.) = G, 
und M - 2 E A(cl - 1) mit (E - 2, CC’ - 2) kritisch. Sei t E Ga--? mit 

) = G ?. Aus (6.2) folgt Z 2 Z, 41 G,. Also gilt wegen 
:6s;) rda?(m: (c&i)‘) kritisch ist. Sei R :=‘[Z,, Z;,-,I. Wegen (1.17) ist 
Rai, Wegen h>2ist [R,Z;. 2]=1. Alsoist Ra(S,-,,ZA..,)= 
G, 2. Wegen h >4 ist [R, Z;.] = 1. Also such [R, Z,.] = 1 und 
Ra (S, lr&)=Gx. I 

(6.4) h #4. 

Beweis. Sei (x, M’) kritisch. Aus (6.1), (6.2), und (1.17) folgt: 

(1) I J’,Q,+zlQ~+21=4. 
(2) [V, n G,,, &I < Z,. 

Denn: [IV, n G,,, [Z,, Z,,]] = 1 und V, n G,, < Z,Q,, nach (1.17). 

(3) (V,,& ,)=G,+2. 

Andernfalls ist 1 V,/V, n S,. ,I d 2 und Z,, zentralisiert eine Hyperebene 
in VJZ,, im Widerspruch zu (1.5) (1.1 1 ), und (1.17). 

(4) [V,,QJ<Zz(v,) und vj<X,. 
Aus (1) und (2) folgt, da13 V,/Z, genau einen nichtzentralen Kom- 

positionsfaktor besitzt. Also ist [V,, O’(G,)] < [V,, Q,] Z, oder 
lII:J’,, Qzl, 02UU1 G Z,. 

Im ersten Fall folgt V, = V,, I [ V,, Q,] und VaQ.+2/Qtl+2 = 
CVs,QJ Q,+,/Q.+,. Dies impliziert V, < Qr + 2, im Widerspruch zu (1). 

Also ist CCV,, Q,l, 02(G,)l 6.C und CV,, Q,l< CVz+I, Q,l Z,. 
Somitist Cv,,Q,l<v,+, und CV,,Q,l<fIpcd~r~ V,<Z(V,) 

Aus dem “Drei-LJntergruppen Lemma” folgt [V,, V,, Q,] = 1, also 
V&<X,. 

(5) crz,, &I, H,+zl= 1. 
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Wegen (3) und (1.17) gilt [Z,, Z,,] 4 (S,, ,, S,. ,) =G,+2. Also gilt 
[[Z,, Z,.], O*(G,+,)] = 1. Wegen (4) ist [[Z,, Z,,], Q,] = 1 und 
cczm ~,~I~ Hz+21 = 1. 

Aus (5) folgt nun 1 S,, ,/C,. ,( [Z,, Z,.])( Q 2, im Widerspruch zu 
(1.17). 1 

(6.5) Sei h = 2. Dam ist [Q,, 02(G,)] Q Z,. 

Beweis. Sei (c(, x’) kritisch. Aus [Q,, [Z,, Z,!]]= 1 folgt mit (1.17) 
Qz 6 Z,Q,,. Also ist [Q,, Z,,] <Z,, und somit gilt [Qx, O*(G,)] <Z,. 1 

7. KAPITEL 

Wir zeigen in diesem Kapitel, da13 h = 2 nur fur q< 4 mijglich ist. Wir 
nehmen dazu an, daB q > 2 ist. Wegen (5.6) sei ohne Beschrankung der 
Allgemeinheit @( G,/Q,) = 1. 

Sei (a, /?, cx’) ein Weg der Lange zwei mit (~,a’) kritisch. Wir delinieren 
3, := S, n O’(G,), D, := C,s(02(G,)), und A, := [Z,, G,] n Z(G,). 

(7.1) 02(0*(G,)) = L-Z,, G,l. 
Wegen [Z,, G,] = [Z,, G*(G,)] ist [Z,, G,] < O,(O*(G,)). Somit ist 

H := O*(G,)/[Z,, G,] eine Schursche Erweiterung der Sp(4, q). Nach [7, 
Tafel4.11 ist der Schur Multiplikator von Sp(4, q) fur q= 2k und k> 1 
trivial. Also folgt O,(H) = 1 und OJO*(G,)) = [Z,, G,]. 

(7.2) I -CzQ,,/Qx, I = q und C-G,, S,l6 Qx. 
Nach (2.3)(iv) ist 1 Z,Qd,/Q,! I E {q, q*}. Nehmen wir an 

I Z,Q,4Qzz I = q*, dam ist C-L, S,l & Q,, und Z,Qzp/Q,, . Z(Sb/Qus) = 
q’/Q,,. Wegen q > 2 ist Z(S,JQ,,) = [T?,‘/Q,,, S,]. Nun ist Z, 4 S,, also 
folgt Z,Q,, = q’, und wir erhalten den Widerspruch ( Z,Qlf/Q,, 1 = q3. 

Ebenso gilt 1 Z,, QJQ, 1 = q und wegen Z,. 4 S,{ folgt [Z,,, S,] Q Q,. 

(7.3) I Z&L n Z,. I = 4, I QIQ,,/Q, I = q d CL, S,J = l2k s,l 
= cz,,, S,l. 

Wegen (7.1) und (7.2) ist [Z,,, s,] d Q, n @(G,) n Qrs = [Z,, S,]. 
Aufgrund von (1.10) gentigtes also, [Z,,, g,] = [Z,,, S,] zu zeigen. 
Andernfalls folgt wegen s,d S , da13 3, < T$ und $ < Q,, gilt. 

Nun ist spQi2=SB, Sk= it b[J,,Q,J Qh und [s,, Qr]<Z,. Die 
Struktur von S,/Q,, impliziert Z,Qr,/Q,, n {[x, y]l x, y E S,/Q,,} = 1. Also 
ist [s,, Q,] <Q,, und SbQ1,= QhQ,,. Andererseits ist Z,< SbQa, und 
somit [Z,, Z,,] < [Qk, Z,,] < Q:. Aus (5.6) und dem Drei-Untergruppen 
Lemma folgt Qh d D,, und wir erhalten den Widerspruch [Z,, Z,,] < D,. 
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(7.4) IQl/DilI=q4, [s,,D,,]=l und SpnD,.=sBnDI=AN= 
A,.. 

Da G,/Q, von vier Konjugierten von Z,,Q,/Q, erzeugt wird, folgt 
1 Q,/D, ( = q4 sofort aus (7.3). Wegen (7.2) ist A, = 3, n D,. 

Aus (1.12) folgt A,=Z(SB)n(CZ,,Spl\{Cx,~lIx~CZ,,S~l, 
,vES~, [x,y] # 1)) und (7.3) impliziert A,= A,,. Mit (7.3) erhalten wir 
weiter D,. d Q,, also ,s, n D,. = [Z,, G,] n D,, = [Z,, S,{] n D,. = 
[Z,,, S,] n D,, = A,,. 

Sei Z< [Z,, G,] mit D,,D,=ZD,. Dann ist [s,, D,,]= [s,, Z]. 
Andererseits ist [s,, Dxs] < 3, n D,, = A,, = A, und (1.14)(i) impliziert 
CS,j, D,,l = CS,j, Zl = 1. 

(7.5) GJD, erfiillt die Voraussetzung (P) des Sutzes. 

Sei cp E Aut(S,) mit ~1” = a’. Dann ist (L+‘:‘, a) = (E,J’)“-’ ein kritisches 
Paar. Fiir s, := S,/A, gilt nach (7.4): S, = 3, x D, = 3, x D$’ 2. 

Also existiert ein Automorphismus Y von S, mit Y 13, = id und 
!Y/16,=cp ‘ID,. Sei (pO=Yccp, dann folgt [Zz,GJ(Po=[Za,G1](P= 
C-L*, G,,l und @= (d; ‘)” = D,. Wir erhalten also einen 
Automorphismus CpO: S,/D, + S,/D, mit (QJD,)“” # QJD,. Da Q,/D, 
der einzige nichttriviale Normalteiler von G,/D, in S,/D, ist, folgt die 
Behauptung. 

(7.6) q = 4. 

Wir nehmen an: q > 4. Wegen (7.5) sei 0.B.d.A. D, = 1. Dann ist Q, = 
Z,= [Z,, G,]. Sei Q := C,(Z(SB)) und N= O,(Q). Es folgt 
Q(N) = Z, n Z,,, N := N/Z, n Z,, ist elementarabelsch, und N/Z,Z,. ist 
ein naturlicher L,(q)-Modul fur Q. Da Z, und Z,. die einzigen maximalen 
elementarabelschen Untergruppen in Z,Z,. sind, ist Z,, 4 Q und 
[Z,Z,., Q] <Z, n Z,.. Wie in (1.13) zeigt man: [N, Q] ist ein nattirlicher 
O(3, q)-Modul fur Q. Insbesondere ist I [N, S,] n Z,Z,. I = q. Sei 
B := NcJSB). Dann operiert B irreduzible auf Z, und Z,,Z,/Z,. Wegen 
q > 4 ist Z, nicht isomorph zu Z,,Z,/Z, als GF(2) B-Modul. Somit 
existieren genau zwei unter B invariante Unterraume der Ordnung q in 
Z,Z,.. Da Z, und Z,, unter B invariant sind, folgt [N, S,] n Z,Z,, = Z,.. 

Sei cp~Aut(S~) mit &‘=a’. Dann folgt (Z, n Z,e)v = Z, n Z,, , 
(Z,Z,.)” = (C,(Z, n Z,.))” = Z,Z,, und NV = (C,(Z, n Z,./Z(S,))p = N. 
Also gilt Zz, = ([N, S,] n Z,Z,oV = Z,., und wir erhalten den Wider- 
spruch Z, = Z,, . 

(7.7) GJD, ist eine nichtzerfallende Eerweiterung der Sp(4, 4) urn 
einen natiirlichen Modul. 
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Sei 0.B.d.A. D, = 1. Wir nehmen an es existiert ein Komplement K zu Z, 
in S,. Sei K, := Z,Z,. n K. Dann ist K0 elementarabelsch und somit 
K, < Z,,. Nun ist [K,, K] = 1, und KZ,./Z,, ist nicht elementarabelsch. 
Andererseits zentralisiert K die anisotrope Ebene &Z(Ss) in Z,., im 
Widerspruch zu den Eigenschaften eines natiirlichen Mod&. 

8. KAPITEL 

In diesem Kapitel beweisen wir den Satz. Nach (2.2)(iv), (4.15), (6.3), 
(6.4), und (7.6) ist entweder h = 0, oder es gilt h = 2 und y E {2,4}. 

(8.1) Sei h = 0. Dunn gilt Aussage (i) des Satzes. 

Beweis. Wegen Z, 4 Qa und [Z,, Q,] = 1 ist [QX, G2(G,)] = 1. Somit 
ist O*(G,) N Sp(4, q)’ oder SL(2, 9). Im letzteren Fall ware fi.ir eine 2- 
Sylowgruppe S von G,, a’(S) eine charakteristische Untergruppe von S 
normal in G,, im Widerspruch zu den Voraussetzungen. 

Sei nun h=2. Nach (5.6) und (6.5) ist [Q,, 02(G,)] <Z,. Sei (CI, p, ol’) 
ein Weg der Lange zwei mit (a, CI’) kritisch, cp E C, mit cP = a’. 
A = [Z,, Gal n Z(G,), B= CL, G,,(CZ,, S,l)l, D, = CQ,(02(W, 3, = 
S, n O*(G,), C deliniert durch C/D, = C,~!i,JC,( [Z,, S,])) und 
T; = Cs,,(L S,, 21). 

(8.2) Sei h = 2, q = 2 und G,/C,z(Z,) 2: 2‘,. Dunn gilt Aussage (ii) 
des Satzes. 

Beweis. Wir nehmen an, Aussage (ii) des Satzes ist falsch. Dann ist 
H,/Z,D, N SL(2,9) oder O*(G,) enthalt eine zu SL(2,9) isomorphe 
Untergruppe. 

Sei zunlchst 1 ZIQ,,/Q,, ( = 4. Dann ist 
3, 4 T;;‘, 

T; = C,& [Z,, Z,,]) = Tg, 
und [s,, Z,,] < G2(G,) und [,!?,j Z,,] & Q,. Da Z,, elemen- 

tarabelsch ist, erhalten wir einen Widerspruch zur Struktur der SL(2,9). 
Sei nun- ( Z,Qa,/Q,, 1 = 2 und x E Z,,\Z,, n Q,. Dann existiert ein 

y E s,(x), so daB [x, y] # 1 und entweder [x, y] $ C oder [x, y] E Z(G,) 
gilt. Im ersten Fall erhalten wir einen Widerspruch zu 
[x, y] E [Z,,, S,] <C, im zweiten Fall folgt [x, y] E [Z,, Z,,] n Z(G,) = 1. 

(8.3) Sei h = 2, q = 2 und G,/C,(Z,) N fb. Dunn gilt Aussage (iii) 
des Satzes. 

Beweis. Dies beweist man wie im ersten Abschnitt von (8.2). 
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(8.4) Sei h = 2 und q = 4. Dunn gilt Aussage (iv) des Satzes. 

Beweis. Wegen (7.7) miissen wir nur noch A = 1 zeigen. Wir nehmen 
A # 1 an. Wegen A < Z(G,) existiert ein II/ E G, mit A” & D,. Aus (7.4) 
folgt, da13 (c(, 6) fur 6 = LX* nicht kritisch ist. Wegen S, = ??,D, und 
[s,, D,] = 1 ist $,Q,= S, oder DxQs= S,. Im zweiten Fall ist A*< 
[D,, Z,] d D,. Also ist [s,, Z,,] = [S,, Z,,] = [S,, Z,]. Es folgt 
CZ,, G,1nD6=AtiL, ICZ,, G,lnD,I = I[-?, G,lnD,I und Qs=ZaDa. 
Somit ist [Qz, Qsl < Da, CQ,, -&I = 1, Qa = Qh und Z, = sZ,(Z(Q,)) = Z,. 
Es folgt 

im Widerspruch zur Annahme. 

(8.5) 1 cp 1 ist gerade, d.h. es gilt die zweite Behauptung des Satzes. 

Beweis. Wir nehmen an, da13 I cp I ungerade ist. 

Sei zunachst 1 ZIQtlS/QIS I = 4. Dann ist wegen (2.6)(ii) Zz lQl = Z,,Q*. 
Es folgt, dal3 Z,.D,/D, und Zz- ‘0,/D, in der selben maximalen 
elementarabelschen Untergruppe von Z,.Q,/D, liegen. Wegen 
T; = Cs& [Z,, Z,,] ) = T$’ folgt 3, 6 q’ und 3, $ Pfi’ ’ Die Struktur von 
GJD, hefert: 

czz ‘, $1 Z(S,) = [I-G, S,l as,). 

Da 1 cp 1 ungerade ist, erhalten wir den Widerspruch 

C-L &J-w,) = CL, q41 as,). 

Also gilt I Z,Q,,/Q,, I = 2 und 
(1) IZ,Q;“/Q;“I <2 und [Z,, P”]<D:” fiir alle nEN. 

Weiterhin gilt, da Z,, elementarabelsch ist, Z,. < CZ: -- ’ und somit 
(2) Zz” < Cq”-‘Z:n-2 fur alle n E N. 

Wir zeigen nun durch Induktion i.iber n, da13 Z:2n d Q, gilt. Fur n = 0 ist 
dies trivialerweise richtig. Aus (1 ), (2), und der Induktionsannahme folgt 

(3) [Zf’“, Z,] d [Ccpzn-‘, Z,][Z,““-‘, Z,] d Df-‘. 

1st Z:” 4 Q,, so folgt wegen ( 1) [Z;‘“, Z,] = B. Wegen 
B = [Z,, Z,,] = B’+’ und (3) erhalten wir den Widerspruch B < D,. 

Also gilt ZE2” < Q, fur alle n und da I cp I ungerade ist, folgt Zg = 
Z,, < Q,, im Widerspruch zu den Voraussetzungen. 



466 ULRICH MEIERFRANKENFELD 

LITEKATUR 

1. B. BALIMANN, Uber endliche Gruppen mit einer zu L,(2”) isomorphen Faktorgruppe, 
Proc. Amer. Sot. 14 (1979), 215-222. 

2. R. W. CARTER, “Simple Groups of Lie Type,” Wiley, New York, 1972. 
3. B. COOPERSTEIN, An enemies list for factorization theorems, Comm. Algebra 6 (1978), 

1239-1288. 
4. G. GLAUBERMAN AND R. NILES, A pair of characteristic subgroups for pushing-up in finite 

groups, Proc. London Math. Sot. (3), 46 (1983), 411453. 
5. D. GOLDSCHMIDT, Automorphisms of trivalent graphs, Ann. of Math. 111 (1980), 377-406. 
6. D. GORENSTEIN, “Finite Groups,” Chelsea, New York, 1980. 
7. D. GORENSTEIN, “Finite Simple Groups,” Plenum, New York/London, 1982. 
8. B. HUPPERT, “Endliche Gruppen I,” Springer-Verlag, Berlin/New York, 1983. 
9. D. JAMES, “Representation Theory of Symmetric Groups,” Springer-Verlag, Berlin/ 

New York, 1983. 
10. H. KURZ~IL, “Endliche Gruppen,” Springer-Verlag, Berlin/New York, 1977. 
11. J. MCLAUGHLIN, Some Subgroups of SL,(F,), Illinois J. Math. 13 (1969), 108 115. Some 

groups generated by transvections, Arch. Math. XVIII (1967), 364-368. 
12. H. LONEBURG, “Transitive Erweiterungen endlicher Permutationsgruppen,” Springer- 

Verlag, Berlin/New York, 1969. 
13. R. NILES, Pushing-up in finite groups. J. A/g&a 57 (1979), 26-63. 
14. B. STELLMACHER, “Pushing Up,” Arch. Math. 46 (1986), 8-17. 


