JOURNAL OF DIFFERENTIAL EQUATIONS 121, 314-328 (1995)

Flot de champs de vecteurs non Lipschitziens et
équations de Navier—Stokes

J.-Y. CHEMIN

Centre de Mathématiques, Ecole Polytechnique, 91128 Palaiseau cedex, France
ET

N. LERNER
Instirut de Recherche Mathématique de Rennes, Campus de Beaulieu,
Universite de Rennes 1, 35042 Rennes cedex, France

Received July 21, 1993

INTRODUCTION

Dans cet article, nous étudions le probleme de 'existence du flot pour les
champs de vecteurs solutions du systéme de Navier—Stokes relatif aux
fluides incompressibles d-dimensionnels. Ce systéme est le suivant

Civ+v-Vo—vdv=—Vp
(NS) (dive =0
Uy, o= Vlg,s
le champ de vecteurs v(t, x) étant ici un champ de vecteurs dépendant du

temps sur espace R“. Par flot d’'un champ de vecteurs, on entend une
solution de

(F) ¢, x)= .\‘+~[OI v(t, ¢(t, x)}) dr.

Si le champ de vecteurs v, appartient & H* pour un s strictement supérieur
a df2—1, il est alors tout a fait classique que

, d
ve L, ([0, T]; H) avec s >§+ 1.
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Par inclusion de Sobolev, ce champ de vecteurs est donc intégrable en
temps a valeurs dans 'espace des fonctions lipschitziennes et Pexistence
d’un flot lipschitzien résulte alors du théoréme de Cauchy-Lipschitz.

En ce qui concerne les solutions dites faibles, c’est-a-dire le cas de
solutions du systéme (NS) pour un champ de vecteurs v, seulement L2 en
dimension d=3, le probléme de I'existence du flot a été traité dans [7]
(dans cette référence, le probléme de I'unicité n’est pas abordé). Pour des
résultats d’unicité des trajectoires issues de “presque tout” point, on pourra
consulter [5].

Le présent article est donc dévolu au cas critique ou le champ de
vecteurs v, appartient a I'espace de Sobolev H“?~' On sait que, dans
ce cas, il existe un temps 7'* maximal et une unique solution maximale v
telle que

el?

luc( [0‘ T*[’ H‘I’Q)'
Ce théoréme a été démontré par H. Fujita et T. Kato dans [8]. Nous
allons étudier le flot de telles solutions.

THEOREME.  Soit vy un champ de vecteurs de divergence nulle appartenant
a l'espace HY*~'. On considere l'unique champ de vecteurs v solution de
(NS) et appartenant a L3, ([0, T*[; H*?). Il existe alors une unique applica-
tion continue de [0, T*[ x RY dans R¥, notée ¢, solution de (F). De plus,
pour tout & strictement positif,

de L ([0, T*[;Id+ C' ).

loc

Remarque. Comme on sait que le champ de vecteurs ©(7) est indéfini-
ment différentiable pour tout instant ¢ strictement positif, I'intérét de ce
résultat est donc limité a la description du phénoméne prés de l'instant
initial.

L’article est organisé de la fagon suivante. Dans la premiére section, nous
énongons un théoreme de régularité sur les solutions du systéme de
Navier-Stokes (NS), un théoréme d’existence et d’unicité pour les
équations différentielles ordinaires et un théoréme de régularité sur le flot.
Ces trois théorémes conduisent immédiatement a I’énoncé ci-dessus.

Dans la seconde section, nous démontrons le résultat de régularité sur les
solutions du systeme de Navier-Stokes (NS).

Dans la troisiéme section et derniére section, nous démontrons une
extension du classique théoréme d’Osgood et un théoréeme d’existence pour
les équations différentielles d’'une maniére ne faisant pas appel a I’hypothése
de dimension finie.
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1. ENONCE DES RESULTATS

Pour énoncer notre résultat de régularité sur les solutions des équations
de Navier—Stokes, définissons les espaces suivants.

Dans toute la suite, @ désignera une fonction de R* dans lui-méme,
nulle en 0, strictement positive ailleurs, croissante et continue.

DErFNITION 1.1, Solent (X, d) et (Y,0) deux espaces métriques. On
désigne par €,,(X, Y) I'ensemble des u fonctions bornées de X dans Y telles
quil existe C telle que, pour tout xe X et tout ye X,

ou(x), u(y)) < Cad(x, y)).

-,

Remargque. Si (Y, ) est un espace de Banach {(que I'on notera (E,
I'espace %.( X, E) est un espace de Banach muni de la norme

lu(x) —u( )|
w= s+ N
Ilu“ Hu “ - (X ,l')e?ygk" A FY (’)( d(x» y))

Le premier des résultats de cet article est le résultat de régularité que voici.

TuEOREME 1.1, Soit un champ de vecteurs ve Li ([0, T[; H*?) et solution
du systéme de Navier—Stokes (NS). Alors on a, pour tout ¢ strictement positif,

velL!

loc

([0, T*[; C,(R% R¥)) avec, pour r< 1, o (r)=r1—logr) 12

Le deuxiéme résultat de cet article est une version en dimension infinie
d’un résultat classique en dimension finie.

THEOREME 1.2. Soient E un espace de Banach, 2 un ouvert de E, I un
intervalle ouvert de R et (ty, xy) un élément de IxQ. On considére une
fonction F appartenant q L) (I, 6,{(R, E)). On suppose de plus que

loc

1

J ~d—r—= + oc. (H
o wlr)

Alors, il existe un intervalle J tel que tye J I et tel que I'équation
(EDO)x(r)=xo+J FUs, x(s)) ds
1o

admette une et une seule solution continue définie sur l'intervalle J.
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Remarque. La partie de ce théoréme relative a 'unicité est le théoréme
d’Osgood; sa généralisation en dimension infinie ne pose aucune difficulté.
En revanche, dans toute la littérature classique (voir [6] et ses notes
historiques), 'existence dans ce cadre est démontrée a l'aide d’arguments
de compacité, qui sont bien siir strictement réservés au cas ou la dimen-
sion est finie. Notre démonstration, exposée au paragraphe 3, est simple
et repose sur I'examen attentif du schéma de Picard. Notons que I'on ne
peut utiliser ici le théoréme d’existence de Peano, faux en dimension
infinie.

Le troisiéme résultat de cet article décrit la régularité du flot pour
certaines fonctions « particulieres.

THEOREME 1.3.  Soient n un réel de lintervalle 10, 1[, et v un champ de
vecteurs appartenant a L'([0, T]; C,(E; E)) pour »,(r)=r(-—log )y

Posons alors V,(¢) =jl ()., d et @, ,=exp(—((—logr)" —ryV,,(t))””).
0

Désignons par ¢ le flot du champ de vecteurs v. Celui-ci vérifie alors
p(t)eC,,, et o)., L™([0.T]).

En particulier ¢ € L*([0, TJ; C' ~¢) pour tout ¢ strictement positif.

Des trois théorémes ci-dessus, résulte immédiatement le corollaire
suivant, qui précise le théoréme énoncé dans I'introduction.

COROLLAIRE 1.1.  Soit un champ de vecteurs ve L} ([0, TT; H?) et

solution du systéme de Navier-Stokes (NS). Alors, en désignant par ¢ le flot
de v, on a, pout tout & strictement positif,

#()eC,,, ,, e Moo, , L0, T])

En particulier ¢ € L™([0, T); C'~*).

2. UN THEOREME DE REGULARITE

Nous n’allons pas démontrer le théoréme 1.1 directement. Nous allons en
fait démontrer un théoréme de régularité plus précis. Son énoncé nécessite
la définition d’'un type de régularité basée sur le découpage en couronnes
dyadiques de l'espace des fréquences (méthode de Littlewood—Paley).
Introduisons les notations suivantes.
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Dans toute la suite de cet article, on désignera par % la couronne de
centre 0, de petit rayon 3/4 et de grand rayon 8/3, ¢ une fonction indéfini-
ment différentiable a support compact nulle en dehors de 4 et vérifiant:

Y o2 %)=1 et y= Y @(277)eCIRY), (2)
gl g< —1

[p—ql Z2=Supp@(2 “)nSuppp(2 ")=, (3)

q=2=Supp y nSupp @(2 ") =, (4)

si & = B(0,4/3)+ %, alors € est une couronne et l'on a

|p—ql25=2/6 2% =, (5)
1<)+ ) 927 L (6)
q =0

Notations. En désignant par .# la transformée de Fourier sur R,

h=% "o et h=7 'y,

3

sig=20, 4,u= Aqu =@(2 D)u=2% [ A2 w(x — y) dy,

A_ju=xyDyu=F "(y&) (<)),
sig< —2, du=0et d,u=¢(2 “D)u,
Sju= Y du= Y 4d,u
rPsg—1 p<qg- 1

On pourra consulter par exemple [3] ou [4] pour la construction d’une
telle partition de I'unité dyadique. Rappelons que, grice a (6), on a

lulz:JpR‘,(l HEP» O dE~ Y 229 (|4 ul 7

geN
uli= ] RP1AC) e~ Y 23
geZ

Nous allons maintenant définir 'espace qui va nous étre utile dans ce travail.

DEFNITION 2.1 Etant donné un réel strictement positif 7, lespace # {7

est I'espace des fonctions u, définies sur Pensemble [0, 7'] x R, telles que

. o 25\ 12
), & ( T e+ <[7 |4, u()] 2 df) > < .

qeN
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Remarque. 11 est évident que L'([0, T]; H* 'y #{3+".

L’objet de cette section est la démonstration du théoréme suivant.

THEOREME 2.1.  Soit v un champ de vecteurs appartenant a LX[0, T];
HY?y et solution de (NS). Alors, v appartient a l'espace # {77

Démontrons des estimations a priori sur les solutions du systeme de
Navier-Stokes. Soit v une telle solution. On a alors, pour tout ge Z,

a,zi,lv— vAzi,lvz —dq( v- Vo) —Aqu.

It s’agit ici de majorer Mqv(r)HL:. Comme le champ de vecteurs v est de
divergence nulle, on a

d . . o , , .
p 4, o0 2+ 2v 14, Vo) 2= — 2 Re(d (v(1) - Vo(t)) | 4,u(1)

Comme nous sommes localisés en fréquence sur des couronnes de taille 2¢, les
dérivations seront comptées comme des multiplications. Plus précisement,
posons, pour tout entier ¢,

L0 =14,00)32.

Il existe alors une constante strictement positive ¢, ne dépendant que de la fonc-
tion ¢ et de la viscosité v, telle que

L0+ 2% (0 <2 (4 (v(r)-Vo(r)) | 4,0(1))].

Le point important est la majoration de IZ(Jq( v(t)y-Vo(t)) | 4, ,U(1))]. Elle est
décrite par le lemme suivant.

LeMME 2.1. Il existe une constante C telle que, pour tout champ de vecteurs
de divergence nulle v, il existe une suite (c,) . , dont la somme des carrés vaut 1
et telle que

[2(d (v-Vu) | d,0)] < C27 942 D¢, ol ol 2.
Admettons ce lemme un instant. On en déduit immédiatement que
fi0) +c22"f,,(r> <C27M Ve ()] 50 114 v(8)) 2. (7)

Posons alors g,(1) = f}2(1)=|4,v(0)} ;2. Le lemme 2.1 ci-dessus assure par
une intégration 1mmedlate que

g1 <g(0) exp(—c2%) 4279421
><J~ expl —c2%(1 —1)) e (1) v(T)] 5, dr, (8)
[

la somme des carrées de la suite (c (1)), ez valant 1 pour tout temps ¢.
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Considérons l'inégalité (8). Par une inégalit¢ de convolution, il vient
(C désignant une constante générique ne dépendant que de la fonction ¢),

T
1830,y S €2 g 0) + C2 40 [ eyt) (o)) .
Par élévation au carré, il vient
T . 2 . )
([ enidsonzd ) <c2 1d,u i

P T 2
w2 o ([Ten i)

En multipliant par 22“2+ 1 et en sommant, il vient

) T . 2 )
Z 22(/(‘1/-“)('[ |{Aqv(t)[|L:dt> < Cllvglz, -
0

qgeZ

+Cz<f A o) 5, d )

qel

On a alors

2

T T L2 T 1/
[ e ieoizaan<([ oo ar) ([ o)
0 ] 0

D’ou I'on tire

T .
Z 22‘[((/,’2+1i<f(] ”Aqu( )IIL df) <C“lo|dn“1

qeZ
T , 2
+C<J ||v(t)|;,/2dt>.
0

Or, on sait que ||v(t}]| 2 < ||vg || 2. 1] résulte donc de I'inégalité ci-dessus que

T 2
2 2D <'f0 4, 0(2)] 2 df> SCTvpldn  + Hv”inm. 7): HéY)

qgeN

D’ou le théoréme, vu que la limite d’une suite bornée dans Pespace # %!

qui est de Cauchy dans l'espace L*([0, T']; H?) appartient a #{%"".
Démontrons maintenant le lemme 2.1 qui est trés proche du lemme 2.1

de [2]. On utilise pour cela la décomposition de Bony en paraproduit et
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reste (voir [1]), au détail pres que nous travaillons ici dans des espaces de
type homogéne. Posons

T,b=Y S, 1ad,b et Rab)= Y d,adpb.
q9 Ilp—ql<i

Comme le support de la transformée de Fourier de Sq*,aA'qb est inclus
dans une couronne de type 29", on a

4T, b)= Z AASy _ad, b).
lg—gl=<4
Les majorations qui suivent sont immédiates
q -2

IS, _qal,-< Y ld,al,-

p=—x
q -2 )

< Y 27 4d,al,
p=—x

< Y 2727 dal

p= —

<C27 |lalyp -
Il en résulte que
IT,bls_1<Cllalga_y 6], 9)

Appliquons donc ceci avec a=0,v et b=1v’. 1l vient
1 To00" g2 =1 S C IVO g2y 0] 42
<C”U|¢21,«‘2' (10)

Quant au terme de type reste, il s’écrit

AqG,R(vf, v) =8jﬁq( > ziq,, ,,vjzquv>.
(T

Par localisation spectrale, on a

14,0, R(v%, v)]| 2 < C29O+4D %" |4

¢ =qg—N
<1

PR Yl
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Il en résulte que

zqui;z 1) \}Aqa,R(l J v H .2 < C Z A Vo

g =g N

(g vidi2
x Z q 11—12
=<l

Ay o2 27 A

On en déduit Texistence d’une constante C telle que, pour tout champ de
vecteurs v, il existe une suite (¢ ), _, telle que

1A fTv+ 8, R’ 0)] 2 < Ce, 2 192D ],

Cest sur le terme (4,(7,-Vv) | 4,v) quil faut utiliser une méthode de
type énergie pour éviter le cas limite H“?. Les calculs suivants sont

standards.
LS (AT, - Vey| 4,0)

S [ A4S, (004,040 4t (x) dy

ikog "
=3 ‘ [4,.S, _v/18,4,05x) d,05x) dx
kg "
-y (x)d,4,05)x) 0,405 (x) dx
Jkoq
-y j’[ﬁf,,s‘, (09] 8,4 05 (%) 4, o4 (x) dx
Jok g
+ JE(S‘I" X)) =S, el d,d4,08x)8, 4,4, 0(x) dx
kg g
-y J 4,08 [ S, v/, 4,]0,4,05(x) dx
Jokog

(zi,,v | dq( T,-Vv)).
Il en résulte que

Y ‘[A{,, s 07184 ,05(x) 4,04 (x) dx

Jokog

I,=
+3 3 ” { (S (vAx)=8, vix))d,4,05x) 84,4, 05(x) dx.



FLOT DE CHAMPS DE VECTEURS 323

Les opérateurs 4, sont des opérateurs de convolution. D’ou il vient que

[S, 1t Al alx) =24 | (S, e((x) =S, /(1) 27 (x = ) aly) dy.
Il en résulte immeédiatement que
LS, ¢/ d,Tax)|<C2 7 |VS, ¢,
X [ 29 1x = ¥l x [h(27 (x = y)| % Ja( y)] dy

< Cvlyn lal

LZ.
D’ou le lemme.

Le théoréme 1.1 va résulter du théoréme 2.1 grice a la proposition
suivante.

PROPOSITION 2.1.  Pour tout ¢ et tout T strictement positifs,
AR e LY([0, T]; 6,,) avec o (r)=r(l—=logr)*'?  for r<l.

Pour démontrer cette proposition, nous allons étudier, pour [x — p| <1,
les differences

A(x, yy=le(t. x)—uv(¢, v)|.

De manieére assez standard, on écrit

we)y=Y 4,0(r).

q

Nous allons découper les fréquences suivant leur taille; 'entier N étant a
déterminer, on écrit

A, S =yl ¥ IVA (] +2 3 4,00,

g< N g>N
s VA ()],
Sly—pl Q4 N2 Y S
|\ ‘I( ) q;v (2_+_q)s+|‘..

22 A 00

_+_2 2—(2+q)2_+_( z;+l"2x >
Z ( 1) (2+q):;+l~

g>N
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Choisissons alors N=[1—1log |x — ¥|] —2. On en déduit que

A(x’},)«(z |V4,0(0)] .-

2249 4, 0(1)| .-
) (2+ )e+l
gs N

(2 + q)a+l;“2

cy

q>N

I e+ 172

X |x—y| (1 —log]x—y])
D’apres la localisation spectrale des 4,v(1), on sait que
VA, o(0)] - < C22+4 4,00 -

1l en résulte que l'on a

A{x, )< Coft) [x— ¥y (1 —=log |x—y|) £+ 1/2

2209 4,0(0)] -

avec as(t)zz (2+q) 7

q
Or, par intervertion de la somme et de P'intégration, il vient
22+q

T
J;) ar(t)dt:;mf HA l’(t HL’ dt

On en déduit alors que

K

i 172
L a(t)di < o] 2 ( Z 1(2+_‘1)'“:>

” l’+|

La proposition 2.1 est alors démontrée.

3. AUTOUR DU THEOREME D’OSGOGD

Commengons donc par démontrer l'unicité des trajectoires sous les
hypothéses du théoréme 1.2.. Soient x,(f) et x,(¢) deux solutions de
(EDO) définie sur un voisinage J de ¢, avec la méme donnée initiale x,.
On pose

o) = llx, (1) —x,(0).
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On déduit immédiatement de I'appartenance de F a L} (I; C,(£2, E)) que

loc

ng(t)éf’ a(s) w( p(s)) ds avec aelLl (I) et az=0. (11)

fo

Les démonstrations des théorémes 1.2 et 1.3 reposent sur le lemme suivant:

LeMME 3.1. Soient p une fonction mesurable et positive, a une fonction
positive localement intégrable et « une fonction qui, comme au début du
paragraphe 1, vérifie (1). On suppose que, pour un réel positif a, la fonction
p vérifie

4
pty<a+| a(s) w(p(s)) ds. (12)
Si a est nul, la fonction p l'est aussi. Si a est non nul, alors on a

—Q(p(t))+!2(a)<_|.l a(t) dr avec Q(x)=_[”2 dr (13)

Pour démontrer ce lemme, posons tout d’abord

Rit1=a+] als) o(p(s)) ds

o

La fonction R, est une fonction continue et croissante. 11 résulte alors de
la croissance de w que

R(t)=a(t) o(p(t)) Sa(t) o(R(1)). (14)

Supposons que « soit strictement positif. La fonction R, est alors stricte-
ment positive. Comme la fonction 2 est continiment différentiable sur
Iensemble des réels strictement positifs, il résulte de (14) que

d _ R
~ar R =Ty S

En intégrant cette inégalité, on obtient I'inégalité (13) en se souvenant que
la fonction —Q est croissante et que p < R,,.

Supposons maintenant @ nul et p non identiquement nulle prés de ¢,. La
croissance de @ autorise a remplacer p par la fonction (que 'on persistera
a noter p) sup, ., ; p(s). Il existe alors un réel 1,, strictement supérieur a
ty, tel que 'on ait

[’I a(t) w(p(1)) dt E5>0.

iy
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Vu que la fonction p satisfait (12), I'inégalité (13) implique que, pour tout
a' strictement positif, on ait

Qd') < " a(t) dr + Q(a' +9).

]

Comme la fonction 2 est décroissante, on a, pour tout &' strictement
positif,
~ly

Qd')< | alt)dr+ Q(9).

0]

Ceci est contradictoire avec Phypothése faite sur la divergence en 0 de
I'intégrale de linverse de ; la démonstration du lemme alors alors
achevée.

Grice a Iinégalité (11), l'unicité des courbes intégrales passant par un
point donné est une conséquence immédiate du lemme 3.1. Démontrons
I'existence. On considére le classique schéma de Picard

Xp s l(t)=~\.0+‘|.[ Flt, x.(1)) dt.

n

Nous omettons la vérification du fait que, pour J assez petit, on reste dans
le domaine de définition de la fonction F et que la suite (), _ €st une
suite bornée de L™”(J). Nous allons démontrer que la suite ainsi définie est
une suite de Cauchy dans 'espace des fonctions continues de I'intervalle J
{choisi suffisamment petit) dans £. Pour cela, posons

pk«l,n(’): ”"‘k#t 1 +n(”_~\‘k+1(f)f‘-
11 vient

0<pp )< | ale)lpy (1) dr.

{0l

En posant p,(t) =sup, [x;, 1, .(t)—x, (2}, on déduit de la croissance
de @ que

nl

0<pe (1)< | alt) wipyln)) dr.

10}

Grice au lemme de Fatou et a la croissance de w, on déduit de I'inégalité
ci-dessus que

ol

Pl =1im sup p,(1) <J alt) w(p(t))dr.

ko +x T
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En appliquant a4 nouveau le lemme 3.1, on trouve que j(7) est identique-
ment nulle au voisinage de 1y, ce qui conclut la démonstration du
théoréme 1.2.

Démontrons maintenant le théoreme 1.3. Pour cela, considérons deux
courbes intégrales de v, notées y, et y,, issues respectivement de deux
points distincts x, et x, tels que |x,—x,|<1. Les inégalités écrites
ci-apres sont valables seulement si ||y,(¢) — y.(2)|| < 1.

Par définition de P'espace C,, , il vient

15l

14

[7008) =y )] SHxp— x5 +J0 Jo(z, yi{t)) — e, yaol )] de

<fix,— vl + |

t
V]

v(r)”(u,, X (Otl( H)’l(r) —yl(r)” ) d‘[

Appliquons alors le lemme 3.1 avec p(t)=|y,(1)—y.(t)l. w=0,,
a=|x;—x5| et a(t)=jv(t)]|,,. Comme dans ce cas Q _,,,=n"'(—logr)",
il vient

(—log [l71(1) =y = (—log {x; — x, )T —n V(1) (15)
Supposons que 7V, (1) <(—log I|x, — x, )", cC’est-a-dire que
I3y —x2 | <exp(—(nV, (1)), (16)
On déduit alors de I'inégalité (15) que
[y:(2) =72 t) || exp( —((—log ([x, — x5 [)T =7V, (1))
ce qui se traduit par I'implication suivante:

lx; — x5 | <exp(—(7V (1))

= |

(1) = ya(O] <exp(—((—log [[x, — x; [V =V, (1))

La démonstration du théoréme 1.3 est ainsi achevée.
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