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Un des probléemes fondamentaux de P'arithmétique des lois de probabilité
est I’étude de la classe des probabilités n'ayant pas de facteur indécomposable
(qui coincide d’aprés un théoréme de Kintchine avec la classe des probabilités
indéfiniment divisibles qui n’ont que des facteurs indéfiniment divisibles).
Dans le cas ol1 les probabilités sont définies sur I'’ensemble des réels ce probleme
a fait ’objet de nombreux travaux dont on peut trouver I’exposé dans les livres
de Linnik, Lukacs et Ramachandran. Dans le cas d’un espace de dimension finie
ces travaux ont été étendus par Cuppens, Ostrovskii, Livsic et Cistyakov. Nous
nous interessons ici au cas des probabilités définies sur un espace de Hilbert réel
séparable.

1. NOTATIONS

Par la suite E sera un espace de Hilbert réel séparable; <z, x>, sera le produit
scalaire de e E et de xe E et || x|| la norme de x. Nous appellerons 2(E)
Pensemble des probabilités définies sur les boréliens de E. La convergence dans
P(E) sera toujours la convergence faible c’est-a-dire: une suite {P,} de proba-
bilités converge faiblement vers une probabilité P({P,} = P) si et seulement si
ffdF,— [ fdF pour toutes fonctions bornées réelles continues définies sur E.
P, x P, sera le produit de convolution de P, et de P, .

I sera T'ensemble des fonctions caracteristiques indéfiniment divisibles,
I, ensemble des fonctions caractéristiques indéfiniment divisibles et sans facteur
indécomposable. Quand E est de dimension finie on peut préciser les notations
en utilisant 1™ et I

(ex)r_, sera une base de E.

Si E = F, @F, est une décomposition de E en somme directe de deux sous-
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espaces supplémentaires F; et F, on notera projg, la projection de E sur F, .

Si P appartient 3 Z(E), la projection de P sur F, sera projg (P) définie par:
(projg,(P))(A) = P({x € E: proj (x) € A},) pour tout sous-ensemble borélien 4
de E. Ainsi proj (P) est une probabilité qui appartient 3 (E) et qui est con-
centrée sur F, .

Remarque. Si F est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie », le
choix d’une base de E définit un isomorphisme canonique ¢ de F sur R". Si
P e P(F), on peut alors associer 3 P une probabilité G(P) définie sur R" suivant
la formule:

[D(P)|(B) = P{xcF: ¢(x)c B}
pour tout sous-ensemble borélien B de R™.
& est alors un isomorphisme du semi-groupe de convolution #(F) sur le

semi-groupe Z(R*). Puisque P est un isomorphisme, P e I" si et seulement si
&(P) eI On en déduit facilement que P € I;" si et seulement si $(P) € I".

2. UN THEorREME LIMITE

TuforkME 1. Soient F; une suite infinie de sous-espaces vectoriels de dimensions
fintes n; telle que:

FjCFj+l et UF,ZE
i
et P une probabilité définie sur E. Si les projections de P sur F; appartiennent a I,
alors P appartient a I .

Démonstration. Puisque E est un espace de Hilbert séparable, on peut
supposer que la base {¢,};._, est orthogonale et que de plus F; est engendré par

{ k=n,;
exioy’ -

Soit P la fonction caractéristique de P, P(t) = [z e+® dP(x), t =Y _; ti €; -
Si nous notons P; la projection de P sur F; , nous avons

Pyt) = fe“’ﬁ dPj(x) = f Tl gp i(%)
_ J-e“pmjht.z) dP(x) = P(prOjF,(t))

d’ou: (1) Py(?) = P(projg(t)) pour toﬁt Pe HE).
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Si Q est un facteur de P (au sens de la convolution), il existe R tel que P(t) =
Q(t) R(t) pour tout 2. En particulier pour t = 377, tie;

P(proj Fl) = Q(Pfojrjt) R(proj Fit)

et, d’apres (1),-Q; divise P; . Puisque P; € I, on en déduit que Q; € .

Montrons que Q appartient aussi 2 1. Q est tendue: Ve > 0, il existe un
compact K, C E tel que (K,) > 1 — . Puisque si L est compact, L |, proj rL
est compact, on peut supposer que projr K, C K, et par conséquent:

04K = Q({x € E: projp(x) e K}) 2 Q(K) 2 1 — e.

La suite (Q;) est donc tendue. Or lim,.,, () = limy.., Qprojs (1)) = O()
uniformément d’aprés les hypothéses sur les F; . La suite tendue (Q,(t)) converge
uniformément vers Q(t). On en déduit alors que la suite (Q;) converge faiblement
vers Q: Q; = Q (cf. Théoréme 4-4 de [12]).

De plus la classe des probabilités indéfiniment divisibles étant un sous semi
groupe fermé pour la convergence faible de P(E) et les Q; étant indéfiniment
divisibles, alors Q e I.

P est donc une probabilité indéfiniment divisible dont tous les facteurs sont
aussi indéfiniment divisibles et P .

3. PREMIERES APPLICATIONS

Avec le théoréme précédent et la remarque de la premiére section on pourra
étendre 2 P(E) des résultats relatifs 2 la caractérisation de I, , établis dans le cas
particulier ou E = R,

Une probabilité Pe P(E) est indéfiniment divisible si et seulement si sa
fonction caractéristique P admet la représentation

= ; — SR | ) N
P(t) = ex [1(x0 L) — KSt 1 + L [e L= T ] dM(x)]
ou:
(a) x, est un élément fixe de E;
(b) S est un S-opérateur;

(c) M est une mesure o-finie ayant une masse finie 3 'extérieur de tout
voisinage de I'origine et telle que

f | %2 dM(x) < 0.
flall<1
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De plus cette représentation (dite représentation de Lévy-Kintchine) est
unique.

Comme dans Linnik [9] nous appellerons facteur gaussien de F P'expression
expli(x, , 1) — (1/2)(St, t>] et spectre de Poisson de P le support de la mesure M.
Dans le cas ou le spectre de Poisson est borné (c’est a dire ou la mesure M est
4 support compact) on montre alors facilement que P(¢) admet aussi la repré-
sentation unique

P(t) = exp 3:‘(% 1)~ 1St 65+ [ (et — 1y aM(x)
E

THEOREME 2. Soit P e P(E) une probabilité définie par la représentation de
Lévy-Kintchine:

P(t) = exp [i(xo 1) — (St 1) + fE (e"”-”” -1 _1”—”{(:“2”2 )M(dx)].

St les conditions suivantes sont vérifiées:

(a) 1l existe un K > 0 tel que
M({x:lx |} > y}) = O(e®)  quand  y — +o0;

(b) M est concentrée dans {x € E:x = Y, €,a; x&, , pour tout j = 1, 2,...)
ot €, = 0 ou 1 et les a; ;. sont des constantes réelles telles que pour j' > ja; ;/a; , est
soit négatif, soit un entier plus grand que 1, alors Pe 1, .

Démonstration. Soit F, le sous-espace vectoriel de E engendré par les =
premiers vecteurs de {¢;} et notons P, la projection de P sur F,, . Le transformé
de P, par I'isomorphisme @ défini dans la premiére section par le choix de la base
{1 ,..., €,} est une probabilité & n variables vérifiant les conditions du Théoréme
6-3 p. 130 de [1]. De ce théoréme on déduit que P, € I, et d’aprés le Théoréme |
il s’en suit que Pe /.

TuEOREME 3. Soit Pe P(E) une probabilité définie par le représentation de
Lévy—Kintchine

(1) — : _ LX)
P(t) = exp [t(xo,t) 1(St, 1) + f (e |~ T )M(dx)].
S7 les conditions suivantes sont réalisées
(@ =0,
(b) M({x:{ x|| > y}) = o(e~2v18¥) quand y — + oo,
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() M est concentrée dans {xc E: x = S ekl pour j = 1,2,..} ou
e, =0 ou 1 et les a; ;. sont des entiers relatifs tels que pour j' > j a; ;/a; ; est soit
négatif soit un entier plus grand que 1, alors Pe I, .

On montre comme précédemment que P, el,® d’aprés le Théoréme 4-1
p. 148 de [3].

TutorEME 4. Soit P e P(E) une probabilité, définie par la représentation de
Lévy-Kintchine

P(t) = exp [iGmo 1) — 3(S1,1) + [ (6409 — 1 — 1;4(—1!%3\1_2) M(x)).

Si les conditions suivantes sont réalisées:

(a) 4l existe un K >0 telle que M[{x:| x| > 3}] = O(e %) quand
y— 400,

(b) M est concentrée dans {x € E: x =3 o_; a5 185, pour j =0, -1, +2,..}

ot ¢, = 0 ou 1 et les a; ;, sont des réels positifs tels que pour j' > j, a; ,/a; , est
un entier plus grand que 1, alors Pel, .

On montre comme précédemment que P, € J;» d’aprés le Théoréme 2 p. 68

de [2].

TutorEME 5. Soit Pe P(E) une probabilité définie par la représentation de
Lévy-Kintchine:

P(t) — ; _1 | N B UL B
P(t) = exp [z(xo,t) L(St, 1) f (e I = 3R )M(dx)].
St les conditions suivantes sont vérifiées:
(2 S=0,
(b) M est une mesure bornée concentrée dans un ensemble A C E dont la

projection sur un sous-espace de dimension finie de E est un ensemble rationellement
indépendant, alors Pe I, .

On montre que les P, appartiennent a I* d’aprés le Théoréme 1, p. 240 de [5].

THEOREME 6. Soit P e P(E) une probabilité définie par la représentation de
Lévy—Kintchine:

P(t) = exp [i(xo 1) — XSt 1) + f (emm —1- —1%) M(dx)].



6 BERNARD ROUSSEAU

St les conditions suivantes sont vérifices:

(2 S$=0,
(b) M est une mesure concentrée dans un ensemble ouvert convexe A vérifiant
AN (2)A = o* alors f appartient a I, .

Démonstration. Soit F,, le sous-espace vectoriel de E engendré par les n
premiers vecteurs de {e;} et p, la projection sur F,, , supposons que p,(4) #= 2.

LemME 1. Si A est convexe alors p,(A) est convexe.

LEMME 2.
P,((2)4) = (2) pa(4)-

LemMe 3. Si A est convexe alors 2(A) est convexe.

Ces trois lemmes sont presque évidents et la démonstration en est laissée au
lecteur.

LemME 4 (Corollaire du théoréme de Hahn-Banach). Sf E est un espace
vectortel topologique et A et B deux sous-ensembles ouverts, convexes, non vides
tels que A N B # @, alors il existe un hyperplan affine fermé qui sépare strictement
A et B.

Des hypothéses et des Lemmes 3 et 4 on déduit que 4 et (2)4 peuvent étre
séparés strictement par un hyperplan affine H: il existe une constante réelle A et
une forme linéaire f telles que

H = {xeE: f(x) = A}, AC{xeE: f(x) > A}, (2)A C{x€E: f(x) > A}.
Soient F le sous-espace vectoriel associé a la variété affine H:
F ={xekE: f(x) =0}

et F' le sous-espace vectoriel supplémentaire orthogonal de F: F ® F' = E.
Puisque F est un sous-espace vectoriel associé 2 un hyperplan, dimF’ = 1 et on
peut construire une base orthogonale de Ef{e,}; ; telle que ¢, engendre F’ et
{er} =z engendre F.

1 Rappelons les notations:

QA=A+ A={z=x+y/xeAdetye A}
A =(p— 14+ 4; ()4 = N(4) = U (2)4; Z(4) = U A.
veZ

21

Z étant ’ensemble des entiers relatifs.
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Soit F,, le sous-espace de E engendré par {e,};.; (# > 1); (d’aprés la définition
de p, on peut toujours trouver n tel que p,(4) = @ et d’aprés le Lemme 1,
Pn(A) est convexe). On montre facilement que p,(4) N p, ()4 = >.

Si P, est la projection de P sur F, , le transformé de P, par I'isomorphisme P
défini dans la premiére section par la base {e, ,..., ¢,} est une probabilité 2 =
variables vérifiant les conditions du Théoréme 1, p. 124 de (4). De ce théoréme
on déduit que P, appartient a I;" et le Théoréme 1 implique que P appartient
al,.

4. ExTENSION D'UN RfsurtaT D’OSTROVSKIL

Dans ce chapitre nous nous proposons d’étendre au cas d’une probabilité
définie sur les boréliens de R” le résultat d’Ostrovskij suivant relatif au cas d’une
probabilité définie sur les boréliens de R. Ce résultat est une condition suffisante
d’appartenance a I".

TutorEME 1 (Ostrovskii). Soit P e P(R) la probabilité définie par:
+© )
P(t) = exp ( Y pule™ — 1) + iat).
k=~

St les conditions sutvantes sont vérifiées;
(a) «€eR,
(b) les p, sont des constantes positives ou nulles telles que
pr. = Ofexp(—Kp?)]

pour un K > 0 lorsque k — + o0 et

+o0
Z pr < +00;

h=—o0

(c) les u; somt des constantes réelles telles que pour k' > k py [, est sost négatif,
soit un entier plus grand que 1, alors P € I},

Pour la démonstration, voir Lukacs [(10, p. 266]). Nous aurons besoin des
résultats suivants;

LemMme 1 [11].  Une probabilité P e P(R"), vérifie les conditions suivantes

(a) P est discréte,



8 BERNARD ROUSSEAU

(b) P est holomorphe et sans zéro dans un tube || Im t|| < p si et seulement si P
admet pour || Im t| < p la représentation

P(t) = exp (i(2 t) + [ et — 1) ana(x)
o o € R" et M est une mesure signée discréte finie vérifiant
f e~ d | M(u)| < +oo

pour tout r vérifiant || v || << p. De plus, si P est concentrée dans A, alors M est
concentrée dans Z(A) et, si M est concentrée dans A’', alors P est concentrée dans
NA) + o

La démonstration de ce lemme sera donnée 2 la fin de ce chapitre.

Or, si une probabilité P est discréte et a pour support D(P), tout facteur P

de P est une probabilité discréte et il existe un a € R”* tel que D(P,) est inclus
dans D(P) + a. En combinant le Lemme 1 et ce résultat, on obtient:

LemMEe 2. Soit P(t) une fonction caractéristique définie par:

P(t) = exp ( f (et 1) dM(x))

ou M est une mesure signée discontinue. St P(2) est holomorphe et sans zéro dans un
tube || Im(2)|| << p et si P,(t) est une fonction caractéristique divisant P(t), alors:

Py(r) = exp (it + f (it — 1) dN(x))
ott N est une mesure ayant les propriétés survantes:

(a) N est une mesure a variation bornée,

(b) [er=d| N(x)| < +co pour tout r vérifiant ||7|| < p. De plus il existe
a& R tel que D(N) C Z(DYM)) — a.

Nous utiliserons aussi le théoréme suivant de Plancherel et Pélya:

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une mesure signée a variation
bornée M soit 2 support compact est que sa transformée de Fourier—Stieltjes
(f(t) = [ €= dM(x)) se prolonge en une fonction entiére de type exponentiel.
On a:

ext, M = lgrg sup (El—_f-@),z

log | f(inl )

extg M = lirg sup (

2 Rappelons la définition: —ext, M = borne inférieure du support de M, —exty M =
borne supérieure du support de M.
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Pour une démonstration, voir Ramachandran ([13, p. 198]).

TutoreME 7. Soit P € P(R") la probabilité définie par:
~ 4o o
log P(t) = ¥ Y e [exp (i ¥ emrats) — 1] @

k=—ow € j=1

avec = (€ ,...,€,) € € =0 ou 1, X, indiquant la sommation sur les
27 — 1 valeurs non nulles de €. Si les conditions suivantes sont vérifides:

(a) les p; . sont des rationnels tels que si B > k p; - [p; ;. est soit négatif soit
un entier plus grand que 1,

(b) les Ay sont des constantes positives ou nulles telles que

M =0 [ex (<K 3, )]

=1

pour un K > 0 lorsque k — 400 et

ZZ’\k.s < +°O’
k e
alors Pelj

Le théoréme étant démontré dans le cas # = 1 nous allons procéder par
récurrence et supposer que si une probabilité Pe P(R"!) a une fonction
caractéristique qui admet la représentation précédente alors P e I77L.

On peut écrire (2) sous la forme

log B(t) = j (et — 1y dM(x)

ou M est une mesure signée discontinue et, comme log P(2) est une fonction
entiére, P(2) est holomorphe et sans zéro. D’aprés le Lemme (2) P(£) sera 2 un
facteur de translation prés de la forme:

log Py(t) = f (et= — 1) dN(x) 3)
ou N est une mesure bornée discontinue vérifiant D(N) C (Z) D(M). De plus

[ d| Nl < +0 @
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pour tout 7. (3) peut donc s’écrire
log By(t)y = ¥ I [exp ( y q,-t,-) — 1] oi [,eR (5)
qeQ™ j=1

Dans (2) et (5) fixons (» — 1) variables z; = ¢, ; imaginaires pures. Par exemple
t; = ity ; pour j = 2, 3,..., n. De (2) on déduit que

o
log p(tl.“o,g ..... ito,”) = Z Bk(to.z Iteey to.")
k=—c0
X [CXP (_ Z,z fj#i.kto.z') - 1]

+00 ’
+ Y Aoz reer bon)exp(iaty) — 1]

k=—a0

avec
n
Ak = Z Ak.l,ez.....t,, exp (—‘ Z Ei’l'.'ito.i)
(€30.0ns €n) =2
et
B, = Z T

De méme de (5), on déduit que

log Py(t, , itg, 5--+» ito,n)

D SR [exp(-iq,-to,,~)—l]

(@geeens ay) ot
+ Eﬁo (q";'q”) lql ..... CXP( Z q;ty, j)( efnh 1)]

On vérifie facilement que

P, , it o tlg.n)
lo 1 s 40,2 > 0.n iug xty
P(O 1t0 2 1to,n) k=z—m 4 (e 1)

est le logarithme d’une fonction caractéristique de la variable ¢, qui satisfait
aux conditions du théoréme I d’Ostrovskii, et d’aprés ce résultat

Pty , ity g yery 80, )P0, $20,3 5eens T )] 2
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est la fonction caractéristique d’une probabilité appartenant a I, ce qui implique
que tous les facteurs sont de la méme forme. De 'unicité de la représentation de
Lévy-Kintchine, on déduit que

Y leexp (—‘ ¥ tho.j) =0 (6)
(@gee--1p) =2

pour tout #, ;€ R si g ¢{u;;}. De (4), on déduit aisément que le premier
membre de (6) est une fonction enti¢re qui est donc identiquement nulle. Ceci
entraine que

I,=0
si ¢; ¢ {41.}- En fixant les autres variables, on obtient de méme
I,=0

si ¢; ¢ {pii} (J = Loy m).
On en déduit facilement qu’avec de nouvelles notations:

+o +a0 ——
log Pift) = 3, = % DT — 1) (M
ky=—a kp=—c0

en posant par convention pu; o = 0.
Fixons maintenant dans ces deux expressions une variable ¢; = it, ; (imaginaire
pure), par exemple £, = it ,; il vient de (2)

+w —+00 .
log P(tl Ieeey tn—l ’ ito.n) = Z Bk(to.n) + z Z ak.s'(to.n)[eIZj-gsi “ikts 1]

k=—x k=-x ¢
ou
Balton) = [ — 11 [ T A
(€2€,=1)
et

i gt
U (fo.n) = A (o) T Ar i € mEON

pour € = (¢ ,..., €,_y) non nul. De méme de [7]

+o g =
log P1(tl seer by, tg ) = Z Z } Z lk(e_“""kto’" -
e e
+o
b F ety @)

Ep=—m
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or:
P(t ey L lt ) oy syn—1
lo 1o bnoys Hon) . At Y Zim1Emixt ]
BP0, 0,01 2, & owclonl ]
est le logarithme d’une fonction caractéristique d’une variable (¢, ,..., ¢,_;) qui

satisfait 4 'hypothése de récurrence. Elle appartient donc a Ij" et ses facteurs
sont du méme type. En particulier pour &, fixé, egal a p le paramétre d’énergie de
p(t) au pOint (51/“‘1.10 s €22, p 5ees €n_1fn-1,p) €St 0 .

D’apres (8) et I'unicité de la représentation de Lévy-Kintchine le paramétre
d’énergie d’un facteur de P sera

+®
Z lclz),sgz),...,en_lﬁ,kn exp("f‘n,k”to,n)
kpy=—oc
et on a donc
+w
0< Z lelp.....en_lp,kn exp(_i"n,knto,n) Qp.e’ >
ky=—c

soit

Z lelp r€n_1D.kn exp(_’i"ﬂ.kﬂto.n) < Ap.(e'.o) + Azz.(e',l) exp(_l"n.pto,n)
_—ao
)
pour tout ¢, , € R.
Soit ¢, - la fonction définie par

by, (3) = Z €1Prener€n—1Prkn exp(iﬂn,k"z)§ zeC.
kp=-
Lescoefficients/, 5, . L, 5, €tant les sauts aux points (€341, pse++s €x—1kn—1,ps B, k,)
de la mesure  variation bornée N (5), ¢,.(2) pour z € R est la transformée de
Fourier d’une mesure N, - A variation bornée qui d’aprés (4) et (9) se prolonge
dans le plan complexe en une fonction entiére de type exponentiel. D’apres
le théoréme de Plancherel et Polya N, . est concentrée dans I'intervalle

[—F, ., hy o] avee
By = lim sup [ log ¢“(") ] (10)
hp,e' [ rlalrll«) sup [ g¢p<( 17‘) ] (11)

Si wy p > 0 (resp. pin.p, < 0),0nak, < pypet —hy >0 (resp. by <0
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et —hy, o > py,p) et par conséquent [ , o, = 0sik, n'est pas compris
entre 0 et p. Nous pouvons faire un raisonnement analogue en fixant une
variable quelconque ¢; = it ;; § = 1, 2,..., n et compte tenu de la définition des
p;x les seuls coefficients I non nuls sont ceux de la forme [, . en posant
k, € = (kel yoresy ke]- yesey ken); keZ.

Montrons que ces coefficients sont positifs. De (9), on obtient

L X (s x
0< lelp en1p.0 T ls1p+...+e,.-1p,pze " LA o T A e

pour tout x € R. Si (sgn u,, ,)x — —o0 on obtient,

0 < lelp ..... €7-1P.0 < )‘p.(e',o) ’

et si (sgn p, ,)* — 00 on obtient

0 < l < )\p,(s',l)

€1Psenr€q1 P D

ce qui entraine
0 < lk.s g lk.( .

Tous les facteurs de P sont indéfiniment divisibles et P appartient donc a I

Dans I’énoncé du Théoréme 7, nous avons supposé que les constantes u;
(j =1,2,...,n), k = (0, =1, 4-2,...); étaient des nombres rationnels, or dans
le théoréme d’Ostrovskii les y; , étaient des constantes réelles. En utilisant un
isomorphisme convenable, on peut montrer que cette condition supplémentaire
est superflue et démontrer le

TutorEME 8. Soit P, P € Z(R") une probabilité définie par:
R + . n
log P(t) = z z Ak,s [exp (l Z E)'/.Lj,kt}') — 1]
k=—w% € j=1
si les conditions suivantes sont vérifiées:

(@) € = (€ y0ers € 500y €,) avec € = O ou 1 et Y, indique la sommation sur les
27 — 1 valeurs non nulles de «¢;

(b) les A, sont des constantes positives ou nulles telles que 3 ), A, . << + o0 et
il existe un C > 0 pour lequel

e = O[e—cz?ﬂ""‘?"‘] quand k— 4+ o0;

(c) les ;. sont des constantes réelles telles que si k' > ki p; /p; ; est soit
négatif soit un entier plus grand que 1, alors P e I,
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Nous démontrons le Lemme 1 et commengons par le cas # = 1. Dans ce cas,
la démonstration est dle & Ostrovskii [11], mais comme elle est parue en russe,
nous pensons bien faire en donnant une version. Les propriétés utilisées des
fonctions presque périodiques peuvent étre trouvées dans Favard [6].

Si P 2 la représentation

log P(t) = iat + f (6= — 1) (dx)
alors
P = exp(—u(R)[3, * exp u] -
ou 8, est la probabilité dégénérée au point « et

=1
eXp p = Z leL*k-
k=0 """

On en déduit que si p est discréte, P est discréte et si u est concentrée dans A4,

P est concentrée dans N(4) + o
De plus si [e=" | u(du)| < +o0 pour |7 | < p alors

~

J e~ "ut(du) < 40 et J. e "ip(du) < +o0 pour [r| <p

du théoréme de Raikov on déduit que [e“u*(du) et [ e** u~(du) sont des

fonctions analytiques dans la bande {—p < Im(t) < p} et [ e u(du) est ana-

lytique dans la méme bande, ce qui entraine que P est une fonction carac-

téristique analytique, réguliére et sans zéro dans la bande {—p < Im(f) < p}.
Réciproquement si P est discréte et de support 4, alors

P(t) = [ et aP(x) = ¥ pe,
AEA

B(t) étant une fonction caractéristique est uniformément convergente et est une
fonction presque périodique avec

My = Z(A).

M p étant le spectre de P.
Soit P, P e #(R) définie par P(B) = P(— B) pour tout borélien B, alors:

| B@)lE = f eit2(P x P)(dx).
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Puisque P est discréte et concentrée dans 4, P x P est discréte et concentrée

dans 4 + (—A4) C Z(4) d’ou:

| PP = ) g/e™.

AeZ(A)

Siz = x -+ iy xetyréels

| P(x + )2 = ) qxy) e

AeZ(A)

De plus, puisque par hypothése P est analytique réguliére et sans zéro dans la
bande {—p < Im(t) < p}, | P(x + iy)}* est analytique, réguliére et sans zéro
dans la bande {|y| < p}. On en déduit que | P(x + #)|* est une fonction
presque périodique analytique et sans zéro dans la bande {| y | < p} et dévelop-
pable en série de Fourier absolument convergente. On a de plus

inf | P(x + )2 >0
—p<y<p
et par conséquent le logarithme est régulier sur la fermeture de 'ensemble des
valeurs de | P(2)2.
On en déduit que ¢(x,y) = log| P(x + #y)|> est une fonction presque
périodique développable en série de Fourier absolument convergente dans la
bande {—p <y < p}. Puisque

"”log(mﬁ)

C A g

il vient

d(x,3) = Y nerly] <p.

AEZ( A)

Soit u(x, y) = log | P(x + iy)| = (1/2) $(x, y). C’est une fonction harmonique,
presque périodique (par rapport a x), et par conséquent

ux,y) = —ay + B+ Y (@mecoshx+beMsink) |y| <p

AEZ( A)

ou a, B, a et b sont des constantes réelles, ce développement étant uniformément
convergent pour |y| < p. De plus puisque B(—t) = P(z) il s’en suit que
u(—x, y) = u(x, y) ce qui implique que les b, sont nuls d’oil

u@®,y) = —ay + B+ Y, aye cos x,
. AEZ(A)

683/4/1-2
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et

Y lale™ < 4+ pour |y| <op.
AEZ(A)

Si g est défini par
g(t) =dot + Bt + Y e,  t=x+1y;

AEZ{A)

on en déduit que g(¢) est holomorphe dans la bande {| Im(t)| < p} et que
Re[g(t)] = u(x, y), c’est 2 dire Re[g(#)] = log | P(2).
Or log | P(t)] = Re[log P()] d’ou

Re[g(t)] = Re[log P(t)]
2(2) et log P(#) étant deux fonctions holomorphes dans la bande {| Im(z)| < p}
ayant méme partie réelle, elles différent d’une constante imaginaire pure:
log P(t) = g(t) + iy (y € R).
Or pour ¢t = 0, P(t) = 1 d’ou:

Y = 0 et IB = — Z a) .
AEZ(A)

Finalement,
log B(t) = iat + Z (et — 1).

A€ Z(A)

Ce qui montre que

log B(t) = iat + f (e — 1) u(dx),

w est une mesure signée, discréte, finie, concentrée dans Z(A4) et vérifiant
[erimd) <+ si || <p.

Nous passons au cas n > 1.

Dans le sens direct la démonstration est la méme que dans le cas # = 1, elle
sera donc omise.

Réciproquement, puisque P est discréte et concentrée dans 4, A est une
ensemble dénombrable. Soit B un ensemble dénombrable indépendant par
rapport aux rationnels tel que:

A C Q(B) (O(B): réunion de toutes les combinaisons linéaires a coefficients
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rationnels des éléments de B); ce qui implique que Z(P) C Q(B). On peut
prendre comme ensemble B un sous-ensemble de 4.

Si 6 est un élément donné de R”, § = (0, ,..., 8,), 8 = 0, on peut définir la
projection orthogonale sur le sous espace vectoriel de R” engendré par 6, cette
projection sera notée pry .

Comme B est dénombrable et indépendant, 'ensemble des vecteurs 6 tels que
pro(B) nest pas indépendant est dénombrable. Soit donc maintenant 8 tel que
pre(B) est un ensemble indépendant.

Dans ce cas pr, est une application bijective de B sur pry(B), de méme pr,
est une application bijective de Q(B) sur pr,[O(B)] et donc de A sur pry(4).

On définit pryP e Z(R™) par proP(X) = P[{x e R*: prox € X} pour tout
borélien X de R™; pr P est donc une probabilité discréte concentrée sur prgA.

/D\e plus P(t) est analytique dans la bande I': {|| Im(¢)|] < p} si et seulement si

proP(t) est analytique dans la bande {—j(—60) < || Im(z)|| < j(f)} ou j est la
PR

jauge de I'; si || 8] = 1 on en déduit que pryP(t) est analytique dans la bande

{=p <l prs Im(®)] < p}.

I1 s’en suit que pryP vérifie les conditions du lemme dans le cas n = 1, de plus
NS AN
proP(t) = P(prt).

D’ou

S . i(prat.z)
log proP(1) = i(y, prat) + [ (70" — 1) '(d)

et p’ est une mesure signée, discréte, finie, concentrée dans Z( pr,A) C pr,Q(B);
et y € prod. De plus

J'e—(mef'“‘) | w'(dx)] < +o0 si|lprar] <p.

Du fait que pr, est une application bijective de Q(B) sur pry(Q(B)) on déduit
alors que

log P(t) = i(a, t) + f (et — 1) p(dx)

avec o € )(B) tel que prya = y, p est une mesure unique, signée, discréte, finie,
concentrée dans Z(A4) inclus dans Q(B) telle que

J e~ | u(du)| < +oco pour tout 7 tel que || 7| < p.
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Du Théoréme 8 on en déduit comme précédemment le

TuéoREME 9.  Soit P € P(E) une probabilité, définie par
P(t) = exp [i(wy, 1) + [ (¢4 — 1) M(as)].

St les conditions survantes sont réalisées:

(a) il existe un K > O tel que M[{x:| x || > y}] = O(e~*¥") quand y — + 0.

(b) M est une mesure concentrée dans {xE:x = Yy, €xa; y&r , pour j =0,
41, 4-2,... ot ¢, = 0 ou 1 et les a; ; sont des constantes réelles telles que ' > §
a;. ]a; ; est soit négatif soit un entier plus grand que 1, alors Pe I, .

5. ISOMORPHISME ET APPLICATIONS

Nous utilisons ici une méthode due & R. Cuppens [5]. Soient 4 un sous-
ensemble de R (n > 1), M I'un des ensembles N, Z, O+, O et M(4) 'ensemble
des éléments de R™ de la forme Y-, k,a; 0l a; € A et h; € M, tous les h; étant nuls
sauf un nombre fini. Nous notons %,,(,)(R") 'ensemble des probabilités définies
sur R" et concentrées sur M(A4): si P € Pp)(R™") et si O et S sont deux proba-
bilités telles que P = Q * S alors on peut toujours trouver deux probabilités:
QO =6,%xQetS =8_, S (8, désignant la probabilité dégénérée au point «)
qui appartiennent & Z,,((R"); de plus

P=0Q 8.

Les probabilités ' et S’ sont donc respectivement équivalentes (pour la
convolution) aux probabilités O et .S. Nous pouvons traduire ceci en disant que
P o(R") est fermé pour les décompositions en facteurs. De méme si 4 est un
sous-ensemble de E, espace de Hilbert réel séparable, alors P, (E) est fermé
pour les décompositions en facteurs.

Soient A CR" et A’ C E deux ensembles rationnellement indépendants ayant
méme cardinal, il existe donc une bijection ¢ de A sur 4’. On peut étendre ¢ 2
une application bijective de M(A) sur M(A’) (cette extension sera encore notée ¢)
par la formule

¢ (3 ha) = 3 hibla)

i=1 =1

ot a; € 4 et h; € M, tous les h; étant nuls sauf un nombre fini.
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A toute probabilité Pe Py (R") on peut faire alors correspondre une
probabilité P € 2y (E) par 'application ¢ définie par:

P(B') = $(P)(B') = P($7{(B') N M(A)})

pour tout sous-ensemble borélien B’ de E. ¢ étant une bijection de M(A4) sur
M(A’) il s’en suit que ¢ est un isomorphisme du semi-groupe de convolution
Pro(R") sur le semi-groupe de convolution Py ,(E). En particulier P
appartient 2 I, si et seulement si P appartient a I, .

Si la fonction caractéristique P de P € Z(R") est définie par la représentation
simplifiée de Lévy—Kintchine (dite de De Finetti):

P(t) = exp (J‘ (et — 1) p.(dx)); te R®;
p étant une mesure i variation bornée, de la formule

P = exp p/exp p(R")

on déduit que p est concentrée sur N[M(A)] = M(4). Alors la fonction carac-
téristique P de P = $(P) est définie par

Blo) = exp ([ (o0 — 1)w'(aw))
ol p' est une mesure 3 variation bornée concentrée sur M(A’) et définie par

#(B') = p(¢7{(B) N M(4)})

pour tout sous-ensemble borélien B’ de E.
En appliquant la méthode précédente aux Théorémes 9 et 3 du chapitre
précédent on déduit respectivement les résultats suivants:

TuatorEME 10. Soit P e P(R*) une probabilité définie par:

4

Y T fexp (i gl stm. (03, 1)) — 1|

M=—0 €

P(t) = exp

\

ou

(a) ¢ = 0oul et} indiqgue la sommation sur les suites € = (e, , €, ,...), tots
les €; étant nuls saufs un nombre fini;

(b) A ={oy,0,,...} est un ensemble rationellement indépendant;
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(c) les ay,; sont des rationnels positifs ou négatifs tels que pour m' > ma,,’ ;/a,, ;
est soit négatif soit un entier plus grand que 1;

(d) les A, . sont des constantes positives ou nulles vérifiant les deux conditions
sutvantes

00
S Y hne <+

M=—00 €

et 1l existe une constante positive K telle que

— O[¢ ¥E % i\(m — - o0)

alors P appartient & I,

THEOREME 11.  Soit P € P(R") une probabilité définie par

P(t) = exp

i Z Am.c [exp ( g €5y, (05, ) — 1];,

m=1 e

ot les conditions a, b, ¢ du théoréme précédent sont vérifiées et de plus A, . sont des
constantes positives ou nulles vérifiant

2 LA < F oo,

i =0 [exp (<23 € 1) og(] s D] (m — 0)

alors P appartient a 1.

Ces deux résultats sont des extensions des Théorémes 2 et 3 pp. 149 et 150 de [3].
En appliquant la méthode précédente au Théoréme 1 p. 148 de [3] on déduit
également un résultat nouveau pour la caractérisation de I, .

TukOREME 12. Si P e P(E) (E espace de Hilbert séparable) est une probabilité
définie par

P(t) = exp ([ (¢ — 1)) p(d)

ot . est une mesure positive ou nulle concentrée dans un sous-ensemble de E ration-
nellement indépendant alors P appartient 4 I, .
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