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variétés sans bord a été abondamment traité; en revanche, peu de résultats
ont été obtenus pour les variétés a bord. Dans le premier paragraphe du
présent article, nous étendons au cas des variétés a bord une inégalité de
Sobolev que nous avions montré pour les variétés sans bord dans [7]. En
effet, (voir théoreme 1.1), si (M, g) est une variété riemannienne compacte,
a bord convexe, de dimension m >2 et de courbure de Ricci minorée par
une constante k >0, alors toute fonction f'e Hy(M) vérifié I'inégalité:

4(m—1)
m(m—2)k Idf I3 + |f|§>

Vi< VD)2

Dans le second paragraphe, et comme application de cette inégalité,
nous montrons un résultat d’isolement pour les applications harmoniques.
En effet, il est bien connu (voir [4]) qu’il n’existe aucune application
harmonique non constante ¢: (M, g) —» (N, h) d’une variété riemannienne
compacte (M, g) sans bord, de courbure de Ricci Ric™ strictement posi-
tive a valeurs dans une variété (N, 1) a courbure sectionnelle ¢ négative.
H. C. Sealey ([12] et [13]), puis J. Eells et L. Lemaire ([3]) ont montré
que si Ric™ est minoré par une constante k>0 et si ¢ est majorée par
une constante ¢ >0, alors il existe une constante C(m, k, o) >0 telle que,
toute application harmonique ¢:(M, g) — (N, h) dont la norme L, de la
densité d’énergie vérifie |le(¢)| ., < C(m, k, a) est constante.

Par la suite, S. Ilias (cf. [8]) et C. Margerin ([9]) ont déterminé une
valeur optimale de la constante C(m, k, o), ainsi qu'une amélioration de
cette valeur dans le cas ou la variété source (M, g) est Kdhlérienne. L’objet
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principal du second paragraphe est de montrer un résultat d’isolement
optimal portant sur la norme L, , de la densit¢ d’énergic de ¢ (ie. la
m-¢énergie de ¢). En effet, en utilisant I'inégalit¢ de Sobolev obtenu au
premier paragraphe ainsi quune formule a la Reilly (théoréme 2.1), nous
déterminons une constante optimale C(m, k, o) telle que, si ¢ est une
application harmonique de (M, g) dans (N, &) (vérifiant la condition de
Neumann si M est a bord convexe) dont la m-énergie est inférieure a
C(m, k, o), alors ¢ est constante. On peut signaler, qu’il est toujours
possible d’obtenir, via une inégalité de Sobolev et un processus d’itération
a la Moser, un résultat d’isolement L,,, a partir d’un résultat d’isolement
L ; cependant, la constante obtenue par cette méthode ne sera jamais
optimale.

PRELIMINAIRES

Soient (M, g) et (N, h) deux variétés riemanniennes, ou M est compact
et peut avoir un bord.

Pour une application ¢: (M, g) — (N, h), sa densité d’énergie est définie
par e(¢) = |d¢|? et son énergie par E(¢) =jMe(¢) dv,, ou |d¢| est la norme
d’Hilbert-Schmidt de d¢ et dv, est I'élément de volume riemmannien de
(M, g). L’équation d’Euler—Lagrange de ce probléme variationnel est:

A¢:= —Tr(Ddg) =0

ou d¢ est vu comme section de T*M ® ¢*TN et D est la connexion induite
par celles de (M, g) et (N, h).

L’extension canonique de la connexion D aux fibrés A T*M ® ¢*TN
permit de définir une différentielle d (donnée par 'antisymétrisée de D), une
co-différentielle d* qui est I'adjoint formel de d et donc un laplacien de
Hodge-de Rham (qu’on notera encore A4) défini par:

A:=dd* +d*d

Ce laplacien (dans le cas des 1-formes a valeurs dans ¢*TN) vérifie la
formule de Weitzenbock (voir [4]) suivante:

Add = D*Ddg + dp - Ric™ — Tr  R™(dp, dp( X)) dp( X) (1)

ou Ric™ est la courbure de Ricci de (M, g) et R" le tenseur de courbure
de (N, h).
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Considérons une variété riemannienne (M, g) a bord 0M et de dimen-
sion m. Notons {e, .., e, _,e,} un repére local orthonormé tel quau
point pedM, e,, .., e,,_, solent tangents a dM et e,,=n soit la normale
sortante. D étant la connexion de Lévi—Civita de (M, g), la seconde forme
fondamentale du bord 0M est définie au point p € OM, par:

H(v, w)={D,n, w) pour v,weT,0M

I’application de Weingarten est 'endomorphisme associé a II: II(v, w)=
{Av, w), et la courbure moyenne de M est alors définie par:

m—1
H:=Trll= ) Ie; e,

i=1

Nous noterons dans la suite H7(M), espace de Sobolev des fonctions
appartenant a L*(M) ainsi que la norme de leur gradient.

L’objet du présent paragraphe est de prouver I'inégalit¢é de Sobolev
suivante:

THEOREME 1.1.  Soit (M, g) une variété riemannienne compacte sans bord
ou a bord convexe (i.e. I =0), de dimension m et telle que Ric™ =k > 0.

(1) Sim>2, alors toute fonction fe H}(M), vérifie:

)

o [ Am—1
1S5 — 2y S VM)~ <m(m—2)k |df I3 + |f|§>

(2) Si m=2, alors toute fonction fe Hi(M), vérifie:
IAIZ< VM) =2 (k= ldf 115+ 1LF113)

Dans le cas ou la variété M est sans bord, la preuve de ce théoréme (cf.
[7]) découle de la connaissance de I'invariant de Yamabe de (S”, can),
de l'inégalité isopérimétrique de P. Lévy et M. Gromov et d’un procédé
de symétrisation adapté, qui permet de ramener la recherche d’une
telle inégalité a I'inégalité analogue sur la sphere. Cependant, dans [1],
M. F. Bidaut-Véron et L. Véron montrent un résultat d’unicit¢ de la
solution d’une classe d’E.D.P. non linéaires et en déduisent une nouvelle
preuve, dans le cas ou M est sans bord, de la méme inégalité.

Dans ce qui suit, le cas ou M est sans bord ayant déja été traité (cf. [7]
et [1]), nous allons nous limiter a la preuve du théoréme ci-dessus dans le
cas ou M est a bord convexe. Pour cela, nous avons besoin de la
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généralisation suivante du résultat d’unicité sus-cité, di a M. F. Bidaut-
Véron et L. Véron ([1]):

THEOREME 1.2, Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, orien-
table, a bord OM convexe (i.e. II =0), de dimension m=2 et a Ric™ >k > 0.
Soient g > 1, 2>0 et ¢ une solution positive de I’équation:

Ap + Ao = @1
0 (2)
o _,
a’7|aM

(1) Sim=2et A<2k/(q—1), alors ¢ est constante, égale a 1"~

(2) Si m>2, A<mk/(m—1)(g—1) et g<(m+2)/(m—2) et que
lune de ces deux dernieres inégalités est stricte, alors ¢ est constante. De
plus, si (M, g) est a courbure scalaire constante r et non isométrique d

Ihémisphére S™ (\/m(m—1)/r), alors les égalités A=mik/(m—1)(q—1) et

q=(m+2)/(m—2) entrainent que ¢ est constante.
Pour la preuve de ce théoréme, nous avons besoin du lemme suivant qui

n’est qu'une légere modification d’une formule de Reilly (cf. [11]):

LeEMME 1.3. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, orientable,
de bord OM. Si u et v sont deux fonctions de C*(M), alors:

1
JM {v( | Ddu|? — (Au)?) + Aul Vu, Vv +5 |Vu|? Av + vRic™(Vu, Vu)} dv,

1 , 0V — [(0u\ =
_LM{—2|VL¢| a17+<V<(377>,Vu>v
_ _ [ou ou\?
—II(Vu, Vu)v + Au (aﬂ) v— Hv <577> } dvgw

V désigne le gradient dans (M, g) et V celui dans OM - A est le laplacien
de OM, II sa seconde forme fondamentale et H sa courbure moyenne.

Preuve du Lemme 1.3. Dans le calcul qui va suivre, nous choisissons en
un point xedM (ou le calcul sera fait), un repére local orthonormé
{el,..,e,} de M tel que e, .., e, _, soient tangents a IM et que e,, =7
soit la normale sortante unitaire. La formule de Bochner, nous donne:

v{VAu, Vuy = v |Ddu|* + 3(4 |Vu|*)v + vRic™(Vu, Vu)
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et, aprés intégrations par parties, on obtient

ou 1 9|Vul®> 1 ov
JM o(|Ddu|” — (4u)?) LM ((Au)v 21 + 70 o 2 |Vu| 0;7>

1
—f <Au<Vu, Vv +5 [Vu|? Av + vRic™(Vu, Vu)>
M

or, au point x

2 m=1
G50 BT oDt ) ()~ Dilter ) e,(0)
677 2 i=1
mais,
m—1 _au _ _ _
Y Ddu(e,,, e;) e;(u)= <V a Vu> — II(Vu, Vu)
i=1
et
m—1 Ou ou
Ddule,, e, - i H
$ Daiter e st = ~aue 1 ()

ce qui permet de conclure.

Preuve du Théoréme 1.2. Soit ¢ une solution positive de I’équation (2).
Posons: u=¢* et v=u” ou « et B sont deux réels non nuls qu’on déter-
minera par la suite.

Compte tenu de (2), on a:

. a—1\ |Vul?
Au:au”("”/"‘—omu—< >| | dans M
o u

et (3)
0

—u=0 sur OM.

on

en appliquant le lemme 1.3 aux fonctions u et v qu’on vient de définir, on
obtient:

—1 1
S whan? + [ a5 [Vl (au)
m M M 2
+f WRIcM(Vu, Vi) + [ TV, Vu) uf = —J. (4)
M oM

ou

1
J;:j \Ddu|? — — (Au)® ) u > 0.
M m
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vu que u est solution de (3) et apres intégration par parties on obtient:

A= — <mn:1> JM WP Au)?

—1
— (") [ e v

) <m’;1> (aff + 1)fMuﬂ |Vu|2—<mn;1><a; 1>2jM V| * P2

de la méme maniére, on a:

B :=f AudVu, Vu?>
M

—1
Z“ﬁf IVulzu/”(““/“—a[Mf u? |Vu|2—/)’<oc >J Vuul* P2
M M o M

et

1 1 1
CIZEJ‘M |Vu|2A(uﬂ):§B_ﬁ(ﬂz )JM |Vu|4u/372

en remplagant A, B, et C par leurs expressions successives dans (4), on
obtient:

_J:1<<Wl+2> O(ﬁ—(m_l)q>f uﬁ+(qfl)/oc |Vu|2
m M

2

(o ("5 )= [t vl

e SN

+f uPRic™(Vu, Vu) +{ II(Vu, Vu)u#
M 2

M

Vu que J >0, que la seconde forme fondamentale du bord I7>0 et que
Ric™(Vu, Vu) = k |Vu|?, on a:

02—]2(1[ u/”(‘]’”/“|Vu|2+bf uﬁ|Vu|2+cj [Vul*u?=2  (5)
M

M M
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(3
o= (o#("57) 1)
= -3 en(2-2) 2 (0=

si ’on parvient a trouver o et f tels que a=>0, b=>0 et ¢ >0 et que l'une
de ces constantes soit strictement positive, on déduira de (5) que u (et
donc ¢) est constante.

Pour cela, posons y=1—a et d =af, on a:

a=1<m+25—(m—l)q>
m 2

b=k—l<m+26—l>
m 2

ou

et

| —1
o= —2<2my2—2(5y+52—6>
20 m

Pour trouver y#1 tel que ¢ >0, il suffit que:

A’=é(2(m—l)—(m—2)5)>0
m

pour m =3, ceci est équivalent a 0 <2(m—1)/(m—2). Pour m=2 on a
A" >0 et 'on peut trouver y # 1 tel que ¢ >0 (ceci permet de conclure pour
m=2, car pour A<mk/(m—1)(g—1) on peut choisir ¢ tel que a=>0 et
b>0).

Si A<mk/im—1)(g—1) (ie. g<mk/A(im—1)+1) et si ¢g<
(m+2)/(m—2), alors on peut choisir 0 tel que a=0, b=>0, c=0 et a>0
oub>0ouc>0.

Dans le cas ou A=mk/(m—1)(¢— 1), on choisit  =2¢((m—1)/(m+2))
et on a donc a=b=0. La condition ¢ <(m+2)/(m—2) implique que
A'">0 ce qui permet de trouver y#1 tel que ¢>0. Si m>2, A=
mk/(m—1)(g—1) et g=(m+2)/(m—2) on ne peut choisir J et y #1 que
tels que « =0, b=0 et ¢ =0. L’inégalité (5) entraine que J =0, c’est-a-dire:

1
Ddu+—Aug=0 (6)
m
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supposons alors que u n’est pas constante et que la courbure scalaire » de
(M, g) est constante. Considérons le champ X = Vu. D’une part ce champ
est conforme, car I'équation (6) signifie que L,g=(2/m)pg ou p=
div X = —Au. D’autre part, X étant conforme, on a (cf. [15]):

2m—1) 2

0=X(r)=————4p——pr

m m
c’est-a-dire:

r

Ap:m—l P
et donc:
A<Au— ! u>=0 (7)
(m—1)

de plus 0u/0n| s, = 0/0n| s0s (Au) =0, car par (3), on a:

-1 2
a(Au)=a<au1“‘1”/"‘—ociu—<(x >|Vu| > et par (6) :
on on o u

G
— |Vul>=2Y Ddu(n, e;) Du= —2——.
o |Vl Z u(n, e;) D ,u o B

On déduit donc de (7) que Au—r/(m—1)u=constante; et en dérivant
deux fois on obtient:

r

D - o=
dp+m(m_1)pg 0

ap

L)

a’?\aM

mais u n’étant pas constante, p n’est pas identiquement nulle. Le théo-
réme 4.2 d’Escobar [5] (qui est 'équivalent du théoréme d’Obata pour les
variétés a bord) permet de conclure que (M, g) est isométrique a
I'hémisphere (8", m(m —1)/r can). |

De ce théoréme, nous allons déduire I'inégalité de Sobolev recherchée:

Preuve du Théoréeme 1.1. (1) Considérons la famille de fonctionnelles:

L($)=V¢l3+ gz ou  I<g<—F

m—2

mk
(g—1D(m—1)
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et posons u,=Inf{1(}), pe H}(M) et ||§|,,,=1}. La compacité des
inclusions H{(M)< Ly(M) et H}(M)< L, (M) montre que x, est atteint
par une fonction ¢, >0 (et donc p,>0) qui vérifie faiblement I'équation:

mk
- b = q
A¢q+(q—1)(m—1)¢‘1 w9l dans M
%y _
on oM

un résultat de régularit¢ di a P. Cherrier (cf. [2]) montre qu'en fait
,€ C*(M). En appliquant le théoréme 1.2 on déduit que

mk

G = VM) et = =)

V(M)(q*l)/(q+l)_

On a donc pour toute fonction f'e HY(M):

1£12, < V(M) ~ (= Da D) <("_ Dim = 1)

=) 1wz

+ V(M)f((qfl)/(tﬁl)) HfH%

en faisant tendre ¢ — (m+2)/(m —2), on obtient 'inégalité souhaitée.

(2) Pour m=2, le minimum Min,_ e un((IV/13 4k | £12)/1713) est
atteint par les constantes. En effet, par le théoréme 1.2, pour 1<k, toute
fonction positive f vérifiant Af+ Af= f> est constante. D’ou linégalité
cherchée.

II. UNE ESTIMATION OPTIMALE DE LA m-ENERGIE D’UNE
APPLICATION HARMONIQUE

Nous allons commencer par étendre une formule de Reilly ([11])
connue pour les fonctions a valeurs dans R, aux applications entre variétés:

THEOREME 2.1.  Soient (M, g) une variété riemannienne compacte, orien-
table, de dimension m et ¢: (M, g) — (N, h) une application C* quelconque.
On a:
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[ (1DdgI> = 14917 + R, p(dh)) do

=| (2D, by — Tridp 4. df>

+ <A6M¢’ d¢(’7)> —-H |d¢(’7)|2) dUngCM

ou n et A désignent, respectivement, la normale sortante unitaire et Iapplica-
tion de Weingarten de OM. De plus, si (e;); (resp. (f;);) est une base orthonor-
mée de T, M (resp. T, OM):

RMN d¢ z {d¢(Ric ( ), do(e;)>

— 2. RY(dd(e)), dd(e,), di(e,), dd(e,))

Trddge A, dpy,, =3 (D (d(n)), db( )

et
TrddpoA, dp), =), {dp(Af)), dd(f;)>

En utilisant la formule de Weitzenbock (1) et aprés une

Preuve.
intégration par parties, on obtient:

| 146P ] Cdpn). 46> +| (D, dp.dpy = [ 1D+ [ Ry ()

Choisissons en un point pedM, ou on fait le calcul, un repére

orthonormé (f;),_, _,, tel que f,,=#. On a alors:

(D,d$, dp) + {dp(n), 4¢)

=Y DB B> — Y, <D dpin)>

or

S D). A S
i (DB, d(f)>) — < dB(AL), d(f))>
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et de méme:

—mi (Dydp)(f), dd(nn)> = LA™, dd(n)> — H |dep(n)|?

j=1
d’ou le résultat. |

A partir du théoréme 2.1 on peut déduire immédiatement les résultats
suivants, dus a Sealey (cf. [ 12] et comparer a sa preuve):

(1) Soient (M, g) une variété riemannienne compacte orientable a
bord convexe (i.e., I71>=0) et ¢: (M, g) - (N, h) une application harmoni-
que satisfaisant a la condition de Neumann d¢(y) =0 sur M. Si Ric™ >0
et 0¥ <0 alors ¢ est totalement géodésique. Si en plus Ric™ >0 ou dM est
strictement convexe (i.e., /7> 0) en au moins un point alors ¢ est constante.

(2) Soient (M, g) une variété riemannienne compacte orientable
a bord et ¢:(M,g)— (N,h) une application harmonique telle que
¢oae =constante. Si Ric” >0, oV<0 et H>0, alors ¢ est totalement
géodésique. De plus, si M n’est pas minimale ou si Ric™ >0 en au moins
un point, alors ¢ est constante.

Ces résultats généralisent au cas a bord un résultat classique de Eells—
Sampson (cf. [3]).

Nous allons maintenant déduire du théoréme 2.1 et de I'inégalité de
Sobolev du premier paragraphe le:

THEOREME 2.2. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, orien-
table, de dimension m =2, sans bord ou & bord convexe et telle que Ric™ >
k> 0. Soient (N, h) une variété riemannienne a courbure sectionnelle majorée
par une constante >0 et ¢: (M, g)— (N, h) une application harmonique,
vérifiant la condition de Neumann dg(n) =0 sur OM (si OM # ¢).

Si I'une des conditions suivantes est vérifiée, alors ¢ est constante:

2k
(1) m=2 et V(M)’1/2\|€(¢)Hz<;-
3m—2
(2) m=3oud et V(M)2/”7|e(¢)Im/z<4:n(m(T1)327
k
(3) m=5 et V(M)fz/m|\e(¢)|\m/2<mn_471)a.

Preuve. Tout d’abord, les hypothéses sur les courbures permettent
d’obtenir:
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R,/ n(dd) :=Z {d¢(Ric"(e,)), dp(ei))

— Z RY(dg(e,), dd(e,), dd(e;), dp(e,))
>k |dp|? —a(|dp|* —1¢*h|?) (8)
et par l'inégalité de Cauchy—Schwartz, on a:
1
|¢*h|* = Z (dg(e,), ddle;)>* > Z |dg(e.)|* > |dep|* )

On déduit alors, du théoréme 2.1, de (8) et (9):

m

Da 3+ le)l ("

1>a|e<¢>|§<0 (10)

une amélioration de I'inégalité de Kato pour les applications harmoniques
(cf. [10] et [14]) permet de voir que:

—1
Velg)=ldple HI(M) et |d|dg| |2<m7 |Ddg|?

ce qui permet de déduire de (10):

—1
e 713+ k)] - (T )ole@i<o

Pour m > 2, Iinégalité de Holder et (11) nous donnent:

—1
() 713+ )13 (T ) 01602 2

et en utilisant I'inégalité de Sobolev du théoréme 1.1:
_m_ 122 122
Ide(d) =115+ K lle(d) =15
m—1

1 4(m—1
< <’"> VM) g <(’") Ide(d) 2|2 + e<¢>1/2|§> ()

m m(m—2)k
d’ou
s [Am—1)c o m
| de(¢)"? 113 (mz(mZ)k V(M) |e(¢)|m/z—ml>

et 713 (2

)aV(M)2/'"|e<¢>|,,,/2—k>>0 (12)
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si

Je(g)lme < LM '<mz(m_2) >

(m—1)o 4m—1)*"
alors on déduit de (12) que ¢ est constante. D’ou le résultat du théoréme
pour m>2.

Pour m =2, Iinégalité (11) s’écrit

21del)' 2 3+ K ()] <5 le(@)13=5 (¢ 13 ()]

I'inégalité de Sobolev 2) du théoréme 1.1 permet de déduire:

(M)~—'?

2 de(¢) "2 |3+ le(9) |, < 5l (k" lide(¢) 115 + €(¢)‘/2|§>

d’ou

Ide($)2 (“

% V(m)~—'> Ie(¢)|z—2>

#letd) 213 (3 V0D el k )0 (13)

si |le(@)]l, < (2kV(M)~'?)/a, alors on déduit de (13) que ¢ est constante.

Remarques.

— Le théoréme 2.2 est optimal (sauf pour les dimensions 3 et 4)
comme on peut s’en convaincre, par exemple en considérant le plongement
canonique d’une sphére (ou d’un hémisphére) dans une autre sphere. 1l
améliore les résultats obtenus dans [8] et [9].

— Un résultat similaire peut étre obtenus pour les applications
holomorphes entre variétés Kahlériennes sous une hypothese sur la cour-
bure bisectionnelle (au lieu de la courbure sectionnelle) de la variété but.
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