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Dans un espace de Hilbert H, on considkre 1’Cquation 

dujdt + +(u) 3 0 
(1) 

u(0) = 240 E D(ayl) 

oh av est le sous-diffh-entiel d’une fonction convexe s.c.i. On suppose que 
a?-,-l({O}) # O. Soit S(t) le semi-groupe engendrC par -+. D’aprb un 
r&&at dQ 2 Bruck [2], on a 

lim faible S(t) u0 = I 
t+m 

avec 1~ av-y{oj). 

Le but de cette note est de montrer qu’il n’y a pas nhessairement convergence 
forte de S(t)zl, quand t -+ co. La possibilitC de construire un exemple avait 
CtC suggCrCe par Komura. 

PROPOSITION 1. Dam l’espace de Hilbert P, il existe me fonction s.c.i. y telle 
que a,-‘((O}) # o et dont le semi-groupe S(t) engendre’ par -+I ait la proprih! 
suivante: 

3a E D(v), D(v) domaine de v, tel que S(t)a ne converge pas 

fortement vers un point he de S(t) quand t + 00. 

DEFINITION. Soit la fonction fn(x,y) dhfinie dans W avec X > 0: 

fdx, y) = Arc tg(x/y)lA [x2 + y2Y2 si x>Oety>,O 

= +co sinon. 
(4 
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On pose par dkfinition Arc tg(x/O) 1 (v/2) sl N > 0. En coordonnkes polaires, 

cette fonction est aussi don&e par: 

=T +cc sinon. 

LEMME 1. La fonction fA(x, y) est continue dans le fermi’ (x 3 0, y 3 0). 
De plus fA est une fonhm convexe si et seulement si h 3 1. 

Dbmonstration. 11 est Cvident que la fonction fA est continue dans le fermC 

(X > 0, y 3 0). La seule difficult6 est de montrer l’kquivalence. Soit #,, 
dkfinie par: 

1cI& Y) = @2 +1y2)3’2 
[Arc tg ;)A-2 [hz - x i- (Arc tg 3’1 

si x > 0, y > 0. 

Alors pour x > 0, y > 0, on a: 

a2fA 
__ = Y2h , ax2 

ax azf, 
-=-xy&, ___ 
ax ay w 

= x2& . 

Done 

De ce fait fA est convexe dans l’ouvert (x > 0, y > 0) si et seulement si $A > 0 
pour tout x > 0 et tout y > 0, i.e. si et seulement si h > 1. Done comme fA 
est continue dans le fermC (x > 0, y 3 0), fA est convexe si et seulement si 
h 3 1. D’aprks la dkfinition de fA , fA est convexe dans R2 Cquivaut 5 h > 1. 

Remarques. 

(lo) fA(x, y) 2 0 V(x, Y) E Iw2 et fA(x, Y) = 0 -3 {x = 0, Y 3 01. 

(20) Si X > 1, fA(x, y) est une fonction convexe s.c.i., done fA admet 
un sous-diffhrentiel afA . On peut done rksoudre I’Cquation: 

2 + af,w 3 0 
u(0) = uo avec u0 E ( R+)2. 

(4) 

(30) Dans toute la suite, /\ sera toujours supkrieur ou Cgal 2 1. 
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LEMME 2. La solution u de l’kquation (4) a pour trajectoire, i.e. l’ensemble 
{u(t), t 3 0}, la courbe d’kquation en coordonties polaires: 

P= I u. I exp [- & (+ - Qo)’ + A (+ - e)‘] 

avec 0, < 0 < ” et (1 u. I, 0,) les coordonnees polaires de u. . 
2 

Dimonstration. 
par: 

D’aprb (3), les courbes de niveau de fA(x, y) sont don&es 

(5) 

fA(X, y) = p = (% - ey p ou p = p (I - e)-“. (6) 

On sait que la trajectoire de u, solution de (4), est orthogonale aux courbes 
de niveau don&e par (6). 

Pour simplifier les calculs, on identifie W avec C. Soit v(0) le vecteur par- 
courant les courbes de niveau: 

~(0) = p ($ - e)-’ eie 

~=~(~-e)-~-lcs[h+i(~-e)]. 

Or on sait que la trajectoire w(0) de u est de la forme 

w(e) = p(e) (c - e)-’ eie 

$ = @e) (A + i (T - e)) + g(e) ($ - e)](f - 0)-A-1 eie. 

Comme dv/d0 est orthogonal a dw/d0, alors on a: 

h [ha) + (4j - 0) d(e)] + [(+ - 0) b49] = 0. 

D’oh 

LI._ ---A 
P- ,j2 - 8 -i(+-e). 

Done p(0) = Const((rr/2) - 0)” e1/2A(T/2-s)2. De ce fait la trajectoire est de la 
forme: 

Or u(t) -tern , 2 1 point qui minimise la fonction fn . De ce fait E est sur I’axe 
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des y positifs. De plus U(O) = u0 = 1 u,, 1 eiso. Done d’aprks ce qui prCdde, 
0 variera de 19,, B 3-r/2. On obtient done (5). 

Remarque. La solution de l’kquation (7): 

u(0) = ug avec u0 E (R+)2 

a m&me trajectoire que la solution de I’Cquation (4). 

(7) 

LEMME 3. On a l’estimation suivante: 

1 afA(x, y)l = (+ - q-l [($ - q2 + q2 < (g-l [($)’ + Xy2 (8) 

et ceci V(x, y) E ([w+)2 avec x = p cos e et y = p sin 8. 

Dkmonstration. 

Done 

S?& cx, y) = (+ - e)‘-l$ [--XX + (+ - e) y]. 

1 afAcx, y)l = (+ - e)‘-l$ [ (+ - e)’ + x2]1’2 (~2 + y2)l/2. 

Or 0 varie de 0 k 7r/2, on a done l’estimation (8). 

Notation. Dans toute la suite de l’exposk, on se place dans l’espace 
de Hilbert Z2. 

On note 

c = {x/x = (xi)i>l ) x E P, xi 3 O} 

R +,n = (R,)” x (0) x ... x {O} x ... 

R n,n+l = (X/X = (x& , xi = 0 pour tout i # n, n + 1). 
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LEMME 4. On considhe 1’.4quation d’holution associbe h TV,,: 

t&J4 + +u,&J 3 0 

%(O) = uo avec u. E !F&la+l . 

Ah un(t) E R+,n+l Vt 2 0. 

En efJet, 

(9) 

Ceci est Cvident si on se rCf&re A la definition de vaSn . 

LEMME 5. On conridhe l’bquatiun d’kvolution asso&?e ci TV: 

(10) 

Soit u, la solution de (9), alors si u,(O) = ~~(0) = u0 E R,,,,, , on a pour tout 
t E [O, Tl 

I G(t) - 42(t)lz2 < %+1w2)A”+‘-1 [(7m + ~:+P~~. 

Dtfmonstration. D’aprb le lemme 4, on a 

(11) 

h&) = (%,1(t),.-, un.,(t), %2,7%+1(t), OY.9 OP..). 

Comme lR+,i C D(yJ Vi > 1, alors: 

C = DbJ 

De plus urn(t) = (u,,,(t) ,..., u,&t) ,... ). De ce fait, on a: 

B(W) I@, - ~#)I2 + t%~.,ntun) - %AcJ, us - u,) 

+ %+2t%,+at%,n+2 Y %.n+J - %,+*t%dz+2 > %n+3), %a - 4 + .*. 

= %+1 t%"+lt%.7z+l 9 %,n+z), un - %I. 

En utilisant le fait que a~,,,, et 8jA, sont monotones, on a: 

g(d/dt) 1 II,, - II, I2 = I un - ua I (44 I un - ua I 
< %a+1 I vA,+,kn+1 9 %.n+zI * I %a - % I. 

D’aprks l’estimation (8) on obtient done: 

(44 I un - u, I < %+1{(4qAn+‘-1 [(42)2 + X+,1”“>. 

En utilisant le fait que u,(O) = u,(O), on obtient ainsi (11). 

58”/28/3-7 
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Notations. On notera 2&(t) le semi-groupe engendrk par -ap)a,,, et S,(t) 
le semi-groupe engendrk par -aqa . 

DLjinition de la Suite (a,). On dkfinit par rkcurrence la suite (a,): 

a, = (1, 0, O,...) 
(12) 

Ceci revient 2 Ctudier dans l’espace R,,,,, une Cquation du type (7) dont 
on connait explicitement la courbe de la trajectoire de la solution. On remarquera 
que la suite (a,) ainsi dkfinie est indkpendante des nombres (CLJ. On a done: 

a, = (1, 0, O,...) 

a2 = (0, exp (- & * -$), O,...) 

a - n- ( 
O,..., 0, exp [- $ (* + *.* + &)I, O,...) 

(13) 
avec 

la, I = exp [- f (+ + *-a + -&-)I. 

Pour que cette suite a, ne converge pas fortement vers 0, il faut et il suffit 
que la sCrie positive l/Xi soit convergente. On prendra done: 

n2 b .-. “i=s b-l bi avec b>l. 

De ce fait 

$:]a,/ =exp-l/b>0 

avec lim faible,,, a, = 0. 

Remurque. On a ainsi dktermink les (h,)i>l ; il reste done A dkterminer les 
(II, qui seront trouv& grace h l’estimation (11). 

LEMME 6. Vc > 0, il existe 

et 

Tl > l,..., T,, > n ,... 

B 1 ,*.a, A,... >o 



COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE 375 

tel que Vn > 1, Vor = ( ~,I~1azIecoli=j3,pouri=1~n+1,0nait .). 

~S,(T,)U,--~~+~I GE+...+& powtouti=l&n. (14) 

Dt!monstration. (lo) Soit % = 1, alors Vor avec 0~~ = 1, VE > 0, 3 TI > 1 
tel que: 

/ &,(T,)a, - a2 I < 42 d’aprb (12). 

Or d’aprbs l’estimation (1 I), $I2 > 0 tel que Vt E [0, T,], Va avec CQ = 1 
et cy2 = js tel que: 

De ce fait on a 

pour tout OL avec 011 = 1, (Ye = b2 . 

(2O) On suppose avoir trouvC 

T 1 ,***, T,,avec’T, >ipouri= 1 Bnet/31,...,/3n+I >0 

tel que Va = (CL& avec 0~~ = fid pour i = 1 z+ 12 + 1, on ait 

1 S,(TJal - a,+l 1 < E + ... + & pour tout i = 1 2 n. 

(15) 

Alors d’aprts (12), El&+, > 1 tel que: 

I 5%7&+1(42+1)%+1 - an+2 I G ~n+1/2* 

Soit T,,, = T,, + t,+I , T,,,, > n + 1. 
D’aprhs l’estimation (ll), il existe /3n+2 tel que: 

pour tout t E [0, T,,,] et pour tout 01 = (a& avec 01~ = jIi pour i = 1 & n + 2. 
Done 

I &(Tn+,h - an+2 I < I %(Tn+,)a, - &n+dTn+&l I 
+ I &,.+dTn+&~ - &,n+&n+&n+l I 
+ I &,n+&n+&n+l - an+2 I* 

Comme S m,n+l(t) est un semi-groupe de contraction, on a: 
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D’oh en utilisant (15), on obtient: 

I SE(Tn+lbl - %+2 / < (E”+1/2) + (c -t .” + c”) + (E”+1/2) 

et ceci Var avec 01~ = Bi pour i = 1 a n + 2. On a done le lemme 6. 

Dkmanstration de la Proposition 1. Le lemme 6 permet de construire une 
fonction pa telle que 3Ti > 0: 

j S,( T&z, - U~+~ / < E + . . + ci pour tout i 3 1. 

Done I &(Tih - ai+l i , < c/(1 - 6) si E < 1. De plus 0 est le seul point fixe 
de S,(t) car: 

9)&) b 0 vx E 12 

yn(x) = 0 => fAi(Xi, xi+1) = 0 * xi = 0 

de ce fait vu(x) t> x = 0. 
Done lim,,, I S,(T& I = lim,,, 1 S,(t)a, j 3 exp(- l/6) - e/(1 - .s). On 

peut prendre E = & et b = l/Log 2. Alors lim,,, 1 S,(t)a, 1 3 + - 5 = 6 . 
Done S,(t)a, ne convergera pas fortement vers le seul point fixe de S,(t) qui 
est 0. 
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