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Dans un espace de Hilbert H, on considére 1’équation

dudt + dp(u)3 0 "
4(0) = uy  D(dg)

ot dp est le sous-différentiel d’une fonction convexe s.c.i. On suppose que
0p({0}) # @. Soit S(f) le semi-groupe engendré par —dp. D’aprés un
résultat d& a Bruck [2], on a

limtfaible S()uy =1 avec [ledp~'({0}).

Le but de cette note est de montrer qu’il n’y a pas nécessairement convergence
forte de S(f)u, quand t — co. La possibilité de construire un exemple avait
été suggérée par Komura.

PropPosITION 1. Dans Uespace de Hilbert 1%, il existe une fonction s.c.i. ¢ telle
que 0p~Y({0}) 5= @ et dont le semi-groupe S(t) engendré par —Op ait la propriété
suivante:

Ja € D(p), D(p) domaine de ¢, tel que S(¢)a ne converge pas

fortement vers un point fixe de S(f) quand ¢ — oo.

DErFINITION.  Soit la fonction fi(x, y) définie dans R? avec A > 0:

file, ) = Arc tg(x/y) [ + 512 si & >0ety >0

= 400 sinon.
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On pose par définition Arc tg(x/0) == (7/2) si x = 0. En coordonnées polaires,
cette fonction est aussi donnée par:

RTINS, (w==pcost 20,y =psinf =0
fix, v) = ((7/2) ) p st ieip=0et0<O<m2 3)

== --oc  sinon.

LeEMME 1. La fonction fi(x,y) est continue dans le fermé (x >0, y > 0).
De plus f, est une fonction convexe si et seulement st A > 1.

Démonstration. 11 est évident que la fonction f, est continue dans le fermé
(x >0, y >0). La seule difficulté est de montrer I'équivalence. Soit ;)
définie par:

Y, y) = Uz_lr—l—yzjﬁﬁ (Arc tg ) [)\2 — A+ (Arc tg y)z]
sio x>0,y >0.

Alors pour ¥ >0, y >0, on a:

0% 0%, o2f

G g = b g =,
Donc

% 0%, %,

o T 2y g € = dalm — 28

De ce fait f, est convexe dans 'ouvert (x > 0, ¥ > 0) si et seulement si 5, == 0
pour tout x > 0 et tout y > 0, i.e. si et seulement si A > 1. Donc comme f,
est continue dans le fermé (x = 0, ¥ == 0), f, est convexe si et seulement si
A = 1. D’aprés la définition de f,, f, est convexe dans R? équivaut 2 A == 1.

Remarques.
(19 fi(® ) = 0 V(x, y) e R et fy(x, ) = 0= {x = 0, y = O}.

(2°) 8i A =1, fi(x, ) est une fonction convexe s.c.i.,, donc f, admet
un sous-différentiel of, . On peut donc résoudre I'équation:

W ofw=0
)

u(0) = u, avec u, e (R

(3°) Dans toute la suite, A sera toujours supérieur ou égal a 1.
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LemMe 2. La solution u de I'équation (4) a pour trajectoire, i.e. I’ensemble
{u(r), t = 0}, la courbe d’équation en coordonnées polaires:

™

p=tuten [ 55 (50 + 5 (5 4)]

avec O, << 6 < % et (| ug |, 0y) les coordonnées polaires de #, .

®)

Démonstration. D’aprés (3), les courbes de niveau de f)(x, y) sont données
par:

ks m

Mo =n=(T—0p o p=u(Z-0"  ©

On sait que la trajectoire de #, solution de (4), est orthogonale aux courbes
de niveau donnée par (6).

Pour simplifier les calculs, on identifie R? avec C. Soit ©(6) le vecteur par-
courant les courbes de niveau:

) = (5 — 9)4 e

N |

Or on sait que Ia trajectoire @(f) de # est de la forme

w(t) = w(@) (3 — 6) e

dw T

e b3 o (3 -9 e

Comme dv]d6 est orthogonal 4 dw/d#, alors on a:

o+ (5 ) wto] + [(5—)wo] =0
D’ou

b (-

Donc u(6) = Const((w/2) — 6)* &/2m/2~8" De ce fait la trajectoire est de la
forme:

w(f) = Const £1/2M(m/2-8)%4i6,

Or u(t) —,.,, I, I point qui minimise la fonction f, . De ce fait [ est sur I'axe
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des y positifs. De plus u(0) = u, = | u, | ¢?%. Donc d’aprés ce qui précede,
6 variera de 6, & w/2. On obtient donc (5).

Remarque. La solution de I'équation (7):

%+a%@30 x>0

™)

u(0) = u, avec ug€ (R
a méme trajectoire que la solution de I'équation (4).

LEMME 3. On a lestimation swivante:

e = (50 (G- ] < @7 [F " @

et ceci V(x, y) € (R,)? avec x = pcosf et y = psin 6.
Démonstration.
TN =G0 [+ (5-9
B =G0 [wr(z-0s]
Donc

= (5 )" L[5 o e

Or 6 varie de 0 2 7/2, on a donc 'estimation (8).

Notation. Dans toute la suite de I’exposé, on se place dans lespace
de Hilbert /2.
On note

C ={xfx = (2)>, €% %, = 0}
Ry, = (R)" X {0} x - X {0} X -
Ry i1 = {/x = (%;);>1 , ; = O pour tout ¢ # n, n -+ 1}.

On considére:
o = (o)1 a; >0
A= (Ai)ix A =0
Pu(®) = cqfir (%15 %) 00 A o i (B s Xny) + o
Pon(®) = oy fo(®r, %) + = 4 apfo (Xn s Xnga)-
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LEMME 4. On considére I’équation d’évolution associée a @, ,,:

(dun/dt) + 6‘Pu,'ﬂ(un) 30

©)
u,(0) = u, avec uyeR, ..
Alors u,(t)e R, ,., Vt = 0.
En effet,
Ceci est évident si on se référe A la définition de g, ,, .
LemMME 5. On considére I'équation d’évolution associde & ¢,:
(du,/dt) + Op,(u,) >0
(10)

#,(0) = u, ug € D(p,) = C.

Soit u,, la solution de (9), alors si u,(0) = 4,(0) = u,€ R, ..., on a pour tout
te[0, T

| ) — un(t)] e < a{(/2)7 [(@2)” + XL ia] )T (11)
Démonstration. D’aprés le lemme 4, on a
un(t) = (un,l(t)’"'a un,n(t), un,n+1(t), O,..., 0;)
Comme R, ; C D(p,) Vi > 1, alors:
C = D(gd)-

De plus u,(t) = (#,,1(t)s--, %o, mu(t),-..). De ce fait, on a:

%(d/dt) |(un - um)(t)|2 + (a‘Pu.n(un) - 6‘ch,n(um)> U, — ua)

+ an+2(af/\,,+2(u-n,n+2 s Unomys) — af/\,,+2(“a,n+2 s Ug,nig)y U — Uy) +

= O‘n+1(af/\,,+1(ua,'n+1 > ua,n+2)’ Up — Uy).

En utilisant le fait que dgp,,, et of, sont monotones, on a:
Hdjdt) | uy — u, |* = | u, — u, | (d]dt) | u, — u, |
< % | afhn+1(uo¢.n+1 s Unmyz)| * | e — 8y |-
D’apreés 'estimation (8) on obtient donc:
(ddt) |ty — vy | < oy (/270 [(w/2) AT 3)

En utilisant le fait que #,(0) = #,(0), on obtient ainsi (11).

580/28/3-7
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Notations. On notera S, ,(¢) le semi-groupe engendré par —og, , et S,(t)
le semi-groupe engendré par —dg, .

Définition de la Suite (a,). On définit par récurrence la suite (a,):

a =(1,0,0,.) 12)
Gpiq = %1}2 Sanlt) @ .

Ceci revient 2 étudier dans 'espace R, ,,; une équation du type (7) dont
on connait explicitement la courbe de la trajectoire de la solution. On remarquera
que la suite (a,) ainsi définie est indépendante des nombres (x;). On a donc:

a, =(1,0,0,.)
a, = (0, exp (— —zl/\l— . —Zi), 0,...)

2

= (0,0, 0, exp [— - (L 4 L)), o,
a ( OCXP[ 8(A1+ +An_1)]0) (13)

avec

rtmem -5 (5]

Pour que cette suite a, ne converge pas fortement vers 0, il faut et il suffit
que la série positive 1/A; soit convergente. On prendra donc:

2 b ,
A,——T'mb avec b>1.
De ce fait

lim |a, | = exp — 1/b >0

avec lim faible, ,, a,, = 0.

Remarque. On a ainsi déterminé les (A;);5, ; il reste donc a déterminer les
o, qui seront trouvés grice a I’estimation (11).

LEMME 6. Ve > 0, il existe

T, > 1,.., T, > n,...
et

Bisees Bryee >0
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tel que Vn = 1, Voo = (o), avec o; =By pour i =1 an -+ 1, on ait
[ ST)a; — ayq | <e+ -+ € pourtouti =1an. (14)

Démonstration. (1°) Soit oy = 1, alors Vo avec oy = 1, Ve > 0, 37} > 1
tel que:

| Spa(Th)ay — ay | < €/2 d’apreés (12).

Or d’aprés l'estimation (11), 38, > O tel que Vie[0, 7], Vo avec o = 1
et oy = B, tel que:

| Su(t) @y — Sualt) @1 | < an{(nf2)™ (/2 + M T, < 2
De ce fait on a
| S(Ta, — ay| < € pour tout ¢ avec oy = 1, ap = B,
(2°) On suppose avoir trouvé

Ty,..T,avecT; >ipouri =lamnetP,..Bpy >0
tel que Yo = (x;); avec o; = B; pour i = 1 A n -} 1, on ait (15)
| ST)ay —aip3 | <e+ - +epourtouti =14an.

Alors d’aprés (12), 3¢, > 1 tel que:
| Sens1{tni)@nis — Gnya | < 12,

Soit Ty =T+ thya> Ty >n+ 1.
D’aprés Iestimation (11), il existe 8,,, tel que:

| S(t)ay — Suna(t)ay | < "11)2

pour tout ¢ € [0, T, 4] et pour tout &« = (o;); avec o; == S, pouri =12an+ 2.
Donc

| S(Tri1)@ — e | < | STrin)ar — Sensa(Toi)ay |
+ | Sansrl Trs1)ar — So,ni1(tnt1)@nia |

+ | Sa,n+1(tn+l)an+1 = Qpyg l
Comme S, ,.,(?) est un semi-groupe de contraction, on a:

' Sa,n+1(Tn+l)a1 - Sm,n+1(tn+1)an+1 | < I Sa,n+1(Tn)a1 — 8pya |-
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D’ol en utilisant (15), on obtient:
| Su(Trin)ar — @pia | < (€142) + (e 4+ -+ €") + (*71)2)

et ceci Vo avec oy = B8, pour i = 1 an + 2. On a donc le lemme 6.

Démonstration de la Proposition 1. Le lemme 6 permet de construire une
fonction ¢, telle que 37; > 0:

[ S(Ta — ;| et 4 € pour tout 7 > 1.

Donc | S(T)a, — a;1| < €/(1 — €) st € < 1. De plus 0 est le seul point fixe
de S,() car:
o (x) =20 Vxel?

Pul®) =0 = f(%;, %) =0 = x, =0

de ce fait @ (x) <> x = 0.

Donc lim,, ., | S(T)a; | = lim,_, | Sy(t)a, | = exp(—1/b) — €/(1 — ¢). On
peut prendre ¢ = 1 et b = 1/Log2. Alors lim, .| S,()e, | =3 — 3 =1.
Donc S,(#)a; ne convergera pas fortement vers le seul point fixe de S,(f) qui

est 0.
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